edUTecNe

Editorial de la Universidad
Tecnoldgica Nacional

M

FUNDAMENTOS
DE ALGEBRA PARA INGENIERIA

Dr Adrian M. Canzian
Ing. Alfredo Rojas Lagarde

Colaboracion:
Ing. Laura Gelsi

Departamento de Ciencias Basicas
Facultad Regional General Pacheco
Universidad Tecnologica Nacional - U.T.N.
Argentina

(1]

Editorial de la Universidad Tecnoldgica Nacional - edUTecNe

http://www.edutecne.utn.edu.ar
edutecne@rec.utn.edu.ar




NC.1

Numeros Complejos

NCI

Un poco de historia antigua

a.

Lo que sigue ha sido extraido del libro de G. Gamow “Uno, dos, tres, infinito”.

Teniendo a los numeros reales como Unico bagaje, es claro que la raiz cuadrada de 4 es 2,
que la raiz cuadrada de 9 es 3, que la raiz cuadrada de 5 es 2,236 ... etc.
Pero, ;cudl seria la raiz cuadrada de un nimero negativo?. ;Tienen significado expresiones

tales como v—=5 y J-12

Si se trata de resolver estos problemas con los niumeros reales, se llegara a la conclusion de
que estas expresiones carecen de sentido.

Para citar las palabras del matematico del siglo XII Brahmin Bashkara: “El cuadrado de un
nimero positivo es positivo y el cuadrado de un nimero negativo es también positivo. En
consecuencia la raiz cuadrada de un nimero positivo es doble, positiva y negativa. No hay
raiz cuadrada de un numero negativo, porque un nimero negativo no es un cuadrado.”

Pero los matematicos son gente obstinada y cuando algo que parece no tener sentido aparece
una y otra vez, entonces hacen todo lo posible para darselo. Y las raices cuadradas de
niimeros negativos aparecen sorpresivamente por todas partes, ya sea en simples cuestiones
aritméticas (como resolver la ecuaciéon x* + a = 0, siendo a > 0) o en el problema sobre la
unificacion del espacio y del tiempo de la teoria de la relatividad.

El valiente que por primera vez puso sobre el papel una formula que incluia la raiz cuadrada
de un numero negativo, aparentemente sin sentido, fue el matematico italiano Cardano en el
siglo XV1. Al estudiar la posibilidad de desdoblar al nimero 10 en dos partes cuyo producto
fuera 40, demostr6 que aunque este problema no tiene solucién en el campo real, se

lograria la respuesta en forma de dos expresiones matematicas imposibles: 5 +,/(=15) y
5—4/(=15).

Cardano escribio las lineas anteriores con la reserva de que lo anterior no tiene sentido y que
es ficticio e imaginario, pero sin embargo las escribio.

Una vez que el hielo se rompi0, las raices cuadradas de los nimeros negativos, o “niimeros
imaginarios” segun el adjetivo peyorativo de Cardano, fueron usados con mas y mas
libertad, aunque siempre con grandes reservas y pidiendo disculpas a diestra y siniestra. En
su libro sobre Algebra publicado en 1770, el Sr. Leonardo Euler (uno de los ases de las
matematicas) incluyd un gran nimero de aplicaciones de los nimeros imaginarios, mitigadas

sin embargo por la observacion: “Todas las expresiones tales como V-1 y J=2 son
numeros imposibles e imaginarios, puesto que presentan raices de cantidades negativas, y de
tales numeros podemos afirmar verdaderamente que no son nada, ni mayores que nada, ni
menores que nada, lo cual necesariamente los hace imaginarios o imposibles™.

Pero a pesar de todos estos abusos y disculpas, los nimeros imaginarios pronto se hicieron
tan inevitables en la Matematica como las fracciones o los radicales y hoy practicamente no
podria hacerse nada sin utilizarlos.

La familia de los nimeros imaginarios representa, por decirlo asi, una imagen en un espejo
ficticio de los numeros reales y, exactamente del mismo modo que se pueden producir todos
los nimeros reales comenzando con el nimero basico 1, también se podrian producir todos

los nimeros imaginarios a partir de la unidad imaginaria +—1, que generalmente se
designa con el simbolo i.

Es facil ver que V=9 = (V9)W=1)=3i ;v=7 = (7)(W—=1)=iv7 =2,646..i, etc. de modo

que todo nimero real comun tiene su doble imaginario.
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También se pueden asociar nimeros reales e imaginarios para hacer expresiones tales como

5+4/-15=5+i15 , como lo hizo por primera vez Cardano. Estas formulas hibridas
fueron llamadas con el nombre de nimeros complejos.

Durante mas de dos siglos después que los nimeros imaginarios hicieron su aparicion en las
Matematicas, quedaron envueltos en un velo de misterio e incredulidad hasta que finalmente
les fue dada una interpretacion geométrica muy simple por dos matematicos aficionados: un
agrimensor noruego llamado Wessel y un contador francés llamado Argand.

De acuerdo a sus interpretaciones (ver figura NC 1. a) un numero complejo, como por
ejemplo: 3 + 4i, puede ser representado como un punto del plano (en lo futuro “plano
complejo”) cuya abscisa sea 3 y cuya ordenada sea 4.

Todos los nimeros reales estdn representados por puntos que estén sobre el eje de las
abscisas (eje real en lo futuro) y todos los niimeros imaginarios estan representados por
puntos que estén sobre el eje de ordenadas (eje imaginario en lo futuro).

I (eje imaginario)
A

Pl lej
ano complejo 4

4+42i 9 2,5i=0+2,5i

-3=-3+01

b

o »

2=2+0i R (eje real)

21

Fig. NC1. a

Hasta acéa la cronica del Sr. Gamow.

El modesto diagrama de la figura NC La sugiere dos ideas fundamentales:

1°) Ampliacion del conjunto de los numeros existentes, agregando a los numeros
correspondientes a los puntos del eje real todos los numeros correspondientes a los
restantes puntos del plano complejo (evidentemente, todos los puntos del plano
complejo que no pertenecen al eje real corresponden a nimeros “nuevos”).

2°) Como los niimeros complejos corresponden a puntos del plano complejo, y como un
punto de un plano queda individualizado por su abscisa y su ordenada, un nimero
complejo puede ser individualizado como un par ordenado de numeros reales,
correspondiendo el primer niimero del par a la parte real del complejo y el 2° numero
del par a la parte imaginaria.
Asi:
2+3i=(2,3)
Mais alin, un niimero complejo puede ser imaginado desde el vamos como un par
ordenado de numeros reales (con los cuales se opera de una cierta manera). Si cuando al
Sr. Cardano se le presentaron sus célebres problemas hubiera tenido una llamarada de
inspiracion que le hubiera develado todos los misterios de los niimeros complejos, no
hubiera nunca usado la notacion a + i b (la cual, segiin se verd mas adelante, no es gran
cosa ya que induce a errores conceptuales), sino la notacion (a , b).
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El primero en dejar de mirar a los complejos como “bichos raros” y considerarlos como una
ampliacion “natural” de los ntimeros reales, con la misma “vigencia fisica” que éstos, fue
Karl Friedrich Gauss (que junto con Cauchy forma el binomio méximo de las Matematicas),
con motivo de su demostracion del Teorema Fundamental del algebra (1799).

Mais adelante, alrededor de 1830, los Sres. Agustin Cauchy y Bernardo Riemann
desarrollaron su teoria de las funciones de variable compleja, con la que virtualmente
arrasaron con todo el tema.

Tal como indicado mas arriba, los nimeros complejos nacieron de la necesidad de dar
respuestas coherentes y logicas a problemas de indole puramente matematica.

Poco a poco su uso se fue extendiendo mas y mas a problemas de indole practica. Si el lector
ha pasado por un buen curso de electrotecnia sabra ya, por ejemplo, que la impedancia es
una magnitud fisica de uso corriente cuya medida se expresa por un numero complejo.

Una dificultad que de entrada asusta al lector es no tener a mano ningun ejemplo facil que le

“materialice” a los nimeros complejos.

Se harédn algunas timidas tentativas de subsanar esta falencia.

1°) Si Juan tiene una presion arterial de 14 de maxima y 8 de minima, puede decirse que la
medida de la tension arterial de Juan es el naimero complejo (14 ; 8). En efecto, (14 ; 8) es
un par ordenado de niimeros reales, y, tal como se dijo mas arriba, un par ordenado de
numeros reales es un namero complejo.

2°) Si el 5/5/06 las temperaturas méxima y minima en Buenos Aires fueron 15° y 5°, puede
decirse que la medida de la temperatura en dicha fecha esta dada por el complejo (15 ; 5)
etc., etc.

Se deja constancia que en estos ejemplos se han dejado bastantes cosas en el tintero.

NCII

Definicion de numero complejo

a.

Tal como se menciond en el parrafo NC I, se empezard por suponer que los niimeros
complejos son pares ordenados de nimeros reales.

Como definicidn, a lo recién dicho le falta mucho. Falta indicar como se opera con dichos
numeros. Dicha operatoria debe ser tal, que se obtenga un todo autoconsistente y tal que
cuando se aplique a los niimeros reales (caso particular de los complejos) se obtenga la ya
conocida operatoria definida oportunamente para los nimeros reales.

Seria interesante seguir los pasos que condujeron a la definiciéon de la operatoria de los
complejos, pero desgraciadamente seria muy largo hacerlo.

Las definiciones de operaciones en el campo complejo han sido siempre hechas por “pélpito
condicionado”, es decir que se han buscado definiciones tales que “a posteriori” condujeran
a resultados previamente deseados. Asi, por ejemplo, se ha definido el producto de
complejos de manera tal que resulte:

i.i=-1 ; (a, 0).(b, 0)=Producto de losrealesayb ;etc., etc..
La definicion de la operatoria de los complejos forma parte de la definicién de niimero

complejo. En efecto, decir que los numeros complejos son pares ordenados de nimeros
reales y no decir que hacer con dichos pares es algo que no serviria para nada.
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En lo que sigue se marcard con DEF a las definiciones correspondientes a las operaciones
con complejos para indicar que dichas definiciones forman parte de la definicién general del
nimero complejo.

Para empezar, se indicara la notacion a usarse.

Sean por ejemplo los complejos:

N\

le(a,b) Zzz(-2,3)

A T A A T A

; ' 1¥ nimero del par ordenado 1]
é ‘ : 2% ntimero del par ordenado
L R Designacion global del par )

Al 1% nimero del par ordenado que forma un complejo se lo llamara parte real del mismo y
al 2° namero de dicho par se lo llamara parte imaginaria del mismo. Asi (ver [1]):

R(Z))=R(a,b)=a (Z)=1(a,b)=b
R(Z>) =R(-2,3)=-2 (Z)=1(-2,3)=3

La eleccion de los vocablos “parte real” y “parte imaginaria” para designar respectivamente
a los numeros 1° y 2° del par ordenado que constituye un complejo es sumamente
desafortunada (herencia del Sr. Cardano, transmitida de generaciéon en generacion), ya que
insintia que el primer nimero tiene “existencia concreta” mientras que el segundo es un ente
etéreo que “en realidad no existe”. Esta insinuacion es completamente falsa: ambos niimeros
del par tienen la misma naturaleza (son nimeros reales comunes y corrientes) y tan
importante es el uno como el otro.

Igualdad de complejos.

Sean los complejos:

Zy=(ar, by) y 7= (a2, by)
Se define que:
DEF 7, = Z, cuando y so6lo cuando a; = a; y ademas b; = b, 2]

Es decir que si Z; = Z, se tiene que los simbolos Z; y Z, son designaciones distintas de un
mismo complejo.
Sobre la desigualdad de complejos se hablara mas adelante.

Suma de complejos.
Sean los complejos:

Zy=(a;,by) y Zy= (a2, b)
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Se define que:
DEF Zy+Zy=(ar,br) + (a2, b2)=(a; +az, by +by) 3]
Ast:

(2,-3)+(1,-5)=[2+(1),-3+(-5]=(1,-8)
Diferencia de complejos.

Sean los complejos:

Z,=(ar, by) y Z;=(a2, by)
Se define que:
DEF Zy-Zr=(a1,b)- (a2, b2) = (ar -az, by - by) 4]

Asi:
2,-3)-¢-1,-5=[12-(-1,-3-(-91=3,2)

Puede verificarse facilmente que la operacion diferencia es la reciproca de la operacion
suma, es decir que si Z; +Z, =Zj se tiene entonces que Zs —Z1 =2, yZ3— 72, = 7Z,.

Producto de complejos.

Sean los complejos:

Zy=(ar,by) y 7, =(ay, by)
Se define que:
DEF Zy-Zy=(ar,b1) (a2, by) =(aja2 —biby, ajby + azby) 5]

Nota: Observar que si Z; y Z, son nimeros reales este producto es el producto de niumeros
reales.

Asi:
(2,-3)-(-1,-5)=[2(-1) = (-3)(-5), 2(-5) + (-3)(-D] = (-17 , -7)

Cociente de complejos.
Sean los complejos:
Zl=(a1,b1) y Z2=(a2ab2)¢(090)

Se define que:

DEF éz (a,,b) _a4 +bb, a,b —ab, [6]
Z, (a,,b,) az2 +b22 c122 +b22
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Asi:

(-23) _[(2(=D+3(=5) (-1)3—(-2)(-5) :(_1 _lj
L=5) [ D H(E5) T D H(5) 2" 2

Notar que no se define el cociente Z,/Z, cuando Z, = (0, 0).

Se verificara a continuacion que el cociente de complejos, tal como definido en [6] es la
operacion reciproca del producto de complejos tal como definido en [5].

Sean los complejos:
Zy=(a;,by) , Z;= (a2, b)) #(0,0) y Zy=7\17,

Entonces sera: Ver [6] Verf]

2,2, = Z{é} = (azabz){

2

a,a,+bb, a,b —ab, }
2 2 ? 2 2
a, +b; a, +b;

_ {az a,a, +bb, b a,b,—ab, a,b —ab, b, a,a, +b1b2}

2 2
azz+b22 c122+l)22 ’ azz+b22 a§+bz2

B 2 2 2 2
_| 4q, +M_W ab, a,b, _M"'m*'blbz } _
9

| azz+b22 a§+bz2
B 2 2 2 2
a(a, +by) b(a, +b;)

= ) :|:(a1ab1)221

2 2 2 2
a, +b; a, +b;

Resumiendo, si Z,/Z, = Z3, entonces resulta que Z;, = Z, Z3, con lo que queda verificado lo
arriba indicado.

En base a las definiciones dadas es facil verificar que:

1921+ Zy=7,+ 7, [7]

272y +(Zy+Z3) = (L) + Zo) + Z3 [8]

32, Zr,=2,-7, [9]

42y Ly Z3)= (21" Z2o) Z5 [10]

52y (Zo+Z3) =2, Lyt Z, - Z5 [11]
Se define que:

a,0)=a
DEF qu T [12]

Complejo Real

Es decir que los complejos tienen a los reales como caso particular (todo complejo cuya
parte imaginaria sea nula es un numero real, ademés de seguir siendo un complejo).
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Esta definicion es consistente con lo ya conocido del campo real ya que, haciendo nula la
parte imaginaria de los complejos involucrados en todas las definiciones (DEF) que se van
dando, se obtienen expresiones que son todas validas en el campo real.

Segun indicado en [12] es:

0,0)=0 [13]
T
Real

Complejo

El complejo (0, 0) serd indicado en lo sucesivo con el simbolo 0.

Salvo el caso de comparar dos reales (casos particulares de los complejos), no se establece
nunca que un complejo sea mayor o menor que otro.

Dos niimeros complejos son iguales o distintos. En caso de ser distintos no se los compara
entre si.

NC III

Notacion binomica de los numeros complejos

a.

Si se define la siguiente notacion:
l:(oal) ’ 'i:(oa_l) [1]
se tiene que:

Por [5] de NC II

—

19 -1)i=(-1,0)0, 1) =[(-1).0-0.1, (-1).1+0.0]=(0,-1)=-i 2]
Por [5] de NC II

29 2=(0,1)0,1)=[0.0-1.1.0.1+1.01=(-1,0)=-1 3]
Por [5] de NC II

3°) (i) = (0, -1)(0, -1) =[0.0 = (-1)(-1) , 0(-1) + (-1)0] = (-1 , 0) = -1 [4]

Ver [1] y ver [12] de NC II
Por [5] de NC II

4%i.b=(0,1)b,0)=(0b-1.0,00+1b)=(0,b) [5]
Entonces, como:
(a,b)y=(,0)+(0,b)
se tiene, ver [5] y ver [12] de NC II que:
(a,by=a+ib [6]

Esta notacion indicada en [6] es llamada “bindmica”, y es de lejos la mas “popular” en la
vida diaria por razones de “tradicion”.
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El nimero i = (0, 1) es llamado “unidad imaginaria pura”, rotulo bastante desafortunado por
las razones indicadas en b de NC 1L

Usando la notacion binomial, las expresiones DEF indicadas en [2], [3], [4], [S], [6], [12] ¥
[13] de NC II toman respectivamente los siguientes aspectos:

DEF a,+iby=a,+ib;cuando y solo cuando a; = a, y ademds b; = b, [7]
DEF (ar +ib))+(az+ibs)=(a; +ax)+i(b; + by) 8]
DEF (a; +iby)-(a>+ib)=(a;-ax)+i(b;-b:) [9]
DEF (ar +iby)-(az +iby)=(ara>—brby) +i(arb: +axby) [10]
DEF a,+ib) _aay +bby | ash=aby G oo [11]
(a, +ib,) a; +b; a; +b;
DEF atil0=a [12]
DEF 0+i0=0 [13]

La férmula [10] tiene una deduccion mnemotécnica (a la que todo el mundo acude siempre):

(a; +ib))(az +iby) = aja, + ia;by; + ibja; + i2b1b2 = (aja; —b;by) +i(a;b, + asb;)

L

=-1, por [1]

Surge enseguida una pregunta: ;Por qué no usar esta “deducciéon” como definicion del
producto de complejos en vez del “decreto” dado en [S] de NC II y en [10] del presente
parrafo?.
La razén es muy sencilla: En la “deduccion” antedicha se ha usado la propiedad distributiva
del producto con respecto a la suma en el campo complejo sin haber definido previamente al
producto de complejos y, evidentemente, mal puede usarse una propiedad de una operacion
que todavia no esta definida.
Pero, por otra parte, no cabe duda que dicha “deduccién” (que es ilicita sin una definicion
previa del producto de complejos) constituyd el “palpito condicionado” que llevd a la
definicion rigurosa del producto de complejos.

_l_l

(a, +ib,) _ (a, +ib, Na, +ib,) _aa, —ia,b, +ia,b, —i’b,b, _
(az +ib2) (az +ib, )(az +ib2) a22 _W)af%{_izbzz

_aa, +hb, +ia2bl —a,b, T
=-1

Algo similar ocurre con la formula [11]:

2 2 2 2
a, +b; as +b;
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NC1V

Féormula modulo argumental (o polar) de los nameros complejos

(No iniciar la lectura de este parrafo sin haber digerido a fondo el contenido del Apéndice
de este capitulo).

a. Sea el plano complejo ya considerado en NC 1. a.
Segmento de longitud

4 I(eje imaginario _ | _
(J g ) pa+ib_|a+lb|_
—_ —
Pz 7|
=+ a’+b?
b
) \l/ a+ib
B o
!—J a R(eje real)
Fig. NCIV a
Sea el complejo: Z=a+ib
Se define.
0, =Pow = |Z| = |a+ib| =valor positivo de Na*> +b*
N — [1]
Modulo de Z=a+ib Valor absoluto Valor absoluto
de Z=a+ib de Z=a+ib

“Modulo” y “valor absoluto” son vocablos equivalentes al referirse a los numeros
complejos.

Notar (ver figura NC IV a) que el modulo o valor absoluto de un complejo es la distancia
que en el plano complejo media entre el origen y el punto que corresponde al complejo.

b. Sea un complejo no nulo. Se define que:

Dado a + ib # 0 + {0, se llamaran argumentos de a + ib a los infinitos dngulos que
en el plano complejo forma con respecto al eje real la semirrecta que con origen 2]
en 0 + {0 pasa por el punto que representa a a + ib.

Asi por ejemplo, los angulos o, B y 7y indicados en la figura NC IV a son tres de los infinitos
argumentos del complejo a + ib alli considerado.

Segun la definicion recién dada, es obvio (ver fig. NC IV a) que si o es un argumento
cualquiera de a + ib, se tendra que ... & - 47, A - 27T, &, O + 27, o + 47, ... serdn infinitos
argumentos de a + ib, no existiendo otros argumentos adicionales a estos.
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En forma mas compacta, puede escribirse que:

Los infinitos argumentos de a + ib son: o + 27k

siendo: [3]
o = Un argumento cualquiera de a + ib

k = Un entero cualquiera

Si bien a efectos de calcular se prefiere usar argumentos de magnitud chica y facilmente
visualizables, desde un punto de vista conceptual entre los argumentos no hay “hijos y
entenados”. Todos son “iguales ante la ley”.

Evidentemente (ver fig. NC VI a), para que un angulo o sea un argumento de a + ib, es
necesario y suficiente que:

a b b
1°) Cosor = ——— = — 2°) Senat=——=— 4
S e e P i
Entonces sera:
a=|a+ib|Cosa'=|Z|Cosaf ; b=|a+ib|Sen0{=|Z|Sen0{ [5]

y por lo tanto:

Z=a+ib= |a+ib| Cos o+ i |a+ib|Sen a=
=|a+ib| (Cos a+iSen )= |Z| (Cos a+ i Sen )

6]

Ahora bien, como para k entero es:

Por teorema del coseno

[7]

Sen(a + 27t = Senax ‘Cos(27) + Cos &t ‘Sen(27k) = Sena

Por teorema del seno

entonces por [6] y [7] se tiene que:

J
Z=a+ib=|Z|(Cos a+iSen @)= |Z|[Cos (o +2km) + i Sen (o +2km)]  k entero
cualquiera
Resumiendo:
\

Z=a+ib=|Z|(Cos a+iSen @)= |Z|[Cos (on+ 2kT) + i Sen (o + 2km)]
siendo:
1°) |Z| = |a +ib | = Moddulo o valor absoluto de a + ib = 8]

= Valor positivo de Va’ +b°

2°) a0 = un argumento cualquiera de Z =a + ib
3°) k = un entero cualquiera
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Esta es la asi llamada forma médulo argumental o polar del complejo a + ib.

NCV

Método para poner en forma modulo argumental a un complejo dado en forma binémica

a.

Dado un coseno (valor comprendido entre —1 y 1 inclusive), existe siempre un tnico angulo
¢ comprendido entre 0 y 7 (inclusive) que tiene dicho coseno y ademas también existe otro
angulo @, = -@; comprendido entre 0 y -7 (inclusive) que también tiene el mismo coseno

(ver figura NC V a).

AY f Circunferencias de radio 1\/
(O}

A
R(Pl \
2N X ‘ X
(sz-(p/ /\ 0=

Cos ¢’; =Cos ¢, Fig. NCV a

Y

Cos @; = Cos ¢,

Por otra parte, si es 0 <@, <7, se tiene que Senp, =20 ,ysies —x <@, <0 se tiene que
Senp, <0.

Por lo tanto, dado el coseno de un angulo y el signo de su seno, dicho angulo queda
completamente individualizado.

Asi, por ejemplo, supongase que sea Cos @ =2 y Sen ¢ < 0. Por ser Cos ¢ = ' se tiene que
los “candidatos” a ser iguales a ¢ son:

o, = /4
==
Arc Cosl = 3
2 V4
Y, = _g
y como por ser Sen @ <0 debe ser — 7 < ¢ <0, resulta entonces que:

O=0,=-73

A tener muy en cuenta: Al usar una calculadora de mano para hallar el d&ngulo Arc Cos x, la
calculadora dara siempre como Unica respuesta el angulo comprendido entre 0 y 7 inclusive
cuyo coseno es X, es decir el angulo que mas arriba se llamoé @;.

Evidentemente, se tendrd que ¢, = -0;.

Sea ahora el complejo:
a+ib

Se tiene que (ver [1] de NC IV):



NC.12
|| = Valor positivo de va> +b> [1]

y que si & es un argumento de Z que tiene que (ver [4] de NC IV):

a b
Cosa =+— y Sena = —
2] 2]
. a . .
Tal como visto en a, por ser Cosa = m se tiene que los dos “candidatos” a ser

argumentos de Z son:
a (04
Arc Cos— = :
1zl e, =-,
Como siempre es lz| > 0, el denominador de la expresion de Sen L es siempre positivo y
por lo tanto Sen o serd positivo o negativo segun que b, parte imaginaria de Z, sea positiva o
negativa.

Entonces: ] 2]

o =04 sib>0
A=0p=-04 sib<0

Los restantes infinitos argumentos de Z estan dados por:
o+ 2km , k entero cualquiera
y la formula médulo argumental de Z = a + ib sera.
z=|z]| [Cos (o + 2kT) + i Sen (a0 + 2km)] k entero cualquiera
donde | Z | esta dado por [1] y a estd dado por [2].
(Preguntita facil para el lector: ;Qué pasasienZ=a + ibesb=10?)
Ejemplo:
Sea:

Z=5+i4
Se tiene que:

| Z| = Valor positivo de V5> + 4> = 6,4031
Pidiendo a la calculadora de mano el valor:

Arc Cos
6,4031
se obtiene:
oy =0,6747
y por lo tanto sera:
o, =-0,6747

Como la parte imaginaria de Z es 4, valor positivo, se tiene entonces que:

o =un argumento de Z = o = 0,6747
y por lo tanto:
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Z=5+i4=64031[Cos (0,6747 + 2kx) + i Sen (0,6747 + 2km)],  k entero cualquiera

e. Otro ejemplo:
Sea.
7Z=4-i3
Se tiene que:

|Z| = Valor positivo de y4% +(=3)> =5

Pidiendo a la calculadora de mano el valor:

Are Cosi
5
se obtiene:
o = 0,6435
y por lo tanto sera:
o =-0,6435

Como la parte imaginaria de Z es -3, valor negativo, se tiene entonces que:
o =un argumento de Z = o, =-0,6435
y por lo tanto:

Z=4-i3=5[Cos (-0,6435 + 2km) + i Sen (-0,6435 + 2km)], k entero cualquiera [3]

A veces, por “prejuicios burgueses”, el hecho de tener un argumento negativo en una
formula es algo que molesta a la vista. En caso de que esto ocurra en el presente caso,
haciendo k =1 en [3] se obtiene:

Z =5 [Cos (-0,6435 +6,2832) + i Sen (-0,6435 + 6,2832)] =
=5 (Cos 5,6397 + i Sen 5,6397)

y de nuevo, por lo indicado en [7] de NC IV, resulta finalmente que:
Z=5[Cos (5,6397 + 2km) + i Sen (5,6397 + 2km)],  k entero cualquiera [4]

Notar lo siguiente:

Puede ser que la comparacion de las formulas [3] y [4] cause una cierta perplejidad al
lector. Ambas formulas corresponden al mismo complejo, y sin embargo en [3] se ha escrito
(- 0,6435 + 2km) mientras que en [4] se ha escrito (5,6397 + 2kmw). Tener en cuenta al
respecto que en cada una de estas féormulas, el nimero k puede asumir un valor entero
cualquiera. Se obtendran expresiones idénticas si en [3] se hace k = 1 y en [4] se hace k =0,
o si en [3] se hace k = -2 y en [4] se hace k = -3, etc., etc.. Ambas formulas indican lo
mismo.

NC VI

Igualdad de complejos expresados en forma modulo argumental

Se tiene que:

1°) Un complejo tiene un tinico mddulo o valor absoluto (ver a de NC IV)

2°) Un complejo tiene un unico conjunto de argumentos, existiendo entre dos de ellos
cualesquiera una diferencia igual a 2km, siendo k un nimero entero (ver ¢ de NC IV).

3°) Dos complejos son iguales cuando y solo cuando son el mismo namero (ver ¢ de NC II).
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y entonces sera:
|21 |(Cos oy +1iSen )= |Zz | (Cos 0 +i Sen o)
cuando y sélo cuando sean:

|2:] = [ 2] 1]
y ademas:

o - oy = 2km, es decir que o, = o + 2k, k entero.

NC VII

Producto de complejos indicados en forma méodulo argumental

a. Sean: ~
Z, =|Z,[(Cosa, +iSena) = (|Z,|Cos ) +i(|Z,|Senax,) = a, +ib,
a b [1]
Z, =|Z,|(Cosa, +iSena,) = (|Z,|Cosat,) +i(|Z,|Senat,) = a, +ib,
a by
4
2,7, = (aja;—b;by) + (aiby + axb;) =
:(|21 ZQ|COS o; Cosa, - |Z1 | |Zg |S€I’l o) Sena;) +
+ i(|Z1| |Zg|COS o; Senap + | Z]| |Zg|COS Othena'I) =
= | Z; | |Zg | [(Cos a; Cosay, - Sen o Senay) + i (Cos o Senop + Cos o Sena)] =
—| 7,1 1Z:1[Cos (s + o) +i Sen (e + )]
Por los teoremas del seno y del coseno
Resumiendo:
N\
Z1:Z> =112 | (Cos a1 +i Sen a1)] [ | Z2 | (Cos 0 + i Sen 0)] =
=711 12, |[Cos (o + 02) + i Sen (o1 + )] =
=7, 112, |[Cos (o1 + 02 + 2kx) + i Sen (o + 0 + 2k70)]
siendo: [2]
1°) | 71 | = Moddulo o valor absoluto de Z;
2°) | 7> | = Moddulo o valor absoluto de Z,
3°) o = Un argumento cualquiera de Z;
4°) o = Un argumento cualquiera de Z,
5°) k= Un entero cualquiera )
b. Ejemplo:
Sean:

lex/g+i Zzzx/z—l'\/z

Como entonces es:

19 [z [ = V(W32 +17 =2
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T
3 z

2°) Are Cos% < _6£ (Z)=1>0
6

lo que implica que sea:

/1
o) =un argumento de Z; = —

6
39 |2,] = J(2)  +(—2)? =2
T

4°) Are Cosg < y 1(Z)=—V2 <0

_r
4
lo que implica que sea:
0 = un argumento de Z, = —%
resulta que:
7,=2(Cos = +iSen %) , Z,=2[Cos | -Z | +iSen|-Z|]
6 6 4 4

Entonces, por lo visto en [2] se tiene que:

2,7, - 2.2{cos[§+(_ gﬂﬂ- SE(% _
o))
4{(:08(_% 2k |1 S ~ 2+ mﬂ

NC VIII

Potencia n-ésima de un complejo indicado en forma modulo argumental

a. Por potencia enésima de un numero cualquiera se entiende el resultado de multiplicar »
factores Z, siendo »n natural.

b. Sea:
7= |Z| (Cos o+ i Sen o)

Aplicando n veces el procedimiento indicado en el parrafo anterior resulta:



7'= |Z|" (Cos na. + i Sen nt) =

=|Z|"[Cos (no.+ 2km) + i Sen (na. + 2km)]

Siendo:
1°) | Z| = Médulo o valor absoluto de Z
2°) o= Un argumento cualquiera de Z
3°) k = Un entero cualquiera

Ejemplo:
Sea el complejo:
: /2 /4
Z=1+ i3 = 2(Cos 3 Tisen )
Segun [1] se tiene que:

Z7 = 232(C0S3ZTE+1’ Sen?)szj =

=% |:C0S(3ZT” + 27z1€j +i Sen(?’zTE + 27zkﬂ

NC.16

[1]

2]

En esta formula aparece un argumento igual a 327/3, el cual no resulta “simpatico” por los

siguientes motivos:

1°) No es inmediato visualizar adonde fue a parar en el plano complejo el punto

- 32
correspondiente a Z™*.

2°) Aun mas importante, una calculadora de mano no da el coseno y el seno de un angulo

tan grande.

Para solucionar este inconveniente, en [2] se dara a k un valor tal que resulte un

argumento comprendido entre 0 y 27. Para esto debe ser:

03327”+2zk327;

es decir:

——3237’ <omk <27 ——3237’

3 o

_16 _16
[ <k<l A
—53333..<k<-43333...

y como el inico entero que cumple con esta condicion es

k=-5
de [2] se deduce que:

77 2% [Cos(32% ~107) +i Sen(327/ —107:)}

=2% (Cos 27%+i Sen 2%)

y por [7] de NC IV se tiene finalmente que:

FEAPURTO.

3]
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Z? =2% [Cos (224 + 2kz) +i Sen (27 + 2kn)}

Si se quiere hallar esta potencia en forma binémica, usando la formula [3] y acudiendo a la
calculadora de mano se obtiene:

77 =2%(Cos 27/, +1 Sen 27/, ) = 4,29496x10° [~0,5 +10,8660254] =
=-2,14748x10° +i3,7195444x10’

Ejemplo:
Supdngase que se desee hallar (3 — 4i)°
Poniendo:

Z=3-4i

Z|=43* +(-4)* =5
3 0,9272952

2°) Arc Cos— = [(Z,)=-4<0
5 ~0,9272952

se obtiene:
1°)

Lo que implica que sea:

o = Un argumento cualquiera de Z =-0,9272952

y por lo tanto sera:

Z=3-4i=5[Co0s(-0,9272952) + i Sen(-0,9272952)]
y entonces, por [1] resulta:

Z° =3 -4i)’ =5 {Cos [5 (-0,9272952) + 27k] + i Sen [5 (-0,9272952) + 2nk]}=
=5 [Cos(-4,636476 + 27k) + i Sen (-4,636476 + 21k)] [5]
Si se quiere un argumento comprendido entre 0 y 27 inclusive, en esta expresion habra que

tomar a k tal que:
0<-4,636476+ 27k <27

es decir:
4,636476 <27k <27 +4,636476

V2(4,636476) < k <1+ )5,(4,636476)
0,737918 < k <1,737918

y como el inico entero que cumple con esta condicion es
k=1
entonces por [5] resulta:

Z° =5 [Cos (-4,636476 + 2T) + i Sen (-4,636476 + 2m)]=
=5 (Cos 1,6467093 + i Sen 1,6467093) [6]

y por [7] de NC IV se tiene finalmente que:

Z° =5 [Cos (1,6467093 + 21k) + i Sen (1,6467093 + 27k)]
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Si se desea hallar esta potencia en forma binémica, usando la férmula [6] y acudiendo a la
calculadora de mano resulta:

7> =3125(-0,07584 + i 0,9971199) = -237 + i 3116

A titulo ilustrativo, trate el lector de hallar a (3 — 41')5 usando el método binomico, es decir,
calculando:

(3 — 4i) (3 — 4i) (3 — 4i) (3 — 4i) (3 — 4i)

Lo maés probable es que abandone a mitad de camino, convencido de dos cosas:

1°) De que la Uinica manera civilizada de hallar una potencia mayor que 3 de un numero
complejo es usando el método modulo argumental.

2°) De que, tal como dijo el Sr. Cauchy, “Hacer cuentas no es trabajo propio de un
cristiano”.

NCIX

Cociente de dos complejos dados en forma modulo argumental

a.

Sean:
Z1 =17 (Cos o + i Sen o) Z>= 12| (Cos oz + i Sen o) 1]

Si Z, # 0, existe el cociente Z;/Z,, (ver [11] de NC III). Supongase que dicho cociente
expresado en forma modulo argumental sea:

Zs=71/Z>=|Z5| (Cos o + i Sen o3) 2]
donde por el momento | 73 | y 03 son desconocidos.

Ahora bien, como Zs = Z,/Z,, se tiene que es Z; = Z,'Z3, lo que por [1], [2] y por [2] de NC
VII implica que sea:

| 2, | (Cos oy +i Sen o) = | Z | -1 Z3 | [Cos (02 + a) + i Sen (0 + 03)] 3]

Esta es una igualdad de complejos expresada en forma modulo argumental.
Evidentemente (ver [1] de NC VI), esta expresion sera valida cuando y sélo cuando:

IDAVARVARYA [4]
2% (0 + 03) - o = 21k

Como evidentemente estas condiciones se cumplen si y solo si:

19 |23 1=12,1/12,]
2°) 03 = o - O + 27k k = entero cualquiera [5]

resulta entonces que al tomar a |Z3| y oz tal como indicado en [5] se tendrd que lo
expresado en [3] es cierto y que por lo tanto Z3 sera en efecto el cociente Z,/Z,.
Resumiendo:
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Z _ |Zl|(Cosa’1 +Sena,) N
Z, - |Zz|(C0s052 + Sena,) -

Z
= H[Cos(a’l — o, +27k) + Sen(a, — o, + 27k)
2
siendo: 161
1°) | 71 | = Modulo o valor absoluto de Z;
2°) | 7 | = Modulo o valor absoluto de Z,
3°) oy = Argumento de Z,

4°) o, = Argumento de Z;

5°) k = Un entero cualquiera _J
b. Ejemplo:
Sean los mismos nimeros Z; y Z, considerados en b de NC VII:
7, = 3 +i=2(Cos % +i Sen %) Zo =2 —iN2=2[Cos (—%j +i Sen (—%)]

Por lo indicado en [6] se tiene que:

ézg Cos z—(—zj +i Sen z—(—zj =C0$5—7[+iSen5—7[=
zZ, 2 6 4 6 4 12 12

= Cos 5—7Z+27z1c +1i Sen 5—E+2ﬂk
12 12

NCX
Raiz n-ésima de un complejo
g. Sea el complejo:
Z=|Z|(Cosoc+iSenoc) [1]

y supongase que se desee hallar a todos los complejos que elevados a su potencia n
(n = natural) sean iguales a Z, es decir que se quieren hallar todas las raices n-ésimas de Z.

Sea el nimero complejo:
W= |W|(CosB+i SenB) 2]

siendo por el momento | w y B indeterminados.
Para que sea Z = W", por lo visto en [1] de NC VIII se tiene que ha de ser:

V4 (Cos o+ i Sen o) = |W|n(Cos nP +i Sen nP) [3]

Esta expresion sera evidentemente valida (ver [1] de NC VI) cuando sean:

n

2=l
np -o=2nk , k = entero cualquiera [4]
Como evidentemente estas condiciones se cumplirdn si se toma:
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1
n la raiz n-ésima positiva de |Z| [5]

1
19 |w] = |Z?, siendo

2°) B = (o + 27mk)/n, siendo k un entero cualquiera

resulta entonces que al tomar a | w| y B tal como indicados en [5] se tendra que la
expresion [3] serd cierta y que por lo tanto la expresion de W indicada en [2] sera en efecto
una raiz n-ésima de Z.

Por lo tanto, las raices n-ésimas de Z estaran dadas por:

+i Sen
n n

1
n (Cos a+27k at 27[kj , k = entero cualquiera [6]

Mirando la formula [6], a primera vista pareceria que existieran infinitas raices n-ésimas de
Z, una por cada valor (entero) que se de a k.
Para analizar esta cuestion, se empezara por calcular las raices cubicas de 1.
Como:
1=1(Cos0+iSen0)

en este caso la formula [6] toma el aspecto:

%/I=13[C0 (0+2ﬂ'k)+ Se (0+27[k)}

y los diversos valores de raices ctbicas que se van obteniendo al dar distintos valores a k
son:

)
=
=
Il

= Cos(=67 )i Sent=67/)= Cos(-2m) +i Sen(-27) =1+i 0=1
e COS(‘ 4% )+ i Sen(— 47% )= -0,5+i 0,8660254
T Cos[- 27 J+i Sent- 21y J=-0.5-1 0.8660254

—Cos 0+iSen 0=1+i 0=1

ﬁ»ﬁ%

3[1 = Cos(z% J1i Sen(z% )=—0,5+7 08660254
Vi = Cos(4% J4i Sen(4% )= 0,51 0.8660254
%fl = Cos(6 )+i Sen(6ff = Cos(27) +i Sen(2m) =1+i 0=1

BN

)=
3
= Cos(8 )+ i Sen(877 )= 0.5+ 0.8660254

- cos(1077 )i Sen(! 0z )=—0,5-7 08660254

=
|
o

etc.

Evidentemente:

.= %/i = %/I = %/I =
k=-3 k=0 k=3

e — %/I = %/I = %/I‘ =
k=—2 k=1 k=4

=V =i _
k=—1 k=2
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existiendo una fuerte presuncion de que las Uinicas raices ctbicas de 1 sean:
1 , -0,5+10,8660254 -0,5-170,8660254

Ver fig. NC X a. AI

-0,5 +i0,8660254

v

-0,5-10,8660254

Fig. NCX a

Notar de paso que las tres raices consideradas estan distribuidas simétricamente a lo largo de
la circunferencia de radio | Z | =1.

Extrapolando lo recién “barruntado”, seria interesante verificar si en efecto un namero
complejo tiene 4 raices cuartas, 5 raices quintas, ... , # raices n-€simas.

Considérese de nuevo la formula [6], que da las raices n-ésimas del complejo Z. Sean dos
enteros k; y k; tales que:

k; —k, = n r, siendo r otro nimero entero 7]
Por [7]

l,Sena+2n'k1j:

Entonces:
1
w, =lek

1
| Cos o+27(k, +nr) i

Cos I 27k, N

n n

Sen o+2x(k, + nr)j _
n n

° Por [7] de NC IV
1 { y por ser r entero
=|Z n COS(%+2%FJ+i Sen(M+2frrﬂ =

n n

1:
o o 28 ) 5 2288

k.
n n :

Resumiendo:

Sies k) —k, = nr, siendo r entero, entonces es Wi, = Wio.

Esta expresion indica que cuando en [6] se pongan alternativamente valores de k que
difieran en un multiplo de », se encontrara exactamente la misma raiz n-ésima de Z.

Por lo tanto, cuando en [6] se hallan tomado k =0, 1, 2, ..., (n — 1) se habrén agotado todas
las raices n-ésimas de Z, ya que cualquier otro valor de k que se considere diferird en un
multiplo de n con alguno de los valores 0, 1, 2, ..., (n — 1). Por ejemplo, si n =3, se
consideraran los valores de k iguales a 0, 1, 2. Si se tomara k = 17, se tendra que este valor
diferira en 5.3 del 2 ya considerado, con lo que resulta que no se obtendra ninguna nueva
raiz cubica.

Entonces:



Dado el complejo Z = | Z | (Cos o+ i Sen o), sus raices n-€simas estaran dadas por:

1
W, =|Zn(Cos a+ork o a+27rkj:
n n
1
:|Z§ {Cos(a-'_zzk +2r l)+i Sen(a+27[k +27 lﬂ
n n
donde:
1
1°) |Z n = Raiz n-ésima positiva del modulo o valor absoluto de Z

2°) oo = Un argumento cualquiera de Z
3k=0,1,2,...,(n—1)
4°) [ = Un entero cualquiera

Ejemplo:

Se hallaran las raices cuartasde Z=-1+1
Se tiene que como:

Zl=(-D)? +1* =42 = 1,4142

~1 23561945
2%) Arc Cos— I(Z)=1>0
) V2 <—2,3561945 (Z)

1°)

resulta que:

Z =2 (Cos 2,3561945 + i Sen 2,3561945)

y por lo tanto:

1
], -0 a0 g, 23500
k=0 4 4
=1,0905077(0,8314695+i 0,5555702) =0,906723+i 0,6058537
1
Q/E‘H = (\/5)4 (Cos 2’3561345+27[ +i Sen 2’3561i45+ 27[) =

=1,0905077(-0,5555702+i 0,8314695) =—0,6058537+i 0,906723

1
| =y (COS 2,356li4s+47: v Son 2,3561345+47:j _

k

=1,0905077(-0,8314695+i 0,5555702) =-0,906723+1i 0,6058537
1
2 ko (2)* (Cos 2’3561345 0% i Sen 2,3561345 + 675) _

=1,0905077(0,5555702—i 0,8314695) =0,6058537 —i 0,906723

Ver fig. NC X b.

NC.22
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v

Fig. NC X b

NC XI

Complejos conjugados

Se define que el conjugado del complejo Z = a + ib es el complejo Z = a —ib.
Simbolicamente (ver fig. NC XI a)

a.

(a+ib)y=a—ib , (a—ib)=a+ib
Al
b a+ib=(a—ib)
R
b L
a—ib=(a+ib)
Fig. NCa

NC.23
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En forma modulo argumental, como:

Cosa=Cos(-a) - Sen o= Sen (- o)

. Por [1]
se tiene que:

Z= (|Z| (Cosa+i Sena)) = ((|Z| Cosa) +i (|Z| Sena)) =
Por [2]

= |Z|C0s0!— i |Z|Sen0! = |Z|Cos(—a) +i |Z|Sen(—0!) =
=|Z|[Cos(-a) + i Sen(-a)]
Resumiendo:
(|1Z|(Cosa+i Sena)) =|Z|(Cos(—ax) +i Sen(-ax)) =|Z|(Cos(cr) —i Sen(cx))

Sean:
Zi=a;+ib; s Zo=a>+ib;

Entonces, como:

(Z,+2,)= ((al +ib)+(a, +ibz)) = ((al +a,)+i(b, +b2)) =

=(a,+a,)—i(b+b,)) =(a,—ib)+(qa, _ibz)zzl +Zz
se tiene que:
(Zl +Zz) = Z +Zz

Sean:
Zl=a1+ib1 , Zz=a2+ib2

Entonces, como:

19 (Z.Z,)=((a,+ib)(a, +ib,)) =((a,a, —bb,) +i(ab, +a,bh)) =
=(a,a, —bb,)—i(a,b, + a,b,)
y

2°) Z,Z, =(a, —ib,)a, —ib,) = (a,a, —bb,) +i(-ab, —a,b,) =
=(a,a, —bb,)—i(a,b, +a,b,)
resulta que:

(lez) = lez

De una manera similar se deduce que:
(Z,/Z,) :ZI /Zz

Se tiene que:
Z+7Z =(a+ib)+(a—ib)=2a=2R(Z)
Resumiendo:

NC.24
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Z+Z =2R(Z) [7]

Se tiene que:
Z—-Z =(a+ib)—(a—ib) =2ib=2il(Z)
Resumiendo:
Z-7 =21(2) [8]

Se tiene que:
7.Z =(a+ib)(a—ib) = (a* +b*) +i(ab—ab) = a* +b* =|Z|°
Resumiendo:
zZ =z 9]

NC XII

Numeros complejos vy realidad fisica

a.

Supongase que como resultado de un proceso de andlisis, el Ing. Juan Pérez haya
determinado que la solucion de un cierto problema consiste en introducir entre los
terminales a y b de un circuito eléctrico una impedancia cuya magnitud a 1000 ciclos por
segundo sea igual a 620 — i 79,557. El Ing. Pérez conectara entonces entre a y b la
impedancia indicada en la fig. NC XII a, y dara por resuelto el problema.

=

620 Q 2 uf
Fig. NC XII a

El Ing. Pérez en ningin momento perdi6 la calma al encontrar que el problema tenia como
respuesta un nimero complejo. Més alin, lo esperaba. El problema que tenia entre manos fue
planteado “en complejo” y todos los pasos de su razonamiento fueron también hechos “en
complejo” (puede decirse que la teoria de los circuitos eléctricos no es mas que una
aplicacion directa de la teoria de las funciones de variable compleja). El Ing. Pérez sabe que
a cada numero complejo (o, mejor dicho, a cada funcidén de variable compleja) que se le
vaya presentando corresponde una asociacion fisica de resistencias y/o capacitores y/o
inductancias y/o transformadores.

Por otra parte, considérese ahora otro tipo de problema.

(Qué ocurre si trabajando en un caso fisico en el cual todas las magnitudes involucradas son
medidas en nimeros reales se obtiene una respuesta compleja?

Un ejemplo de este tipo de situacion es la que se le presenta a Jaimito si lo mandan a
comprar una cantidad de kilos de pan cuyo cuadrado sea — 4.

Para encarar este problema especifico se empezara por decir que ha sido enunciado de una
manera sumamente capciosa ya que al hablarse de kilos de pan se implica el peso de un
cuerpo, magnitud que es siempre medida en numeros no negativos.
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Una formulacién leal del problema seria decirle a Jaimito que halle un nimero real no
negativo cuyo cuadrado sea — 4 y que compre una cantidad de kilos de pan igual a dicho
numero. Evidentemente, Jaimito no podra cumplir con el encargo ya que no existe ningun
numero real no negativo cuyo cuadrado sea — 4.

Otra situacion se presenta si se puede indicar la abscisa o abscisas del plano xy en las cuales
la parabola y = x” corta la recta y = x — 1 (ver fig. NC XII b).

A

/ Fig. NC XII b

Como al hablar de “plano xy” se indica implicitamente que las variables x e y son reales, el
enunciado leal del problema seria pedir que se indiquen los nimeros reales x tales que sea
x> =x — 1. Como no hay ningin numero real que cumpla con esta condicion, resulta que este
problema tampoco tiene solucion.

En general:

El encontrar una repuesta compleja en un problema del cual se sepa que todos los numeros y
funciones involucradas deben ser reales indica que dicho problema no tiene solucion.

c. Observacion importante:
Si al resolver un problema que se sabe que debe tener una respuesta real se encuentra una
solucidon compleja, hay que cuidarse bien de no tirarla al canasto en forma inmediata ya que
existen muchas expresiones reales que pueden aparecer en forma compleja.
Asi, por ejemplo, se tiene que la formula:

a b a b _a
De| =+ — e +| S ——
i ):(2 21')6 (2 21')6

(donde a y b son nuimeros reales y ¢ es una variable real) también puede ser escrita como:
v(t)=aCosw t +bSenw t

resultando asi que v(z) es una funcioén real de la variable real ¢.

NC XIII
Nuamero e

El nimero e es un nimero real irracional dado por la expresion:
e:1+l+l+l+... =2,7182818... [1]
o2 3



NC.27

Este numero es uno de los nimeros mds importantes de las matematicas, como con
posterioridad el lector tendra oportunidad de comprobar.
Se usa como base de los logaritmos llamados naturales o neperianos.

NC XIV

Potencias complejas de e y sus consecuencias

NC XIV.1
a. Sea:
Z=a+ib [1]
Mediante un ingenioso “palpito condicionado” se define que:
DEF |e” =e“"" =e“(Cos b+iSen b) [2]
b. Como:
Cos b= Cos (b +27k), Sen b= Sen (b + 271k), k entero cualquiera.

se tiene que:
Por [2]

e’ = e =e*(Cos b+iSen b) =

Por [2]
= e*[Cos(b + 27) + iSen(b + 27k) | =
Por [1]
Resumiendo:
eaHb = eaﬂ(mznk) , 0, lo que es lo mismo, eZ = eZHMk [3]
c. Sien [1] es a =0, por [2] se obtiene que:

e’ =Cos b+iSen b [4]
igualmente, se tendra que:

e =e'"" = Cos(=b) +iSen(—b) = Cos b—iSen(b) [5]
Sumando miembro a miembro [4] y [5] se obtiene:

e’ +e™ =2Cos b [6]

y restando [5] de [4] se obtiene:



ib —ib .
e’ —e " =21i8Senb

De [6] y [7] se extrae que:

ib —ib ib b

Cos b = e te , Sen b= e —e
2 2i

Estas son las asi llamadas Formulas de Euler; cuyo uso es muy extendido.

NC XIV. 2

Nueva notacion de la formula médulo argumental de un complejo.
Sustituyendo en [4] al simbolo b por el simbolo a se tiene que:

e = Cosa +iSena

y por [8] de NC IV se tiene entonces que:

Z=a+ib= |Z|e’“ = |Z|e’(”’+2”k)
siendo:
1°) |z|=|a + ib|=Médulo o valor absoluto de a + ib =
= valor positivo de /(a” +b?)
2°) ao= Un argumento cualquierade Z =a + ib
3°) k = Un entero cualquiera )

Nueva notacioén del producto de complejos expresados en forma modulo argumental.

Por [10] y por [2] de NC VII se tiene que:

\
2,2, =(z,|e \2,]e' ) =|z, |2, [e" @+
siendo:
1°) | 71 | = Moddulo o valor absoluto de Z;
2°) | 7> | = Moddulo o valor absoluto de Z,
3°) o = Argumento de Z,
4°) o, = Argumento de Z,
5°) k = Un entero cualquiera _/

Nueva notacion de la potencia de un complejo expresado en forma modulo argumental.

Por [10] y por [1] de NC VIII se tiene que:

Zln — Hzl‘eia ]n — ‘Zl "ei(na+27zk)
siendo:

1°) | 71 | = Modulo o valor absoluto de Z;
2°) o= Argumento de Z;

3°) k = Un entero cualquiera

NC.28

[7]

8]

9]

[10]

[11]

[12]



Nueva notacion del cociente de complejos expresados en forma modulo argumental.

Por [10] y por [6] de NC IX se tiene que:

i(og—a,+27k)

Z |Z,|e"™ _ A 0

Z ‘Zz‘emz B ‘Zz‘

siendo:

1°) | 71 | = Moddulo o valor absoluto de Z;
2°) | 7 | = Modulo o valor absoluto de Z,
3°) oy= Argumento de Z,

4°) o= Argumento de Z,

5°) k= Un entero cualquiera

Nueva notacion de la raiz enésima de un complejo:

Por [10] y por [8] de NC X se tiene que:

Sean:

Se tiene que:

Dado el complejo Z; = | 71 | e'? sus raices n-ésimas estaran
dadas por:

_(0{+27rk) 1 _(a+27rk ]
- 1 2 +27l
W.=|Z|re' " '=|Zfret "
donde:
1
1°) |Zl » = Raiz n-ésima positiva del médulo o valor

absoluto de 7,
2°) o = Un argumento cualquiera de Z,
3k=0,1,..,(n—-1)
4°) [ = Un entero cualquiera

Z;=a; +ib; s Z;=ay tib;

—

ehe” = [e“‘ (Cos b, +iSen bl)} [e“z (Cos b, +iSen b, )] =
=eitt® [Cos (b, +b,)+iSen(b, +b, ):I = elar@)tithrhy)

_ platib)Hatiby) _ 27

Por [2]

Resumiendo:

|ezlez2 _ ol

Como subproducto

n
(ez ) =¢"”, n natural

Por [2] Ver [2] de NC VII

NC.29
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[14]

[15]

[16]
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g. Sean:
lea1+ib1 B Zgzag+ib2

Se tiene que:

Por [2] Ver [6] de NC IX
e’ _J e“ (Cos b, +iSen b,) _l
e’  e“(Cos b, +iSen b,) Por [2]

ea‘ [Cos(b, —b,)+iSen(b, —b,)] = h
e 2
— e(al_aZ) [COS(bl —b2)+lSen(b1 _bz)] =
> [17]

_ plama b=y _ (a+ib)~(a+iby) _

Resumiendo:

=% [18]

h. A titulo de curiosidad:
¢ =" =" (Cos w+iSen ) =1(-1+0)=-1
y por lo tanto:
e"+1=0
Esta expresion relaciona entre si a los 5 nimeros mas importantes de las matematicas, 0, 1, i,
eyT.
NC XV

Logaritmos de numeros complejos

a. Se define:

W =1lg.Z cuando y sélo cuando:
DEF | 19e"=2 (1]
2°%) Z # 0 (es decir que no existe el logaritmo de 0)

Sea un complejo expresado en la “vieja” forma mddulo argumental:
Z=|Z|(Cosoc+iSenoc) [2]

Sea:
W=lg.Z=u+iv

donde u y v son desconocidos por el momento.
Por [2] de NC XIV se tiene que:

eV=¢"""=e"(Cosv+iSenv) [3]
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Entonces, para que en efecto sea W = Ig. Z, por lo definido en [1] es necesario y suficiente
que sean iguales los 2% miembros de [2] y [3].
Segun visto en [1] de NC VI, para que esto ocurra deber ser:

19 ¢ = | 7]
Notar que u es el numero real que es el logaritmo real de | Z | en base e.

2% v = o+ 27k, siendo o un argumento cualquiera de Z y k un entero cualquiera.

y entonces resulta que:

W=lg.Z=u+iv=1g|Z|+i(a+2nk) N

donde:

1) lge|Z| es el logaritmo en el campo real del nimero positiV0|Z| en 4
base e. 141

2) o es un argumento cualquiera de Z
3) k es un entero cualquiera

J

Notar que todo numero complejo tiene infinitos logaritmos (uno por cada valor que asuma
k), todos con la misma parte real. Por ejemplo:

lge (-1)=1g. [1(Cos ®+ i Sen w)] =1g. 1 +i (1w + 27k) =
=0+i(n+27nk)=1i(m+ 2nk)
Ver fig. NC XV a.

A
7
........................ > T —+ (k — 3)
. e OT T k=2
Algunos logaritmos de
(-1) en el campo 3n _
complejo T T k=D
. T + k=0 R
________________________ > T 4+ (k=-1)
Fig. NC XV a
________________________ > -3T 1 (k=-2)
Sean:
Wi =lg. Z, , Wr=lgeZ, [S]
Entonces seran:
=27, , e =7,

resultando asi que:

Por [15] de NC XIV
Z - Z,=e"e" =M

teniéndose entonces por [1] que:
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W1 + W2 = lge (Z]Zz)
y por [5] resulta finalmente que:
lge Zy +1ge Zo = 1gc (21.25) [6]

Como subproducto:

nlg.Z=1g. 7" , n natural [7]

d. De una manera analoga puede demostrarse que:
lge Zy - 1ge 2, =1ge (Zi/Z,)  ,Z>#0 8]

NC XVI

Potencias complejas de nimeros complejos

a. Dados los complejos Z y W se define que:
DEF "t 5iZ#0 [1]
7V =
0 si Z=0

b. Por ejemplo, segun [1] es:

i lgel+i(£+27zkj
. ilg,i = \?
I =€ =e

_ A5

=e

Resumiendo:

2]

Es decir que la potencia imaginaria i del niimero imaginario i son los infinitos nimeros
reales (uno para cada valor entero que asuma k) dados por la expresion [2]. Y aca surge una
aparente contradiccion:

Considerando la definicion de logaritmo dada en [1] de NC XV y la expresion [2] recién
indicada resulta que:

A T
lg,i' =— —+27k
i ={ T2

Es decir que los logaritmos de i’ serian numeros reales en vez de ser niimeros complejos
tales que a cada componente real corresponda una infinidad de componentes imaginarios
separados entre si por 27, tal como indicado en b de NC XV.

La salida de esta aparente contradiccion es la siguiente.

Se tiene que:

/— entero
%o { Zom| | T2z vz i
o 2 2 2zl e 2
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y entonces, por la definicion de logaritmo resulta:
lg, i’ :—(§+2nkj+i 24 k y I enteros

respetandose asi lo indicado en b de NC XV.

c. Dados los complejos Z y W se define:

DEF Nz =77 —e( ]1ge 3]
\

|_ Por
1]
d. Notar que como todo complejo tiene intinitos logaritmos, resulta que una potencia Z" puede
tener infinitos valores.
Fijarse bien que se dijo “puede” y no “debe”. El siguiente ejemplo clarificara este punto.
Sea n un nimero natural. Entonces 1/z sera un niamero real, y por lo tanto un caso particular

de los complejos, pudiendo por lo tanto emplearse la formula [1] para calcular la potencia
1

zn.
Dado un complejo no nulo:

7= |Z|(C0s o+ iSen o)
se tiene por [1] que:

s i) [iedzpvias2m]

Zn =
1 {27k L (o+2r7k
[nlgeZJﬂ[ Z ] lge|Z| +z[ 2 J
=e =e =
1 l[a+2frk] 1 l-[ 0!+27[k]
1
=|Z|n (Cos o+ 2k . a+2frkj
n n
Resumiendo:
1 1
7 =7l (Cos a+omk o a+27rk)
n n

y esto (ver NC X) no es més que la expresion de las raices n-ésimas de Z, cuya cantidad es
n, numero finito.

e. Se tiene que para Z # 0:

ZWlZWz — erlgeZ w,lg. Z

W, lg, Z+W, g, Z
e :elgc 218 —

— e(Wl+W2)lg£,Z — ZW1+W2

y como segun [1] es:



NC.34

0"0" =0=0""
resulta entonces que:

VALVACIEWAUE , para todo Z [4]
De una manera analoga puede probarse que:

ZW'
z"

— ZWl—Wz

, para todo Z # 0 [5]
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Apéndice
Angulos
NC (A) I

Concepto geométrico de angulo

a.

Sean dos semirrectas con un origen comun. Dichas semirrectas particionan al plano en dos
conjuntos de puntos (pudiendo los puntos de cada una de las semirrectas pertenecer a una u
otro conjunto).

Segun la geometria clésica, se llamard angulo a cada uno de esos conjuntos de puntos.

A un angulo se le asocia una medida de la manera indicada a continuacion (ver figura NC
(A) L a).

Sea el angulo (conjunto de puntos) indicado como o en dicha figura. Con centro en el origen
de las semirrectas tracese una circunferencia de radio r. Sea A la longitud del arco de
circunferencia que pertenece al angulo o. Se define:

Medida del 4ngulo o en radianes = A/ r 1]

Circunferencia de
radio r

Angulo o

Fig. NC(A)Ia

Notar lo siguiente:

1°) Cualquiera sea el radio de la circunferencia, la medida del dngulo sera la misma. En
efecto, como la longitud total de la circunferencia es 27r, es decir directamente
proporcional a r, se tiene que la longitud del arco correspondiente al &ngulo también es
directamente proporcional a r, lo que implica que al dividirse dicha longitud por r
resulte un niimero que no depende de r.

2°) La medida del angulo a tal como indicado en [1] es un nimero “a secas” (no asociado a
ninguna dimension) ya que es cociente de dos longitudes (la de A y la de r). Sin
embargo, a veces a dicho numero se le asocia la palabra “radianes” para indicar el
método de medida empleado (aunque en general se omite este vocablo).

Debido a lo indicado en la observacion 17, el radio r que conviene adoptares 1 (1 m, 1 cm, 1
pulgada) con lo que resulta que la longitud A (medida en metros, centimetros o pulgadas,
segun cual haya sido la unidad empleada para medir el radio) indica directamente la medida
del angulo en radianes.
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Otra manera, ya conocida, de asociar una medida del angulo o es definir que:

Medida del angulo o en grados = (36% ﬂ) Al 2]

También en este caso la medida del angulo es un nimero “a secas” (no asociado a ninguna
dimension). Se agrega a dicho nimero la palabra “grados” (o el simbolo °) para indicar el
método de medida empleado.

Por [1] y [2] resulta que:

Medida de a en radianes = 2% 60 Medida de a en grados

Medida de cen grados = 360/ Medida de o en radianes 31

Asi:

0° < ( 7760) = 0 radianes

30° (2/60) 30= / radianes

60° (277 60) 60 = / radianes

90° (2/60) 90 = / radianes

180° <« (2/60) 180 = 7 radianes

270° (77 60) 270 = 37/ radianes

3600 2 460).360 = 27 radianes

360 _ g0 1’ I "
Aﬂ.l 57° 17 46,33" <> 1 radian

El medir los d&ngulos en radianes presenta grandes ventajas sobre medirlos en grados.

Si en ingenieria se siguen usando los grados, es unicamente por razones de tradicion (caso
analogo al de los pies, pulgadas y libras usados en el sistema de medidas inglés).

Es asi, Sr. lector, que aca damos un adios definitivo a los grados, minutos y segundos.

Segun es evidente, la medida de un angulo es siempre no negativa, teniéndose ademas que:
0 < Medida de un angulo cualquiera < 2 1

En la notacion corriente no se hacen distinciones entre los nombres de los angulos y sus

medidas (cosa que si se viene haciendo en este apéndice).
Asi en el caso de los angulos opuestos por el vértice indicados en la figura NC (A) I b

Fig. NC (A)Ib

lo usual es poner:
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a pesar de que los angulos o y B tienen ambos su “individualidad propia”, siendo iguales
unicamente sus medidas (si en el angulo o anduviera suelto un ledn hambriento, al lector no
le daria lo mismo transitar por el a que por el B, por mas que se escriba que o = f3).

Para no dar lugar a una acusacion de inadaptacion social, en este texto se conformara con el
consenso universal, pero seria muy interesante que el lector esté prevenido de lo antedicho.

NC (A) I

Concepto triconométrico de angulo

a.

En trigonometria, el concepto de angulo es distinto que en la geometria plana clésica. Este
nuevo concepto esta determinado por la necesidad de medir la rotacion que sobre su punto
de origen se haga sufrir a una semirrecta.

Circunferencia de radio 1 y
Sentido positivo longitud 27

Arco de
longitud A

-

Semirrecta Sa

)

Sentido negativo

. Fig. NC(A)IT a
Semirrecta Sb

Sean dos semirrectas Sa y Sb que tienen un origen comun.

Se define como 4angulo formado por la semirrecta Sb con respecto a la semirrecta Sa a cada
una de las infinitas rotaciones que llevan la semirrecta Sa a la posicion de la Sb.

En la fig. NC (A) II a se han indicado con las flechas curvas o, B y 7y a tres de los infinitos
angulos que la semirrecta Sb forma con respecto a la Sa.

Para establecer la medida de un angulo asi definido se procede como sigue:

Con centro en el origen comun de Sa y Sb, tracese una circunferencia de radio 1 (y por lo
tanto de longitud 27w). Se dira que se recorre a dicha circunferencia en sentido positivo (en
sentido negativo) cuando se lo hace en sentido contrario al de las agujas del reloj (en el
sentido de las agujas del reloj).
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La medida en radianes de un cierto angulo (es decir de una cierta rotacion) es la longitud del
camino recorrido sobre la circunferencia en correspondencia con la rotacion efectuada, con
signo positivo o negativo segiin que el recorrido haya sido efectuado en sentido positivo o
negativo.

Por ejemplo, supdngase que el arco de circunferencia PQ indicado en la figura NC (A) I a
tenga una longitud A (recorriendo la circunferencia de P a Q en sentido positivo). Entonces
se tendra que:

Medida de o = A radianes
Medida de 3 = -A" radianes = -(27 - A) radianes = A - 27 radianes
Medida de y= A + 47 radianes

Puede verificarse facilmente que las medidas que los infinitos 4ngulos que Sb forma con
respecto a Sa estan dados por la expresion:

(A + 27k) radianes, siendok = ..., -2,-1,0, 1, 2, ...

siendo A la medida de uno cualquiera de dichos angulos.
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Ejercicios y problemas sobre Complejos

Efectuar las siguientes operaciones:

a) 3+2 ) — (4— i) b)B—i)—(4—2 1) Q) Q2+50)+@4+50)
d) (x +iy)x—iy) &) (3+i)2+3 i) Ni@-7i)

@) (1-i) (1-i) (1 +1) W —>=5 i

e SR

m) ;ilz i 257 ™) [_%”\/_%T P) (i—2)(iii3)(i—4)

Demostrar que los ntimeros (1 + i) y (1 — i) satisfacen la ecuacion: 7P-27+2=0.

Usar la definicion del producto de complejos para demostrar que si k es real y Z = x + iy
entonces es kZ = kx + i ky.

Probar que si Z,Z, = 0 entonces es Z; =0 y/o Z, = 0.

Usando las definiciones de suma y producto de complejos probar que:
Q)21 +Z2y=7,+ 7, b)) (Zi+Zy)+ L3 =21+ (Za+Z3)  ©) ZiZy =727,
d) Z1(Z2Z3) = (Z12,)Z5 e) Z\(Zy, +Z3)=721Z, + 7,75

Escribir en forma modulo argumental a los siguientes complejos dados en forma
binémica:
a)Z=1+i3 b)Z=i )Z=-2 dzZ=-2-2i

Efectuar en forma modulo argumental las siguientes operaciones. Indicar los resultados
en forma bindmica.

o . 2-2i 3
a) i(1-iN3)W3 —i) b) —— ©) B
d)SiZ=12+i\/§/,indicatraZz,ZSyZ4
& (-2-27) H(1-i g (V3-i)° b (V3-i)

Hallar y representar en el plano complejo todos los Z tales que:
a)Z’=-1 b)Z2°=64 ¢)Z2°=-i d)Z’=(1+)) e) 2 =(1+1)

Demostrar que las n raices de un complejo estan distribuidas simétricamente sobre una
circunferencia de radio | Z | n.

Sabiendo que una de las raices cuartas de un complejo Z es 1+ i3 , indicar las otras tres
sin efectuar ningun calculo.

Demostrar que el producto de las tres raices cubicas de Z es igual al mismo Z.
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NC13

NC 14

NC 15

NC 16

NC 17
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Efectuar las siguientes operaciones:

i, i J%
2=y a2 I ey
2% Y A+i3)2(1-i)?
d) 4
: V(\/S—J O iy

Describir las regiones del plano complejo determinadas por las siguientes expresiones:
a) |z]<3 b) I(Z) > 1 o) lz-4|<1

d)OSargZS% o) |zl<|z-4|

Demostrar que:
a) |2+ 25| < |2,| + |2,
b 12i-2:1> 12,1 - 12|

Hallar:
N N
- 1+ 141
a) lg, (1+1)’ b)g{—————j @1&{————J
e i -2
2i

_; 1+1i )
d) (1+4)" @(——————j f) lg, i”
) (1+1) —J2-i2
g) lg, 3 h) 1g, i’

Demostrar que:
lg, 2" =wlg, Z

Hallar todos los nimeros complejos Z tales que:
a) (1+i).2=27

b) 2°=Z

7 =(1-0).Z

©) % <arg(Z)<2x



SEL 1

Sistemas de ecuaciones lineales.

Su resolucion por el método de Gauss

SEL I

Variables numéricas

a.

Se llama variable numérica a todo ente que pueda asumir alternativamente variados valores
numMeEricos.

Las variables numéricas por lo general son designadas por medio de letras, por ejemplo x, y,
etc.

Por ejemplo:

1°) La variable x correspondiente a los resultados que vayan saliendo en una sucesion de
tiros de dado. En cada tiro dicha variable asumira uno de los valores 1, 2, 3,4, 5,0 6
segun cual sea el resultado de dicho tiro.

2°) La variable v correspondiente a la velocidad que esta desarrollando un cierto automoévil.
Si la velocidad maxima de éste es de 120 km/h, en un instante determinado cualquiera la
variable v estard asumiendo un valor comprendido entre 0 inclusive (auto parado) y 120
inclusive (auto “a fondo”). En instantes distintos de un periodo de aceleracion o frenado,
esta variable v asumird valores distintos.

3°) La variable ¢ correspondiente a la duraciéon de las llamadas originadas en un cierto
teléfono publico. Como la duracion de estas llamadas no tiene ninglin “tope” superior
preestablecido, para una cierta llamada la variable ¢ asumira un cierto valor determinado
que sera un numero no negativo, teniéndose que en distintas llamadas la variable casi con
seguridad asumira valores distintos.

No es en absoluto necesario que una variable corresponda a una realidad fisica, tal como fue
el caso para las variables indicadas en b.
En general: Una variable numérica queda definida cuando:

1°. Se indica la letra (u otro simbolo) que le corresponde.

2°. Se indica el conjunto de valores numéricos que puede asumir.

Muy a menudo se omite este 2° requisito, sobreentendiéndose entonces que la variable pueda
asumir cualquier valor numérico.

SEL 11

Funciones numéricas

Sean dos variables x e y. Se dice que la variable y es una funcidn numérica de la variable x
cuando que el valor que asume y estd determinado por el valor que asume x.

Por ejemplo: sean v y e las variables correspondientes a la velocidad y la energia cinética de
un cuerpo, respectivamente. Como un cuerpo no puede tener energia cinética negativa, se
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define que la variable e no pueden asumir valores negativos y v puede asumir cualquier
valor real.
En Fisica se demuestra que si la masa del cuerpo considerado es m se tiene que:

e=—mvy’ 1]
resultando asi que, para cada valor que asuma v queda determinado el valor que asume e, lo
que implica que e sea una funcion de v.

En general, el hecho de que una variable y sea una funcion de otra variable x se indica como:
y =fx) 0 y =y()

Puede darse el caso de que una variable y sea funcidon de varias otras variables xj, ..., X, lo
que se indica como:

y=f(x,..,x,) 0 Y =y(x,..0,X,)

teniéndose entonces que el valor que asume y queda determinado por los valores que estén
asumiendo Xy, ..., Xu.

Por ejemplo, sean w, v e i las variables correspondientes respectivamente a la potencia
consumida, tension y corriente de un motor de corriente continua. Como por razones fisicas
se tiene que ninguna de estas tres magnitudes puede ser negativa, se define que las tres
variables antedichas no pueden asumir valores negativos.

En fisica se demuestra que:

w=v-i

resultando asi para cada par de valores que asumen v e i queda determinado el valor que
asume w, lo que implica que w sea una funcion de v y de i.

SEL III1

Variables independientes entre si

a.

C.

Se dice que dos variables x; y x; son independientes entre si cuando el valor que asuma una
de ellas no tenga ninguna influencia sobre el valor que esta asumiendo la otra y viceversa.

Por ejemplo, si p es la variable correspondiente al precio del vino tinto en Buenos Aires y n
es la variable correspondiente a la caida de nieve en las islas Orcadas durante las ultimas 24
horas, se tiene que p y n son evidentemente independientes.

Como contragjemplo, las variables v y e de la formula [1] de SEL II no son independientes
ya que el valor que asume v determina exactamente el valor que asume e.

Sea ahora el caso de las variables correspondientes al precio del vino tinto en Buenos Aires
y la precipitacion pluvial ocurrida en Mendoza durante el ultimo afio. En este caso, la
precipitacion pluvial no determina exactamente el precio del vino ya que hay otros factores
en juego, pero sin embargo tiene su influencia en el mismo, lo que, segln la definicion dada,
basta para destruir la independencia entre las variables consideradas.
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e. Extendiendo la definicion, se dice que las variables xj, X3, ..., Xp son independientes entre si
cuando los valores que asuma un conjunto cualquiera de ellas no tenga ninguna influencia sobre
el valor que esta asumiendo cada una de las restantes.

SEL IV

Funciones lineales

Sean las variables independientes x1, X2, ..., Xn. Se dice que la funcion f{x1, X2, ..., X5) €S UNa
funcién lineal de dichas variables cuando puede ser expresada como:

(X, %y, X,)=a; X, +ayx, +...+a,x,

donde: aj, a, ..., a, son coeficientes (numeros) cualesquiera.
Por ejemplo:

f(x,y,z2)=x+2y—-3z

es una funcion lineal de las variables x, y y z.
Como contraejemplo:

fr(x,y)=x+2y°

f53(x,y)=log, x+cosy

son funciones de x e y, pero no son funciones lineales de dichas variables.

SELV
Ecuaciones lineales
a. Sea una funcion lineal cualquiera de n variables independientes X, X2, .oy X!
(X, % ,00,x,) =a;x; +ayx, +...+a,x, 1]

Si se iguala esta funcion lineal a un nimero 4 cualquiera se obtendra:
S, X ,00X,) =aix; +ayx, +...+a,x;, =h 2]

lo que constituye una ecuacién lineal.
A las variables de una ecuacion lineal se les llama también incdgnitas.

b. Notar lo siguiente:
Para que la expresion [2] enuncie una verdad, por lo general los valores que pueden asumir
las variables x1, X2, ..., X, N0 son cualesquiera.

Por ejemplo, si:



C.
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S(x,x,,x5) =x; —4x, +5x; =8 [3]

se tiene que cuando xj, X; y X3 asuman respectivamente los valores 1, 2 y 5 se obtendra el
enunciado falso:

1-4-2+5-5=8
y en cambio, si X1, X2, X3 asumen los valores 1, 2, 3 se obtendra el enunciado cierto:

1-4-2+3-5=8

En lo sucesivo se dird que una solucidon de una ecuacién lineal con # incognitas Xy, X2, .., Xn
(por ejemplo la [2]) estd constituida por » valores 04, O, ..., Oy tales que cuando sean
asumidos respectivamente por xi, Xz, ..., Xn S€ tenga que la ecuacion determine un enunciado
cierto.

El hecho de que los n valores 0y, 0, ..., Oy constituyen una solucién de una cierta ecuacion
con incognitas Xy, X2, ..., Xy sera indicado estableciendo que:

X1 =01 ,X2=02, ..., X3 = Oy
(13 b 29 < A 13 by 4 2 b
satisface” a la ecuacion o que “es una solucién” de la misma

4]

0, con notacidn abreviada

|:x1 X5 x3}
o o, a, [S]

"satisface" a la ecuacion, o que "es una solucion" de la misma

El conjunto de todas las soluciones de una ecuacidn lineal sera llamado conjunto de verdad
de la misma.
Asi, el conjunto de verdad de la ecuacioén [3] es:

XX x| (12 B 2

; ; etc. [6]

123 o o &1 1 4
A A

Distintas soluciones de

la ecuacion [3]

Para el caso de 1, 2 y 3 incognitas existe una manera muy facil de visualizar el conjunto de

verdad de una ecuacion.
1°) Sea por ejemplo la ecuacion lineal con una sola incognita:

2x,=6 [7]

Como entonces es:
x1=6/2=3 8]

se tiene que el conjunto de verdad de esta ecuacion es el unico punto x; = 3 de un eje x;
(ver fig. SEL V.a).
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2°) Sea ahora la ecuacion lineal con dos incégnitas:
2 X1 +3 Xy = 6
Como entonces es:

Xy = _%xl +§: _gxl —|—2
3 3 3

Fig. SEL V.a

9]

y esta expresion corresponde a la recta del plano indicada en la fig. SEL V.b.

X2
4

\(o,z)

(3.,0)

2
Recta x, = _Exl +2

I T >
-1 0 1 2 3 X
Fig. SEL V.b

resulta entonces que cada uno de los puntos de esta recta corresponde a una solucion de la
ecuacion [9]. Asi, el conjunto de verdad de dicha ecuacion es:

x x| P [x x
B 4 |70 TPliete
0O 2|1 —=.||3 O
3
3°) Sea la ecuacion lineal con 3 incognitas:

2X1+2X2+4X3:8

Yy como entonces €s :

X3= —%Xl —lXZ +2

[10]

y esta expresion corresponde al plano indicado en la fig. SEL V.c.
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Puntos en que los
ejes “perforan” al
plano

Fig. SEL V.c

resulta entonces que cada uno de los puntos de este plano corresponde a una solucion de
la ecuacioén [9]. Asi, el conjunto de verdad de esta ecuacion es:

T2 L 2 B 2 BT 2 B 2 B .
4 0 0|0 4 o0 0 2|1 1 1|[2 -2 2

4°) Desgraciadamente, para ecuaciones con mas de 3 incdgnitas no existen métodos para
visualizar su conjunto de verdad. Por lo tanto, el lector hard bien en razonar desde el
vamos en forma totalmente analitica, sin buscar “muletas” graficas.

Toda ecuacion que tenga mds de una incognita y dos o mas coeficientes no nulos tiene
infinitas soluciones.
En efecto, dada por ejemplo la ecuacion:

a1 x1tayx; +azx3=h,donde a; #0, a; #0, a; #0

se tiene que queda satisfecha por:

g *2 3
h—ay,— az73 , siendo 7y, y Y3 nimeros cualesquiera
" a) 3

ya que:
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h—a,y, —a,.
171 "373 —
\n t+a, ) tazy; = h

Como en esta expresion ¥; y ¥3 pueden ser cualesquiera, para cada par de valores v, y 3 que
se considere se encontrara una solucion distinta, lo que implica que la ecuacidon tenga
infinitas soluciones.

Esto mismo ya fue visto en forma gréfica en el caso 3° considerado en e.

Una ecuacién con una unica incdgnita tendrad una tinica solucidn si su coeficiente no es nulo.
Por ejemplo, dada la ecuacion:

ax=nh, a#0
es evidente que su unica solucion es:
x=hla

Una ecuacion que tenga todos sus coeficientes nulos y un segundo miembro no nulo no tiene
ninguna solucion:

Por ejemplo, es evidente que la ecuacion:
0x 1 +0 Xy = 3

no tiene ninguna solucioén ya que constituye un enunciado falso cualquiera sean los valores
que asuman xp y Xz .

Una ecuaciéon que tenga todos sus coeficientes nulos y un segundo miembro también nulo,

queda satisfechas para cualquier valor que asuman las incognitas.
Asi, dada la ecuacion:

OX1+OX2+OX3:O

sus soluciones son:

o B B
A &

donde o, o y 03 son niimeros cualesquiera

Este tipo de ecuacion lineal se llama trivial por no indicar nada de interés.

SEL VI

Sistemas de ecuaciones lineales

a.

Sea un conjunto de m funciones lineales de las mismas n variables X, X2, ..y X,
Al igualar cada una de estas funciones a un numero cualquiera se obtiene lo que se llama un
sistema de m ecuaciones lineales con # incdgnitas:
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a,x,+a,x,+..+a,x, =h
Ay X, +ayX, +...+a, x, =h,

[1]

a,x+a x,+..+a, x =h,

Se dird que una solucion de este sistema esta constituida por » valores o, Oy, .r Oy tales

que cuando sean asumidos respectivamente por las variables xi, x>, ..., X, S€ obtenga que
todas las ecuaciones determinen enunciados ciertos.

El hecho de que los n valores A 5 Oy, s Oy constituyen una solucién de [1] serd indicado

estableciendo que:

X, =0, Xy =0y, ... X =
“satisface” al sistema [1], o que “es una solucidon del mismo

0, con notacion abreviada, que:

X X, X

1 2 3 . . .y .

“satisface” al sistema [1], o que “es una solucién” del mismo
al aZ a3

Se anticipa que existen sistemas de ecuaciones lineales que tienen una tnica solucion, otros
que no tienen ninguna y aun otros que tienen una cantidad infinita de soluciones.

No existen sistemas de ecuaciones lineales que tengan una cantidad finita de soluciones
mayor que 1.

Se llamara conjunto de verdad de un sistema de ecuaciones lineales al conjunto de todas
sus soluciones.
Ejemplo 1°. El conjunto de verdad del sistema:

X+y+z=26
X-y+z =2 2]
x+3y+z =10

es: Distintas soluciones del
l l l sistema [2]

V= xyz;xyz;xyz;wetc 3]
4 2 0(3 2 1|2 2 2

Ejemplo 2°. El conjunto de verdad del sistema:
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X+y+z=26
2

LI [4]
X + 3_)/ + 2z =13
es:
Ve X y z (nica solucion) :
1 2 3

Ejemplo 3°. El conjunto de verdad del sistema:

xX+y+z=26
x-y+z :2 [6]
x+3y+z=12

no existe
Este sistema no tiene ninguna solucion.

Sea Vs el conjunto de verdad del sistema [1] y sean respectivamente Vi, Va,.... , Vi los
conjuntos de verdad de las ecuaciones 1% , 2° , .., “m®’, indicadas en [1], tomadas
individualmente.

Segun la definicion de solucion de un sistema, toda solucidn de [1] serd solucion se cada una
de las m ecuaciones tomadas individualmente y, a la reciproca, toda solucion que las m
ecuaciones de [1] tengan en comun serd una solucion de todo el sistema.

Por lo tanto, el conjunto de verdad del sistema [1], Vs, estard formado por todas las
soluciones que a la vez figuren en los m conjuntos de verdad Vi, V... y Vi

Para el caso de los tres ejemplos indicados en d, esto puede visualizarse dibujando los tres
planos que representan el conjunto de verdad de cada una de sus ecuaciones (ver el caso 3°
de e de SEL V).

Todo punto que pertenece a la vez a los tres planos corresponde a una solucion del sistema.

b
I\Z//Lj,,f\ Fig SEL ¥Ib

ve  FigSELVia Ve
f —— =7
FTRET
/ / o
/ [ / { Fig SEL Vic
Il'II .l'Ill "I; X

/
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La figura SEL Vla ilustra la situacion que se presenta en el ejemplo 1° de d. Los tres planos
se cortan segun una recta y cada punto de esa recta corresponde a una solucion del sistema
[2], el cual tiene entonces infinitas soluciones.

La figura SEL VIb ilustra la situacion que se presenta en el ejemplo 2° de d. Los tres planos
se cortan en un unico punto, el cual corresponde a la inica solucion del sistema [3].

La figura SEL Vlc ilustra la situacion que se presenta en el ejemplo 3° de d. En este caso
los tres planos no tiene ningin punto en comun y por lo tanto el sistema [6] no tiene
solucion.

Se dird que dos sistemas de ecuaciones lineales S y S* son equivalentes cuando y sélo
cuando:

1°) S y S* tienen las mismas incognitas, y ademas,

2°) S y S* tienen el mismo conjunto de verdad.

Se hace notar que puede darse el caso de que sean equivalentes dos sistemas que tengan
distintas cantidades de ecuaciones.

Asi, mas tarde se probara que los sistemas:

X + 2x, +3x; =1
S, { 4x, + 5x, + 6x, = 2 y sl*{
Tx, + 8x, + 9x; =1

X +2x, +3x; =1
3x, + 6x; =3

son equivalentes.

Evidentemente, si en un sistema se intercambian de lugar ecuaciones y/o incdgnitas, se
obtendra otro sistema que es equivalente al primitivo.

Asi, son equivalentes los sistemas:

X+ 2y+3z-v=1 -z + v+ 2x +3y =2
*

S;92x +3y —z+v =2 y S, 9z-2v -x+ y=0

_x+y+Z_2v:O 3Z'V+x+2y:1

La equivalencia entre sistemas se indica con el signo ~. Asi, para los dos ejemplos recién
indicados se tiene que:

Si~S;
S,~S,

Sea un sistema en el cual una o mas de sus ecuaciones tengan todos sus coeficientes nulos y
su segundo miembro también nulo. Por ejemplo sea:

a,X, + X, +ax; = hy
S1 =90, X, +ayX, + Ay X, = h, [7]
0x,+0x,+0x,=0
Segun visto en i de SEL V se tiene que la 3 ecuacion de este sistema se satisface para

cualquier valor que asuman las incognitas. Por lo tanto, toda soluciéon comun a las dos
primeras ecuaciones del sistema sera también una solucion de la 3°.



SEL 11

Por lo tanto, se tiene que el conjunto de verdad del sistema S; indicado en [7] es el mismo
del sistema:

_janX Fapx, tapx; = h,
2 \a,x, +a,,x, +a,x, =h
20Xy TlpXy TdypXy =1

Resultando asi que:
S ~S,

Sea un sistema en el cual una o mas de sus ecuaciones tengan todos sus coeficientes nulos y
un 2° miembro no nulo. Por ejemplo, sea:

X, + Xy + Ay X+ 4y, X, = hy
S| =9ayX +ayX, +ayx; +ayx, = hy [8]
Ox,+0x, + 0x;+ Ox,= h, #0

Segun visto en h. de SEL V, la 3 ecuacion de este sistema no tiene ninguna solucion.
Entonces, como el conjunto de verdad de S; estd formado por todas las soluciones comunes
a las tres ecuaciones (ver €) y como segun visto, la 3* ecuacidon no tiene ninguna solucion,
resulta entonces que el sistema S; indicado en [8] tampoco tiene ninguna solucion.
Evidentemente, esta conclusion es generalizable a todo sistema del tipo considerado.

SEL VII

Teorema Fundamental

a.

Sea un sistema cualquiera de ecuaciones lineales S;.

Se demostrara que si en dicho sistema se toma una ecuacion cualquiera, se la multiplica por
una constante cualquiera y al resultado asi obtenido se lo suma a otra ecuacion cualquiera
del sistema, se obtendrd un nuevo sistema de ecuaciones lineales, S,, equivalente al S,
primitivo.

Sea por ejemplo el sistema S; indicado a continuacion:
ay X, +a,x, +a;x; = hy
Ay X, + Ay X, + Ay X; = hy

5= +ayx, +ayx, =h [
a31xl a32x2 a33x3 -

Ay, X, +a,x, +a,x; = h,

Tomese la 1% ecuacion de S, multipliquesela por la constante arbitraria A # 0 y sumese el
resultado asi obtenido a la 3” ecuacion. Se obtendra asi el siguiente sistema S;:
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( + + =h
a,, X, +a,x, +a,x, =h

Ay X, +apX, +a,X; = hz

S, =
2 _ 2
ay X, + aypX, +aux, + Aa, x, +a,x, +apx;) = i+ A4k 2]
AyX, +a,X, tasx; = h4
Sea:
X, X, X,
a o, o,

una solucion cualquiera de S;. Se tiene entonces que los siguientes enunciados son todos
ciertos:

ana, +a,0, + a0, = hy 3]

a0 + an 0, + a0 = h, [4]
a3 Q) + a0 + a0 = hy [5]

_ [6]
a0 +a, 0, + a0 =h,

A la expresion [5] simesele la expresion [3] multiplicada por A.
Por ser [3] y [5] ciertas se obtendra entonces el enunciado cierto:

Ay X, + aypX, + agx, + Aa, X, +apx, +ax,)= h+A b [7]

Entonces, por ser [3], [4], [7] y [6] enunciados ciertos se tiene que:

|:xl x2 x3 :|
al aZ aS
es una solucion de las cuatro ecuaciones de S, y, por lo tanto, es una solucion del sistema S,.

Como, segun es evidente, podria llegarse a la misma conclusion para cualquier solucién de
Si, se tiene que:

Toda solucién de S; es también una solucion de S,.

Para terminar de probar lo indicado en a falta todavia demostrar que toda solucion de S; es
también una solucion de S;.

Sea:

X Xy X

B B B
una solucién cualquiera de S;, lo que implica que sean ciertos todos los enunciados
siguientes:
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[8]
a, B +ap,pf, +a,p, = h

9
ay B +a,f, +a,f=h, Pl
ay B +a, B, +a i+ Uay, B +a, B +asff)= s+ Ak [10]
agB+ayf+ayf=h, [11]

De la expresion [10], réstese la [8] multiplicada por A. Por ser [8] y [10] ciertas, se obtendra
entonces el enunciado cierto:

ay B +a,f, +a,f, = h [12]

Entonces por ser [8], [9], [12] y [11] enunciados ciertos se tiene que:

|:x1 Xy X3 :|

B B, P

es una solucién del sistema [1].

Como segln es evidente, podria llegarse a la misma conclusioén para cualquier solucion de

S,, se tiene que:

Toda solucién de S; es también una solucion de S;.

e. Resumiendo: toda solucion de S; es solucion de S, y viceversa, con lo que resulta que S; y
S, tienen un mismo conjunto de verdad, con lo que implica la equivalencia de S; y de S, tal
como indicado en a.
Evidentemente, la demostracion recién efectuada para el caso de 4 ecuaciones con 3
incognitas puede ser facilmente ampliada para abarcar el caso general de m ecuaciones con
n incognitas, siendo m un natural mayor o igual que 2, y siendo n un natural cualquiera.

SEL VIII

Equivalente escalonado de un sistema de ecuaciones lineales

SEL VIII.1

Dado un sistema de ecuaciones lineales, se llama diagonal principal del mismo a la diagonal que
partiendo del 1 sumando de la 1* ecuacidon pasa por el 2° sumando de la 2* ecuacidn, por el 3%
sumando de la 3* ecuacidn, etc. Esta diagonal principal abarca Unicamente sumandos de los
primeros miembros (no “llega a tocar” ninglin 2° miembro)

Por ejemplo:

=1 + 5x, -3x;, =0 {"\;‘;:33‘325 (]
4x, + + 6x, = 2 4x, - -5x, =0 2x, + -x =2

Tx, + 8x, + =1 2x, + x, + =0

: 6x, + 3x, - x,4 =0 Diagonal
Diagonal / 1 ’ ’ principal
principal Diagonal

principal
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Nota: obsérvese que las incognitas estan “encolumnadas”

2]

SEL VIIL.2
a. Dado un sistema de ecuaciones lineales S;, se dira que otro sistema Sg es un equivalente
escalonado de S cuando y solo cuando:
1°)Sg ~S
2°) Sk es tal que cada una de sus ecuaciones tenga su primer coeficiente no nulo
mas a la izquierda que el 1* coeficiente no nulo de la ecuacion subsiguiente.
b. Notar lo siguiente:
1°) La condicion 2* implica que todos los coeficientes de Sg que estén debajo de su diagonal
principal sean nulos.
2°) Se anticipa que todo sistema S que tenga mas de una ecuacion tiene varios equivalentes
escalonados.
c. Dado un sistema cualquiera S, es siempre posible hallar un equivalente escalonado del mismo
mediante el uso repetido de las siguientes manipulaciones:
1°) Multiplicar una ecuacion de un sistema por una constante y sumar el resultado asi obtenido a
otra de las ecuaciones del mismo.
2%) Reordenar las ecuaciones del sistema.
Tal como visto en SEL VII y en f de SEL VI, aplicando cualquiera de estas manipulaciones a un
sistema cualquiera, se obtiene otro sistema que es equivalente al primitivo.
El procedimiento a seguir para hallar el equivalente escalonado de un sistema sera explicado en
base a los ejemplos dados en SEL VIIL3, SEL VIIL.4 y SEL VIILS, pero sera evidente que se
trata de un método completamente general.
SEL VIIL3
a. Sea el sistema:

2x,+ 3x,+ 4x;+ Sx,+ 6x, =1
. —2x,— 5x,—x;— Ox,— 5x;, = 0 3]
8x,+ 8x, +22 x; +33x, +25x,= 7

8x,+ 18x,+ 4 x,+3x, +23x,= 3
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/er coeficiente de la 2* ecuacion de [3]

Multipliquese la 1* (-2) y stimese el
ecuacion de [3] por 9 resultado a la
\1

(\ 1¥ coeficiente de la 3* ecuacion de [3]

{Multlphquese la 1 J 8 4 {Y Sumese el} 3% ecuacion de [3]

2% ecuacion de [3]

" coeficiente de la 1* ecuacion de [3]

ecuacion de [3] por 7 resultado a la

L ler

F 1" coeficiente de la 4* ecuacion de [3]

Multipliquese la 1* | _8 __, y sumese el . g
[ecuacién de [3] por J 2 resultado a la 4" ecuacién de [3]

Se obtendra asi un sistema:

coeficiente de la 1* ecuacion de [3]

1" coeficiente de la 1* ecuacion de [3]

2x, + 3x,+4x;+ S5x,+6x; =1
Ox, - 2x, + 3x;+5x, + x; =1 ]

Ox, - 4x, +6x,+13x,+ x,=3
Ox, + 6x, -12x,- 17x, - x;= -1

y por las razones indicadas en ¢ de SEL VIII.2
Sistema [4] ~ Sistema [3] =S [5]

Ahora:



{\ 1¥ coeficiente no nulo de la 3* ecuacion de [4]

Multipliquese la 2 | (-4) _ |y stmese el |y i de ]
ecuacion de [4] por (-2) resultado a la

1 coeficiente no nulo de la 2* ecuacion de [4]

r 1" coeficiente no nulo de la 4* ecuacion de [4]

Mu1t1p,11quese la2 _ 6 _3 y sumese el 4% ecuacion de [4]
ecuacion de [4] por (-2) resultado a la

1" coeficiente no nulo de la 2* ecuacion de [4]

Se obtendra asi un sistema:

2x, + 3x, +4x, + 5x, +6x, =1
Ox, - 2x, + 3x;+5x, + x5=1
0x, - 0x, +0x;+3x, - x5 =1
0x, +0x, - 3x,- 2x,+ 2x, =2

Evidentemente sera:
Sistema [6] ~ Sistema [4] ~ S

Intercambiando de lugar las ecuaciones 3* y 4* de [6] se obtiene

+ 3x,+4x,+ S5x,+6x, =1
S = Ox, - + 3x,+5x, + x; =1
Folox, - 0x, -Pxco2x,+ 2x, =2
Ox, + Ox, +0x;+ x, =1

Diagonal principal

Evidentemente sera:

Sk = Sistema [8] ~ Sistema [6] ~ Sistema [4] ~ Sistema [3] =S

SEL 16

[6]

[7]

8]

9]
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Se tiene ademads que este sistema [8] es un equivalente escalonado de S por cumplir también
con la condicion 2% indicada en [2].

Sea el sistema

-lx, - 2x— S5x,+ Ox,— 5x, =0
g 4x, + 2x, + 3x,+ Sx, + 6x; =1 (0]
4x, + 8x, +18x,+ 3x,+ 23x,=3

22x, + 8x; + 8x,+ 33x, + 25x,=7

Como este sistema S’ ha sido obtenido cambiando de lugar ecuaciones e incognitas en el
sistema S indicado en [3] se tiene que:

S ~S [11]

Multipliquese la 1* 4 4 |7 simese el | 2% ecuacion de [10]
ecuacion de [10] por | (-1) - resultado a la 3* ecuacion de [10]

Multipliquese la 1? 22 y sumese el a .
[ecuacién de [10] por J_m =22 [resultado ala J 4* ecuacion de [10]

Se obtendri el sistema:

-lx; - 2x,-5x,+ Ox,— 5x; =0
-6x,- 17x,+ 5x, - 14x, =1

- 2%+ 3%+ 3x=3 121
-36x,-102x, +33x, - 85x,= 7
Intercambiando de lugar las ecuaciones 3* y 4* de [12] se obtiene:
-lx; - 2x,-5x,+ Ox,— 5x; =0
-6x,- 17x,+ 5x, - 14x; =1 (13]

-36x,-102x, +33x, - 85x,= 7
- 2x, + 3x,+ 3x,=3

Multipliquese la 2° (=36) _ y sumese el a .
[ecuacién de [13] por J _(——6) =6 resultado a la 3% ecuacion de [13]
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Resulta el sistema:

-lx; - 2x,- 5x,+ Ox,- 5x; =0
-6x, -17x, + 5x,- 14x; =1

14
3x,— x=1 4]
-2x, +3x, + 3x,=3
intercambiando de lugar las ecuaciones 3* y 4* de [14], resulta:
-~ 2x,- 5x,+ Ox,- 5x; =0
- -17x, + 5x,- 14x. =1
S' 2 4 5 [15]
- +3x, + 3x,=3
- x=1
®__ Diagonal principal
Evidentemente:

’g = Sistema [15] ~ Sistema [14] ~ Sistema [13] ~ Sistema [12] ~ Sistema [10] =S’ [16]

teniéndose (ver [2]), que este sistema [15] es un equivalente escalonado de S°.

c. Como:

S ~Sg (por [9]), S’ ~ S’k (por [16]), y S ~ S’ (por [11])

resulta que tanto Sg como S’k son equivalentes escalonados de Sy de S°.
Queda asi ilustrado lo indicado en la nota 2* de b de SEL VIII.2.

Evidentemente, podrian obtenerse aun otros equivalentes escalonados de S en base a efectuar en
dicho sistema otros cambios de ubicacion de las ecuaciones y/o de las incognitas, y procediendo
tal como arriba mencionado.

SEL VIIL.4

Sea el sistema:

X, +2x, +3x; +4x, +5x5 +6x, +7x; +8x4 +9xy +x,, =97
2x, +4x, +6x; +8x, +10x +12x, +17x, +14x, +18xy — x,, =190
S 3x, +6x, +9x; +15x, +19x, +23x, +19x, +25x, +25x, +2x,, =310 17
— X, —2x, = 3x; +2x, +3x; +4x, —8x, —8x; —12x, +x,, =53
4x, +8x, +12x; +16x, +20x4 +26x, +29x, +38x; +38x, +2x,, =411
—2x, —4x, —6x; —8x, —10x, —6x, —11x, +4x, —13x, +x,, =115




e N ~ N
Multipliquese la 1? 2 y sumese el a .,
ecuacion de [17] por 1 =2 resultado a la 2" ccuacién de [17]
~ J ~
(Multipl la 1°) 3 ( 1)
ultipliquese la 1?* B y sumese € a .
ecuacion de [17] por IR -3 resultado a la 3" ecuacién de [17]
- J - 4
~ N ~ N
Multipliquese la 1* | (=1) _ 1 y sumese el 4% ecuacion de [17]
kecuacién de [17] por ) 1 kresultado ala
(Multipl la 1°) 4 ( 1)
ultipliquese la 1?* B y sumese € a .
kecuacién de [17] por ) 1 —4 kresultado ala 5" ecuacién de [17]
e . N ~ N
Multipliquese la 1* | (=2) _ ) y sumese el 6 ccuacion de [17]
kecuacién de [17] por ) 1 kresultado ala

Se obtiene el siguiente sistema:

X +2x,+ 3x;,+ 4x,+ Sx;+ 6x,+ Tx;+ 8x+ 9x,+ x,,=97
3x,— 2x;+ Oxy— 3x,=-4
3x,+ 4x;+ Sx,— 2x,+  x— 2x,— x,=19
6x,+ 8x;+ 10x,— x,+ Oxy— 3x,+ 2x,=44
2x, +1x, + 6x,+ 2x,— 2x,=23

6x,+ 3x,+ 20x, +5x,+ 3x,=79
Reordenando este sistema se obtiene:

X +2x,+ 3x;+ 4x,+ Sx;+ 6x,+ Tx;+ 8xg+ 9x+  x,=97
3x,+ 4x;+ Sx,— 2x,+  x— 2x,— x,=19
6x,+ 8x;+ 10x,— x,+ Ox;— 3x,+ 2x,=44

2x, +1x, + 6x,+ 2x,— 2x,=23
6x,+ 3x,+ 20x, +5x,+ 3 x,,=79
3x,— 2x+ Ox,— 3x,=—4

Multipliquese la 2? 6 y sumese el A .,
[ecuacién de [19] por J =2 {resultado ala 3" ecuacion de [19]

[Multlphquese la 4 J _6_ -3 {Y Sumese el} 5% ecuacion de [19]

ecuacion de [19] por resultado a la

Se obtiene:

SEL 19

[18]

[19]
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X +2x,+ 3x;+ 4x,+ Sx;+ 6x,+ Tx;+ 8xg+ 9x+  x,=97
3x,+ 4x;+ Sx,— 2x,+  x— 2x,— x,=19
3x,— 2x, +  xo+ 4x,=6

[20]
2x,+  x,+ 6xg+ 2x,— 2x,=23
2x,— X, +9x,=10
3x,— 2x3+ Ox,— 3x,=-4
Reordenando resulta:
X +2x,+ 3x;+ 4x,+ Sx;+ 6x,+ Tx;+ 8xy+ 9Ix+  x,=97
3x,+ 4x;+ Sx,— 2x,+  x— 2x,— x,=19
2x,+  x,+ 6xg+ 2x,— 2x,,=23 1]
3x,— 2x, +  xo+ 4x,=6
3x,— 2x3+ Ox,— 3x,=-4
2x,— Xy +9x,=10
Multipliquese la 4? 3 y sumese el a .,
[ecuacién de [21] por J 3 -1 {resultado ala >" ecuacién de [21]
Resulta:
X +2x,+ 3x;+ 4x,+ Sx;+ 6x,+ Tx;+ 8xgt+ 9x+  x,=97
3x,+ 4x;+ Sx,- 2x,+  xg- 2xy- x,=19
2xg+  x,+ 6xg+ 2x,- 2x,=23 2]
3x,- 2x, +  Xxo+ 4x,=6
- Xy- Tx,,=-10
2x,- X, +9x,=10
y reordenando resulta que:
X +2x,+ 3x;+ 4x,+ Sx;+ 6x,+ Tx,+ 8x;+ 9x+ x,=97
3x,+ 4dx;+ Sx,— 2x,+  x— 2x,— x,=19
S, 2x,+  x,+ 6xg+ 2x,— 2x,=23 23]
3x,— 2x; +  x,+ 4x,=6
2x,— X, +9x,=10
- Xy Tx,,=-10

Evidentemente es:

S = Sistema [17] ~ Sistema [18] ~ Sistema [19] ~ Sistema [20] ~ Sistema [21] ~
~ Sistema [22] ~ Sistema [23] = Sg [24]
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El sistema [23] es un equivalente escalonado del S por cumplir las condiciones indicadas en [2].

SEL VIILS

a.

~

~

-~

~

:

Sea el sistema:

- . N
Multipliquese la 1?*

x+ 2y+ 3z=1

4x+ Sy+ 6z=1

Tx+ 8y+ 8z=l1
10x+11y+12z=1
13x+14y+15z=10

4_ 4
ecuacion de [25] por 1
g Y
~ N
Multipliquese la 1?* 7 7
ecuacion de [25] por _T T
\_ J
~ R
Multipliquese la 1?* 10 10
ecuacion de [25] por I
\_ J
~
Multipliquese la 1* 13 13
ecuacion de [25] por ) I
Se obtiene el sistema:
x+ 2y+ 3z=1
-3 y - 6z=-3
- 6y - 13z=-6
_9y - 182z=-9
-12y - 24z=-3
N
Multipliquese la 2* (-6) _ )
ecuacion de [26] por ) (=3)
~
Multipliquese la 2* -9 _
ecuacion de [26] por ) (-3)
Multipliquese la 2* (-12)
ecuacion de [26] por B (-3) B

r
y sumese el

resultado a la

r
y sumese el

~
y sumese el

resultado a la
-

{y sumese el

~N

J
N

resultado a la
- J

~

~N

resultado a la )

e ) N
y sumese el

resultado a la
- J

- , N
y sumese el

resultado a la
-

resultado a la

[25]

2% ecuacion de [25]

3% ecuacion de [25]

4% ecuacion de [25]

5% ecuacion de [25]

[26]

3% ecuacion de [26]

42 ecuacion de [26]

—4 {y SHMESE el} 5% ecuacion de [26]
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x+ 2y+ 3z=1
-3y - 6z=1
S, _z=0 [27]
0=0
0=9 <«———— Ecuaciodn sin solucion, ver h de SEL V

Evidentemente es:
S = Sistema [25] ~ Sistema [26] ~ Sistema [27] = Sg

Este sistema es Sg un equivalente escalonado del S indicado en [25] por cumplir las dos
condiciones indicadas en [2].

Evidentemente, el sistema Sg indicado en [27] no tiene ninguna solucion (ver i de SEL VI) y por
lo tanto S, que es su equivalente, tampoco tendrd ninguna solucion.

En general, si dado un sistema S se obtiene un equivalente escalonado del mismo, Sg, que tenga
una o mas ecuaciones del tipo 0 =k (k #0), se tiene que S y Sg no tienen ninguna solucion.
También puede ocurrir que durante el proceso de hallar el equivalente escalonado de un sistema
S aparezca un sistema S’ que tenga una o mas ecuaciones del tipo 0 =k (k # 0). Como dicho S’
no tiene ninguna solucion y como S ~ S’ resulta que S tampoco tiene ninguna solucion.
Resumiendo, si durante el proceso de hallar un equivalente escalonado de un sistema S o al
llegar a dicho equivalente escalonado, aparecen una o mas ecuaciones del tipo 0 =k (k # 0), se
tiene que el sistema S no tiene ninguna solucion. Las cosas se dejan ahi.

SEL VIIIL.6

Puede ocurrir que durante el proceso de hallar un equivalente escalonado de un sistema S o al llegar a
dicho equivalente escalonado aparezcan una o mas ecuaciones del tipo 0 = 0.

Como, seglin visto en h de SEL VI, el conjunto de verdad de un sistema no cambia si de €l se suprimen
todas las ecuaciones del tipo 0 = 0 que tenga, lo practico es suprimir dichas ecuaciones a medida que
vayan apareciendo, llegdndose asi a un equivalente escalonado sin ecuaciones de dicho tipo.

Por ejemplo, sea el sistema:

x+ 2y+ 3z=1

4x+ Sy+ 6z=1

Tx+ 8y+ 8z=1
10x+11y+ 12z=1

28]

Procediendo como indicado en SEL VIIL3, SEL VIIL.4 y SEL VIILS5 se van obteniendo sucesivamente
los siguientes sistemas equivalentes a S.

x+ 2y+ 3z=1 x+ 2y+ 3z=1
-3y - 6z=-3 -3y - 6z=-3
-6y - 12z=-6 0=0

-9y - 18z=-9 0=0
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y suprimiendo de este ultimo sistema las ecuaciones 3" y 4* se obtiene el equivalente escalonado de S.

x+2y+3z=1
Fl -3y —6z=-3

SEL VIIL.7

Sea un sistema S con mas ecuaciones que incognitas.

Cualquiera de sus equivalentes escalonados, Sg tendrd también mas ecuaciones que incognitas.
Como segun se vio en b de SEL VIII 2, los coeficientes de todas las ecuaciones de Sg que estén
debajo de la diagonal principal han de ser ceros, estas ecuaciones son del tipo 0 =06 0 =k con

(k #0)

Entonces, dado un sistema S con mas ecuaciones que incognitas, si su equivalente escalonado
Sk no tiene ecuaciones de los tipos 0 =0 0 0 =k (k # 0), entonces la cantidad de sus ecuaciones
sera como maximo igual a la cantidad de incdgnitas.

b. Por otra parte, sea un sistema S que tenga a lo sumo tantas ecuaciones como incognitas.
Evidentemente, todo equivalente escalonado del mismo tendra una cantidad de ecuaciones que
serda como maximo igual a la cantidad de incognitas. Con mayor razén todo equivalente
escalonado Sg_de un sistema de este tipo que no tenga ecuaciones de los tipos 0 =06 0 =k
(k # 0) también tendra una cantidad de ecuaciones que a lo sumo serd igual a la cantidad de
incognitas.

c. Entonces, por lo visto en a y b se tiene que:

Todo equivalente escalonado que no tenga ecuaciones de los tipos 0 =0 0 0 =k (k # 0), tendra
una cantidad de ecuaciones a lo sumo igual a la cantidad de incognitas.

SEL VIIL.8

Evidentemente:

El problema de hallar el conjunto de verdad de un sistema cualquiera queda reducido al
problema de hallar el conjunto de verdad de uno cualquiera de sus equivalentes escalonados.

SEL IX

Preliminares de la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales por el método de Gauss

Como anticipo de lo que se ira viendo mas adelante, se tiene que el proceso de resolucion a encararse es
tal como esquematizado en el siguiente diagrama de flujo:
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Sea un sistema de ecuaciones lineales S, tal que un
equivalente escalonado del mismo se denomine Sy

Se suprimen de S las
ecuaciones 0 =0

{Sg tiene ecuaciones 0 =0 ?
Si

No

sTiene g alguna ecuacidn

@ S~S; no tienen
ninguna solucion (ver

b de SEL VIIL5)

a1 del tipo 0=k [l=0]?

(En este caso la cantidad de ecuaciones
es menor o igual que la cantidad de

Tantas ecuaciones

como nedgnitas SI

NO incognitas, ver ¢ de SEL VIII.7)

iEs la cantidad de ecuaciones
igual ala cantidad de incdgnitas?

H Menos ecuaciones
que incogratas

S~S; tienen una Unica
solucion (ver SEL X)

S~S; tienen infinitas
soluciones (ver SEL X1y XII)

SEL X

Caso de un Sg con tantas ecuaciones como incognitas v sin ecuaciones de los tipos 0 =06 0 =k

(kK # 0) (Caso 2 del diagrama de flujo de SEL IX)

a.

Para empezar es evidente que

un equivalente escalonado Sg tal como indicado no puede

tener ningun cero en su diagonal principal.

A la reciproca un equivalente
ecuaciones como incognitas no

escalonado sin ceros en su diagonal principal y con tantas
tendra ninguna ecuacion de los tipos 0 =06 0 =k (k#0).

Sea por ejemplo un sistema S tal que uno de sus equivalentes escalonados sea:

2x, +3x, +4x; -3x,

S -x, +2x; -x,
: 3x; +2x,
5x,

Evidentemente, para que la 4°

8
0
17
= 20

ecuacion de este sistema determine un enunciado cierto, €s

1]

necesario que x4 asuma el valor:
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Si x4 asume el valor 4, para que la 3* ecuacion de Sg determine un enunciado cierto, es
necesario que x3asuma un valor o tal que:

17-(2-4)

30, +2-4=17 = a,= =3

Si x4 asume el valor 4 y x3 asume el valor 3, para que la 2* ecuacion de Sg determine un
enunciado cierto, es necesario que Xx; asuma un valor o, tal que:

—,+23-4=0 = @,=2-3-4=2

Por ultimo si x;, X3, X4 asumen los valores 2, 3 y 4, para que la 1* ecuacion de Sg determine
un enunciado cierto, es necesario que x; asuma un valor o tal que:

20, +3-2+44:3-3-4=8 = ¢, =8_3'2_24'3+3'4:1

resultando asi que el conjunto de verdad de S y Sg esté constituido por la tnica solucién:

XX, X3 X,

1 2 3 4 2l

Evidentemente, el proceso de resolucioén indicado por el ejemplo recién desarrollado es
valido para cualquier sistema S tal que tenga un equivalente escalonado sin ecuaciones de
los tipos 0 =0 6 0 =k (k# 0), y que tenga tantas ecuaciones como incoOgnitas.

c. Se llamaran cramerianos a los sistemas que tengan un equivalente escalonado con tantas
ecuaciones como incdgnitas y que no tenga ceros en su diagonal principal.
Tal como recién se ha demostrado, los sistemas cramerianos tienen una unica solucion.

SEL XI

Sistemas con un equivalente escalonado Sg con menos ecuaciones que incognitas vy sin
ecuaciones de los tipos 0 =06 0 =k (k# 0) (Caso 3 del diagrama de flujo de SEL IX).

a. Sea por ejemplo un sistema S tal que uno de sus equivalentes escalonados sea:
X, —2x, +x; -2x, +x;, = 3
Sk +2x, +2x, +2x, —6x;, = -10 1]

+3x;  -6x, +3x, —6

Este sistema también puede ser puesto bajo la forma:
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X, —2x, +x;, =3+2x, — X
Si 2x, +2x, =—10-2x, + 6x; 2]
3x, =—6+6x, —3x,

Supongase que x4 y Xs asuman respectivamente los valores arbitrarios o4 y O
respectivamente. Se tendra entonces qué:

x, —2x, +x,= 3+2a, -
Sk +2x, +2x,= -10-2¢, +60; [3]
+3x, = -6+60, -3

Como los segundos miembros de [3] son numeros, se estd en presencia de un sistema
crameriano. Resolviéndole tal como indicado en SEL X se tiene que:

Para que la 3* ecuaci6bn de [3] determine un enunciado cierto, es necesario que X3 asuma un
valor o tal que:

3a, =—6+6a, -3, = o, =-2+2a, —a [4]

Si en la 2* ecuacion de [3], x3 asume el valor indicado en [4], se tiene que para que dicha
ecuacion determine un enunciado cierto es necesario que X, asuma un valor o, tal que:

20, +2(2+2a, — o) =-10-2¢, + 60, = @, = -3 -3, + 4 [5]
Sien la 1? ecuacion de [3], x3 y x, asumen respectivamente los valores indicados en [4] y [5],
se tiene que para que dicha ecuacion determine un enunciado cierto es necesario que X
asuma un valor o tal que:

o, —2(-3-3a, +4a;)+(2+2a,—0,)=3+2a,— o, = o, =—1—6a, +8a;,  [6]

Resulta asi que las soluciones del sistema [1] son:

X, X, Xy X, X .
-1-6a, +8¢;, —3-3c,+4a, 2+20,-a, @, O« 7l

siendo 04 y 05 constantes arbitrarias.
Evidentemente, como 04 y 05 son arbitrarias, se tiene que S ~Sg tienen infinitas soluciones.
Asi por ejemplo, haciendo o4 = 05 = 0, resulta la solucion:

XX, X, X, X
{—1 -3 2 0 0} 151

y haciendo oy = 1 y o5 = 2, resulta la solucion:

XX, X3 X, X ]
9 2 2 1 2

[8] y [9] son dos de las infinitas soluciones de S ~ Sg.
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Queda todavia por ver si la expresion [7] da todas las soluciones del sistema [1] o si existen
soluciones del mismo que no surgen de [7]. Pongase a [7] bajo la forma:

XX, Xy X, X 110)
o o o o o

en la cual o4 y o5 son arbitrarias y o, 0, y 03 son funciones de o4 y o5 segun indicado en

[4], [S] y [6].
Se tienen que:

o -20, +o, -20, +a;, = 3
+2a, +20, +20, —-6a;, = -10 [11]
+3a, -6a, +3a; = -6
Sea:

{ﬂl B B B ﬂj 2]
44t s

Numeros

una solucidn cualquiera de [1].
Entonces sera:

181 - 2:62 + 163 - 2:64 + 165 = 3
+28, +2B, +2B, -6, = -10 [13]
+38, -6B, +3B, = -6

y por [11] y [13] se tiene que:

(a'l_ﬁl) —2(0{2—132) +(a'3_163) '2(a4_164) +(0{5_165) = 0
+ 2(“2 _152) + 2(“3 _163) +2(0!4 _184) —6(&’5 _185) = 0 [14]
+3(0[3—,33) -6(0!4—,34) +3(a5_155) = 0

Haciendo oy = B4 y 05 = Bs, a lo que se tiene derecho ya que o4 y 05 son arbitrarias, por [14]
resulta:

(a'l_ﬁl) _2(0{2_:62) +(a'3_,63) =0
+2(az _152) +2(a3 _163) = 0 [15]
+3(0!3 _183) =0

lo que implica que sean 03 - B3=0, 0, - B=0y o - B1= 0, es decir que se tiene que:
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063253 > 062:[32 y 061251

con lo que resulta que la solucion (cualquiera) indicada en [12] surge al hacer en [7] au=Bs y

Ols= B5.
Esto prueba que todas las soluciones de [1] estan dadas por la expresion [7].

SEL XII

Sistemas de ecuaciones con un equivalente escalonado Sg con menos ecuaciones que incognitas
y sin ecuaciones de los tipos 0 =0 6 0 = k (k# 0) (continuacion) (Caso 3 del diagrama de flujo de

SEL IX).

a. Sea por ejemplo un sistema S indicado en [17] de SEL VIII. Segun se dedujo (ver [23] de
SEL VIII), un equivalente escalonado de dicho sistema es:

X, +2x, +3x; +4x, +5x; +6x, +7x, +8x, +9x, +x, = 97
+3x, +4x; +5x, -2x, +x, -2x, -x, = 19
S +2x, +x;, +6x, +2x, -2x, = 23 (i
: +3x, 2x, +x, +4x, = 6
+2x, -x, +9x, = 10
X, -Tx, = -10

Transfiéranse a los 2°s miembros tantos términos como sean necesarios para que los 1°s
miembros configuren una “escalera regular”. En el presente caso deben transferirse:

Los términos en x; y en x,, o los términos en x; y en x3, o los términos en x, y en xj.
y ademas,

Los términos en x4 o los términos en xs.

y ademas,

Los términos en x9 0 los términos en xi.

Supdngase que se elija transferir los términos en x;, x3, X4, X1o.

Resultara:
X, +5x5 +6x, +7x, +8x, +9x, = 97 2x, Bx; —4x, -x,
+4x, +5x, -2x, +x; -2x, = 19 3x, -x,
+2x, +x, +6x; +2x, = 23 +2x,, 2]
+3x, 2x, +x, = 6 —4x,
+2x, -x, = 10 -9x,
-x, = —-10 +7x,

Dense a x;, x3, x4 y X190 valores arbitrarios. Lldmese respectivamente o, 03, 04, 0o a dichos
valores. De [2] resulta entonces que:




|
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x, +5x5 +6x, +7x, +8x, +9x, = 97 2a, 3a, 4o, -«
+4x, +5x, -2x, +x; -2x, = 19 B¢, -«
+2x, +x, +6x; +2x, = 23 +2q¢, 3]
+3x, 2x, +x, = 6 A4,
+2x, —-x, = 10 -9,
-x, = —-10 +7¢,

Este es un sistema crameriano. Procediendo de manera analoga a la utilizada con el sistema [3]
de SEL XI va resultando:

oy, =10-7¢,,
o, =10-8¢,
o :E_Ealo
3 3
o= 208, 4]
6 6

_1173 18 1107

o =———— —u
o4 247t 24 M
——@—2(1 -3o —ia +ma

% 24 SR VR D VR

Resultando asi que las soluciones del sistema [1] son:

X 1 xZ X 3 X4 xS X 6 .X7 xx Xg X 10 5
6 4367 1173 18 1107 187 205 16 13 5]
-——-2a,-3a, —§a4+7am o, o, a, ?—ﬂ% —?am —?+?am ?—?aw 10-8¢,, 10-7¢, «,

donde o, 03, 04, O SON constantes arbitrarias.

Evidentemente, como 0, O3, O4, 0o son constantes arbitrarias, se tiene que S=Sg tiene
infinitas soluciones.

Tomando por ejemplo 0,=2, 03=3, ou=1y o;p=1 resulta la solucion:

X Xy Xy Xy Xy X Xp Xy Xy Xy
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1

que es una de las infinitas soluciones.

Por un procedimiento andlogo al seguido en b de SEL XI puede probarse que todas las
soluciones del sistema [1] estan dadas por la expresion [5].
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SEL XIII

Observaciones

SEL XIII.1

Es perfectamente posible que un sistema que tenga menos ecuaciones que incognitas no tenga ninguna
solucion. Por ejemplo:

x, +2x, +3x, +x, = 1
Si4x, +5x, +6x; +x, = 0 [1]
5x, +6x, +7x; +x, = 0

Un equivalente escalonado de este sistema es:

x\ +2x, +3x, +x, = 1
S x, —3x; 3x, = -3 [2]
/ 0 = -1

D.P.

Con lo que resulta (ver i de SEL VI) que S ~ Sg no tiene ninguna solucion.
Con respecto al diagrama de flujo indicado en SEL IX la resolucion del sistema [1] “naufraga” en ©.

a. Dado un sistema S puede ocurrir que tenga dos equivalentes escalonados Sg y S’ tales que:
- Ambos tengan m ecuaciones con n incognitas, siendo m < n.
- Sg y S’k no tengan ecuaciones 0 = 0 ni del tipo 0 = k (k# 0).
- Sg si tenga ceros en su diagonal principal.
- S’k no tenga ceros en su diagonal principal.
Por ejemplo, sea:

{ X, +x,+x;+x,=0 3]

X, +x, +2x, +3x, =2

Un equivalente escalonado de este sistema [3] es

+x,+x;+x,=0
Sy 2o (Un cero en la diagonal principal) (4]
X;+2x, =2

D.P.
Por otra parte es evidente que si:

{ X +x;+x,+x,=0 5]

X, +2x;+x, +3x, =2

se tiene que:
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S~S [6]
Un equivalente escalonado de S’ es:

X +x;+x,+x,=0
S’ (ningtn cero en la diagonal principal) (7]
x;+0x, +2x, =2

resultando asi que tanto S como S’ tienen como equivalentes escalonados a Sz (con un cero
en su diagonal principal y a S’ (sin ceros en su diagonal principal).

b. Evidentemente sea cual sea el equivalente escalonado que se use para resolver este sistema
el conjunto de verdad a obtenerse serd siempre mismo.

SEL XIII.2

Como se ha demostrado que (ver diagrama de flujo en SEL IX).
1°) Los sistemas cramerianos tienen una unica solucion (ver ¢ de SELX).

2%) Los sistemas que no son cramerianos o bien no tienen ninguna solucion (aparece algun 0 = k
(k#0) en sus equivalentes escalonados) o bien tienen infinitas soluciones (ver SEL XI y XII)

Puede establecerse que:

Un sistema de ecuaciones lineales es crameriano cuando v solo cuando tiene una unica
solucion.

Esta afirmacion puede tomarse como una definicion alternativa de sistema crameriano.

SEL XIV

Sistema de ecuaciones lineales homogéneas

a. Una ecuacion lineal es llamada homogénea cuando su segundo miembro es nulo.
Por lo tanto, un sistema de ecuaciones lineales homogéneas tiene el siguiente aspecto:

X,  Fapx, ta;x; +agx,

ay,x, +apx, +a,x; +a,x, = 0 1]
a,x, +a,x, +a;px; +ayx, = 0
b. Un sistema de ecuaciones lineales homogéneas se resuelve exactamente igual que cualquier

otro sistema.
c. Se pueden hacer las siguientes observaciones (ver diagrama de flujo de SEL IX):

1°) Evidentemente:
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X, X, .. X,

0 0 .. 0 12l

es siempre una solucion del sistema, y por lo tanto es imposible que un sistema de
ecuaciones lineales homogéneas no tenga ninguna solucion (no se cae nunca en el caso @
del antedicho diagrama de flujos, y cualquiera de sus equivalentes escalonados no tiene
nunca una ecuacion del tipo 0 = k, siendo k # 0).

Por lo tanto los sistemas de ecuaciones lineales homogéneas o bien tienen la Unica
solucidn [2], o bien tienen infinitas soluciones.

2°) En el caso de que un equivalente escalonado de un sistema de ecuaciones lineales
homogéneas tenga tantas ecuaciones como incognitas (caso @ del diagrama de flujo), la
unica solucion del sistema sera del tipo indicado en [2].

3°) En el caso de que un equivalente escalonado de un sistema de ecuaciones lineales
homogéneas tenga menos ecuaciones que incognitas, entonces cae en el caso @ del
diagrama de flujos). Por lo tanto:

Todo sistema de ecuaciones lineales homogéneas con menos ecuaciones que incdgnitas
tiene infinitas soluciones.

SEL XV

Comentarios finales

a.

C.

Este tema de los sistemas de ecuaciones lineales es de capital importancia tanto en las
Matematicas puras como en las diversas ramas de la Ingenieria. Estos sistemas aparecen a
cada paso (circuitos eléctricos, calculo de estructuras, etc., etc.) y a menudo en forma
bastante "frondosa" (por ejemplo en el calculo de estructuras son moneda corriente los
sistemas de 50 o més ecuaciones con otras tantas incognitas).

Por lo general, los sistemas que aparecen tienen tantas ecuaciones como incdgnitas pero a
veces también se presentan sistemas con menos ecuaciones que incognitas (por ejemplo al
tratar de hallar la recta interseccion de dos planos), o con mas ecuaciones que incognitas.

Los métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales caen en dos grandes grupos:

1°) Métodos exactos, que de entrada dan la solucion del sistema.

2°) Métodos de aproximaciones sucesivas con los cuales mediante un cierto algoritmo se van
obteniendo sucesivas aproximaciones de dicha solucion.

El método de Gauss visto en lo antedicho es uno de los métodos exactos.

Ademas de este método existen otros métodos exactos, siendo los mas “populares” el de los
determinantes y el de la inversion de matrices.

Si bien estos dos ultimos métodos tienen un gran valor tedrico y un bien ganado “lugar al
sol” en las Matematicas, desde el punto de vista de la resolucion practica de sistemas son un
desastre.

Para empezar, sirven Unicamente para el caso de tantas ecuaciones como incognitas y la
cantidad de aritmética involucrada es mucho mayor que la que se necesita usando el método
de Gauss.
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Frente a la necesidad de resolver un sistema de digamos, 4 o mds ecuaciones con otras
tantas incognitas por un método exacto y por “traccion a sangre” (con lapiz y papel), toda
persona que esté en su sano juicio usara el método de Gauss.

Otra ventaja que presenta el método de Gauss es que “canta” cuando un sistema no tiene
solucion y cuando tiene infinitas soluciones, y en este ultimo caso permite hallarlas. Esto no
lo hacen ni el método de los determinantes ni el de inversion de matrices, los cuales se
limitan a indicar que la resolucion del sistema no puede progresar.

En lo que a métodos de aproximaciones sucesivas se refiere, el asunto es un poco mas
complicado. Segun el sistema al cual se aplique uno de estos métodos, puede ser que al cabo
de pocos pasos se obtenga una buena aproximacion de la solucidén (convergencia rapida),
pero puede también ocurrir que se necesite una gran cantidad de pasos (convergencia lenta)
0 aun que con los sucesivos pasos se vayan obteniendo resultados més y mas alejados de la
solucion verdadera (divergencia).

Afortunadamente, los sistemas de ecuaciones que se presentan en la practica tienen a
menudo las siguientes caracteristicas:

1°) Tienen tantas ecuaciones como incognitas
2°) Son simétricos, es decir que a; = a;;.
3°) Tienen “diagonal principal dominante” es decir que:

|aii|>|ai1|+|ai2|+---+ |ai,i—1|+|ai,i+1|+---+|ain|

y dadas estas condiciones los métodos de aproximaciones sucesivas dan una convergencia
decente.
A quién le interese este tema, una muy buena presentacion elemental puede hallarse en: M.
Sadosky “Calculo Numérico y Grafico”, pag. 149 y siguientes.

Volviendo al método de Gauss, se estima que en el tiempo que insume en resolver un sistema de
n ecuaciones con n incognitas un buen calculista (persona sin sistema nervioso, altamente
entrenado y con una enorme capacidad de concentracion) esta dado por la formula empirica:

Tiempo en horas = 0,01 n’

Resulta asi que dicho buen calculista (usando una calculadora de mano) tardaria 10 horas en
resolver un sistema de 10 ecuaciones con 10 incognitas. Un mortal comun tardaria por lo
menos el triple.

Resulta entonces obvio que resolver con papel y lapiz, los sistemas que se presentan en la
préctica (cuyos coeficientes no son “simpaticos” nimeros enteros, sino que tiene numerosos
decimales) cae dentro de la categoria de mision imposible si no se usa una computadora con
un software adecuado (por ejemplo MATHEMATICA).

SEL XVI

Relaciones lineales v combinaciones lineales

a.

Sea un sistema de ecuaciones lineales:



C.

a,x, +apx, +asx; =h
S- ayX, +ayXx, +ayx; =h
ayX;  +aypX, +apx; =h
ayx, +apx, +agx; =h,

Hagase corresponder a este sistema el siguiente conjunto de funciones:

Si= auxy +apx, +apx; —h
C: fo= ayx, +ayx, +apx; —h
fi= ayx; tayx, +agx; —h
Jo= ayx, +apx, +agx; —h

(Notar que las expresiones de este conjunto son funciones y no ecuaciones).
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[1]

2]

Se define que, por ejemplo, entre las funciones f,, f, y f, existe una relacion lineal

cuando existan tres niumeros 7,, 77, y 77,n0 todos nulos tales que para cualquier valor que

asuman x,, x, ) X, Se€ tenga que:
mh+mf+n./,=0
Asi, por ejemplo, dado el sistema:

X  tx, +x; +x, =2
§":42x, +3x, +4x, +5x, =
Ox, +x, +2x; +3x, =3

al cual corresponde el conjunto de funciones:

fi=x +x, +x; +x,
C':1f,=2x, +3x, +4x, +5x,
f,=0x, +x, +2x; +3x,

3]

Se tiene que entre las tres funciones de este conjunto existe una relacion lineal ya que

tomando: 7, =2, 17, =—1y 7, =1 resulta:

2h- L+ =

=2(x, +x, +x; +x, —2)— (2x, +3x, +4x; +5x, = 7)+
+(0x, +x, +2x;, +3x, —3) =
=2-2+0)x, +(2-3+x, +(2-4+2)x, +(2-5+3)x, +[2(-2)- (- 7)+ (= 3)]

Notar lo siguiente:

Si existe una relacion lineal entre k funciones, entonces también existe una relacion lineal

entre todo conjunto de funciones que incluya a las k antedichas.
En efecto, si existe una relacion lineal entre las k funciones f,, f,, ..., f, se tiene que:
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nmfi+mf,+.+n./6, =0, Vx.,x,,..

siendo 7,,7,,...,17, mno todos nulos y entonces, considerando las funciones

i foseeos fis fraises [, SE tiEne que:

77k+1:0 77"20
nfi+mfote+n f,+0f,+..+0f, =0 Vx,, x,

siendo 77,,7, s..s 1y s Misy 517, 1O todos nulos, ya que 7,,7,,...,77, no son todos nulos.

Volviendo al sistema S y conjunto de funciones indicadas en [1] y [2], supdngase que entre
las funciones de [2] existe en efecto una relacion lineal tal como indicado en [3].
Sea una de las funciones a la cual en la relacioén lineal le corresponde un 77 no nulo.

Supdngase que sea por ejemplo 77, # 0, niimero al cual le corresponde la funcion f,.
Entonces por [3] se tiene que:

fr=—hp Ty VX, XXy
7, n,

Se dira que en este caso f, es una combinacion lineal de f, y f,.
Asimismo, si fuera 77, # 0 se tendria que:

flz_ﬂfz _%ﬂ VX5 X5, X;
|

1
resultando entonces que: f, es una combinacion lineal de f, y f,.
Evidentemente, dada una relacion del tipo de la [3], toda funcion a la cual ne le corresponda
un 77nulo es combinacion lineal de las restantes funciones.

SEL XVII

Ecuaciones redundantes en un sistema de ecuaciones lineales

En un sistema de ecuaciones lineales una cierta ecuacion sera llamada redundante cuando todas las
soluciones comunes a las restantes ecuaciones del sistema sean también soluciones de dicha
ecuacion.

Es entonces evidente que el conjunto de verdad de un sistema no variara cuando de dicho sistema se
suprima una ecuacion redundante.
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SEL XVIII
SEL XVIII.1
Teorema

Sea un sistema de ecuaciones lineales S y su correspondiente conjunto de funciones C. Se
demostrard a continuacion que si existe una relacion lineal entre las funciones de C, entonces una, o
mas, de las ecuaciones de S seran redundantes.

Considérese de nuevo el sistema S, el conjunto C, y la relacion lineal indicadas respectivamente en
[1], [2], y [3] de SEL XVI. Supéngase que en [3] de SEL XVIsea 77, # 0. Se tiene entonces que f,

es la siguiente combinacion lineal de f, y f,:

fz=—if1—ﬂf4 1]
n,

2

lo que explicitado (ver [2] de SEL XVI) toma el aspecto:

f Ul /4
Ui /0

Ay X, + Ay Xy + Ay Xy —hy = ——=| @, X, +a,,%, + a5, — by
> >

Ay X, +a,uX, +a,x;—h, [2]

X, X, X
1 2 3 s 7 , . P s . .
Sea { , }una solucion comun a las ecuaciones 1* y 4* de S, lo que implica que cuando x,,
a o, o
1 2 3

X,y X, asuman respectivamente los valores «;, &, y «;, las funciones f, y f, se anulen. Esto
determina (ver [1] y [2]), que cuando x,, x,y x; asuman respectivamente los valores ¢, &, y &,
.y . , RT Xy Xy X . .
la funcién f, también se anulard, lo que implica que , sea también una solucion de la

al aZ a3
2% ecuacion de S

En general:

Si una funcion f es combinacion lineal de otras, entonces la ecuacion

correspondiente a la misma admite todas las soluciones que son comunes a las [3]
ecuaciones correspondientes a las funciones de las cuales [ es combinacion lineal

Supongase ahora que:

1°) f, sea una combinacion lineal de f; y f,. [4]
X Xy X3 ., , .

2°) . sea una solucion comun a las ecuaciones 1%, 3* y 4* de S. [5]
B B, B

Xy Xy X3
BB, B

solucidon de las ecuaciones 1* y 4* de S, se tiene entonces por [3] y por [4] que {

Como por [5] se tiene que { }, solucion de las ecuaciones 1%, 3" y 4* de S., es una

X Xy Xy }
€S
B, B, B
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X Xy X3
b b

By B, B

todo el sistema S. Como lo antedicho es valido para toda solucién comun a las ecuaciones 1%, 3* y 4*

de S, se tiene entonces que foda solucion a las ecuaciones 1%, 3* y 4* de S es una solucion de todo el
sistema S.

también una solucion de la ecuacion 2 de S, lo que implica que { } sea una solucion de

Generalizando:

Si la funcion correspondiente a una cierta ecuacion e,de un sistema es combinacion

lineal de funciones correspondientes a otras ecuaciones del sistema, entonces todas las
soluciones comunes a las restantes ecuaciones del sistema (todas las ecuaciones del [6]
sistema menos la e;) seran también soluciones de la ecuacion e,, lo cual, segun lo

indicado en SEL XVII, implica que la ecuacion e, sea redundante.

SEL XVIII.2

Por ejemplo, dado el caso:

X, +2x,+3x;+x, =1 fi=x +2x,+3x,+x, -1
4x, +5x,+6x;+x, =1 o c: fr =4x, +5x, +6x;+x, -1
Tx, +8x, +9x;+x, =1 Sy =Tx, +8x, +9x; +x, —1
X, +x, +x; +x,=0 fo=x +x, +x; +x,-0

Puede verificarse que entre f, , f,, f; y f, existe larelacion lineal:

i Up 1

oo

1.fi+(=2)f,+1.£;+0f, =0

(Ademas de esta relacion lineal existen infinitas otras segun se vera en SEL XIX, pero en todas ellas
sera 17, =0).
Se tiene que:

1°) Como 7, #0, f, es una combinacion lineal de f,, f; y f,. Por lo tanto foda solucion

comun a las ecuaciones 2%, 3* y 4* es también solucion de la primera.
Por lo tanto la ecuacion 1* de S es redundante con respecto a las ecuaciones 2%, 3* y 4%, es decir
que del sistema S puede eliminarse la ecuacion 1? sin alterar su conjunto de verdad.

2°) Como 7, #0, f, es una combinacion lineal de f,, f; y f,. Por lo tanto foda solucion

comun a las ecuaciones 1%, 3* y 4* es también solucion de la segunda.
Por lo tanto la ecuacion 2* de S es redundante con respecto a las ecuaciones 1%, 3* y 4%, es decir
que del sistema S puede eliminarse la ecuacion 2° sin alterar su conjunto de verdad.

3°) Como 7, #0, f, es una combinacion lineal de f;, f, y f,. Por lo tanto toda solucion
comun a las ecuaciones 1%, 2* y 4* es también solucion de la tercera.
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Por lo tanto la ecuacion 3* de S es redundante con respecto a las ecuaciones 1%, 2* y 4%, es decir
que del sistema S puede eliminarse la ecuacion 3? sin alterar su conjunto de verdad.

4°) Como 1, =0, f, no es una combinacion lineal de f,,f,y f;. Por lo tanto no puede

afirmarse que foda solucién comun a las ecuaciones 1%, 2* y 3* sea también solucion de la 4°.
Sin embargo, puede ocurrir que algunas soluciones comunes a las ecuaciones 17, 2* y 3* sean
asimismo soluciones de la 4.

X, X, X, X
’ 1 2 3 4 .7 J . .7 .y
AS{O 1170 }, solucion comun a las ecuaciones 1%, 2% y 3% es también solucion de la 4% y

X, X, X, X
1 A2 A3 Ay .y , . .,
{ 1722171 } , otra solucién comun a las ecuaciones 1%, 2* y 3% no es solucion de la 4°.

Segun se acaba de ver, del sistema S pueden eliminarse una cualquiera de las ecuaciones 1%, 2% ¢ 3*
sin alterar su conjunto de verdad.

Esto no implica que de S puedan eliminarse a la vez dos o tres de esas ecuaciones sin alterar su
conjunto de verdad.

Una vez climinada de S una ecuacion redundante, se estara frente a un nuevo sistema, en el cual
puede haber o no haber redundancias ulteriores.

SEL XVIIIL.3

Existen casos de redundancia multiple. Por ejemplo sean:

x +y=0 fi=x +y -0
2x+3y =1 F=2x+3y -1
S;: ey < C: fz, d
4x+5y =1 fy=4x+5y -1
S5x+7y=2 fi=5x+T7y-2

Entre 1, f,, f; v fi existe la relacion lineal:
1(x+y—=0)+(=1)2x+3y=1)+(-1)4x+5y -1)+1(5x+7y-2)=0, Vx,y

Como 7/ =1, 1, =(~1), 75 =(=1) y 7, =1, valores todos no nulos, todas las ecuaciones de S

pueden ser consideradas como redundantes con respecto a las demas, pudiendo entonces eliminarse
una cualquiera de ellas sin alterar el conjunto de verdad de S.
Eliminando de S a la ecuacién 5x+ 7y =2 queda:

x +y=0 ff=x +y -0
S,:42x+3y=1 < fy=2x+3y-1
4x+5y=1 fi=4x+5y—1

Entre f”, f) y f, existe larelacion lineal:

2x+y-0)+12x+3y—1)+(-1)dx+5y-1)=0 Vx,
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Como 7'=2, i =1,y n{=(~1), todos no nulos, todas las ecuaciones de S, pueden ser

consideradas como redundantes. Eliminando de §, ala ecuacion 2x+3y =1, queda:

[2x+43y=1 o[ HEaray-
T 4x+5y=1 U fr=dx+dy-1

no existiendo ninguna relacion lineal entre f” y f.”.

X
El conjunto de verdad de S, es { l,ﬂ, el cual, segin visto en b) de SEL VII, también es el

conjunto de verdad de S,y S, .

SEL XIX

Investigacion de las relaciones lineales existentes en un conjunto de funciones

Se indicard el método a seguir en base a ejemplos, pero sera evidente que dicho método es
enteramente general.

SEL XIX.1
a. Sean:
x +y +z +v =4 fi= x +y +z +v -4
x +y 4z +2v =5 L= x +y 4z +2v =5
S, i9x +2y 42z +2v =7TC:f,= x +2y +2z +2v -7 1]
x +3y +3z +4v =11 fi= x +3y +3z +4v -11
x +4y +4z +5v =14 fs= x +4y +4z +5 -14

Para que exista una relacion lineal entre las funciones de C, deben existir cinco nimeros 77, ,
n,, 1y, N,y Ns no todos nulos tales que:

nf,+n,f, +n,f, +n,f, +ns f5; =0 para cualquier valor que asuman x, y, z, v. [2]
Explicitando a [2] se obtiene:

mx+y+z+v—4)+n,(x+y+z+20=5)+n,(x+2y +2z+2v-7)+
+7,(x+3y+3z+4v—11)+7,(x +4y+4z+5v-14)=0

lo que puede ser puesto bajo la forma:

(470, + 5 41, + 05 )x + (7, +77, + 20, + 30, +475)y + (1, + 17, + 2775 + 3, +4n, )z +
+ (1, + 21, + 20, + 41, + 55 ) — (417, + 517, + T3, + 1177, +147,) =0 3]
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Como para que exista una relacion lineal, esta expresion debe ser valida para cualquier valor
que asuman x, y, z y v, se tiene que haciendo en ella x =y =z =v =0, para que exista una

relacion lineal debe ser:
4n, +5n, +7n, +11n, +14n, =0

Con lo que [3] toma el aspecto:

(771+772+773+774+775)x+(771 +1, + 21, +3774+4775)y+(771 +772+2773+3774+4775)Z+
+(771 +2n, + 21, + 41, + 51, )VZO [5]

Teniendo siempre en cuenta que para que exista una relacion lineal la expresion [5] debe ser

valida para cualquier valor que asuman x, y, z y v, se obtiene sucesivamente:
Haciendo en [5] x =1, y =z =v =0, resulta que debe ser:

M+ m+im+mtn=0 [6]
Haciendo en [5] y =1, x =z =v =0, resulta que debe ser:

M+ mt2n+3m+4ns=0 [7]
Haciendo en [5] z=1, x =y =v =0, resulta que debe ser:

Tt 1+ 2n3+3m+4n:=0 8]
Haciendo en [5] v=1, x =y =2z =0, resulta que debe ser:

m+2mp+ 213 +4n,+5105=0 9]

Entonces, para que sea valida la expresion [3] para todo valor de x, y, z y v, se tiene que debe
cumplirse lo indicado en [4], [6], [7], [8] y [9] lo que implica que 7,, 77,, 17;, 1,y 15 sean
soluciones del siguiente sistema:

no+n, +in +1, +15 =0
no +n, +2m, +3n, +4n7, =0
no +n, +2m, +3n, +4n7, =0 [10]
no +2n, +2p, +4n, +57; =0

4n, +5n, +7n, +1ln, +14n, =0

Este es un sistema de ecuaciones homogéneas en el cual las incognitas son 7,, 7,, 775, 1,y

75 . Resolviendo por el método de Gauss resultan las infinitas soluciones:

{ 7 7, 7 M, s

; o'y B arbitrarias [11]
20+3p -a-f -2a-3 o B
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lo que implica que existen infinitas relaciones lineales entre las funciones del conjunto C
indicado en [1].
Por ejemplo, dos de estas infinitas relaciones lineales son:
1°) Haciendo en [11] = =1, se obtiene:

m=>5 n,=-2 ny=-5 n, =1 ns =1

2%) Haciendo en [11] o= 1, B = 0, se obtiene:

n =2 n,=-1 n, =-2 n, =1 ns =0
b. Observar lo siguiente:

1° | Los coeficientes de | 1* | Ecuacion de [10]son respectivamente |x | en las ecuaciones
m, ..., Jsenla iguales a los coeficientes de: 1%, ..., 5* de [1]

2() 2 2a 2 y 2

30 2 3a 2 Z 2

4() 2 43 2 v 2

5? | Los coeficientes de 1, ..., M5 en la ultima ecuacion de [10] son respectivamente

iguales a los términos independientes de las ecuaciones 1%, ..., 5* de [1].

Como una situacién analoga debe evidentemente presentarse con cualquier sistema de
ecuaciones que se considere, se tiene pues una mecanica muy sencilla para hallar el sistema
de ecuaciones relativo a los nimeros 77 correspondientes a las relaciones lineales que pueda

haber entre las funciones f derivadas de un sistema de ecuaciones cualesquiera.

SEL XIX.2
Sea:
X -y +tz —v=-1 fi=x =y +z —v +1
S: 2x+3y+2z +v =2 “ C:<f, =2x+3y+2z +v -2
X +y—-2z+2v =3 fi=x +y —=2z+2v-3

Procediendo tal como se ha indicado en SEL XIX.1 se llega a que para que exista una relacion
lineal entre las funciones de C deben existir tres nimeros 77,, 77, y 7,, no todos nulos y tales que:

n +2n, +n, =0
-n, +3n, +n;, =0
n +2n, =21, =0
-n, +n, +2n, =0
—-n, +2n, +3n, =0

mn, M
0°0°0

Este es un sistema de ecuaciones homogéneas cuya unica solucion es: {
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Y el hecho de que todos estos 77 sean nulos implica que no existe ninguna relacion lineal entre las
funciones de C.

SEL XIX.3
a. Sea:
X +2y+3z4+v=1 fi=x+2y+3z+v-1
4x+5y+6z+v=1 =4x+5y+6z+v—1
THTRYThETY ol yeoE [12]
Sx+4y+3z—v=0 f; =5x+4y+3z-v-0
8x+7y+6z—v=0 fi=8x+Ty+6z—v-0

Procediendo tal como se ha indicado anteriormente se llega a que para que exista una
relacion lineal entre las funciones de C deben existir cuatro nimeros 7,, 7,, 77; y 1, no

todos nulos y tales que:

n,  +4n, +5n, +8m, =0
2n, +5n, +4n, +7n, =0
3n, +6n, +3n, +o6n, =0

m +17, =175 -1, =0

m +1, =0

Este es un sistema de ecuaciones homogéneas. Resolviéndolo se obtiene:

a-ad a-a
Con lo que resulta que existen infinitas relaciones lineales entre las funciones de C.

{771 mn, 1 774}(xarbitral‘io-

b. Notar lo siguiente:

Segun puede verificarse facilmente, un equivalente escalonado del sistema S indicado en
[12] es:

x+2y+3z+v =1

—-3y—6z-3v=-3
S 0 -1 [13]
0 =1

Con lo que resulta que S no tiene ninguna solucion.

Entonces:

Puede ocurrir que exista una relacion lineal entre las funciones de un conjunto que
corresponda a un sistema que no tenga solucion.

SEL XIX.4

Observar que dado un conjunto C de funciones correspondientes a un sistema S, entre las funciones
de C o bien no existe ninguna relacion lineal, o bien existen infinitas.
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Esto surge de que los coeficientes 77 son incognitas de un sistema de ecuaciones homogéneas, y

U

estos sistemas o bien tienen la tinica solucion 07 0 (no existe ninguna relacion lineal), o bien

tienen infinitas soluciones (existen infinitas relaciones lineales).
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Ejercicios v problemas sobre Sistemas de Ecuaciones Lineales

SEL 1 Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales. Para cada uno de estos sistemas
hacer un grafico representando los conjuntos de verdad de cada una de sus ecuaciones y el
conjunto de verdad del sistema.

x +2y=5 3x+8y=8 3x-8y=38
a b c)
{2x—y=0 {%x+2y=2 {x—%y:2

SEL 2 El rey Magoya I mand6 a uno de sus orfebres que le hiciera una corona de oro puro.
Maliciando que el orfebre habia puesto algo de plata en vez de oro puro consultdé con
Arquimedes para que lo sacara de la duda. Arquimedes primero pesoé la corona en el aire y le
dio 3,2 kg. Luego peso la corona sumergida en el agua y le dio 3 kg.
(Cuales fueron las conclusiones de Arquimedes?
(Suponer que el peso especifico del oro es 20 %ms y el de la plataes 10 %ms ).

SEL 3 Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones. En caso de que tengan infinitas soluciones,
indicar la expresion general de las mismas y dos soluciones especificas.

x +2y—-z=0 —6x+4y-T7z =1 x+2y+3z =1
a)y4x +y+z=0 Db){-5x—2y+3z=-2 ¢)4x+5y +6z =1
—3x+2y—z=2 S5x —4y+6z=-1 2x+7y+12z=35
x +2y+3z=1
xX+2y=5z=-5 x —y—2z+5v=6
d) <4x+5y+6z=1 ¢
3x-2y+z =0 3x-3y—6z-2v=1
2x=5y+9z=1
3x +iy —z +6v =2 X +y +2z-3v=2
Q) d(1—-i)x +y +iz —2(1—ijv=-2.i h) {2x +3y -5z +v =2
-x +2y+4iz -4 =-6i 8x+11y—-11z—3v=0
x+2y+3z =1 x=2y=0
x —y=0
4x+5y+62z =1 i 3x-2y=1
J) 2x-3y=1
Tx+8y+9z =1 4x—-4y=1
3x—4y=1
Sx+4y+3z=-1 S5x—6y=2
x, +2x, +3x; +4x, +5x; +6x, +7x, +8x; +9x, =45
3x, —2xg =1
) 3x, +4x, +5x, —-2x, +x;, —2x, =9
6x, +8x; +10x, -—ux, -3x, =20
2x, +x, +6x; +2x, =11
6x, +3x, +20x;, +5x, =34
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x+2y+z=0

x+2y+3z=0
4x+5y +z =0

m) <4x+5y+6z=0
Tx+8y —z =0

Tx+8y+9z=0
3x+3y-2z=0

SEL 4 Indicar cual es la recta de interseccion de los planos:

Plano a: x+2y+3z=2 Plano fB:x—y+2z=1

SEL 5 Indicar valores de o, B y & para que el siguiente sistema:
1°) Tenga una tnica solucion
2°) No tenga ninguna solucion
3°) Tenga infinitas soluciones

x +ky =1
x+2y=«
2x+4y=p

SEL 6 Indicar valores de k para que el siguiente sistema:
1°) Tenga una tnica solucion
2°) No tenga ninguna solucién
3°) Tenga infinitas soluciones

kx=2y-2z=2
2x=3y +z =-1
X =2y+kz =k

SEL 7 Tengo 23 monedas cuyo valor totaliza $1. Hay monedas de 1, 5 y 10 centavos. Si las
monedas de 1 centavo fueran de 5 centavos, las de 5 fueran de 10 y las de 10 fueran de
Icentavo tendria $1,35. ;Cuantas monedas de cada clase tengo?

SEL 8 La suma de los angulos de un triangulo es de 180°. ;Cuanto mide cada dngulo si la suma de
dos de ellos es igual al tercer angulo y la diferencia de los dos mismos angulos es igual a los
2/3 del tercer angulo?

SEL 9 La ecuacion general de la circunferencia es x* + y*> + Ax+ By + C = 0. Hallar los valores de
A, By C para que una circunferencia pase por los puntos (1,1), (-2,3) y (3,4).

SEL 10 Si los sefiores A, B y C hacen juntos cierto trabajo, este tomara 15 horas. Si trabajaran A y
B tomaria 12 horas y si trabajaran B y C tomaria 2 £ horas. ;Cuanto tiempo tomaria a A, B
y C trabajando solos en hacer dicho trabajo?

SEL 11 Se sabe que la ecuacion de un plano es ax +by +cz =d . Encontrar la ecuacion del plano
que pasa por (4,1,2), (3,2,1), y (-6,-1,-2).

SEL 12 Suponer que entre las funciones f,, f,, f; y f, correspondientes a un sistema de
ecuaciones con tres incognitas existe la relacion lineal:
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0f,+3f,+0f,+0f, =0
Indicar explicitamente a la funcion f,.

SEL 13 Sean las funciones f,, f,, f;, f, y fs correspondientes a un sistema de ecuaciones

lineales.
Demostrar que si existe una relacion lineal entre algunas de estas funciones, por ejemplo
fi» f, ¥ /5, entonces también existe una relacion lineal entre las cinco funciones.

SEL 14 Demostrar que existe una relacion lineal entre las funciones f,..., f, correspondientes a

un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas si una de dichas ecuaciones es trivial
(0x, +...+0x, =0).

SEL 15 Hallar, si es posible, todas las relaciones lineales existentes entre los conjuntos de
funciones correspondientes a los siguientes sistemas:

x 4y =2
xX+y +z =2 x +2y =3 x+2y+3z=1
a) yx+2y+3z=6 b)y<x +3y =5 c) 14x+5y+6z=1
x+4y+7z=14 x +4y =6 Tx+8y+9z=2
4x +10y =16




DETERMINANTES NUMERICOS

DET.1
Definicion
a. Sea la expresion:
a,, 4y, a,,
A=|T G2 G n filas y n columnas
a, 4y a,,

DET 1

[1]

Esta expresion indica que A es el valor que asume una cierta funciéon (a ser definida mas
abajo) de n’ variables cuando dichas variables asumen respectivamente los valores

ays ayp;....; a,, (nameros).
Expresiones alternativas de la [1], usadas en otros textos, son:

ay 4y - 4y, ay dap ay, ay dp a,
a a a a a a a a a
21 22 e 2 21 22 e 2 21 22 2
Det "I, Det ", Det !
anl anZ ann _anl anZ a/m_ anl an2 a/m

A los niimeros a, se los llamara elementos de A.

Se dice que un determinante es de orden n cuando tiene # filas y n columnas.
Para los determinantes de orden 1 se define que:
|=a

‘a,.j

;
Asi: |7]=7, |-3=-3, i|=i

Dado un determinante cualquiera, se define que:

El cofactor del elemento que figura en su i-€sima fila y j-ésima columna es el

producto de (—1)"/ _por el determinante resultante de borrar en el

determinante primitivo toda su fila i v toda su columna ;.

Asi, en el determinante:

Rl

)

I

w
®© 3 W»n b

2]

3]

4]



DET 2

se tiene que:

i3 T -3 5
Cofy(=4)=(-1"2 -3 3|, Cof ()= (=1)"|-4 6 7
-5 0 8 -7 0 8

-2 i 4 -2 3

Cof, (0)=(-1)"z 2 5, Cof,8)=(-1)""7z 2 -3
-4 -1 7 -4 -1 6

En lo sucesivo el cofactor del elemento correspondiente a la fila i y la columna j de un
determinante A se la denotara como:

Cof (0. /)
Se define que:

El valor de un determinante es igual a la suma de los productos de todos los
elementos de su primera fila multiplicados por sus respectivos cofactores. 5]

Asi en el caso del determinante indicado en [4] se tiene que:

2 -3 5 T -3 5 T 2 5
A==2 (-D)"=1 6 7/ |+il (1)*"?-4 6 7/|+3[(-1)"]-4 -1 7|+
-5 0 8 -7 0 8 -7 -5 8
T 2 =3
+4 (-)"-4 -1 6
-7 =5 0

Por [2] y por [5] se puede calcular el valor de cualquier determinante. Asi:

AR

Por [5]

123l

5 6 5:1{(—1)l+1

-1 3 0

6 5
30

" 2((_ 1)1+2

Por [5]

6 5‘ ‘5 5‘ ‘6 5¢_
= -2 3

+ —
3 00 -1 0 |-1 3

= 6{(=0)""ol)+5((=0)"2 I} |~2| 5((-0)" ol 5 (1) 1) [+
+3[5((—1)1+1 |3|)+6((—1)1+2 |_1|)} _
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Por [2]
—
= [6[o| - 53] - 2[5/0] - 5] 1[]+ 3[5[3| - 6|~ 1] =
=[6.0-5.3]-2[5.0-5(-1)]+3[5.3-6(-1)] =38
h. Evidentemente, hallar el valor de un determinante segun esta definicion implica una gran

cantidad de aritmética, sobre todo en el caso de determinantes de orden alto.
Se deja constancia de que existen métodos mucho mas eficientes que el indicado en g para
hallar el valor de un determinante. Dichos métodos seran indicados mas adelante.

DET 11

Consecuencias directas de la definicion de determinante

a. Para el caso de determinantes de orden 2, la aplicacion directa de la definicion indica que:
a,, a
11 12
=4,y —aap, [1]
ay dy
b. Para el caso particular de determinantes de orden 3, la aplicacion directa de la definicion
indica que:

Ay Ay Ay =0y 05 10,035,035 030,03 = 01305, 05 — Ap3A3 Ay — 33,0, [2]

c. Para el caso particular en que un determinante tenga inicamente ceros arriba de su diagonal
principal, de la definicion resulta que:

a, 0 0
ay dp 0
a; 43 dy 0|=aa5ay..4a, [3]
0
a, 4, 4d; a,,
En especial:
0 0 .. 0
01 0 .. 0
0 0 . 0 =1 [4]
.0
0 0 0 .. 1
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DET III
Teorema

a. Se probaré que:
Es nulo todo determinante que tenga dos columnas contiguas iguales.

b. Mediante [1] y [2] de DET II es facil verificar que lo antedicho es en efecto cierto para los
determinantes de orden 2 y 3. Considérese ahora el caso del determinante de orden 4.

a e e 1
b .
Al ST
c g g k
d h h |1
Se tiene que:
forod b f ] b f ] b f f
A=d (-1)" g g K|+ (1)"lc g kl|+¢(=1)|c g k|+] (D) g g
h h | d h | d h | d h h
Nulo por ser un \ / Nulo por ser un
determinante de orden Igual valor absoluto determinante de orden
3 con dos columnas y signo contrario 3 con dos columnas
contiguas iguales contiguas iguales

Como por el mismo procedimiento puede probarse que si lo indicado en a es valido para
determinantes de orden n también lo es para determinantes de orden n+1, por el principio de
induccidén completa queda probado lo propuesto.

DET 1V
Teorema

a. Se probara que:
La suma de dos determinantes A, y A, de igual orden que difieran inicamente en uno 6

mas elementos de una Unica columna cualquiera, lldmesela j, es otro determinante A,, tal

que:
1°) Salvo para la columna j, los elementos de A,, seran iguales a los correspondientes

elementos (idénticos) de A y A,.
2°) Para la columna j, los elementos de A,, serd iguales a la suma de los elementos
correspondientes de A, y A,.

b. Mediante [1] de DET II es fécil verificar que lo antedicho es en efecto valido para
determinantes de orden 2. Considérese ahora el determinante de orden 3:
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a b +b, c
A,=|d e +e, f

g h+h, i Por ser valido lo indicado en a
para determinantes de orden 2

Se tiene que: \

j +(b, +b, )[(— 1) j + c((— )"

d e +e,
g h+h,

e +e, f
h +h, i

d f
g 1

Ap = a((_ 1)1+1

o e i T (i i A I
11 hz l g i g
wld e wld el
+c{(—l) ¢ h +(=1) ¢ h } =
e f d e

d f
g 1

]+ c((— 1)
j+ bz((— 1)

H(— )™ j+ bl((— 1)+

+ H(— 1)

a b c| |la b, c
=\d ¢ fl|+|d e, f
g h gl lg h g

o

e, f

d f
h, i /

g 1

j+ c((— 1)

g h

J-

Como con el mismo procedimiento puede probarse que si lo indicado en a es valido para
determinantes de orden n también lo es para determinantes de orden n+1/, por el principio de
induccion completa queda demostrado lo propuesto.

DET V
Teorema
a. Se demostrara que:
El valor de un determinante queda multiplicado por una constante si se multiplica por dicha

constante a todos los elementos de una columna cualquiera.

b. Mediante [1] de DET II puede verificarse facilmente que lo antedicho es en efecto valido
para determinantes de orden 2. Sea ahora el determinante de orden 3:

c

fl, A =constante

d
R U
S

i
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Se tiene que: . o
Por ser valido lo indicado en a
para determinantes de orden 2

i
Je f d ad)
gﬂhJ_

A= a((— 1)1+1 P

g 1

j + ﬂb((— 1)

‘7 +({(_1)1+3

=ﬂa((—1)l+le S +/1b((—1)”2d 4 j+/ic((—l)l+3d "j:
h i g 1 g h
a b ¢

=Ad e f
g h i

Como con el mismo procedimiento puede probarse que si lo indicado en a es valido para
determinantes de orden »n también es valido para determinantes de orden n+/, mediante el
principio de induccion completa queda probado lo propuesto.

DET VI

Teorema

Se demostrara que:

Si en un determinante se intercambian de lugar dos columnas cualesquiera, el determinante
cambia de signo.

Supdngase en 1% lugar que las columnas sean contiguas. Sean:

a b c a ¢ b
A=ld e f AN=ld f e
g h i g i h

Nulos por tener dos columnas
contiguas iguales. Ver DET III Ver DET IV

| ¢

bl la b c| la b bl |la ¢ c| |la ¢ b
A+A'=d e fl+|d [ el=|d e fl+|d e e+|d f fl+|d [ e|=
] h g h i| |g h h |g i il |g i h

Se tiene entonces que:

a b c+b| la ¢ c+b| |a b+c c+b
=ld e fHe+ld [ fH+e=|d e+f [f+e=0
g h i+h| |g i i+h| |g h+i i+h

Nulo por tener dos columnas
contiguas iguales. Ver DET III
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y por lo tanto se tiene que A =—A"

Evidentemente este razonamiento puede ser ampliado al caso de determinantes de cualquier
orden.

c. Como el intercambio de dos columnas cualesquiera de un determinante puede ser

desglosado en una cantidad impar de intercambios entre columnas contiguas, queda probado
lo indicado en a.

Por ejemplo:

a

b ¢ d b a ¢ d b ¢ a d b ¢ d a
h h h h
p A BT e T S Y1 S
i j k1 j i k1 j ki 1 j ok 1 i
m n p q n m p ¢ n . p m ¢ p g m
b d ¢ a d b ¢ a
h h
:(_1)4f g e :(_1)5 f g e
j ol ki [ j k i
q p m q n p m

T

Determinante resultante de intercambiar las
columnas 1* y 4" en el determinante primitivo

En general: el intercambio de dos columnas separadas por v columnas intermedias implica
v+ (v+1)=2v+1intercambios entre columnas contiguas, segiin es evidente.

DET VII

Teorema

a. Se demostrara que:
Un determinante con dos columnas cualesquiera iguales es nulo.

b. Sea un determinante A cuyas columnas i yj sean iguales. Al intercambiar dichas columnas
se tiene que:

1°) Se obtiene el mismo determinante A.
2°) Por lo visto en DET VI se obtiene el determinante - A.

Lo que implica que sea:

A=-A

Lo cual s6lo puede ocurrir cuando el determinante es nulo.
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DET VIII
Teorema
a. Se demostrara que:
Si un determinante tiene una columna formada integramente por ceros, entonces dicho

determinante es nulo.

b. En efecto:

20 3| 2 0a 3| P a 3
4 0 —2/=/4 08 -2=04 B -2/=0
30 50/ 3oy 5/ 3y 5

i T Ver DET V
o, B y yniimeros
cualesquiera
DET IX
Teorema
a. Se demostrara que:

Un determinante no cambia de valor si a una de sus columnas se le suma otra (otras)
multiplicadas por una constante (multiplicada cada una de ellas por una constante).

b. En efecto:
Nulos por tener dos

columnas iguales

l |

a b ¢l |a b c a b a a b b FVerDETV
d e fl=|d e fl+ad e d+Bd e e=
g h il |lg h i g h g g h h

a b ¢l la b ow|l |a b pb la b c+aa+ b
=ld ¢ fl+|d ¢ dd|+|d e fel=|d ¢ f+ad+ [
g h i| g h ag| |[g h ,Bth h i+og+ ph

Ver DET IV

Evidentemente, este razonamiento es valido para cualquier caso que pueda presentarse.

DET X

Teorema

a. El valor de un determinante no cambia cuando en él se intercambian ordenadamente filas
por columnas.
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b. Mediante [1] y [2] de DET II es facil verificar lo antedicho para determinantes de orden 2 y
3.
Se probara que si el teorema es valido para determinantes de orden n - 2 y n - 1 también sera
valido para determinantes de orden n, lo cual determina la validez del teorema para
cualquier n. En lo que sigue se hard la demostracion para n = 4, pero sera evidente que la
demostracion es extensible para el caso de cualquier 7.
Sea:

(n=4)

o
S -~ N &
N O 00
D~

Por ser valido el teorema para
determinantes de orden 3

Se tiene que:

S g h e g h Je [ B |e [ g
A=alj k [I|-bli k Il+cli j [l+di j k=
n p gq m p gq |m n g m n p
f j n e I m e I m e I m
=alg k p|-blg k p|+cf j n|-df j n|=
h I q h 1 ¢q h [ gq g k p
fo
k k . .
=alg —| be p—big p+bmg +ce] " cif n+cmf i
[ q h gq h 1 I q h q h |
h 1
{dej G J}:
k- p g p g k
foJon
K . .
A=alg k p—e[b‘ Pl_¢) n+dj n}++i[bg p—cf n+df n}_
P [ q |l q |k p hoq [h q |g P
k ]
-m bg —cf J+df I =
h 1 / g K
SoJon kI Jj / Jj k_ Por ser valido el teorema
A=alg k p|—elb -c +d + para determinantes de orden
p 9 nq n-p n—2(4-2=")
h | ¢q -
h h h h
T Y T A T T T
P q n q nop|| k1 j o1 j ok
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f j n b ¢ d |b c d b ¢ d
=alg k pl—ej k Il|+if g h-mf g hl=
h 1 q poq |n p g |j J I
a e I m
f j n b j n b f n b f
. b f j n
=a|lg k —ec k pl+ic g pl—-mc g k=
hol I d h Wl |© 8K P
q q q Ld hol g
Resumiendo: Por ser Vélidq el teorema
para determinantes de
ordenn—1(4-1=3)
a b ¢ dl la e i m
e f g h b f j n
i j k Il e g k p
m n p q| |d h | g¢q
c. Observacion importante:

Las propiedades deducidas en DET III, ..., DET IX, se han referido todas a las columnas de
los determinantes. Sea ahora un determinante A cualquiera. Al intercambiar en ¢l filas por

columnas de forma ordenada se obtiene un determinante al cual se le llamara A".
Evidentemente las propiedades antedichas son todas vélidas para las columnas de A”. Pero

como las columnas de A" son las filas de A, resulta entonces que todas las propiedades
antedichas son asimismo validas cuando se las refiere a las filas de A.
De ahi los enunciados de propiedades indicados en DET XI.

DET XI

Recopilacion de las propiedades elementales de los determinantes

(Estas propiedades fueron demostradas en DET 111, ..., DET X)
a. Es nulo cualquier determinante que tenga dos filas o columnas iguales.

b. La suma de dos determinantes A, y A, que difieran Ginicamente en uno o mas elementos de
su i-ésima fila (o columna) es otro determinante A,, tal que:
1°) Salvo para la i-ésima fila (o columna) los elementos de A,, serdn iguales a los
correspondientes elementos de A, y A, .
2°) Para la i-ésima fila (o columna) los elementos de A, seran iguales a la suma de los

correspondientes elementos de A, y A, .
Por ejemplo:

1 2 3] (1 2 3 1 2 3 I 2 3
7 11 12(+(7 8 9 =|7+7 11+8 1249/ =14 19 21
4 5 6/ 4 5 6 4 5 6 4 5 6
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15 9 2111 5 9 21 15 9 21421 |1 5 9 42
2 6 10 22l 2 6 10 22| |2 6 10 22422 |2 6 10 44
37 11 2373 7 11 -9 3 7 11 23-8|73 7 11 15
4 8 12 24 |4 8 12 3| |4 8 12 24+3| |4 8 12 27

El valor de un determinante queda multiplicado por una constante A si se multiplica por 4
a una cualquiera de sus filas o columnas.

Si en un determinante se intercambian entre si dos filas cualesquiera o dos columnas
cualesquiera, el determinante cambia de signo.

Un determinante que tenga una fila o una columna formada integramente por ceros es nulo.

El valor de un determinante “triangular” (todos ceros arriba o debajo de su diagonal
principal) es igual al producto de todos los elementos de su diagonal principal.

El valor de un determinante no cambia si a una cualquiera de sus filas (columnas) se le
suman otras filas (columnas) multiplicadas cada una de ellas por una constante.

El valor de un determinante no cambia si en ¢l se intercambian ordenadamente filas por
columnas, o viceversa.

DET XII

Desarrollo de determinantes por el método de Laplace

a.

Se demostrara que:
El valor de un determinante es igual a la suma de los productos de todos los elementos de
una fila o columna cualquiera multiplicados por sus respectivos cofactores.

Sea el determinante:

a b ¢ d
h
A_le S/ 8
i j k1
m n p q

Elijase una fila cualquiera de este determinante, por ejemplo la 3%
Aplicando la propiedad d de DET XI, llévese “paso a paso” esta 3" fila a la primera
posicién. Se tiene que:

a b ¢ d i j k1

ko b d
A e

e f g h e f g h

m n p q m n p q

y entonces, por la definicion dada en [S] de DET I se tiene que:
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a c d a b a b c
A=D i (D)7 f g ||+ (-D)7le g hl|+k|(=1)"|e £ A||+1|(-1)"]e [ g||=
n-p q m- p q m n q m n p
b a c d a b a b c
. 3+1 . 342 343 344
A=|i| (1) |f A |+jl (1) "|e g h||+k|(-1)"le f hl|+I[(-1)"|e [ g
nop q m p q m n q m n p

Como los cofactores que figuran en esta tltima expresion son respectivamente los cofactores
en A de i, j, kylsetiene que:

A =i.Cof,(3,1)+ j.Cof,(3,2)+ k.Cof, (3,3)+ 1.Cof , (3,4) [1]

Como idéntico trabajo podria hacerse considerando cualquier fila del determinante, queda
demostrado lo indicado en a para el desarrollo de determinantes por filas seglin el método de

Laplace.
c.
a b ¢ d a e I m
h b '
Si A= ? f 5 y Al = fogom se tiene por h de DET XI que A =A"
i j k1 c g k p
m n p q d h | ¢

Elijase una columna cualquiera de A, por ejemplo la 4*. Esta cuarta columna de A es la 4°
fila de A".
Desarrollando segiin Laplace a A por su 4° fila (ver b), se obtiene:

A" =d.Cof ; (41)+ h.Cof ; (4,2)+1.Cof ; (4,3)+ q.Cof ,; (4,4) 2]

Considérese uno cualquiera de estos cofactores, por ejemplo Cof (4,3).
Se tiene que:

a e m a b ¢
Cof y(43)=(-1)"b [ n|=(-1)"e f g=Cof,(34)
c g p T m n p ’\
Por h de Ver [1]
DET XI

Como igualmente se podria demostrar que:
Cof ,(41)=Cof,(1,4),  Cof, (4,2)=Cof,(2.4), Cof , (4,3)= Cof, (3,4)
se tiene entonces por [3] y teniendo en cuenta que A = A", que:
A = d.Cof,(14)+ h.Cof , (2,4)+1.Cof , (3,4) + ¢.Cof , (4,4) 3]

y esto no es ni mas ni menos que el desarrollo segun Laplace de A por su 4* columna.
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Como idéntico trabajo podria hacerse eligiendo cualquier columna de cualquier
determinante, queda también demostrado lo indicado en a para el desarrollo de
determinantes por columnas segin el método de Laplace.

d. Ejemplo numérico:
Sea el determinante:

Desarrollando segiin Laplace a este determinante por su 2* fila:

j+6((—1)2+21 3J+5((—1)2+3_11 §D:

-1 0

2 3 1 3 I 2
=-5 +6 +5

3 00 -1 0 |-1 3

3
0

A= 5((_ 1)2+1 i

Desarrollando todos estos determinantes por su 2* columna se obtiene:
A= —5[3((—1)1+2 |3|)+0((—1)2+2 |2|ﬂ+6[3((—1)1+2 |—1|)+0((—1)2+2 |1|ﬂ+5[2((—1)1+2 |—1|)+3((—1)2+2 |1|ﬂ -

- —5{3((—1)”2 (3))+o((—1)2+2 (z)ﬂw[z((—l)”z (—1))+0((—1)2+2 1)}5{2((—1)‘*2 (-1))+3((-1)2+2 1)} _38

Comparar este resultado con el obtenido en g de DET L.

DET XIII
Teorema

a. Se demostrara que:
Multiplicando todos los elementos de una misma fila (columna) de un determinante por los
cofactores de los elementos correspondientes de otra fila (columna), y sumando los
resultados asi obtenidos, se obtiene un resultado nulo.

b. Sea por ejemplo el determinante:
a b ¢ d
h
P G-
i j k1
m n p q

Elijase una fila o columna cualquiera, por ejemplo la 2* fila. Multipliquese cada uno de los
elementos de dicha fila por los cofactores de los elementos correspondientes de otra fila, por
ejemplo la 4%, y simense todos los resultados asi obtenidos. Se tendra que:
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b ¢ d a c¢ d a b d a b ¢
A= (17N g A |+f] D) g h|+g (1) le [ Al [+H (1) e fogl|=
j k1 i kI i j 1 i j k
Cof, (4,1) Cofy(4,2) Cof, (4,3) Cof, (4,4)
a b ¢ d
h
= Desarrollo por 4* fila de ? f & ; =0
Lo
e f g h
N
Nulo por tener dos filas
iguales (ver a de DET XI)

Como la extension de lo recién demostrado al caso general es obvia, queda probado lo
indicado en a.

DET XIV

Calculo de determinantes usando propiedades de los mismos (Gauss)

a. Dado un determinante, este método consiste en aplicar la propiedad enunciada en g de
DET XI hasta hallar un determinante equivalente al primitivo, tal que en una de sus filas o
columnas haya un tnico elemento no nulo, o que todos sus elementos sean nulos. En esta
ultima eventualidad el valor del determinante sera cero (ver DET XI).

Suponiendo que se haya obtenido una fila o columna en la cual hay un unico elemento no
nulo, desarrollando segun Laplace a ese determinante equivalente por dicha fila o columna
se obtendrad una expresion en la cual figurara un unico nuevo determinante, cuyo orden serd
una unidad menor que el del determinante primitivo.

Repitiendo este proceso tantas veces como sea necesario, se llegara a calcular el valor del
determinante primitivo.
El siguiente ejemplo ilustrard ampliamente lo antedicho.

b. Sea el determinante:
-10 10 -1 6 1
6 -3 8 6 7
A, =2 1 2 1 1 [1]
-4 7 -1 10 8
14 10 15 9 8

Multiplicando la 3* fila de A , por —# y sumando el resultado a la 1? fila.

Multiplicando la 3* fila de A , por —g y sumando el resultado a la 2? fila.

Multiplicando la 3* filade A , por — % y sumando el resultado a la 4* fila.
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Multiplicando la 3* filade A , por — % y sumando el resultado a la 5* fila.

se obtiene:
0 15 9 11 6
15 9 11 6
0 -6 2 3 4
A= 1 2 1 1—2(—1)3“_6 23 4 o 2]
4 R 9 3 12 100 °
0 9 3 12 10
301 2 1
0 3 1 2 1 -

Desarrollando segun Laplace
por la 4* fila

Multiplicando la 4* columna de A, por —% y sumando el resultado a la 1? columna.

Multiplicando la 4* columna de A, por —% y sumando el resultado a la 2% columna.

Multiplicando la 4* columna de A, por —% y sumando el resultado a la 3* columna.

se obtiene:
-3 3 -1 6
=3
-18 -2 -5 4 "

=21 -7 -8 10
=21
0 0 0 1 T

30 -1

2 -5|=A, 3]
-7 -8

Ac

Desarrollando por Laplace

por la 1* columna

Multiplicando la 3* columna de A por —(_—? y sumando el resultado a la 1? columna.

Multiplicando la 3* columna de A, por _il y sumando el resultado a la 2* columna.

se obtiene:
0 0 -1
143 -3 -17
Ac=[3 1T S=(DEDT 0 =-a, 141
3 =31 —8T —

Desarrollando segtin Laplace por
la 1% columna

y por [1] de DET II:

A, =(-3)(-31)-3(-17) = 144

5]

Entonces, por [2], [3], [4] y [5] se tiene que:
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A,=2A, = A, =20, = A, =2(-A,)=—2A, = A, =-2-144=-288

Aplicacion.
Determinante de Vandermonde.
Un determinante de Vandermonde de orden 4 tiene el siguiente aspecto:

1 1 1 1
a b ¢ d

Ve = a’> b* ¢* d? 16]
a b o d’

Sumando a la 4* fila la 3* multiplicada por (- a), y luego,
sumando a la 3* fila la 2* multiplicada por (- a), y luego,
sumando a la 2% fila la 1* multiplicada por (- @),

se obtiene que:

1 1 1
b—a c—a d—a
0 b—a c—a d—a 5 5 5
0 b:—ab 5 7 —adl” b —ab ¢ " —ac d —ad|=
—a ¢ —ac —a bs_ bz 32 d3_ dz
0 b'—ab?* S —ac* d’—ad? ¢ c T ¢

Desarrollando segun Laplace
por la 1* columna

b—a c—a d—a I 1 1
=|bb—a) c(c—a) d(d-a)|=(b-a)c—a)d—-a)b ¢ d (7]
b*(b—a) c*(c—a) d*(d-a) b ¢ d?
[ —
Por lo indicado Vs
en ¢ de DET XI
De manera andaloga:
I 1 1 1 1 1
c—b d—->b c—b d—-b
Vi=|boe d)=0emh e = —bd T lete—b) d(d -
b* e d)| |0 P—be d*-bd] " C e
1 1
=(c-b)d —b)‘c d‘=(0—b)(d —b)(d —c) 8]
y por [7] y por [8] resulta que:
Va=(b—a)(c-a)d-a)c-b)d-b)d-c) 9]

Evidentemente, en el procedimiento de célculo de determinantes ejemplificado en b y ¢, se
esta en total libertad de elegir en cada paso, la fila o la columna que multiplicada por una
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constante serd sumada a otra fila o columna. Esta eleccion se efectua casi siempre de manera
tal de minimizar la aritmética involucrada.

e. Para el caso eventual de que el lector tenga la mala suerte de tener que calcular un
determinante de orden 4 6 mayor por traccion a sangre (o con una calculadora de mano), se
le hace notar que en dicha circunstancia el inico método civilizado de célculo es el descrito
en este parrafo.

DET XV

Diagonalizacion de un determinante

Se ilustrara el procedimiento en base a un ejemplo.
Se tiene que:

I 1 1

1 2 3 4 Multiplicando los elementos de la 1?* fila sucesivamente por (-1), (-5) y (-4) y
A= = < sumando los resultados asi obtenidos respectivamente a los elementos de las

5 6 4 3 filas 2% 3y 4*

4 4 1 -1

I 1 1

o1 2 3 Multiplicando los elementos de la 2* fila por (-1), y sumando los resultados
A= 0 1 | > = < asi obtenidos respectivamente a los elementos de la fila 3°.

0 0 -3 =5

I 1 1 1

o1 2 3 Multiplicando los elementos de la 3" fila por (-1), y sumando los resultados asi
A= 0 0 —3 —5 = ¢ obtenidos respectivamente a los elementos de la fila 4°.

0 0 -3 -5

11 1 Multiplicando los elementos de la 1* columna sucesivamente por (-1), (-1), (-1)

o1 2 3 <+— { vy (-1) y sumando los resultados asi obtenidos respectivamente a los elementos
A= 0 0 3 5 = de las columnas 2°% 3"y 4°

0 0 0 O

1 0 O

01 2 3 Multiplicando los elementos de la 2* columna sucesivamente por (-2) y (-3) y
A= = <«— sumando los resultados asi obtenidos respectivamente a los elementos de las

0 0 -3 -5 columnas 3"y 4%,

00 0 O

I 0 0 O

01 0 0 Multiplicando los elementos de la 3* columna sucesivamente por (-5/3)
A= = <« y sumando los resultados asi obtenidos respectivamente a los elementos

0 0 -3 -5 de la columna 4*

0 0 0 O




1 0 0
01 0 : .
A= = <«—— Forma diagonalizada de A
0 0 30
00 0 O

Teorema de Cramer

DET XV.1

a. Sea un sistema S de 3 ecuaciones con 3 incdgnitas:

a,x, +a,x, +a;x; =h
S:ida,x, +ayx, +ayx;, =h,

Ay X, +a3,X, +ayx; =y

Se dira que el determinante de este sistema es:

h a, a; a, h ag;
2 Uy Ay a, h, ay
h, a a a h, a
3 2 33 31 M 33
a’l = 0{2 =
Ag Ag

resulta que la Unica solucién del sistema S es:

X Xy X
a a, 0

o, =

Por ser iguales las filas 1% y 2°

b. Considérese el determinante:
h a, a, a;
h a, a, a; -0
hy a, a, ay
hy ay ay,  asg

Desarrollando este determinante segun Laplace por su 1? fila se obtiene:

DET 18

[1]

2]

3]
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b oa, a; b a,  ag h a, a,
hAg—a,|\h, a,, ay|ta,lhy ay ay|—aplh, a, ay,|=0

by ay,  as; h a, a; h a, a,

Intercambiando las columnas 1* y 2* en el 2° determinante de esta expresion, e
intercambiando sucesivamente la 1* columna del 3° determinante con las columnas 2* y 3?
del mismo, resulta:

h oa, a; a, h a; a, a, n
hAg—ay,|\h,  a,, ay|—aylay, h an|—asla, ay =0
by ay, as; ay, hy ay a, a;, h

y entonces, como A, # 0 se tiene que:

h a, a; a, h a, a, a, h
hy, a, ay a, h, ay, ay Ay hy
hy ay ay as hy as as ayp h
a, +a,, +a,, =
A A A
s s s

X, X, X

resultando asi que , tal como indicado en a, constituye una solucion de la

al az a3
primera ecuacion del sistema [1].

De manera similar, considerando los determinantes:

h, a, ay, ay hy ay ay, as;
hooa, a, a; -0 y hy a, a, a; -0
h, a, a, ay h, ay a, ay
hy a, ay  ag hy ay ay, as;

XX, X

puede demostrarse que , tal como indicado en a, constituye también una

all alZ a'3
solucién de las ecuaciones 2° y 3° de [1].

X, X, X
4 1 2 3 ;. .y .
Se demostrara ahora que es la unica solucion del sistema [1].
a o a
1 2 3

X3

B B B

Supdngase que existiera ahora otra solucion . Seria entonces:

a; dp dg a,p, a, ag
BAs =play, a, ay|=|a,p a, ay

ay,  ay ay| May B, a;, asy

Verade DET V
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Sumando la 1* columna de este Gltimo determinante la 2* multiplicada por B, y la 3?

multiplicada por 5 resulta:

anpy+anpf, +asf; a, a; hoa, a;
BAs =play, By +ay,B, +a,uf; a, ay|=|h, a, a,
ay B +ayf, +au By ay, ay| Nhy oa;,  ay,

X, X

Por ser (xl .
B B, B

] una solucion del sistema [1]

y por lo tanto es:

Como de manera similar puede probarse que:

52:062 y 53:063

X, X, X . : X Xy X3
es en realidad la misma .
ﬁl 162 ﬁS al a'2 a'3

Queda probada asi la unicidad de la solucién de [1].

resulta que la solucion (

e. Es evidente que estas demostraciones, efectuadas para un sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas, pueden ser ampliadas para el caso general de n ecuaciones cuyo determinante no
sea nulo.

DET XV.2

Ejemplo numérico.
Sea el sistema:

2x, +x, —x;—2x, =1
—-x,—3x, +2x;+3x, =0
X, +2x, =3x;+4x, =0

2x, = x, +x;=5x, =0

cuyo determinante es:

3
Ag = =12#0
4

Entonces sera:

[4]
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1 -1 -2 2 01 -1 =2
0 -3 2 3 -1 0 2 3
0 2 -3 4 0 -3
0 -1 1 =35 -24 2.0 1 =5 -36
al: = :2, az— = = ,
-12 -12 -12 -12
2 1 1 =2 2 1 -1 1
-1 -3 0 3 -1 -3 2 0
I 2 0 4 2 =30
2 -1 0 -5 —48 2 -1 1 0 -12
a3: = :4, a4: = :1
-12 -12 -12 -12

X Xy X

y por lo tanto [ 5 3 4 xl4 J es la unica solucion del sistema [4].

DET XV.3

Sea S un sistema cualquiera de tantas ecuaciones como incognitas y sea A su determinante
correspondiente. Por ejemplo:

a, X, +a,x, +a;x; =h a; ap dp
S:9ay%, +anx, +ayx; =h, Ag =lay ay ay [5]
a3 X, + Ay X, + Ay Xy = hy as;; dzp  dy

Sea Sk un equivalente escalonado de S'y sea A el determinante correspondiente a Sg.

a,x, +a,x, +a;x;, =h a dp ap
AP +by Xy +byxy = hy Ag, =10 by, by [6]
+ by, x, = h, 0 0 by

Como se ha obtenido a Sg en base a aplicar repetidamente el algoritmo consistente en sumar a una
ecuacion de un sistema, otra ecuacion del mismo multiplicada por una constante, y a lo mejor,

intercambiando de lugar dos ecuaciones del sistema; se tiene que A se obtiene en base a aplicar
repetidamente el algoritmo consistente en sumar a una fila del determinante otra fila del mismo
multiplicada por una constante, (lo que no altera el valor del determinante, ver g de DET XI), y a lo

mejor intercambiando de lugar dos filas del determinante (lo que cambia su signo pero no su valor
absoluto, ver d de DET XI).

Porlo tanto Ag y Ay tendran el mismo valor absoluto y entonces:
Ag y Ag, seran ambos nulos, 6 ambos no nulos. [7]
Por lo tanto:

1°) Si Ag# 0, el sistema S tendrd una tUnica solucién (ver DET XV.1) y por lo tanto
(ver SEL XIII.3) serd crameriano.
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2°) En cambio, si A;= 0, se tendra por [7] que también serd A =0, lo que implica que existan
uno o mas ceros en las diagonales principales de Ay de Sg. Entonces (ver ¢ de SEL X) [8]

el sistema S no sera crameriano, teniendo por lo tanto (ver observacion 2 de SEL XIII.3) o
bien ninguna solucidn, o bien infinitas soluciones.

Resumiendo:

Un sistema de tantas ecuaciones como incOgnitas sera (no serd) crameriano si no es nulo (si es nulo)
su determinante correspondiente.

DET XV .4

Sea el caso particular de un sistema de tantas ecuaciones homogéneas como incognitas. Por
ejemplo:

ay, X, +a,x, +a;x; =0 a4 ap
S:i9ay X +ayx, +a,x; =0 Ag =la, ay ay [9]
ay X, +ayx, +aux; =0 sz dzp  dy

Por lo indicado en [8], se tiene que este sistema serd o no crameriano segin que sea Ag# 0 o
Ag=0.

Entonces:

1°) Si Ag# 0, es decir que el sistema es crameriano, dicho sistema tendra una unica solucion, la

. X Xy Xy
cual evidentemente es:
0 O
2°) Si A;=0, el sistema no sera crameriano pudiendo entonces tener ninguna o infinitas soluciones.
. . . g X Xy X
Pero como por otra parte dicho sistema tiene por lo menos una solucion, , resulta
entonces que tiene infinitas soluciones.
Resumiendo: ~
) . . , . L[ X Xy X
Si A # 0 el sistema tiene una Unica solucion o 0
: : . : L [10]
Si Ag=0 el sistema tiene infinitas soluciones, y por lo tanto tiene infinitas
. .. X Xy, Xy
soluciones distintas de .
0 O <
DET XVI
Teorema
a. Para que un determinante sea nulo es necesario y suficiente que entre las filas o columnas

del mismo exista una relacion lineal.
La existencia de una relacion lineal entre las filas implica una relacion lineal entre las
columnas vy viceversa.

b. Se demostrara en primer lugar la suficiencia de la condicion.
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Sea el determinante:
A=la, ay ay 1]

y supdngase que entre sus columnas exista la relacion lineal:

ma,, +1,a, +1,a,; =0
na, +n,a, +1n,a,, =0 ™, T, 13 no todos nulos.
=0

mas, +1,a5, 1505

Si, por ejemplo, se tiene que 77, # 0, se tendra que:

a, = _(Z_l a, _(Z_zj a3

Ay = _(ﬂ a,, _(ij Ay
m, n,

ay = _(Z_; as _{Z_zj Q3

y por lo tanto:

Ver b de DET XI Ver ¢ de DET XI
Ui UB
G| T i~ Gy | | | |ay -~ 4 TR T Y I T R 5 Ay
n n
L 2 2 m, m,
_ U U8 _ U 1 _
A=|ay (77 ay 77_ Uy; | Gp3| = |y — 7 ay  Ay|t|ay — 77_ Qy; Axn|=
L P P ) P P
| | A A
a,, (:771 a,, % Ay | Ayl (9 — 7 a3 Ay (43 — - as;  dsy
L 2 2 ] 2 2

a a a a a a
([ 11 41 %3 2 11 4“3 43 ,
R D1 D1 Y3|” . D1 %3 93
2 2
431 %41 433 431 43 933
Nulo por tener dos Nulo por tener dos
columnas iguales columnas iguales

Queda asi demostrada la suficiencia de la condicion.

c. Se demostrara a continuacion la necesidad de dicha condicién.
Supongamos ahora que se sepa Ginicamente que:
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Sea el sistema de ecuaciones homogéneas correspondiente a este Ay :

al le + 012X2 + a13x3 =0
S= ar1X] +a22x2 + 6123)63 =0
az1x +azpxy +azzn; =0

Por lo indicado en [11] de DET XV, por ser A= 0 el sistema S tiene infinitas soluciones, y,

. . . . . . xl x2 x3
por lo tanto, tiene infinitas soluciones distintas de o 0 ol

X Xy X . . . .. X Xy X ,
Si es una de esas infinitas soluciones distintas de se tendra
o o, 0O 0 O

que entre las columnas de A existe la relacion lineal:

a1 + a; + a;305 = 0
S =120ay10+ a0 +ay;05=0 Uno o mas ¢« distintos de 0.
a3 +azp0h +az305 = 0

Se hace notar que entre las columnas de Ag existen infinitas relaciones lineales ya que §

. . . . . . xl x2 x3
tiene infinitas soluciones distintas de o 0 ol

En b y c se demostrdé que para que un determinante sea nulo es necesario y suficiente que
exista una relacion lineal entre sus columnas.

Sea un determinante cualquiera A. Intercambiense en ¢l ordenadamente filas por columnas,
obteniéndose asi un determinante A’ cuyo valor sera igual al de A (ver h de DET XI).

Tal como visto en b y ¢, para que este A" sea nulo es necesario y suficiente que exista una
relacion lineal entre sus columnas. Como las columnas de A" son las filas de A, se llega a la
conclusion de que para que A sea nulo es necesario y suficiente que exista una relacion
lineal entre sus filas.

Evidentemente, de existir una relacion lineal entre las columnas de un determinante, dicho
determinante sera nulo y entonces (ver d) también existiria una relacion lineal entre sus filas.
A la reciproca, de existir una relacion lineal entre las filas de un determinante, dicho
determinante (ver d) sera nulo, y entonces (ver b y ¢) también existird una relacion lineal
entre sus columnas.

Queda asi completamente probado lo enunciado en a.
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DET XVII
Teorema
a. Sea un sistema de tantas ecuaciones homogéneas como incognitas, cuyo determinante sea

nulo.
Se demostrara que en este sistema por lo menos una ecuacion es redundante.

Sea el sistema:

ay X +ajpxy +ap3x3=0 a4 ap
S =13ay X +aypxy +ayx;=0 Ag =la, ay ay|=0 [1]
a31X) + a3 Xy +az3x3 =0 ay Ay dy

Se tiene (ver SEL XVI), que a este sistema corresponde el siguiente conjunto de funciones:

Si=apx +appxy +aj3x3 =0 =ay 1 x; +appxp + ap3x3
S = f2 =day1Nq + sy Xy +Cl23)€3 -0= arx + ayH Xy + ar3x3 [2]
S3 =a31x) +azpxy +azzxy —0=a31x +azpx; +az3x;

Por ser A= 0, entre sus filas existe una relacion lineal (ver DET XVI), es decir que:

ma,, + 1,0, +15a;, =0
ma,, +may, +1n;a;, = 0 m, Th, 73 no todos nulos [3]

May; + 10,0, +15a5; =0

Multiplicando a f;, f» y f3 respectivamente por 77y, 7., 73 y sumando los resultados asi
obtenidos se obtiene:

(@, X, +a,%, +a,3,%3) 10, (a5, X + Ay X, +a5X5) +105(a5, X, + ay,x, +d35x;) =

= (1ay, +1,ay, +105a3)x, + (,a,, +1,ay, +1,03,)X, + (17,0, + 17,0, +115a5,)x;, =0
g J g J g J
=0 por [3] =0 por [3] =0 por [3]

Resumiendo:
Para cualquier valor que asuman xj, x; y x3 se tiene que:

S+, 155 = (hay, +10,a,, +105a5)x, + (1,a,, +1,a,, +15a5,)X, + [4]
+(May; +1m,ay; +15a5,)x;, =0

siendo 77y, 7, 773 no todos nulos

y por lo tanto (ver a de SEL XVI) entre f1, /> y f3 existe una relacion lineal.

Entonces (ver d de SEL XVI) en el sistema S puede ser declarada como redundante a una
cualquiera de las ecuaciones tales que su funcion correspondiente figure con un 77 no nulo en
la expresion [4].
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DET XVIII
Producto de determinantes
a. Sean dos determinantes A , y A, ambos del mismo orden:
ay Ay - Gy, b, by, In
A, = Ay Ay ... 4y, A, = b, b, .. b,
Ay Qe 4y, b, b, .. b,
Se probaré que:
(ayby, +apby, +..+a,b,)  (a,b,+ap,by, +..+a,b,) .. (a,b,+apb, +..+qa,b,)
A, A, = (ayb, +apby, +..+a,b,)) (ayb,+ayby,+..+a,b,) ... (ab,+ayb, +..+a,b,)
(@b, +a,b, +..+a,b,) (a,b,+a,b,+..+a,b,) .. (a,b,+a,b,, +..+a,b,)

Notar que el elemento de la fila i y la columnaj de A,-A, es la suma de los elementos de

la fila i de A , multiplicados por los respectivos elementos de la columna jde A,.

b. Por ejemplo, si se consideran los determinantes:
1 23 3 -1 2
A,=4 5 6 Ay=14 8 10
7 8 9 -7 3 1

y se calcula el valor de la manera clasica resulta:
A, =0 A, =144
por lo tanto es:
A,-Ay=0x144=0
Por otra parte, procediendo tal como indicado en a debe ser:

1.3+42.4+3.(-7) 1.(-D+2.8+33 1.2+2.10+3.1] |-10 24 25
A, Ay =143+54+6.(-7) 4.(-1)+58+63 42+510+6.1|=|-10 54 64
73+84+9.(-1) 7.(-1)+88+9.3 72+8.10+9.1] |-10 84 103

lo cual es en efecto cierto ya que:
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~10 24 25
—10 54 64|=-10(54.103 - 84.64) + 10(24.103 - 84.25) - 10(24.64 - 54.25) =
~10 84 103T

Desarrollando segun =-10(186) + 10(372) —-10(186) =0

Laplace por la 1* columna

En el apéndice A.DET.1 se probara lo enunciado en a.
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Apéndice del capitulo sobre determinantes

A.DET I
A.DET 1.1
a. Sean dos determinantes A, y A,, que no necesariamente sean del mismo orden. Por
ejemplo:
a, Ay b, .. b,
A,=|.. .. ..| (ordenm) Ag=|.. .. .| (ordenn) [1]
aml amm bnl bnn
se demostrara que:
a, a, O 0
A~ a, .. a, 0 .. 0 A A 2]
i 711 ylm bll bln “ /
7}71 7nm bnl bnn
A

Siendo cualesquiera los nimeros i1, ..., Yims Yuls +-> Yom-

b. Para demostrar lo indicado en a basta probar que:
1°) Lo enunciado en a es valido para todo A, de orden 1 yun A ; de orden cualquiera.

2°) Si lo enunciado en a es valido para todo A, de orden m y un A ;cualquiera, entonces

también es valido para todo A, de ordenm + 1y dicho A.

c. La validez de la 1* condicion indicada en b es evidente considerando que si por ejemplo son:
b, b
A =la A — 11 12
“ | 11| y / b21 bzz

se tiene que:

a0 0 b, b b, b
A(zﬁ =\"n by by|l=aq bll . :|a11|b11 blz =A, 'Aﬁ
v, b, b b1 Op 2 Dy
21 Dy Op

Desarrollando segun Laplace por la 1? fila
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Para demostrar la validez de la 22 condicidn indicada en b consideremos los determinantes:

Ay =la,, a,, a y Ap= bu b
o ~|9n Y9y Ay =
P b by
a; 4y 4y
(en este caso esm =3 yn = 2).
Para este caso se tiene que:
@, a, a; 0 0 — Desarrollando segun Laplace por la 1? fila
@y Gy ay; 0 0 l
Aaﬁ =la;, a, ay; 0 0=
Yo Y2 Vs by by
Yoo Vo Vi by by
a, a, 0 0 a, a, 0 0
mdn a0 0 wal@y a0 0
=ay (_1) b b tap, (_1) b b +
Vo 75 Oy by Yu Vi b by
Yo Vs by by Yu Vn by by

w|dy  ayp 0 0
Yu Yo by by
Ya Yn by Dy

Tag; (_1)

y entonces, si es valido lo indicado en a param — 1 (para 3 — 1 = 2) se tiene que:

a,, a-||b, b a,, a.|lb, b
Aaﬁ :all(_1)1+l 22 23 bll 12 +a12(_1)1+2 21 23 bll blz +
Ay, Ay3||Dy Dy 31 3|0y Dy
a a,|\b, b
+a13(—1)1+3 21 2% P _
ay,  axpl|by by
1|32 G 2|%21 do3 143|421 Ay b, by,
=lay,| (-1 +a,| (1) +a;| (=1 X =
3 A3 as, 33 as;  dy by by,
—
—
Desarrollo segiin Laplace de Aa por su 1?* fila = Aa A B

Resumiendo:
Si la formula A B = Ag-A B s valida para un A, de orden 2, entonces, también es valida

paraun A, de orden 3.
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Evidentemente, el razonamiento empleado en b, ¢ y d sirve también para demostrar que si la
formula A af = Ay -A B s vélida para un A,de orden m (genérico), entonces también es

valida paraun A, de orden m + 1.

Queda asi probada la 2* condicion indicada en b.

A.DET 1.2

a. Sean A, y A, dos determinantes del mismo orden:

Ay=lay ay ay y
as;; dzp  dy
Por lo visto en A.DET 1.1 se tiene que:
a, a, a; 0 0 0
A, Ay a,; 0 0 0
A A = a, a,, a; 0 0 0
SR B 0 by by by
0 -1 0 b, b, by
0 0 1 by, by, b

Si en este determinante:

bl 1 bl 2 bl 3
A B b21 b22 b23
b3 1 b32 b33

Se multiplica la 1* columna por b;; y se le suma el resultado a la 4* columna
Se multiplica la 2* columna por b, y se le suma el resultado a la 4* columna
Se multiplica la 3* columna por b3 y se le suma el resultado a la 4* columna
Se multiplica la 1* columna por b, y se le suma el resultado a la 5% columna
Se multiplica la 2* columna por b, y se le suma el resultado a la 5* columna
Se multiplica la 3* columna por bs3; y se le suma el resultado a la 5* columna
Se multiplica la 1* columna por b3 y se le suma el resultado a la 6* columna
Se multiplica la 2* columna por b3 y se le suma el resultado a la 6* columna
Se multiplica la 3* columna por b33 y se le suma el resultado a la 6* columna

Se obtiene:

3

/

3]

a, a, a;: a,b,+ayb, +a;by

Ay Gy Gy | Gy +ayb, +ayby

Ay, Ay Ay i ayb, +ayb) +ayby

a,b, +a,b,, +a;by,
ay by, +ayby, +ayby,

ay by, +azb,, +ayby,

a, by +ayby; +aby,
ayby; +ayb,; +aybsy,

a3 by + asbyy + asbs,

-1 0 O 0
0 -1 0 0
0 0 -1 0

0
0
0

0
0
0




DET 31

Desarrollando consecutivamente 3 veces segiin Laplace por la tltima fila se obtiene:

A-Ay=(EDED EDEDT (DD 6]
=1

Resumiendo:

a, a, a| (b, b, b,
Ay Gy ay|X|by by byl=
ay, Ay Ayl by by by

a,b, +a,b, +a;by,  a,b,+ayb, +asby, a,b;+a,by+aby,

=\ayby, +ayby +ayby,  a, b, +ayby, +ayby, a,b, +ayb,, +aybs,

ay by, +aynby, +ayby,  aybyy+anbyy +asby ayb; +aynby +agbsy,

Queda asi demostrado lo indicado en a de DET XVIII para el caso de dos determinantes de
orden 3.

Evidentemente, por el mismo procedimiento arriba indicado podré efectuarse la misma
demostracion para el producto de dos determinantes de orden n (cualquiera).
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DET 2

DET 3

DET 4

Ejercicios v problemas sobre Determinantes

Verificar el valor de los siguientes determinantes:

3 -2 -1 2
5 -1 2
4 1 2 -3
a) =558 b4 8 10/=144
-9 -5 7 -8
-7 3 1
5 5 3 -2
5 1 -4 1
1 4 -1 5
0) =264
—4 1 -8 -1
3 2 6 2

Hacer verificacion adicional usando MATHEMATICA.

Usando las propiedades de los determinantes, demostrar que:

a a a’ |la b
a)y b b bl=la" b
c ¢ ¢’ |la b c
3 -1 12 3 -1
ol 3 4|=3 1 2
2 -1 0 1 -4 0
1 2 3
e) 11 12 13|=0
111 112 113
1 4 5 |1 2 3
2 5 2[+12 2 2|= ?
36 1| 4 5 6
Hallar las raices de la ecuacion:
1 x x* x°
1l a a* a°
1 b b* b’
1l ¢ ¢ ¢

b) 4

d) 2

1 4 3 4 8 6
2 5 2/=4 5 2
36 1 |6 6 1
a b c b+c
a b =+
N I I IR

c+a
c+ad

c’+a”

DET 32

a+b
a+b
a’+b”
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DET 6

DET 7

DET 8

DET 33

Demostrar que:

I 1 1

‘ ) . 1
Area de un triangulo con vértices en (x1,y1), (x2,02) ¥ (x3,)3) ZE Vi Vs Vs
X Xy X

Demostrar que la igualdad:

y 1 x x

A= » L ox x12 -0
v, 1 x, x22
v 1L ox x32

constituye la ecuacion de una curva de 2° grado que pasa por los puntos (x1,y1), (x2,2) ¥

(x3,3).

Usando las propiedades de los determinantes, demostrar que:

I x y z+v
1 1 1
1 v z x+v
a)la b c|=0b-a)c—a)c-Db) b) =
1 z v x+y
bc ac ab
I v x y+z

n n+2 n+4
c)|ln+1l n+3 n+5/=0
n+6 n+8 n+10

a” a 1 bcd
b* b 1 acd
d| , =(b—a)(c—a)(d—a)c—b)d—b)d-c)
c ¢c 1 abd
d* d 1 abc
1 1 1
e) a a+b a+2b =2b’

a(a+b) (a+b)a+2b) (a+2b)a+3b)

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por el método de
determinantes:

2x,+3x, +x;,=9 X, +x,+3x;=0
a) 1x, +2x, +3x, =4 b) <2x,+x, +3x;, =0
3x,+x,+2x, =8 3x, +2x, +x;, =0

los
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DET 10

DET 34

Verificar los resultados hallados usando MATHEMATICA.

Hallar todas las relaciones lineales existentes entre las filas y columnas de los siguientes
determinantes nulos:

1 2 3 1 2 3 3 57
4 5 6=0 11 12 13|=0 2 1 2/=0
7 8 9 111 112 113 0 7 8

Verificar los resultados hallados usando MATHEMATICA.

Hallar los determinantes que son el producto de los siguientes pares de determinantes:

78‘

y

367 -1

100 [32 -1
ol 2 0ylo 1 -1
123 o0 -1
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Matrices
MAT I
Matrices numeéricas
a. Una matriz numérica es un conjunto de m X n nimeros dispuestos en m filas y n columnas,
pudiendo m y n ser nimeros naturales cualesquiera. Por ejemplo:
1 2 3 2
A=-i N2 7, B=|3|, cC=[4 5. D=|i [1]
2 1 0 -1

Con las matrices se opera de la manera que se ird definiendo en los parrafos subsiguientes, y
por lo tanto estas reglas de operacion forman parte de la definicion de matriz.

b. Los nimeros que constituyen una matriz seran llamados elementos de la misma.
El elemento _que estd en la fila iy la columnaj de una matriz serd llamado elemento
ij-ésimo de la misma.

Asi:

Elemento 2,3-ésimo de 4 =7 (ver [1])

Elemento 2,1-ésimo de B =3 (ver [1])

Elemento 1,2-ésimo de C =5 (ver [1])

c. Dada una matriz genérica de m filas y n columnas:

ay 4y 4z — T 4y,
ayy Ay Gy — = Ay,
aml amZ am3 - = amn

dicha matriz puede ser simbolizada como:

o,

donde a;; es el término genérico (ij-ésimo) de la matriz, m es su cantidad de filas y n es su
cantidad de columnas.
O también como:

mXn

Amxn

O sino simplemente con un simbolo global:

A
d. Se dird que una matriz de m filas y n columnas es de orden m X n.
e. La notacidon usada para las matrices es bastante anarquica. Asi, segun distintos textos la

matriz 4 indicada en [1] puede también aparecer bajo cualquiera de las siguientes formas:
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MAT 11

Otros tipos de matrices

Existen matrices en las cuales los elementos constitutivos son polinomios, vectores,
funciones, etc. Por ejemplo:

—

NI ORERORYNC! I NG IR Ve RN C
Py (h)  Py(h) Py(h) ’ ‘721 »22 ’ Su(x)  fu(x)

Por el momento, y mientras no se especifique expresamente lo contrario, se trabajard
exclusivamente con matrices numéricas, es decir matrices cuyos elementos son nimeros.

MAT III

Matrices particulares

a. Matrices fila y matrices columna:
Son respectivamente las que tienen una sola fila y una sola columna. Por ejemplo:

i
2 31 7 y -7

V2

b. Matrices nulas:
Son aquellas cuyos elementos son todos nulos. Por ejemplo:
0 00 0 0
Oy =0 0 0f; Oy, =|0 0f; Oy =[0 0 0 0
0 00 0 0
c. Matrices cuadradas:
Son las de orden n X n, siendo #» un nimero natural cualquiera. Por ejemplo:
2 4 3
0
4 5 §; ; H i H
0 O
7 6 7

Se llama diagonal principal de una matriz cuadrada a la diagonal que la cruza de “noroeste”
a “sudoeste”. Asi definida, en la primera matriz del Gltimo ejemplo, la diagonal principal
esta compuesta por los elementos 2, 5, 7.

d. Matrices diagonales:
Son las matrices cuadradas en las cuales son nulos todos los elementos que no pertenecen a
su diagonal principal. Los elementos que si pertenecen a su diagonal principal pueden ser o
no nulos. Por ejemplo:
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1 0
0 6

|4l

S O N

0 0
5 0f;
0 0

Matrices unidad:

Son las matrices unidades cuya diagonal principal esta compuesta integramente por nimeros
1, siendo nulos todos sus restantes elementos. Por ejemplo:

1 0 - -0
1 0 0
1 O 01 - -0
=10 1 Of; I,= ; 1, =
0 1 0 0 1 - +
0 0 1 .

El simbolo 7, indica a la matriz unidad de orden nxn. Segln se ira viendo més adelante, estas
matrices unidad tienen particular importancia.

Matrices simétricas:
Son las matrices cuadradas en las cuales el elemento ij-ésimo es igual al elemento ji-ésimo,
para todo i yj. Por ejemplo:

1

q -
W N

T
i
i 2

O o0 DN W
S W 0
O O

5
6
7

Matrices triangulares:

Son las matrices cuadradas no simétricas cuyos elementos arriba o debajo de la diagonal
principal son todos nulos. Por ejemplo:

2 e
0 5 6 (triangular superior)
0 0 i
2 0 0 0
i 2 0 0 . o
2o 4 0 (triangular inferior)
e 7 1+i 0

Matrices hermiticas:
Son las matrices cuadradas en las cuales el elemento ij-ésimo es el complejo conjugado del
elemento ji-ésimo, para todo i y todo j tales que i #j. Por ejemplo:
1 1—-i 1+4+i -=2i

I+i 2 -3 3

1-i 3i 3 5

2i 3 5 i
Evidentemente, existen infinitas matrices que no pertenecen a ninguna de las categorias
indicadas en a, ..., h.

2 2+i 3
2—i 1+i i
2 —i 1-i

b
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MAT IV

Igualdad de matrices

a. Se define:
Las matrices 4 y B son iguales cuando y solo cuando:

1) Ambas son del mismo orden (es decir que ambas tienen la

misma cantidad de filas y columnas). [1]
i1) El elemento #j-ésimo de A es igual al elemento ij-ésimo de B,

para todo i y todo ;.

Asi, dadas las matrices:
2 4 6

8 0 1
Setieneque 4 =B, A #Cy B #C.

A= ;

b

&8 0 1

2 4 6
8 0 3

b. Segun la definicion dada en a:

1°) Dos matrices son iguales cuando y sélo cuando son la misma matriz. Asi, cuando se

establezca que 4 = B, se tiene que 4 y B no son mas que nombres distintos de una
misma matriz.

2°) No puede existir igualdad entre matrices que sean de distinto orden, es decir que tengan
distinta cantidad de filas y/o columnas.

MATV
Suma vy diferencia de matrices
a. Se define: N\
Dadas dos matrices del mismo orden:
A=l|a.. B=|b..
7] —— Ylimxn [1]
Se tiene que:
1°) A+B= aij +bij e
2°y A-B b /
) A=B =] =y,

No se define la suma y resta entre matrices de distinto orden.

b. Por ejemplo, si:
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Se tiene que:

2 241 0 2—1
A+B=| 1 71; A-B=| 5 1
5-i 6+ 5+i 6-—r7

A+C, A-C,B+C, B-C, C+A4, C—A4, C+ B y C-Bno se definen.

De la definicion dada en a surge que:

1°)Si4 +B=S§,entoncesesS—4=ByS—-B=4 2]
2°)SiA—B =D, entonceses 4 =B + D

Sean 4, By C matrices todas de orden m X n. Sea O la matriz nula de orden m X n. Entonces,
segun la definicion dada en a se tiene que:

194 +0 =4
2°)A+B=B+4
3)4+(B+C)=(A+B)tC 3]

pudiendo entonces ponerse:
ArBt(C=4*xBx(C)=AxB)xC

MAT VI

Producto de un nimero por una matriz

a.

Se define:
Dada una matriz 4 =|a;. y un niimero A cualquiera, se tiene que:
Ylimxn
1]
AA=AA=||Aa;,
Ylimxn
Por ejemplo:
7 4 3 |7 4 3 14 8 6
6 0 1) (6 0 1 12 0 2
2 = 2=
1 3 9| 1 3 9 2 6 18
0 7 4 (0 7 4 0 14 8

De lo definido en a y por la definicion de suma de matrices (ver a de MAT V) se deduce
facilmente que:

10) OLl + ;\42) A=A (7\,1 + ;\42) = ;LlA + ;LZA
YA (AEB)=(A+B)A=AA+\B
30) (7»17\42) A=4 (7»17»2) = 7\4(7&2/1) = 7L2(7L1A)
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4)1.4A=A4.1=4
5%) 04 = A0 = 0, matriz nula del mismo orden que 4.

MAT VII

Producto matricial de dos matrices

a. Definicion: N\
Sean dos matrices 4 y B tales que la cantidad de columnas de 4 sea igual a la
cantidad de filas de B (pudiendo ser cualquiera la cantidad de filas de 4 y de
columnas de B).

Cumplida esta condicion y solo entonces se define que el producto matricial de 1]
A por B (en_ese orden), simbolicamente 4 X B, es una matriz de tantas filas
como 4 y tantas columnas como B, y tal que su elemento ij-ésimo sea la suma
de los productos de los elementos de la fila i de 4 multiplicados por los

elementos correspondientes de la columna ; de B. )
Ast si:
7] Ylinxr

A A

. ( Mismo numero)
se tiene que:

Am><n B nxp (A XB )m><p
= e Columna j de AQ

et e I [ e o 2 o
S — N A By SR ;,---;
R -/'/ /:’ T :L ----------- :—-----------:—---’:
| A | | o
/; o E i E E N / \ & : |
S N R : \ [ \ |
aij---ap----- i oo by @i bt ainby ot by |
. . T o ! : —
e e by I - bni\-l< il Eebeie e I—---------TI—-"‘.
Fila i de AXB
Filaide 4 Columna j de B o
Elemento ij-ésimo de AXB
Elemento jj-¢simo de AXB=a,b;+a,b,, +...+a,b, = Zl m k] 2]

Notar la analogia existente entre el producto matricial v el producto de determinantes (ver

DET XVIII).
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b. Ejemplos:
)
a, by, +apb, +aisb,  a,b, +a,b,, +a,;by
_ ayby +ayby +ayb;,  ayb, +ayby, +aybs,

ay by, +aynby, +ayuby  ayby, +aynby, +azbs,

b31 b32
Ay Ay Ay ayby +apby +aby  auby, +ayb, +agby,
i1)
4 314 1.134+2.15+3.17+4.19 1.14+2.16+3.18 +4.20
6 7 8><15 16: 5.134+6.15+7.17+8.19 5.14+6.16+7.18+8.20 | =
10 11 12 i; ;2 9.134+10.15+11.17+12.19 9.14+10.16+11.18+12.20
170 180
=436 452
682 724
i)
1 1.5 1.6 1.7 5 6 7
2 25 2.6 27 (10 12 14
x|5 6 7= =
3 3.5 3.6 3.7 (15 18 21
4 45 46 47| (20 24 28
1v)
1 2 3| |10 11 12| [1.104+2.134+3.16 1.11+2.14+3.17 1.12+2.15+3.18
4 5 6x|13 14 15|=|4.10+5.13+6.16 4.11+5.14+6.17 4.12+5.15+6.18| =
7 8 9| |16 17 18] ||7.10+8.13+9.16 7.11+8.14+9.17 7.12+8.15+9.18
84 90 86
=201 216 231
318 342 366
v)
I 2 3] |x x+2y+3z
4 5 6|X|ly|=|4x+5y+6z
7 8 9 |z| |[7x+8y+9z
c. Continuando con el tema de la anarquia en la notacion matricial; al producto matricial, que

aca se ha simbolizado como 4XB, en otros textos se lo indica como A*B, o como AB.

MAT VIII

Consecuencias inmediatas de la definicion de producto matricial

a. Es evidente que:
Axn X Onxp = Omxp 1]
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2]

Omxn X Bpxp = Omxp

b. Puede verificarse facilmente que si 4 es una matriz cuadrada de orden nxn y I, es la matriz
unidad de orden nxn se tiene que:

Apsin = Apxn X = Iy X Ay [3]
(Esta conclusion serd muy utilizada en el futuro).

c. El producto matricial no es por lo general conmutativo (tener siempre esto bien presente).
Para probar esto basta con dar un ejemplo. Asi si:

1 2 5 6
3 4 7 8
se tiene que:
1.5+2.7 1.6+2.8] |19 22
AXB: =
3.5+4.7 3.6+4.8 [43 50
51+63 52+64 |23 34
7.1+83 7.2+84 |31 46

y por lo tanto en este caso no es AXB = BxA.
Esta no conmutatividad no es una regla general, pudiendo existir pares de matrices cuyo
producto matricial si es conmutativo. Por ejemplo:

Lo 3 4 B4 1 _[in 10
2 107 lla 3| 4 3|72 1| 10 11

MAT IX

Propiedad asociativa del producto matricial

a. Se probara a continuacion que dadas las matrices:
A=|a.. B=|b.. C=|c;.
Ylimxn Ylnxp Yl pxq
Mismo niimero Mismo niimero

se tiene que:

(AXB)XC = AX(BxC)
Generalmente se simboliza:

AXBXC =(AXB)XC=Ax(BxC)
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Por la definicion de producto matricial (ver b de MAT VII) se tiene que:

Por [2] de
j ’ SUM II

Cl. =

2 b |y

V4
Elemento ij-ésimo de (AXB)XC = IZ (
=1

\_ﬁ_—/
Elementoi,l—ésimo
de AXB

F(zlmmgj

‘|‘ Por [5] de SUM 11

n((p
= kgl(lgl aikbklcljj = Por [2] de SUM 11

n

=2 ag ( > b ] l j = Elemento ij-ésimo de Ax(BxC)
k=1

\—‘\/—J
Elemento k j—ésimo
de BxC
Resumiendo:

Elemento ij-ésimo de (4xB)xC = Elemento ij-é¢simo de AX(BxC)
Con lo que queda probado lo indicado en a.
b. Evidentemente, dadas las matrices indicadas en a se tiene que la matriz AXBXC es de orden
mxq.
MAT X

Propiedad distributiva del producto matricial con respecto a la suma de matrices

a. Se probara que dadas las matrices:
\
1 s
A=\la.. :Hb .. B, =||b"..
Ylimxn nxp s Yllnxp
se tiene que: [
AX(B,+..+B,))=(AXB))+...4+(AXB,)
_/
b. Por la definicion del producto matricial y de la suma de matrices se tiene que:
ee g _ n S ] _ n N I )
Elemento ij-ésimo de 4X (B1 +..+Bg)= kzl g (Elb k]j = kzl(lél aikbkjj =

| S —
Elemento k,j de

By +..+B;
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n
- (kglaikb’ifj =Elemento i, j de (AX B) + ... + (Ax By)

| —
Elementoi,jde AXBI

Resumiendo:

Elemento ij-ésimo de AX(B; + ... + Bs) = Elemento i,j-¢simo de (4XB)) + ... + (AXBs)
Con lo que queda probado lo indicado en a.

Evidentemente, dadas las matrices indicadas en a se tiene que las matrices AX(B; + ... + By)
y (AXB)) + ... + (A%XBs) son de orden mXxp.

MAT XI

Potencia n-ésima de una matriz cuadrada

Se define que, dada una matriz cuadrada A4:

A" = Ax Ax..x A4 [1]
%/—/
n factores
siendo n natural y n> 1.

Es inmediata la demostracion de que:

siendo n 'y m naturales y n, m > 1.

MAT XII

Matrices transpuestas la una de la otra

a.

Se define que, dada una matriz 4, su transpuesta serd una matriz 4" tal que las filas de A"
sean respectivamente iguales a las columnas de A.

Evidentemente:

1°.Si 4 es de orden mxn, A" es de orden nxm.

2°.Si A" es la transpuesta de A, entonces 4 es la transpuesta de 4”.

Resumiendo:

Las matrices A y A" son transpuestas la una de la otra cuando y sé6lo cuando:

* t Mismo nimero
10. A= a.. , AT = a.r
Yllmxn U llnxm
~ ~ Mismo numero

[1]
2°. Elemento ij-ésimo de A4 = Elemento ji-ésimo de A"
Es decir que:
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b. Ejemplos:
o4 o2 et 1o 1
1 2 3 T
=2 5,0 3 2| =2 3 5/,[t 0 2 =|o
4 5 6 .
36 i 5 2 e w 2 2
MAT XIII
Transpuesta de un producto de matrices
a. Se demostrara que dadas las matrices:
\
A: a.. , B: b
Y limxn Yllnxm
T Mismo nimero T 1]
Mismo nimero
Se tiene que:
(axB) = BT x 4T _/

b. Para empezar notar que:
1°. Si AxB es de orden mxm entonces (4xB)" también es de orden mxm.

2°.Si B es de orden mxn y A" es de orden nxm, y por lo tanto B'xA" es de orden mxm, es
decir del mismo orden de (4xB)".

Por otra parte:
Elemento ij- ésimo de (A><B)T = Elemento ji-ésimo de AXB =

n
kzl Jjk kz Z bzk ki —Elemento ij-€simo de BTXAT

Porser 4 =4l y by; —bT ver [1] de MAT XII
k= %

Resumiendo:
Elemento ij-¢ésimo de (4xB)" = Elemento ij-ésimo de B'xA"
Con lo que queda probado lo indicado en a.
c. Sean A4, A,, ..., A5 todas cuadradas y del mismo orden.

Se probard por el principio de induccidon completa que:

(A x Ayx.x Al = 4l s x4l x4l 2]

Sea s =2. Entonces por [1] es:
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(A4 x 4y’ =4 x4l 3]
Seas =k + 1, k> 2 cualquiera. Se tiene que:
Por [1] ~
T - T /
(A% Ayx.d, x4, ) =_(A1><A2><...Ak)><Ak+J . "
T
T T T T T\
=4l x(4x4yx..4)) —Ak+1><(Ak x..x AL x A )_

— Si [2] cierta paras =k

T T T. T
—Ak+1><Ak ><...><A2 ><A1

Resulta asi que:

1°. La férmula [2] es valida para s =2 (ver [3])
2°. Si la formula [2] es valida para s = k, entonces es también valida para s =k + 1.

Queda asi demostrada la validez de [2] para todo s.

MAT XIV

Producto matricial de una matriz cuadrada por su transpuesta

a. Se demostrara que:

El producto de una matriz cuadrada 4 por su
T o
transpuesta 4~ da como resultado una matriz simétrica.

[1]

b. Sea A una matriz cuadrada de orden nxn. Se tiene que:
Elemento ij-ésimo de AXAT = f a aT = f a aT =
=2 kTl gk ki
= Elemento ji-ésimo de 4X AT I

S Por ser aik=a/€' yaI{'=a'k
Con lo que queda demostrado lo indicado en a. g J

MAT XV

Determinante de una matriz. Matriz adjunta de otra

a. Dada una matriz cuadrada cualquiera, por ejemplo:
a, 4y 4
A=lay ay ay [1]
a; 4j; A

se define que el determinante de la misma es:
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A,=lay ay ay 2]

(Por favor, no confundir matrices con determinantes. 4 y A4 se corresponden y nada mas.
No existe ninglin tipo de igualdad entre 4 y Ay).

b. Dada una matriz 4, se dird que su adjunta, simbolizada como Adj A es una matriz cuyo
elemento ij-ésimo es el cofactor del elemento ij-ésimo de Ay.
Por ejemplo:

CofAA (1,1) COfAA (1,2) CofAA (1,3)
Adj A= CofAA 2,1 COfAA (2,2) COfAA (2,3)|[=
COfAA (3,1 COfAA (3,2) COfAA (3,3)

(—1y™ Uy Ay (=1y" ay Ay (=)™ ay Ay
a3, Ay a4y a3 Ay
= =1 PR (1) dy s (—1)2 a4, dp
ay 4y a; Ay a3 4y
(=1)* dyp Ay (1) 4y Gy (=1)* 4 4y
ay Ay ay Ay ay Ay
c. Evidentemente, 4 y Adj A son del mismo orden.
MAT XVI
Teorema
a. Se demostrara que:
Si A es una matriz cuadrada de orden nxn e [ es la matriz unidad, también de orden
nXn se tiene que: [1]
AX(Adj A" =(Adj A)' xA=A I
b. Pongase:
a;= Elemento ij-ésimo de 4
L . . [2]
b; = Elemento ij-ésimo de Adj A = Cof, A, @)
c; = Elemento ij-ésimo de (Adj A)" = bji = Cofy , (ji)
Entonces:

Elemento ij de Ax(Adj A) =) a,c, =) a;Cofy ,(jk)
k=1 k=1

Por lo tanto:



MAT.14

1°) Parai =
Elemento i,i de Ax(Adj A) = a,Cofy (ik)=4, 3]
k=1
- J
Desarrollo segiin Laplace
2°) Para i #j de AA por su fila i Ver DET XIII
Elemento i, j de Ax(Adj A)" = a,Cof , (jK)=0 [4]
k=1
- J

Suma de los productos de los elementos de la
fila i por los cofactores de los elementos de la
fila j, siendo i #j

Explicitando, por ejemplo se obtendria:

a, ay, as| |Cof, (L) Cof, (2,1) Cof, (3.1
AX(Adj A" =ay a5 x| X Cof, (1,2) Cof, (2,2) Cof, (3.2)|=

ay  ay,  ay| ||Cofy (1,3) Cof, (2,3) Cof, (3,3)

A, 0 0 1 00
=10 A, O[=A,0 1 0=A,I,
0 0 A, 0 01
En general:
AX(Adj A" =1 A, [5]

Por otra parte:

Elemento i, j de (Adj 4)" xA = Cofy (k.D)a, =) a,Cof, (k.i)=2 a,Cof, (k.i)
k=1 k=1 k=1

Por lo tanto:

1°) Paraj =i

Elemento j,i de (Adj A)' xA = zaijOfAA (k,))=A,
k=1

Desarrollo segun Laplace
de A 4 por su columna j

2% Paraj#1i Ver DET XIII

Elemento j,i de (Adj A)' xA= ) a,Cof  (k,i) =0

Suma de los productos de los
elementos de la columna j de
A 4 por los cofactores de la
columna j, siendo i#j

Explicitando, por ejemplo se obtendria:



Cof, (L) Cof, (2,))
(A4dj A)" x A=|Cof, (12) Cof, (2,2)

Cof,,(13) Cof,,(2,3)
A, 0 0 10
=lo A, of=A,0 1
0 0 A, 00

En general:
(Adj A) x4 =1 A,

d. Por [5] y [6] queda probado lo indicado en a.

MAT XVII

Matrices inversas

MAT XVII. 1

a. Se define:

MAT.15

Cof,, GD| |ay, a, a;
Cof,,(3.2)|X|lay ay ayl|l=
Cof,, (B3| |as ayn ay

0

Ol=A,1

1

[6]

Dada una matriz cuadrada 4 de orden nxn, se dice que la matriz B, también

cuadrada y de orden nxn es una inversa de la matriz A cuando y solo cuando:

AXB =L,

1]

Se anticipa que existen matrices cuadradas que tienen inversa, v otras que no tienen inversa.

b. Segun se vio en MAT VII, dadas las matrices:

a; 4 dg
A=llay a, ay
as; 4z Ay

se tiene que:

a, b, +a,b, +a;by
AXB =|a, b, +ay,b,, +aybs;,
ay by, +ay,by, +ayb;,

Por otra parte:

a, dp dg
Ay =lay ay ay
a3 Ay Ay

a, by, +a,b,, +a;by,
ay by, +ayb,, +aybs,

ay by, +azb,, +ayby,

b, b, b,
B= b21 bzz b23
by, by, by

a, by +a,,by, +a,;bs,
ay by +ayb,; +ayb;,

2]

a3 by + azby; + aghsy,

b, b, b,
Ay = b21 b22 b23
by, by, by
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y multiplicando estos dos determinantes tal como fue indicado en DET XVIII resulta que
(ver [2)):
AA X AB = AAxg [3]

Evidentemente, esta conclusion, deducida en base de dos matrices de orden 3x3 es
extensible al caso general de matrices de orden nxn.

c. En lo sucesivo se denominara como singulares a aquellas matrices cuyo

determinante sea nulo, y como no singulares a aquellas matrices cuyo determinante
sea no nulo.

4]

Sea A una matriz singular, es decir que A= 0.
Supongase que B sea una matriz inversa de 4. Entonces:

1°) Como por [1] es:

AXB =1
se tiene que:
Agxp=Ar =1 [5]
2°) Por [3] se tiene que:
A=Ay *Ap =0-Ap =0 [6]

Obteniéndose asi una contradiccion entre lo indicado en [5] y [6]. Como esta contradiccion
proviene de suponer que B es una inversa de 4 resulta entonces que:
Las matrices singulares no tienen inversa.

MAT XVII. 2

a. Sea 4 una matriz no singular, es decir tal que A4 # 0. Por lo indicado en [1] de MAT XVIy
por ser A4 # 0 se tiene que:

(Adj A" (Adj A)'
AX = X
AA AA

A=1 [8]

De esta expresion y de la definicion de matriz inversa dada en [1] surge que:

Adi A)T
B:( lj A)

10
) A

es una inversa de 4 [9]

2°) Si AxB = I entonces BxA = I, es decir que B, la inversa de 4 indicada en [1] es tal que:

AXB = BxA =1 [10]

MAT XVII 3

Supongase que la matriz 4 ademas de la inversa B indicada en [9]:
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Adj A)"
B:(J )
AA
tenga otra inversa, a la que se llamara B . Entonces se tendra que:
B = BxIl = BX(AXB) = (BXA)XB = IXB=B
vm p:”’b_‘;}’ por ;:J;wfedad p;’HJO]
de B’ una asociativa del
MAT VI inversa producto
de A matricial
resultando asi que:
B=B’
Por lo tanto:
L (Adj A)'
Launica inversade 4 es B= ——— [11]
A
MAT XVILI. 4
Observaciones:
. : o : (Adj A)"
1°) Como dada una matriz 4 no singular existe siempre la matriz B = TV por ser
A

A4 # 0, la cual seglin lo visto en [9] y [11] resulta ser la Gnica inversa de A4; y teniendo
en cuenta lo indicado en [7]; se tiene que:

Toda matriz no singular tiene inversa Gnica.

y ademas: [12]
Toda matriz singular no tiene inversa.

2°) Evidentemente, si B es la inversa de 4, entonces A4 es la inversa de B (ver [10]).

3°) En lo que sigue, si B es la inversa de 4 (y por lo tanto 4 es la inversa de B), este hecho
se indicara como:

B=A" A=B"' [13]

4°) Evidentemente si 4 tiene inversa se tiene que:

(A4 '=4
MAT XVIL 5
Ejemplo. Supdngase que:
-1 1 -1
A=|1 2 1 , A,=3
-1 1 =2

se tiene que:
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T
2 1 1 1] |1 2
1 =2 -1 =2 |11 EERN
3 3 3
A 1 =1 -1 -1 11
B:A*:M:l_ _ :l l 0
J 3l =2 -1 =2 11 33
1 =1 -1 =1 -1 1 10 -1
201 1 1] |1 2

Este método de hallar la inversa de una matriz es por lo general largo y pesado, sobre todo
para matrices de orden alto. Bastante mas eficiente es el método a ser indicado en MAT
XVIII. Sin embargo, aun con este método la cantidad de aritmética involucrada es
considerable.

Es por esto que, frente al problema consistente en hallar la inversa de una matriz, se
recomienda el uso de un software adecuado (por ejemplo MATHEMATICA).

MAT XVIII

Meétodo para hallar la matriz inversa de otra

a. Dada la matriz:
6 5
A=
5 4
supdongase que:
A—l — xl xz
i I
donde los numeros x;, x,, y;, 2 son por el momento desconocidos. Debe entonces tenerse
que:
-l . S50 % x| |1 O
Ax A~ =1,, es decir, X =
4l n » 0 1
por lo tanto debe ser:
6x,+5y, 6x,+5y,| |l 0
5x, +4y, 5x,+4y, o1

Esta igualdad de matrices implica dos sistemas de ecuaciones de dos ecuaciones lineales con
dos incognitas:

6x, +5y, =1 6x, +5y,=0
5x,+4y, =0 5x, +4y, =1

Las soluciones de estos sistemas son:

X 0N y X, Vs
-4’5 5'-6

Resultando asi que:



b.

C.
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4 =4 5
g
Sea la matriz:
1 3 4
B=|2 8 6
5 1 35
y supongase que:
X Xy X
B_IZ% Ya Vs
2y Z; Z3

Mediante un razonamiento analogo al indicado en a se obtienen los sistemas:

x, +3y, +4z, =1 X, +3y, +4z, =0 X, +3y,+4z,=0
2x, +8y, +6z, =0 2x, +8y, +6z, =1 2x,+8y; +6z, =0
5x,+y, +35z, =0 5x, +y, +35z, =0 S5x;+y, +35z, =1

Cuyas soluciones son respectivamente:
Xy bg Z Xy V2 2y
137 -20 -19 =y 1y 7

teniéndose asi que:

Xy Vi3 Z4
-7 1 1

137 =y -7
B'=[-20 4 1
-19 7 1
Sea la matriz:
1 2 3
C=|4 5 6
7 8 9
y supongase que:
XN 74
C = X, Yo 2
X3 V3 Z3

Mediante un razonamiento analogo al indicado en a se obtienen los siguientes sistemas:

Hallando el equivalente x, +2y, +3z, =1
escalonado — 3y, —6z, =4

0=1

X, +2y, +3z, =1
4x, +5y, +6z, =0
7x,+8y,+9z, =0

Y




X, +2y,+3z,=0

Hallando el equivalente
escalonado

Y

4x, +5y, +6z, =1
7x, +8y,+9z, =0

X;+2y,+3z;,=0

Hallando el equivalente
escalonado

4x, +5y, +6z, =0
Tx; +8y, +9z, =1

Y

MAT.20

X, +2y,+3z,=0
-3y, -6z, =1
0=-2

X, +2y,+3z,=0
— 3y, -6z, =0
0=1

Como, segun es evidente, estos tres sistemas no tienen solucidn, resulta que no existe una

matriz C"' tal que CxC”' = L.
Por lo tanto, la matriz C considerada no tiene inversa.

Este resultado es evidentemente debido a que A¢c = 0 (lo cual puede verificarse facilmente).

Teorema

a.

b.

MAT XIX

Se probara que si 4 y B son no singulares y del mismo orden se tiene:

(AxB)'=B'x 4"

Ver [3] de MAT VIII

[1]

[ =Ax A" 2(Ax])x A" =|Ax(BxB™")|x 4™ =[(AxB)x B |x 4™ = (AxB)x (B x 4™)

p T Por ser B!
1 o'r ser la inversa
a inversa de B
de 4

Resumiendo

Por propiedad
asociativa del

producto
matricial

(AXB)x(B™'xA4™) =1,

Por propiedad
asociativa del
producto
matricial

y entonces por la definicién de matriz inversa (ver [1] de MAT XVII) resulta que:

(AxB)'=B'x 4"

Sean las matrices no singulares 4, ..., 4, todas del mismo orden.
Usando el principio de induccion completa, y mediante una argumentacion analoga a la
seguida en ¢ de MAT XIII, se demuestra facilmente que:

(A XA, X xA) " =4 X XA ) A 2]
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MAT XX
Teorema

a. Se probara que si 4 es no singular se tiene que:
(A" =(")" [1]

b.  Enefecto: Ver [1] de MAT XIIL, y por ser 1! =1

A'xA=1 A 'xA" =1" & A" x4 =1,
Como conclusion:
A" xANY =1,
y entonces por la definicién de matriz inversa (ver [1] de MAT XVII) resulta que:

(AT)—I :(A—I)T

MAT XXI

Resolucion matricial de sistemas de tantas ecuaciones lineales como incégnitas, cuya matriz
sea no singular

a. Sea el sistema:

a, X, +a,x, +a;x, =h
Ay X, +ayX, +ay;X, = h, [1]
Ay X, +a5,X, +ay,x; =hy

Evidentemente, este sistema puede ser escrito en forma matricial de la siguiente manera:

Ay Gy Ay XX, =]y [2]

A=llay a, ay [3]

con lo que la férmula [2] puede ser expresada como:



X hy
AX|x,| = |h,
X3 h,

Suponiendo que la matriz 4 sea no singular se tiene que:

Xy h,
A7 X[ Ax|x,|| |= 47" x|h,
X3 hy
y por lo tanto:
X h,
(47 A)x|x, | = 47 x|,
|\ —
5 X, h,
y por lo tanto:
X h,
x,|= A7 x||h,
X3 hy

y esta expresion da la solucion del sistema.

Ejemplo:
Sea el sistema:

2x—-y=0
2x+3y=8

La matriz de este sistema es:

2 -1
A=
2 3
cuya inversa es:
L% %
% %

y entonces resulta que:

- AR
yo=% I8 |2

X
Por lo tanto la solucion del sistema considerado es L )2)} )

MAT.22
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MAT XXII

Matrices ortogonales

a.

Se dira que:
Una matriz 4 es ortogonal cuando sea A" = 4™ 1]

Evidentemente, toda matriz ortogonal debe ser cuadrada ya que de lo contrario no existiria
Al

Por [1] se tiene que:
AxAT=AxAaT=1 2]

Se tiene que:

y por lo tanto: Por [1] er [1] de MAT XX

Si A es ortogonal, 4" también lo es, y por [1] se tiene que 4™ también lo es. [3]

Supongase que 4 y B sean ortogonales y del mismo orden.
Entonces:

19  (AxB) =B"x A" TB‘I XA =(AxB)™
Ver [1] de

Ver [1] de Por [1] MAT XIX
MAT XIII *

2°) (BxA) =A"xB" =A47'xB"' =(Bx 4)"
Es decir que:

Si A y B son ortogonales y del mismo orden entonces [4]
AXB 'y BxA también son ortogonales y del mismo orden.

Sea A una matriz ortogonal de orden nxn. Entonces:
rPor ser al.Tj =4a;,

ceo s T T T
Elemento jj-ésimo de AxA" = a,a,; +a,a,; +..+a,a, =

in"nj

lsii=j
:al.lajl+al.2aj2+...+am nj: 0 Sll?':]
Por ser AxA” = 1,
ya que 4 es
ortogonal

Resumiendo:
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Si A4 es ortogonal, entonces:

1Sii=j [5]
a.a.,.ta.a.,+..+a . a. =
i j1 272 in™ jn < OSll;t]

En palabras y en el caso de matrices ortogonales:

1°) La suma de los cuadrados de los elementos de cada fila es igual a 1.
2°) La suma de los productos de los elementos de una fila cualquiera multiplicados por los
correspondientes elementos de otra fila es igual a cero.

Como si 4 es ortogonal A" también lo es, entre las filas de 4 se cumplird lo indicado en [5].
Como las filas de A” son las columnas de 4 resulta que:

Si A es ortogonal, entonces:

l sii=j 6
a,a,; +aya,; +..+a,a, = < L 16]
. ! 0 sii#]

En palabras, en el caso de matrices ortogonales:

1°) La suma de los cuadrados de los elementos de cada columna es igual a 1.
2°) La suma de los productos de los elementos de una columna cualquiera multiplicados por
los correspondientes elementos de otra columna es igual a cero.

Evidentemente, las condiciones indicadas en e y f son redundantes ya que de cumplirse una
de ellas se cumple automaticamente la otra.

A la reciproca, toda matriz cuadrada 4 que cumpla con las condiciones indicadas en e (en f)
es ortogonal ya que en ese caso es:
AXA" =A"xA=1
y por lo tanto es:
Al =4"

A titulo de ejemplo se verificard la ortonormalidad de la matriz

VAT Ay 4
)5 =)@ O
VARV A A

Como:

(/ﬁ)z + (/@)2 + (_/ﬁ)z =1 (fila 1)
V)R + (V)= )+ (= V) (0) =0 (filas 1y 2)
V) + V) + (= V) (V) =0 (filas 1y 3)
(V) + (=) +(0)* =1 (fila 2)
V)V + = 7)) +(0)()z) =0 (filas 2 y 3)
(%/})2 +(/\/g)2 +()/ﬁ)2 =1 (fila 3)

Se tiene que la matriz considerada es en efecto ortogonal.
Otra verificacion (redundante con la recién hecha) es la indicada a continuacion:

(/ﬁ)z + (/ﬁ)z +(/ﬁ)2 =1 (columna 1)
V)V + )Y + (V) (Vg =0 (columnas 1y 2)
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V)= )+ ()0 + () 5) =0 (columnas 1 y 3)

(/\/g)z +(- %g)z + (/ﬁf =1 (columna 2)

V)= Vi) + (= )0+ (V) V) =0 (columnas 2 y 3)

(= /5 +(0) + ()5 =1 (columna 3)
MAT XXIII

Aplicacion a la teoria de los cuadripolos eléctricos

a.

Sea una “caja negra” consistente en un circuito formado por inductancias y/o resistencias
y/o capacitores y/o transformadores.

Supongase que dicha “caja negra” tenga un par de terminales de entrada y un par de
terminales de salida.

Sean las convenciones de sentidos positivos para las tensiones y las corrientes los indicados
en la figura MAT XXIILa.

° ° ..
le T Ve Caja Negra Vs T [J
e @

o <
Fig. MAT XXIIla

En la teoria de los circuitos eléctricos se demuestra que el funcionamiento de cualquier “caja
negra” de este tipo puede ser indicado como:

Ve Vs

[1]

a bH
X

’f Matriz no singular

donde a, b, ¢ y d son parametros que dependen del circuito contenido en la caja.

A titulo de ejemplo, sea la “caja negra” indicada en la figura MAT XXIII b.

> e VVWW\/ VVWW\ — ® .
e, f ve % Z vshoo

e @ | o <
Fig. MAT XXIII b

Por el método de las ecuaciones de mallas se deduce que:

Ve=(Z,+Z)I,-Z,1, 2]
—Vs= ~Z,1 +(Z,+Z)I. 3]
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Despejando I, de [3]:

Z, +7Z
[ =Lygslrtle; [4]
b Zb

y reemplazando [4] en [2] se obtiene:

Z +7Z VAV AVAE VAVA
Ve:a bVS+ab a“c b~ ¢

b b

I 5]

s

Las expresiones [4] y [5] pueden ser expresadas en conjunto como:

\z,+z, 2,2,+2,Z.+Z,Z|

Ve _ Z, Z, " Vs (6]
I, 1 Z, +Z, I,
Zb Zb

Comparando esta expresion [6] con la [1] resulta que para el ejemplo considerado es:
a:ZaJer, b:ZaZ,,+ZaZb+Z,,ZC, CZL, d:Z,,+ZC
Zb Zb Zb Zb

Volviendo al caso general indicado en a, en el estudio del comportamiento en estado
estacionario de la “caja negra” genérica, las magnitudes Ve, I, Vs, I, a, b, ¢ y d son nimeros
complejos (expresados habitualmente en forma modulo-argumental), y por lo tanto los
elementos de las matrices indicadas en [1] son nimeros complejos.

Desde un punto de vista intuitivo, una de estas “cajas negras” puede ser considerada como

un “mecanismo” que da una tension y corriente de entrada en funcion de una tension y

e

N . . . .
, estando el comportamiento de dicho “mecanismo” descrito por la

s

corriente de salida

. ||a .
matriz correspondiente.

c

Considere ahora una cadena de tres cuadripolos (‘“cajas negras”) conectados en cascada y
rematada por una impedancia Z, (ver figura MAT XXIII ¢)

L, Cuadripolo L,=1, Cuadrinolo 2 Li2=lg Cuadrinolo 3 L
a, b a, b a. b )T

V61 d V81:V€2 T : : V82:V€3 . ’ VS3 Z()
G 4 c, d, ¢y d,

Matrices que describen los comportamientos de los Fig MAT XXlll ¢

cuadripolos correspondientes.

Supdngase que interese conocer la tension a aplicar a la entrada del 1% cuadripolo para que
por la impedancia Z circule una corriente /; predeterminada.
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Como:

VS1 = Veg, VS2 = Ve3 B VS3 = Zo Is3 (Ley de Ohm)
I =15, I;; = 1.3, I3 = corriente predeterminada
evidentemente se tiene que:

r = ZO Is3
Por asociatividad

del producto

a, b, Vs, j:l matricial
X =
153

¢ d,

a, b, a, b,

¢ d,

.

¢, d,

1

_ a, b a, b, % a, b, % Zyl
¢ dy e, dyf ey ds I
y por lo tanto:
Ve, _ [ ] b, o a, b, a, b, «l 1. Z,
1, ¢, d| |c, d,|| |c; d, 1
Ve, 1 a, b, 2 b, |la; by o Z,
1, Ale, dil e, dy| ey ds 1

Esta es la expresion que da la tension Ve; a aplicar a la entrada del 1% cuadripolo cuando se
desee que por la impedancia Z, circule la corriente /g;.

Esta expresion da ademas la corriente /,; que suministra el generador conectado al 1
cuadripolo cuando por Zj circula la corriente /3.

cr

f. Evidentemente, el conjunto de los tres cuadripolos indicados en la figura MAT XXV ¢
puede ser considerado como un unico cuadripolo cuyo comportamiento esté descrito por la
matriz:

a, b
¢ d,

a, b,
¢y d,

_ a, b,

a bH

c d c, d,

Nota: Lo visto en el presente ejercicio es el ancestro geologico del disefio de las lineas de
transmision eléctricas.

MAT XXIV

Autovectores vy autovalores de una matriz. Definicion

a. Sea una matriz cuadrada M de orden nxn. La matriz M puede ser o no ser singular.

Se define:
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Vi
La matriz columna de orden nxl V' =| : | es un autovector de la matriz M cuando y solo
vn
cuando:
0
V= |
0
don
2°) Existe un niamero A tal que:
MxXV=AV

Al nimero A se lo llamara autovalor correspondiente al autovector V.

b. A los autovectores se los llama también vectores propios, vectores caracteristicos, vectores
latentes o eigenvectores.
A los autovalores llama también valores propios, valores caracteristicos, valores latentes o
eigenvalores.

c. Se demostrara a continuaciéon que si ¥ es un autovector de M al cual corresponde el
autovalor A, entonces kV (donde k es un nuimero cualquiera no nulo) es también un
autovector de M, al cual corresponde el mismo autovalor A.

En efecto, si
MxXV=AV

se tiene que:

kMxV)y=k (@A V)
y por lo tanto:

Mx&V)Y=A(kV)
quedando asi demostrado lo propuesto.
Evidentemente, esto implica que si una matriz tiene algin autovector (lo que es siempre el
caso, tal como se vera en e de MAT XXV), entonces tiene infinitos autovectores, ya que k es
un nimero arbitrario.

MAT XXV

Método para hallar los autovectores v autovalores de una matriz

MAT XXV.1

a. Sea la matriz nxn:

M= - .. [1]
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Vi
Si se pretende que ¥ =| : || sea un autovector de M y que A sea su correspondiente autovalor
vn
ha de tenerse que:
0
10V #|: [2]
0

2°9Y M x V=LAV, de donde:
MxV=NU,xV)=NI, XV

lo que implica que deba ser:

M-AL)xV=]|: 131
0

lo que expresado “in extenso” toma la forma:

(my—=A) - m,
x[ =] [4]
(m,, —A)| |Iv 0

n

m

nl

b. Se tiene que lo indicado en [4] no es mas que un sistema de n ecuaciones lineales
homogéneas con n incognitas.
Si su determinante es no nulo, dicho sistema serd crameriano y por lo tanto su tnica solucion

sera v; = ... = v, = 0, teniéndose asi que:
12 0
v=l =
v 0

n

lo que (ver [2]) no constituye un autovector de M.
Entonces, para que la solucion de [4] determine autovectores de M ha de tenerse que:

(my—A) - m,
Aoray =| e l=0 5]
(mf'l”_ﬂ()

nl

Esta es una ecuacion algebraica entera de grado n, cuya incognita es A.
Sera en lo sucesivo llamada ecuacion caracteristica de la matriz.

c. Visto y considerando todo lo antedicho, para hallar los autovalores y autovectores de la
matriz M, procédase como indicado a continuacion:
1°) Resuélvase la ecuacion caracteristica del operador.
Las raices de dicha ecuacion seran los autovalores de la matriz.
2°) Reemplacese en [4] a A por uno de estos autovalores. Se obtendra asi un sistema de n
ecuaciones homogéneas con n incognitas que tendra infinitas soluciones. Estas infinitas
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soluciones determinan la familia de autovectores correspondientes al autovalor
considerado.

Procediendo de igual manera con los restantes autovalores se obtendran las restantes
familias de autovectores.

Notar que la matriz M tendra tantas familias infinitas de autovectores como valores distintos
tengan las raices de su ecuacion caracteristica.

Ejemplo.
Sea la matriz:
1 2

1 3
Su ecuacidn caracteristica es:

M =

1-4 2
1 3-4

‘:/12—4/“1:0

cuyas raices son:

A =2+43 A, =2-43

Tal como arriba indicado, estos A; y A, son los autovalores de la matriz M.
Considérese el autovalor 4, =2+ NCE
A este autovalor le corresponde el sistema:

o
o

vll =(-1+ \/5 )k, , v; =k, k; = constante arbitraria

[-e+v3)] v+ 20 =0
b BB =0

1
Vi

1—(2++/3) 2
1 3-(2+4/3)

, es decir: {

1
Vs

cuyas soluciones son:

y por lo tanto al autovalor 4, =2+ NE) corresponde la familia infinita de autovectores:

k,(-1++/3)
kl

vyt = , k; = constante arbitraria no nula

Considérese el autovalor 4, =2 — NEE
A este autovalor le corresponde el sistema:

1-(2-4/3) 2 v [0 , [1—(2—\/3) vi+ 20 =0
S =1L es decir: ) )
1 3-2-=+3) | [0 v, +3—(2—\/§)]v2=0
cuyas soluciones son:
I _ 2 _ _ . .
v, =(-1- J3 )k, , v, =k, k> = constante arbitraria

y por lo tanto al autovalor A4, =2 — NE) corresponde la familia infinita de autovectores:
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V?= k (_llc_ ﬁ) , k> = constante arbitraria no nula
2
Ejemplo.
Sea la matriz:
1 -2
M =
0 1

La ecuacidn caracteristica de esta matriz es:

1-4 -2
=1-2)*=0
0 1-4
Esta ecuacion tiene una unica raiz doble igual a 1 y por lo tanto existe un unico autovalor

A = 1. Notar gque en este caso la ecuacion caracteristica es de grado 2 y suministra un Ginico
autovalor.

A dicho autovalor A = 1 corresponde el sistema:

1-1 =2| |v, || |O . |0y, =2v, =0
X =] ||, es decir:
0 1-=1f |,/ [O Ov, +0v, =0
cuya solucion es:
v1 = k, constante arbitraria v, =0

y por lo tanto al autovalor A = 1 corresponde la familia infinita de autovectores (inica):

k
V= HO , k = constante arbitraria no nula
Ejemplo.
2 21
M=|1 3 1
1 2 2

La ecuacidn caracteristica de esta matriz es:

1 3-12 1 |==2+727-111+5=0

cuyas raices son:

7\4 =1 (dOblC) y 7»2 =5
Estas raices son los autovalores de M.
Notar que en este caso la ecuacion caracteristica es de grado 3 y suministrd solo dos
autovalores.
Considérese el autovalor A; = 1:
A este autovalor le corresponde el sistema:
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2-1 2 1 vi| [0 2=y +2v) +vi =0

1 3-1 1 |x|pi|l=|0|,esdecir: { v/ + 3—1)v) +v; =0

1 22— v [0 v +2vy +(2=1)v, =0
cuyas soluciones son:

v = =2k, —k,, vy = ky, vy = ki, ; ki 1y k; , arbitrarios
y por lo tanto al autovalor A; = 1 le corresponde una familia “doblemente infinita” de
autovectores:
- 2k1,1 - k1,2
V= ki, , ki 1y ki > son constantes arbitrarias no ambas nulas
k1,2

Considérese ahora el autovalor A, = 5:
A este autovalor le corresponde el sistema:

2-5 2 1 v |lo (2=5W] +2v +v; =0
1 3-5 1 |[x|vi]|=|0],es decir: { v/ +(3=5)v; +v; =0
1 2 2-5 |vi[ |o v +2vi +(2-5)v; =0

cuya solucion es:

v =vi =v] =k, ; k> = contante arbitraria

y por lo tanto al autovalor A, = 5 le corresponde la familia infinita de autovectores:

k,
V?=|k, , k> = constante arbitrarias no nula
k2
MAT XXVI
Aplicacion
a. Sea el sistema mecanico indicado en la figura MAT XXV a.

00000 100,000 = UVOVM%

OMHO) OHO)
/////////////////////;////////

- —:—»

Fig. MAT XXVIa
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Supongase que:

1°) Las dos masas son exactamente iguales y pueden deslizarse sobre la base con
rozamiento nulo.

2°) Los tres resortes indicados en la figura son iguales entre si y perfectos. Al ser
deformados (comprimidos o estirados) ejerceran sobre ambos extremos una fuerza igual
a k veces la deformacion experimentada.

3°) En la figura MAT XXVI a el sistema esta en equilibrio estatico (todo esta en reposo, y
los resortes tienen su longitud natural, es decir que no estdn ni comprimidos ni
estirados).

El sistema considerado es conservativo ya que no hay pérdidas de energia (no hay
rozamientos y los resortes son perfectos). Para este tipo de sistemas existen estados naturales
de oscilacion en los cuales las masas oscilan indefinidamente en forma sinusoidal alrededor
de su posicion de reposo.

Se pide hallar dichos estados naturales de oscilacion para el sistema de la figura
MAT XXVI a.

Supodngase que un cierto instante la posicion de las masas sea la indicada en la figura MAT
XXVIb .

Sentido positivo de las fuerzas v de los desplazamientos >

k k k

m (DD 000000 [ m

) OMO
[T 7777777777777/
)é S

@)
[

y

Fig. MAT XXVIb

Posicion de reposo de las masas

Teniendo muy en cuenta el sentido que se tomo como positivo para las fuerzas y los
desplazamientos se tiene que:

Fuerza ejercida por el extremo izquierdo del 1¥ resorte =k x
Fuerza ejercida por el extremo derecho del 1¢ dresorte =-kx Acttian sobre la
Fuerza ejercida por el extremo izquierdo del 2°° resorte =k (y — x) 1* masa
Fuerza eJ: erc@da por el extremo fleref:ho del 2 resorte =-k(y—x) Actlian sobre la
Fuerza ejercida por el extremo izquierdo del 3 resorte  =-k y 2% masa
Fuerza ejercida por el extremo derecho del 3* resorte =ky
Entonces, como: T

Deformaciones

Fuerza = masa X aceleracion

se tiene que:

2
Para la 1 masa: -k x + k(y —x) =m d—;
2

d’y
dt?

Para la 2* masa: - k(y —x) -k y=m
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Resumiendo y reescribiendo estas expresiones resultan las ecuaciones diferenciales que
gobiernan las oscilaciones del sistema:

2

md-x
k dr? =Rty
2 [1]
md'y
Yar T

Considérese como posible solucion de [1] a:

x(?) =a Cos (w?) y(®) =b Cos (w?) 2]

donde por el momento a, b y @son desconocidos.
Se tendria entonces que:

2 2
fﬁf =-w’a Cos(w t) 6;; Y _ —w*b Cos(w t) [3]

t2

Reemplazando [2] y [3] en [1] y simplificando se obtiene:

@’m

a=2a-b
a)zl:w 14]
b=—a+2b

Se han asi obtenido las condiciones que deben cumplir a, b y @ para que [2] sea una
solucion de [1].
Si para simplificar se usa la notacion:

2 o [kA
A= a)km , lo que implica que sea @ = ,|— [5]
m
se tiene que la expresion [4] puede ser puesta bajo la siguiente forma matricial:
2 =1 |a a
x| | = [6]
-1 2| |b b
\ﬁr_—d
M

a

Se tiene entonces (ver a de MAT XXV) que 5 es un autovector de M al cual corresponde

el autovalor A.

Entonces, conocidos los autovalores y los correspondientes autovectores de M se conoceran
los valores de A (y por lo tanto de @, ver [5]). a v b que hacen que [2] sea en efecto una
solucion de [1].

Procediendo tal como indicado en d de MAT XXV se obtendra en 1% lugar la ecuacion
caracteristica de M:

2-4 -1
‘ = -41+3=0 71

-1 2-A
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cuyas soluciones (autovalores de M) son:
?\,1 =3 7\,2 =1 [8]

Al autovalor A; = 3 corresponde el sistema:

2-3 -1 a,| |0 .| 2=3)a, -b =0
X =1 ||, es decir
-1 2-3| ||b 0 —a,—(2-3)b, =0
cuyas soluciones son:
a;=-K; , b =K; , K; = constante arbitraria 9]

Entonces, por [2], [8] y [9] se obtiene la siguiente solucion de [1]:

x,(t)= —KICOS(\/@ tJ , y ()= KICO.S{\/@ tj [10]
m m

Se hace notar que esta es una solucion particular del sistema [1].

Esta solucion indica los movimientos de las masas m; y m, si se las lleva “a dedo”
respectivamente a las posiciones x = - K; ¢ y = K; y se las suelta de repente en el
instante ¢ = 0. Ver figura MAT XXVl c.

I Oscilacion = 2 K1I I Oscilacion = 2 K1I
Posicion M KL_ ( ! ( ? Posicion
inicial m; inicial m, Y

OO O OO
[0

=
=

O
O

~
~

OHO)
[T 7777777 K777 77777/

7;1—’
-kl 0 0 Kl y

ol 4

Fig. MAT XXVIc

Al autovalor A, = 1 corresponde ¢l sistema:
X =

-1 2-1
cuyas soluciones son:

0
0

a,

b,

(2-1)a, —b, =0

, es decir
{—az +(2-1)b, =0

a>=b, =K, K, = constante arbitraria [11]



MAT.36

Entonces, por [2], [8] y [11] se obtiene la siguiente solucion de [1]:

xz(t)=l<zco~{\/E tJ ) yz(t)=K2C0~{\/E tJ [12]
m m

Esta es otra solucion particular de [1]. Describe los movimientos de las masas m; y m, si se
las lleva “a dedo” respectivamente a las posiciones x = K, e y = K, y se las suelta de
repente en el instante # = 0. Ver figura MAT XXVId.

|_Oscilacion = 2 K’)I I Oscilacion = 2 Kal

[
INNNEALITINED
OO0 OO0 00 O
TTT T T T T 777777777777 777777777/

>
0 K2 y

L

o
R T -
2

Fig. MAT XXVId

Segun visto en [10] y [12], en los casos analizados en e y f, las masas m; y m, efectlian una
oscilacion completa en un tiempo 7 tal que

COSJﬁ T =Cos(2x)
m

(A=3enelcasoeyA=1enelcasof).

Es decir que:
i [13]
m

Como la frecuencia de oscilacion de las masas (cantidad de oscilaciones completas
efectuadas en 1 segundo) es:

1
I=7

y entonces por [13] se tiene que:

ro LM [14]

_271' m

resultando asi que, segun indicado en [14]:
A cada autovalor A corresponde una frecuencia natural de oscilacidn del sistema.
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Por otra parte si a un autovalor A le corresponde los autovectores (por ejemplo en e al

-K
autovalor A = 3 le corresponden los autovectores ', se tiene que 2a y 2b son las
1
) ) .1 kA
amplitudes con que oscilan las masas m; y my, ambas a la frecuencia 2— —
T\ m

Para completar el estudio del sistema que se viene analizando, falta determinar como sera el
comportamiento del mismo cuando en el instante ¢+ = 0 las masas m; y m, estén
respectivamente en las posiciones x;(0) = Py 'y »1(0) = Py, siendo P;_y P, ntimeros
completamente arbitrarios.

En [10] y [12] se vio que [x;(2) , y1(?)] ¥ [x2(?) , y2(?)] son soluciones particulares de [1].
Entonces, otra solucion de [1] sera:

x(t)=x,()+x,(t
{() (D +x,(2) (15]

y(O) =y, (1) +y, (1)
y si se pretende que sean x(0) = P; y y(0)=P; ha de tenerse que:

ver [10] y [12]

{])1 =x,(0)+x,(0)=-K, +K,

P =y (0)+y,(0)=K, +K,
La solucién de este sistema es:

P, -P P +P
K =2 K, =200 [16]

y entonces por [10], [12], [15] y [16] resulta que el comportamiento de las masas m; y m,
cuando sus posiciones iniciales son respectivamente P; y P, estd determinado por las
expresiones:

\
x(t)=—ﬁCos 3k t +MCOS k t
2 m 2 m [17]
P -P P+P
y(t) =—2—"Cos 3k ¢+ o L3 t
2 m 2 m
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Apéndice del capitulo sobre matrices

A. MAT.I

Determinantes extraidos de una matriz

Sea una matriz cualquiera, por ejemplo:

A= 1]

Se dira que un cierto determinante ha sido extraido de la matriz 4 cuando y solo cuando:

1°)  Todos los elementos de una misma fila del determinante pertenezcan a una misma fila
de la matriz.

2°)  Todos los elementos de una misma columna del determinante pertenezcan a una misma
fila de la matriz.

Por ejemplo, determinantes extraidos de la matriz 4 son:

a; dp 45 dg
a, a3 4 A3y A3y dss

Ay Ay Ay Ay
as;; dy; i 5 Ay 4 dgs ) )

Ay Ay Ay Ay
Ay Ay dys Ay Ay Ay

s Az 43 Ay
Ay Ay sy dy

, , |a32| , |a25| ,elc.
sz Ay a4y
A. MAT.II

Rango de una matriz v de su determinante correspondiente.

a

Iz

El rango de una matriz y de su determinante correspondiente es el orden de los
determinantes no nulos del mayor orden posible que puedan ser extraidos de la matriz..

1 23 1 23
Asi, puede verificarse facilmente que la matriz |4 5 6| y el determinante |4 5 6| son
7 8 9 7 8 9

de rango 2

Sea un determinante A cualquiera de orden n , y sea A su forma diagonalizada
(ver DET XV).

Evidentemente sera:

A=A y Orden de A =Orden de Al
Supongase que en A haya k elementos no nulos en su diagonal principal, siendo ceros los
(n-k) restantes, lo que implica que A sea de rango k.
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El hechode A' que sea de rango k implica que de A pueda extraerse por lo menos un
determinante no nulo de orden k x k..

Por otra parte, si de A pudiera extraerse un determinante no nulo de orden (k+1) x (k+1), se
tendria que A' deberia ser de rango k+1.

Lo antedicho implica que:
Rango de A = Rango de A'

A. MAT. III

Teorema

Sean las matrices 4 y B, ambas cuadradas y de orden n X n.

Sea B de rango n (es decir que B es no singular). Se demostrara que tanto 4AXB como BxA tienen el

mismo rango de A4, cualquiera sea éste.
Sean A4 y Ap los determinantes de las matrices 4 y B, respectivamente.

ay @, a3 a, |V, 0 00
AA_azl U Gy Gyl _ 0 7, 00 con Vi #0 Rango = 2
a, a, ay a, [0 0 0 O V,,#0
Ay Gy Gy Ayl |00 0 0
by b, b; b,
A, = 221 Zzz z23 224 20
51 O D3 Oy
by by by by,

Entonces sera:

Viby  Vibn  Vibs Vb,
A,xAy=A,, = V220b21 sz(f)zz szob23 1/22(5724
0 0 0 0

Ahora bien, evidentemente A, xz serd de rango a lo sumo igual a 2, y por otra parte, si fuera de
rango menor que 2 se tendria que serian nulos todos los determinantes de orden 2 que puedan
extraerse de B, lo que implicaria que su determinante sea nulo y que por lo tanto que B sea no sea
singular, lo cual es contra hipotesis

Por lo tanto:

Si Ag# 0 entonces. Rango de Ay = Rango de Ay

Resultando asi que:
Si B es no singular entonces: Rango de AXB = Rango de 4

Por un procedimiento similar puede probarse que; si B es no singular entonces:
Rango de Bx4 = Rango de 4
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MAT 2

MAT 3

MAT 4

MATS

MAT 6

Ejercicios v problemas sobre Calculo Matricial

Dadas las matrices:

2 -1 4 1 2 -1
A= y =
1 6 -3 41 5
hallar (cuando sea posible):
a)A + 2B b) (4 +2B)" c)A" +B' d)A4-5B
¢)34-2B f) A x 2B g) (4 +BH' h) BxA"

)A"x B

MAT.40

Sea A de orden mxn y O la matriz nula de orden mxn. Probar que si A 4 = 0 entonces o

bienes A =0 o bien es 4 = O,

Sea A una matriz cuadrada. Probar que 4 + 4" es simétrica.

Sea la matriz elemental £; una matriz de orden mxn tal que el elementoa;; =1y a; =0,

YV I#i, k#].
Se pide:

-2 1
a) Indicar a la matriz

¢y d son nimeros a determinar.

como una suma akE;; + bE;, + cE>; + dE>, donde a, b,

b) Demostrar que toda matriz de orden mxn puede ser indicada como a;E;; +

+apEpn + ...+ aunFEan, donde ajy, aga, ..., am, SON NUMeEros.

Dadas las matrices:
A=[-3 1 2| y B=|4

Hallar, si posible:
a) AxB b) BxA4 c) BxA"

Hallar el elemento 2,3-ésimo de los siguientes productos matriciales:

4 1 =2 o 4 6 1 6 8
11 5 =7
a) 0 5 8|x|7 1 2 Dl N
6 =3 =2| [5 12 -4 16 5 0
1
20 50 1 13 18] |6 -4 2 11
oz 5 |x d X
o | 248 -3 4 1"t 9 -1 18




MAT 7

MAT 8

MAT 9

MAT 10

MAT 11

MAT 12

MAT 13

MAT 14

MAT 15

a) Sea:
0 1 2
A=|0 0 3
0 00
Se pide:
Hallar 4>y 4°.

b) Indicar una matriz B tal que B# O, B*# O, B’ # Oy B* = 0.

Dadas las siguientes matrices, hallar (si posible) sus respectivas inversas:

3 8
a) A=

25

4 -2
b) B=

-2 1

2 -1 1
c) C=10 1 2

1 0 1

Dadas las matrices:
3 OH

4 1

A=

y B =

0 3
Calcular: (4 + B)* y A> + 2(4AxB) + B*.
(Qué conclusiones saca Ud.?

Demostrar que si 4 no es singular y AXB = AXC, entonces es B = C.

Probar que si existen 4 + By AXB, entonces tanto 4 como B son cuadradas.

Demostrar que si 4 es cuadrada entonces (Ak )T = (AT )k .

Demostrar que si 4 es simétrica y no singular, entonces A" también lo es.

Hallar la inversa de la matriz:

Cosax — Sen
Sena Cosa

Sea el enunciado:
“La suma de dos matrices no singulares es no singular”

Si este enunciado es cierto, probarlo.
Si es falso, dar un ejemplo que pruebe su falsedad.

MAT 41



MAT 16

MAT .42

Indicar el rango de las siguientes matrices:

S &~

[© BV, I \S)

O O W

O S Gy vy

1 2
2 3 4 1
4 5
5 6 7 3
= C=|7 8 10
11 12 13 7
1 2
6 6 6 4
4 5

MAT 17 Verificar la ortonormalidad de las siguientes matrices

MAT 18

MAT 19

MAT 20

MAT 21

MAT 22

MAT 23

MAT 24

MAT 25

MAT 26

MAT 27

MAT 28

A=

Jim O Jm
Jm 0 =)
0 1 0

Y Jm Jm
~Jm Jm Jm

J5 V5 T/

Demostrar que si A es un autovalor de una matriz 4, entonces kA es un autovalor de la

matriz kA4.

Indicar cuales son los autovalores de una matriz triangular.

Indicar los autovalores y autovectores de una matriz diagonal.

Demostrar que la siguiente matriz no tiene autovalores reales para 0 < o < 7.

Cosax — Sen
Sena Cosa

Demostrar que si una matriz A4 es cuadrada, 4 y su transpuesta 4" tienen la misma
ecuacion caracteristica, lo que implica que tienen los mismos autovalores.

Probar mediante un ejemplo que, a pesar de tener los mismos autovalores, puede ser que

Ay A" tengan distintos autovectores.

Sea A un autovalor de 4. Sea B = A + kl. Probar que k + A es un autovalor de B.

Probar que si A es un autovalor de 4, entonces A" es un autovalor de 4". Comparar los
autovectores correspondientes.

Sea una matriz 4 tal que 4% = I. Indicar cuales son los posibles autovalores de A.

Sea A tal que A=0 (matriz nula) para un cierto k natural. Probar que A = 0 es un

autovalor de A4.

Demostrar que si 0 es un autovalor de la matriz 4 entonces A4 es singular.

Demostrar que si 4 es singular, entonces 0 es un autovalor de la misma.
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COMPLEMENTOS SOBRE POLINOMIOS E INTRODUCCION A LA
RESOLUCION DE ECUACIONES ALGEBRAICAS

POL I

Generalidades

a. Se supone que el lector ya tiene un buen conocimiento basico de todo lo relativo a
polinomios. A continuacién se repasaran algunos puntos basicos (sobre todo para no
referirse a otros libros y para uniformizar la notacion), y se veran algunos topicos
adicionales sobre el tema que serdn usados mas adelante en la resolucién de ecuaciones
algebraicas.

b. El tema de la resolucion de ecuaciones algebraicas corresponde en realidad a un curso de
calculo numérico. En el presente capitulo se tratard de dar unicamente una sdlida base
algebraica para dicho tipo de curso.

c. Se llama polinomio entero en z de grado n a toda funcion que pueda ser puesta bajo la
forma:
\
_ n n—1
P()=a:"+a 2"+ tazta,
donde: 1]
1°) o, 04— 1, ..., Olp sON coeficientes conocidos, reales y/o complejos

2°) z es una variable compleja.
3°) n entero no negativo.

Asi por ejemplo:

19 Py(z) =22 +322 - 1=22+32+ 0z 1
es un polinomio entero en z de grado 3.
2P(x)=(x+Dx-1)=x*—1=x>+0x—1
es un polinomio entero en x de grado 2.

d. Supoéngase que un polinomio de grado 1 6 mayor sea igualado a 0. Se obtendra:

_lz”_1+...+a z+a, =0

_ n
P (Z)—a’nz +0!n | 0

n

2]

donde a,, a, 1, ..., ap son coeficientes conocidos reales y/o
complejos y donde z es una variable compleja.

Es facil ver que para esta expresion [2] enuncie una verdad, los valores que pueda asumir la
variable z no son cualesquiera.

Por ejemplo, si en:

Py(2)=22+322-1=22+32+0z-1 3]

z asume el valor 7 se obtiene el enunciado falso:

—4-2i=0
En cambio, si en [3] la variable z asume el valor —1 se obtiene el resultado cierto:
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~2+3-1=0

e. Todo polinomio entero en z de grado n =1 igualado a cero sera llamado ecuacion algebraica

entera en z de grado n. La variable z del polinomio serd llamada incdgnita de la ecuacidn.

Se llamard raiz o solucion de una ecuacidén algebraica entera a todo ntmero (real o
complejo) tal que la ecuacidén constituya un enunciado cierto cuando la incoégnita asuma el
valor de dicho nimero.

Asi por ejemplo, seglin visto en d se tiene que —1 es una raiz de P3(z) = 0 y que i no lo es.
Cuando un cierto numero es raiz de una ecuacion, se dice que satisface a la misma.

f. A los valores asumidos por z que anulan a un polinomio Pn (z) se lo llamara ceros de dicho

polinomio.
Evidentemente, todo cero de un polinomio Pn (z) sera una raiz de la ecuacién Pn (z)=0y

viceversa.
En lo que sigue se usaran indistintamente las expresiones “cero del polinomio Pn (z)” 0 “raiz

de la ecuacion Pn (z)=0".

POL 1I

Polinomios idénticamente nulos

a. Se dice que un polinomio es idénticamente nulo cuando se anula para cualquier valor que
asuma la variable, es decir que todo numero real o complejo es un cero de dicho polinomio,
0, lo que es lo mismo, que es una raiz de la ecuacion correspondiente.
El hecho de que un polinomio Pn (z) sea idénticamente nulo se indica como:

P (z)=0 6 anzn +a, 2" +..+az+a, =0

b. Se demuestra en el Apéndice A.POL I que los coeficientes de todo polinomio idénticamente
nulo son todos nulos.

POL III

Polinomios iguales

Se define que dos polinomios Pn (z) y Pm (z) son iguales cuando Pn (z)= Pm (z) para cualquier

valor que asuma z.
Sean dos polinomios P, (z) vy P (z) tales que:

7 4
P (:)=P, ()

Supdngase que en forma explicita dichos polinomios toman el aspecto:
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=a7z +a6z +a52 +a4z +a3z +a22 +alz+a0

- 4 3 2
P4(Z)— b4z +b3z +b22 +blz+b0

P (2) 7 6 5 4 3 2

Evidentemente, si P7 (z)= P4 (z) se tiene que P7 (z)- P4 (z) debe ser idénticamente nulo.

Por lo tanto ha de ser:

P(2)-P(z2)=a,z +a,z’ +a;z’ +(a, —b,)z" +(a, —by)z’ +(a, —b,)z" +
+(a,=b))z +(a,—b,)=0

lo que segtn visto en POL II determina que sean:
a7=0,a6=0,as5=0, a3 = bs, a3 = b3, ay = by, a1 = by, ap= by

lo que implica que si dos polinomios son iguales han de ser del mismo grado, v han de tener
1dénticos coeficientes para los términos de igual grado.

POL IV

Teorema del resto

a. Se probard que, para que un numero 7y (real o complejo) sea un cero del polinomio P,(z)
(y por lo tanto sea una raiz de la ecuacion P,(z) = 0) es condicion necesaria y suficiente que
(z - v) divida exactamente a P,(z).

b. Se probaré en primer lugar la suficiencia de la condicion.
Si (z - v) divide exactamente a P,(z), existe un polinomio cuociente Q(z) tal que:

Py(z)=(z -7 0()

Cuando en esta expresion z asume el valor 7, su 2° miembro se anula, con lo que en efecto
resulta que P,(y) = 0, lo que implica que 7y sea un cero de P,(2).

c. Se probaré la necesidad de la condicion.
Al dividir a P,(z) por (z - y) (todavia no se sabe si (z - ¥) divide o no exactamente a P,(z))
se obtiene un cuociente J(z) y un resto R que es una constante. Entonces sera:

Puz)=(z -7 Q@)+ R

Si vy es en efecto, un cero de P,(z) se tiene que:

P (7)=(r-7)Q(7)+R

b

=0 =0

Con lo que resulta que debe ser:

R=0
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habiéndose asi probado que si 7y es un cero de P,(z), se tiene que ( z - Y ) divide exactamente
a P,(z) ya que el resto de dicha division es 0.

POL V

Teorema Fundamental del Algebra

Este teorema dice que: Toda ecuacidon algebraica entera tiene por lo menos una raiz (real o
compleja), lo que también puede ser enunciado estableciendo que:

Todo polinomio entero tiene por lo menos un cero (real o complejo) si su grado es mayor o igual
que 1.

Este teorema es conocido con el nombre de Teorema de D Alembert. La primera demostracion del
mismo fue hecha por Gauss. La demostracion de Gauss, y muchas otras posteriores, pertenecen en
realidad al dominio de las funciones de variable compleja. En el Apéndice A. POL II figura una de
ellas, muy facil a condicion de tener una cierta familiaridad con el tema.

Existen también demostraciones puramente algebraicas (ver por ejemplo: A Kurosch — Curso de
Algebra Superior, parrafo 55), pero son todas bastante dificiles y requieren bastante conocimientos
previos.

Para eludir estos inconvenientes, lo mejor que puede hacer el lector por ahora es aceptar la palabra
de honor que se le d4, de que el teorema es un efecto valido y seguir adelante.

POL VI

Consecuencias del Teorema Fundamental del Algebra

POL VI.1
a. Sea el polinomio P,(z). El Teorema Fundamental del Algebra indica que dicho polinomio
tiene uno o mas ceros. Sea y; uno de dichos ceros. Por el teorema del resto resulta entonces

que P,(z) es divisible exactamente por z - ;. Llamando P,,(z) al polinomio cuociente, cuyo
grado es n - 1, se tiene entonces que:

P ()=(z-7 )P, _,(2) 1]

De nuevo por el teorema fundamental del algebra resulta que el polinomio Pn 1 (z) tiene

uno o mas ceros. Sea ¥, uno de dichos ceros. De nuevo por el teorema del resto resulta que:
FRIORCAVANG

lo que reemplazando en [1] da:
Pn(Z) = (2—7/1)(2— }/2 )Pn—2(Z)

Continuando con el mismo procedimiento hasta obtener un polinomio cuociente Py de grado
0 (es decir una constante, a lo cual, seglin es evidente, se llega después de la n“ division), se
obtiene:
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Pn (z2)= (z -7 )(z ~ 7 ) . (z -7, )PO , PO = constante [2]
Supongase que la forma explicita de P,(z) sea:

zn_l+...+a z+a

Pn(Z) :anzn ta, 1 0 [3]

-1

Efectuense todas las operaciones indicadas en el 2° miembro de [2]. Lo que se obtendra sera
de nuevo a P,(z) bajo la forma:

Pn (z2)= Pozn + otros términos en z de grado menor que 7 [4]

Comparando [3] con [4], como P,(z) = P,(z) resulta entonces por lo visto en POL III que
debe ser:
an = PO

con lo que resulta que [2] toma la forma:

/ / / n paréntesis
Pn(Z):an(2_71)(2_72)"'(2_711) 151

Evidentemente, 7, Y, ..., ¥» son n ceros del polinomio P,(z).

Se demostrara a continuacion que ademas dichos nimeros vi, Y2, ..., ¥, son los Gnicos ceros
de P,(2).
En efecto, todo nimero 8 distinto de i, s, ..., ¥ €s tal que (ver [5]):

P (8)=a (6-7,)6-7,)-(6-7, )=0

NN N

lo que implica que & no pueda ser un cero de P,(z).
A la expresion [5] se la llamard forma factoreada del polinomio P,(z).

No nulos por ser & # VY1, Y2, ---5 Vn

Puede darse el caso de que, en la forma factoreada de P,(z) existan valores de Yy que sean
iguales entre si. En este caso [5] tomar3 el aspecto:

~
Pn(Z) =an(z—}/1)nl .(2—7/2)n2 ...(Z—7k)nk

donde: [6]
o > >

1°) n >1, My >1, .., n >1

2°) nptn, +otn =n

3°) Y1, Y2, -, Y& son todos los ceros distintos entre si de P,(z).

_/

Dado un polinomio P,(z) cuya forma factoreada sea, digamos, la indicada en [6], se define:
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Y1 es un cero (raiz) de multiplicidad n; de P,(z) (de P,(z) = 0)
Y es un cero (raiz) de multiplicidad n, de P,(z) (de P,(z) = 0)

Y €s un cero (raiz) de multiplicidad n; de P,(z) (de P,(z) = 0)
Como:
n=ntn+..+n

se tiene entonces que un polinomio P,(z) de grado n tiene n ceros, si a todo cero de
multiplicidad #n; se lo cuenta por n; ceros.

POL VI.2

a. Se probard que si y; es un cero de multiplicidad n; del polinomio P,(z), entonces dicho

polinomio es divisible por (z—7%)" yno lo es por (z—7)""" .

b. En efecto, si y; es un cero de multiplicidad n; de P,(z), es decir que si P,(z) tiene la forma
indicada en [6], se tiene que poniendo:

Q(z):an(z—;/z)”z...(z—yk)”k 7]

resulta:

P (2)=(z-7)10(2)

Entonces:

n
1°) Evidentemente, P,(z) es divisible exactamente por (z -7 ) 1

2°) Si P,(z) fuera divisible exactamente por (z - )"1 +1, se tendria que Q(z) seria divisible

exactamente por (z -7 ), lo que por el teorema del resto implicaria que 7y, fuera un cero

de QO(z), es decir que fuera Q(;/1 ) =0.

Esto no es cierto ya que (ver[7]):

Q(}’l)z a, (;/1 -7, )”2 ...... (;/1 -7 )”k 20

\ \ No nulos por ser ¥y, Vs, --., Vi todos

distintos entre si (ver [6])

Es decir que P,(z) no es divisible exactamente por (z - )nl *1 .
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POL VI.3

Sea S(z) un polinomio que sea un divisor exacto de P,(z). Existe entonces un polinomio cuociente
0(z) tal que:

Pi(z) =8(2) O(z)

Suponiendo que Y sea un cero de S(z) se tiene que:

P (7)=S(r)Q(r) 50

[

Con lo que resulta que y es también un cero de P,(z).

Por ser ¥ un cero de S(z)

Como lo mismo ocurre con todos los otros ceros que pueda tener S(z) se tiene que:

Los ceros de todo polinomio S(z) que sea un divisor exacto de P,(z) son también ceros de P,(z). Su
multiplicidad en S(z) serd menor o igual que su multiplicidad en P,(2).

POL VII

Polinomios con ceros idénticos de 1a misma multiplicidad

* . . . .«
Sean P,(z) y Pn (z) polinomio tal como enunciado. Poniéndolos en su forma factoreada resulta

que:

Pn(Z) :an(Z_7/1)n1(Z—72)n2 ...... (Z—;/k)nk :a_n
P:(Z) bn (2_7/1 )n1 (2_72 )n2 ...... (z—yk )nk bn

Con lo que resulta que dichos polinomios sélo pueden diferir en un factor de proporcionalidad.

POL VIII

Maximo comun divisor de polinomios

POL VIII. 1

a. Se define que el polinomio 7(z) es un maximo comun divisor (MCD) de los polinomios
A(2), B(2), ..., N(z) cuando v sbélo cuando:

1°) I(z) divide exactamente a A(z), B(z2), ..., N(2).

2°) No existe ningun polinomio de grado superior al de 7(z) que divida exactamente a A(z),

B(2), ..., N(2).
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Supdngase que 7(z) sea un MCD de A(z), B(z), ..., N(z). Entonces, tal como enunciado en a,
deben existir polinomios QA (2), QB (2),.. .,QN( z) tales que:

A(Z) =T(Z)QA(Z) , B(Z) =T(Z)QB(Z),..., ........... ,N(Z) =T(Z)QN(Z)

Sea una constante cualquiera k£ # 0. Se tiene que:

A(z)sz(z)[%QA(z)], B(z):kT(z)BQB(z)],....,N(z):kT(z)BQN(z)]

y entonces:
1°) El polinomio k 7(z) divide exactamente 4(z), B(z), ..., N(z).

2°) No existe ningun polinomio de grado superior al de £ 7(z) que divida exactamente a A(z),
B(2), ..., N(z). Si existiera, como k 7(z) y T(z) tienen el mismo grado se tendria que
existiria un polinomio de grado superior al de 7(z) que divide exactamente a A(z), B(z),
..., N(2), lo que implicaria que 7(z) no fuera un MCD de dichos polinomios, la cual es
contra hipotesis.

Por lo tanto: Si 7(z) es un MCD de A(z), B(z), ..., N(z), se tiene que k T(z) también lo es,
siendo k una constante cualquiera no nula.

Es decir que la existencia de un MCD de A(z), B(z), ..., N(z), implica la existencia de
infinitos MCD de dichos polinomios.

Supongase que los polinomios A(z), B(z), ..., N(z), tengan dos MCD, T 1(z) y T 2 (z) (que

deben ser del mismo grado ya que de lo contrario se tendria que el de menor grado no seria
un MCD), tales que no tengan exactamente los mismos ceros. Por ejemplo, supongase que:

TI(Z) :(2_71)(2_72)2(2_73)
12(2)=(z-7, P (e-7,) (-7)

Esto implicaria que A(z), B(2), ..., N(z), sean todos divisibles por:

(2_7/1)’ (2_72)2’ (2_73) ’ (2_7/4)2

lo que determinaria que A(z), B(z), ..., N(z), sean todos divisibles por:
2 2
C(z) = (2_71)(2_72) (2_73)(2_74)

Este divisor es de grado 6 con lo cual resultaria que T 1(z) y T 2 (z) (ambos de grado 4)

no sean MCD'S de A(z), B(z), ..., N(z) lo cual es contra la hipotesis.
Por lo tanto, A(z), B(z), ..., N(z) no pueden tener dos MCD que tengan distintos ceros.
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d. Supéngase que los polinomios A4(z), B(z), ..., N(z) tengan dos MCD (del mismo grado) que
tengan los mismos ceros, pero que dichos ceros no tengan la misma multiplicidad. Por
ejemplo, supongase que dichos MCD sea:

T3(Z):(2_71)(2‘72)2(2‘73)2

14(2)=(z-1 Ne-7y) (- )

Esto implicaria que A(z), B(z), ..., N(z) sean todos divisible por:

(2_71)’ (2_72)2’ (2_73)3’

lo que determinaria que A(z), B(2), ..., N(z) sean todos divisibles por:
2 3
D(Z) = (2—71)(2—72) (2—7/3)

Este divisor es de grado 6 con lo cual resultaria que 7' 3(2) y T 4(2) (ambos de grado 5)

no sean MCD'S de A4(z), B(2), ..., N(z), lo cual es contra hipotesis.
Por lo tanto, A(z), B(z), ..., N(z) no pueden tener dos MCD con los mismos ceros, pero tales
que su multiplicidad sea distinta.

e. Por lo visto en b, ¢ y d se tiene entonces que:
1°) Si 7(z) es un MCD de A(z), B(2), ..., N(z), se tiene que k T(z) también lo es, siendo k una
constante cualquiera no nula.
2°) No existe ningun MCD de A(z), B(z), ..., N(z) que no sea igual a 7(z) multiplicado por
una constante.

POL VIII.2

Puede hallarse el MCD de dos polinomios por “traccion a sangre” mediante el método indicado en
el Apéndice A.POL III.

Dicho método resulta a menudo de aplicacion bastante engorrosa y pesada, por lo que se
recomienda el uso de un software adecuado (por ¢j. MATHEMATICA) para resolver este tipo de
problema.

POL VIIL3

Supongase ahora que se desee hallar el MCD de varios polinomios, por ejemplo A(z), B(z), C(z) y
D(2).

Se empezara por hallar el MCD de A4(z) y B(z). Llamese T 1 (z) adicho MCD.
A continuacion hallese el MCD de T 1(z) y C(z). Llamese T 2 (z) adicho MCD.

Por ultimo, hallese el MCD de T 2 (z) yD(2). Llamese T 3(2) a dicho MCD.



POL 10

Evidentemente, este polinomio 7 3 (z) serd el MCD de los polinomios 4(z), B(z), C(z) y D(z). Es

obvio que este procedimiento es extensivo para hallar el MCD de cualquier cantidad de polinomios.

POL VIIIL.4

Si el MCD de dos polinomios A(z) y B(z), es una constante, se dird que A(z) y B(z) son primos entre
si.

POL IX

Ceros multiples de un polinomio entero (Raices multiples de una ecuacion algebraica entera)

POL IX.1
a. Sea un polinomio cuya forma factoreada es:
n n n
Pn(z)zan(z—yl) 1(2—7/2) 2...(2—7k)k 1]

Segun definicion, este polinomio tiene un cero 7y; de multiplicidad n;, un cero Yy, de
multiplicidad n,, ..., y un cero y; de multiplicidad ;.
Considérese el cero y; de multiplicidad n,. Pongase:

n n
0(z) =an(z—7/2) 2...(2—7/k) k [2]
Evidentemente:
Y1 no es un cero de Q(z), es decir de Q(}/1 ) =0 [3]

Por [1] y [2] es:

P (2)=(z-7)10(2) 4]

Aplicando formalmente a [4] las formulas de la derivacion resulta:

Pl;(Z) =n1(z—7/1)n1 _IQ(Z)+(Z—}/1)nl 0'(z)

es decir que:

’ n, —1 ’
Pn(z)z(z—}/l) 1 [le(z)+(z—71)Q(z)] [5]
Notar lo siguiente:
Como los coeficientes de P,(z) pueden ser reales o complejos y como z es una variable

compleja, mientras no se haya definido a la derivacion en el campo complejo no podra
decirse que la expresion de P,(z) indicada en [5] sea en efecto la derivada funcional de
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P,(z). Para evitar esta dificultad se considerara que P,;(z) ,P,;'(z), etc., son simplemente

polinomios obtenidos mediante el mecanismo usado para derivar polinomios en el campo
real, y nada mas.

No se considerard por el momento que P,; (2) yPl;'(z) , etc., sean derivadas en el
verdadero sentido de la palabra (a pesar de que, una vez definida la derivacion en el campo
complejo, resulte que en efecto son derivadas con todas la de la ley).

Considérese la expresion [S]. Alli se tiene que:

1°) P,; (z) es divisible exactamente por (z -7 )n -1

2°) P,; (z) no es divisible exactamente por (z -7 )n ya que de serlo se tendria (ver [5]) que:
n0(z)+(z-7,)0'(2)

seria divisible exactamente por (z— " ), lo que por el teorema del resto determinaria que
fuera:
”1Q(7/1 )+ (7/1 N )Q (71): 0
=0
Es decir, que fuera Q(7/1 )= 0, lo cual no ocurre, segtn lo indicado en [3].

Entonces, por lo indicado en a de POL V1.2 resulta que 7y, es un cero de multiplicidad n - 1
de P’ (z).

Como idéntico trabajo podria realizarse con todos los ceros multiples de P,(z), se tiene que:

Todos los ceros multiples de P,(z) son también ceros de Pl;(z) .con

[6]

una multiplicidad una unidad menor.

Se demostrara que:

Ningun cero simple de P,(7) es cero de P’; (2) [7]

En efecto, si 0 es un cero simple de P,(z) resulta que:
Pn(z)=(2—5)S(z) [8]
teniéndose que por ser d un cero simple de P,(z) resulta que:

d no es un cero de S(z), es decir que S(d) # 0 [9]

“Derivando” a [8] se obtiene:

Pl;(z) =(z-0)S(z)+S(2)
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y entonces:
P (8)=(6-)S'(8)+5(8)%0
— —_ __ por[9]
=0
quedando asi probado lo propuesto.

Por [6] y [7] resulta que:

Los tnicos ceros comunes de P,(z) vy P’;(z) son los ceros multiples

de P,(2).
Por todo lo visto hasta ahora resulta que P,(z) y P,;(z) en forma factoreada tomaran el

[10]

siguiente aspecto:
Pn(z) = an(z—yl)nl ...(z—;/l.)ni (Z—}/l.+1)...(z—7/k)

Ceros multiples de Ceros simples de

P (2) P (2)

P’;(z) =an(z—7/1)n1 _1...(2—7l.)ni _1(2—51)...(2—51)

$1€NdO Y, + 15 ... Yis O1, ... Oy todos distintos entre si.

Como segun visto en POL V1.3 se tiene que todo divisor exacto de P,(z) y de Pl;(z) tiene
como posibles ceros a vy, ..., ¥;, resulta que el divisor comun de P,(z) y P,;(z) del mayor

grado posible, es decir un MCD de P,(z) y P,; (z) sera:

T(Z)=(z—7/1)n1 _1...(2—7/l.)ni B MCD de Pn(z) y PI;(Z)

Por lo tanto:
Los unicos ceros multiples de un polinomio P,(z) son los ceros de un MCD de P,(z) y

P’; (z) »donde tendran una multiplicidad una unidad menor que en P,(z).

La conclusion obtenida en ¢ indica que si P,(z) tiene unicamente ceros simples, entonces
P,(2) y P,; (z) no tendran ningun cero en comn.

Por lo tanto, en este caso el MCD de P,(z) y P’;(z) sera una constante no nula, siendo

entonces P,(z) y P,; (z) primos entre si.
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POL X

Ecuaciones binomicas

Son las que pueden ser expresadas bajo la forma:

2" +az™ =0, siendo n>m y a#0 [1]

Esta ecuacion también puede ser puesta bajo la forma:
Zm(zn_m+a)=0 2]

evidencidndose asi que:
1°) 0 (cero) es una raiz de multiplicidad m de esta ecuacién ya que el polinomio z”" (zn -y a) es

divisible exactamente por (z—0)"" yno lo es por (z—0)"" 1

2°) Cada una de las raices n - m del numero - @ es una raiz de las ecuaciones [1] y [2] ya que en
cuando en ellas z asuma uno cualquiera de dichos valores se obtendra un enunciado cierto.

Por lo tanto, las ecuaciones [1] y [2] tienen una raiz de multiplicidad m (el numero 0), y n - m

raices simples( las raices n - m de - a).

Observacion importante

En este parrafo y en los que siguen la palabra “raiz” va asociada tanto a la frase “raiz de la ecuacioén
tal” (valor de la variable que satisface a dicha ecuacion) como la frase “raiz k& del nimero tal”
(numero que elevado a la potencia k es igual a dicho numero).

Por favor no confundir aserrin con pan rallado.

POL XI

Ecuaciones algebraicas enteras de 2° grado

a. Son los que pueden ser puestas bajo la forma:

a22+bz+c=0 a, b, c#0 [1]

Esta ecuacion puede tomar sucesivamente los siguientes aspectos:

22+éz+£=0
a a
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2_
(z+i)2-—” dac _, 2]
2a 4a?
2 _4ac . . .
El niamero — tiene dos raices cuadradas. Elijase una cualquiera de ellas y
4a
, , b2 — 4ac o ,
designesela con el simbolo .[———— (lo que implica que la otra raiz cuadrada de
4a
b2 — dac 3 b2 —4ac )
4a2 4a2

Entonces, por [2] resulta que la ecuacion [1] también puede ser indicada de las siguientes
maneras:

2
( b)2 b2—4ac
z+—] —| J—— =0
2a 4a2

( b ) b2 —4ac ( b ) b2 —4ac
z+— |+ =0
2 2
| b _ [bT—4ac |} f b 6T —dac || 3]

Por lo tanto:

1°) Sies b2 —4ac =0 se tiene por [3] que la ecuacion [1] toma el aspecto:

Es decir que:

sies b2 —4ac = 0la ecuacion [1] tiene una raiz doble igual a —2i [4]
a

2°) Por [3] se tiene también que:

Sies sies b —4ac # 0, la ecuacion [1] tiene dos raices simples:

b2 —4ac _i b2 —4dac
2a 4a2

2
siendo .,|——— una cualquiera de las raices cuadradas de b~ —4ac [5]

4a 2a

Por lo general, lo indicado en [4] y [5] se simboliza como:
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N
b b2—4ac_—bi‘\/b2—4ac
2a

v1,Y2 = Raices de la ecuacion [1] = —— =
2a 4a2
[6]

donde el simbolo\/b2 —4ac indica a una cualquiera de las raices

cuadradas de b2 —4ac.

J
POL XII

Ecuaciones bicuadradas
a. Son las que pueden ser puestas bajo la forma:

az4+b22+c=0; a, b, c#0 [1]

lo que también puede ser indicado como:

2V (.2
alz +blz° J+c=0; a b, c#0 [2]

expresion que constituye una ecuacion entera en z” (ademas, de seguir siendo una ecuacion
bicuadrada en z).

Entonces, segin indicado en [3] de POL XI, la expresion [2], y por lo tanto la [1], pueden
ser puestas bajo la forma;

2 b b2 —4ac 2 b b2 —4ac

z —_ —_ _— —_

_Z =0 3
2a 4a2 2a 4a2 Bl

2 2
donde /b —4ac es el simbolo de una cualquiera de las raices cuadradas de b™ —4ac .

4a2 4a2
Poniendo:

2 2
\/ _b _ |bT—4ac Una cualquiera de las raices cuadradas de | — b _ |b7 —4ac
2a 4a2 2a 4a2
2 2_
_b + b~ = 4ac =Una cualquiera de las raices cuadradas de| — b + b” = dac
2a 4a> 2a 4a>

resulta entonces por [3] que la ecuacion [1] puede ser puesta sucesivamente bajo las
siguientes formas:



POL 16

2 2
2 2
J2_ b b ;ac ol 22| |- b2+ b ;ac ~0
2a 4a 4a 4a
> N

. _i_ b- —4ac | — - b 3 b° —4ac

2a 4a? 4q? 4q?

[4]

b b- —4ac b b° —4dac
z—| |—— —| = |- =0

2a 4a2 2a 402

_/

Entonces:

1°) Sies b2 —4ac =0, se tiene entonces por [4] que la ecuacion [1] tomaré el aspecto:

b 2 b 2
z—| = |—— ol z—|,[—— =0
) )

De donde resulta que:

Si esb2 —4ac =0, la ecuacion [1] tendra dos raices dobles,

iguales respectivamente a las raices cuadradas (—2i). 51
a

2°) Por [4] se tiene también que:

Sies b2 —4ac # 0, la ecuacion [1] tendra 4 raices simples, iguales respectivamente a:
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b |pP-dac. | b |p2-dac.| b [p2-dac. | b |b%-dac
- s— |——— St —— = [ —+
2a 4a’ 2a 4a? 2a 4a> 2a 4a?
Siendo:
2 2
- . -4
b—;lac = Una cualquiera de las raices cuadradas de b—zac
4a 4a [6]
b b2 —4ac b b2 —4ac
Bt | B Una cualquiera de las raices cuadradas de - — - [————
2a 4a 2a 4a’
2 2
_by [pTzdac _ Una cualquiera de las raices cuadradas de — b b7 —dac
2a 4a2 261 4a2 j
b. Por lo general, lo indicado en [S] y [6] simboliza como:
Y1,Y2,Y3,Ys = raices de la ecuacion [1] = \
_4 _£+ b2 —dac _+\/—bi\/b2 —4ac
| 2\ 4,2 B 2a
donde:
[,2 _ : . 2 [71
b“ —4ac =Una cualquiera de las raices cuadradas de b~ —4ac
—b+\/b2—4ac ) , —b+\/b2—4ac
= Una cualquiera de las raices cuadradas de
2a 2a
—b—\/b2—4ac . , —b—\/b2—4ac
5 = Una cualquiera de las raices cuadradas de
a

2a /
POL XIII

Ecuaciones algebraicas de orden tercero v superior

a. Para las ecuaciones algebraicas enteras completas de 3° y 4° grado:
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3 2 _
ay2 +a22 +alz+a0—0, a3,a2,a1,a0¢0

a Z4+a Z3+a 22+a Z+a0=0,

4 3 ) 1 a,,d~,0~,a,,a, 20

493929 %

existen formulas algebraicas que dan sus soluciones, pero su aplicacion es lo
suficientemente pesada como para ser preferible encarar su solucién por métodos numéricos,
que pueden ser tan precisos como se quiera.

b. En cuanto a la resolucion de ecuaciones algebraicas enteras completas de grado superior al
4°, el noruego Niels Abel demostrd que no pueden existir formulas algebraicas que den sus
soluciones exactas. Sin embargo, existen casos particulares de ecuaciones de grado superior
al 4° (ecuaciones no completas) para las cuales si existen formulas que dan sus soluciones
exactas (por ejemplo, el caso de las ecuaciones binémicas de cualquier grado).

Es decir que, en la mayoria de los casos, para ecuaciones de grado superior al 4° no hay mas
remedio que encarar su resolucion por métodos numéricos,

c. En el Software MATHEMATICA u otro similar estan incorporados los algoritmos de los
antedichos métodos numéricos, los cuales permiten resolver facilmente ecuaciones

algebraicas enteras de cualquier grado (y con cualquier tipo de coeficientes, reales o
complejos).

POL XIV

Desarrollo de cocientes de polinomios en fracciones parciales

POL XIV.1

Puede demostrarse (ver Apéndice A.POL IV) que:
Dados dos polinomios F(z) y H(z) tales que el grado de F(z) sea menor que el grado H(z), si la
forma factoreada de H(z) es:

H(Z)zan(z—yl)nl(z—y/z)n2 ...... (Z—}/k)nk

Se tiene que el cociente de dichos polinomios puede ser expresado como:



2
b b2 an
+ + — +( )+
— -
-7 (=12 "2
A +
k
K k b
by by &

teniéndose que uno o mas cocientes b;. pueden eventualmente ser nulos.

POL XIV.2

Aplicacion. Se desarrollara en fracciones parciales a:

F(z) 22243245

H(2)  (z41)2(z+2)

Tal como indicado en [1], existe un desarrollo de F(z) / H(z) que toma la forma:

Rz b by b
HE) Geny? () (42)

1 2

(donde por el momento bl,b2 y b1 son desconocidos).

Reduciendo el 2° miembro de [3] a comin denominador resulta:

2
1 1 2 1,:2Y.2 (1,41 2 1 1,,2
1269 :bl(z+2) +b2(z+1)(z+2) +b1 (z+1) (b2 +b1 )z +(b1 +3b2 +2b1 )z+(2b1 +2b2 +b1 )

H(2) (z+1)%(z+2) (z+1)%(2+2)

Comparando esta expresion con la [2] resulta que debe tenerse que:

POL 19

[1]

2]

3]
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1 2

bz+b1 =2

1 1 2

b1+3b2+2b1 =3
1 1 2 _

2b1+2b3+b1 =5

Resolviendo este sistema se obtiene:

1 _ I _ 2 _
bl_4 b2—5 b1 =7

y reemplazando en [3] estos valores se obtiene el desarrollo de fracciones parciales buscado:

F(Z): 222 43245 __ 4 -5 . 7
H(Z)  (z41)%(z+2) (z+1)? (24D z+2

POL XIV.3

Aplicacion. Se desarrollara en fracciones parciales a:

P(z) _ P2 4z43
H(z) 21

z

[4]

En este caso el grado del numerador es superior al de denominador. Para obviar esta dificultad se

divide a P(z) por(z2 —lj, obteniéndose un cociente igual a z+1 y un resto igual a2z+4.

Entonces.

F(2)
P(z) 2z+4
H(Z):(Z+1)+22_1 [5]

Se procedera a continuacion a desarrollar en fracciones parciales a:

F(z) 2244

H(z) - (z+1)(z-1)

6]

Segun indicado en [1], existe un desarrollo de F(z) / H(z) que toma la forma:

F(z) _ b b?

H(z) - (Z+1)+(Z—1)

171

(Donde bll y bé son por el momento desconocidos).

Reduciendo a comin denominador al 2° miembro de [7] resulta.
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F(z) bl(z=1)+h2(z+1) i (bll +b12)z+(—b11 +b12)

H(z)  (z+1)(z-1) (z+1)(z-1)

comparando esta expresion con la [6] resulta que debe tenerse que:

1,,2
b1+b1 =2

ol 2
b1+b1—4

resolviendo este sistema se obtiene:

reemplazando estos valores en [7] resulta que:

F(z)_ -1 3

H(z) (2+1) (z-1)

8]

y entonces, por [S], [6] y [8] se obtiene:

P(z 3,,2 -
( ):Z +z +Z+3=(z+1)+ 1 N 3
H(z) 22 (z+1) (z-1)
Notar que en este ejemplo, se ha indicado el “modus operandi” a adoptar en el caso en que, se

necesite el desarrollo en fracciones parciales de un cociente de polinomios, en el cual el grado del
polinomio numerador sea igual 0 mayor que el del polinomio denominador.

Nota: Para este tipo de problemas lo mas indicado es el empleo del software MATHEMATICA.
POL XV

Ceros complejos de polinomios con coeficientes reales

a. Sea P,(z) un polinomio entero en z de grado n tal que todos sus coeficientes sean reales.

_ n n—1 2
Pn(z)—anz ta, _z +..tayz razta [1]

Supdngase que 7y sea un cero complejo de este polinomio. Entonces sera

n-1 +...+a272+a17+a =0

n
an7 +an—17 0

y por lo tanto seran sucesivamente:
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n n—1 2 — 0=
ay ta ¥ t.ta,y +a17+a0—0—0

1 2, =

an}/n+an_17/n +...+a }/ +a,y+a(=0

y cOomo:
1°) a,=a, por ser todas las qg; reales

2k (7)k

resulta que:

an(;/)n+an_1(7_/)n_l+...+a26/)2+a1(}_/)+a0=O [2]

de donde resulta que ¥ también es un cero de P,(2).
Es decir que si Y un cero complejo de un polinomio entero con coeficientes reales, se tiene

que ¥ serd otro cero complejo del mismo.

b. Sea P,(z) un polinomio con coeficientes reales que tenga un cero complejo 7y de
multiplicidad k. Entonces, por lo visto en a se tiene que ¥ también es un cero de P,(z), y

entonces P,(z) es divisible por (z — 7/)(2 — 7_/), y como:

(z 7/(2 7) (z -Yz— 7Z+77/)_Z —(7/"‘7/)2"‘77/ z _ZR(7)+|7|

se tiene que (z—¥) (z - 7_/) es un polinomio de grado 2 y coeficientes reales.

Entonces:

es un polinomio de grado n - 2 y coeficientes reales.
Evidentemente, ¥ serd un cero complejo de P,.»(z) de multiplicidad k - 1, y entonces ¥

también sera un cero complejo de multiplicidad & - 1 de P,.,(2).
Aplicando a P, »(z) el mismo razonamiento que se aplico a P,(z) se obtendra un polinomio

P,.4(z) de grado n - 4 con coeficientes reales, en el cual Yy 7_/.s0n ceros de multiplicidad -1

Contintese con el mismo algoritmo hasta llegar a un polinomio P,.»(z) del cual y no sea un
cero.

Si 7_/ fuera un cero de P, (z), entonces su conjugado y también tendria que ser un cero de
dicho polinomio, lo cual, seglin recién indicado, no ocurre.
Por lo tanto, tanto 'y como ¥ han de ser ceros de multiplicidad £.

Resumiendo

Si un polinomio con coeficientes reales tiene un cero complejo de una cierta multiplicidad, su
conjugado también sera un cero de la misma multiplicidad de dicho polinomio.



POL 23

Apéndices del capitulo sobre polinomios

A.POL I

Se demostrara que los coeficientes de todo polinomio idénticamente nulo son todos nulos.

Se efectuard dicha demostracion mediante el principio de induccién completa, segtn el cual
para probar lo propuesto basta probar que:

1°) Todo polinomio idénticamente nulo de grado 1 tiene todos sus coeficientes nulos.
Sea el polinomio:

Pl(z)=a12+ao =0

Haciendo en ¢l z = 0, resulta que debe ser ap= 0, y por lo tanto se tiene que:

P1 (z)= a;z= 0
Haciendo ahora z = 1 resulta que también debe ser a; = 0.
Queda satisfecho este primer requisito del principio de inducciéon completa.

2°) Si todo polinomio idénticamente nulo de un cierto grado k debe tener todos sus
coeficientes nulos, entonces ocurrira lo propio con todo polinomio idénticamente nulo de

grado £k + 1.
Sea:

zk+1+a zk+a Zk_1+...+a z+a,. =0

Pe1@D=a k k-1 1214 1]

Evidentemente, si B, ,(z) =0, también serd P, (2z) =0. Por lo tanto:
P.,Qz)=2""a, """ +2%az" +2""a,_ 2" +. . +2a,z4+4a,=0 2]

Como segun es obvio que:

Multiplicando un polinomio idénticamente nulo por una constante se obtiene otro polinomio
idénticamente nulo.

Restando un polinomio idénticamente nulo de otro se obtiene un tercer polinomio
idénticamente nulo.

se obtiene que multiplicando a [1] por 2! y restandole luego [2] se obtiene:

Q' =29 ), 2+ 2 =2 a2+ (2 = 2)az+ 25 = 1), = 0 3]

Si, tal como supuesto, el polinomio idénticamente nulo de grado k indicado en [3] tiene
todos sus coeficientes nulos, se tendra entonces que:

(2k+1 _ ok )ak -0, (2k+1 _2k—1)ak_1 0, ... , (2k+1 —2)611 -0, (2k+1 —l)ao ~0

lo que implica que sean:
ak=ak_1=...=a1=ao=0
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Remplazando este resultado en [1] se obtiene que:
Pk+1 (Z) = ak+IZkJrl = 0

y haciendo entonces z = 1 resulta que también debe ser a,,, =0 con lo que resulta que todos
los coeficientes de P,,,(z)=0 deben ser nulos.

Queda asi verificado el 2° requisito del principio de induccion completa.
Por lo tanto, queda demostrado lo enunciado en a.

A.POL 11

Teorema de Liouville (Este teorema y el Teorema Fundamental del Algebra pertenecen en
realidad a la Teoria de las Funciones de Variables Complejas, tema que sera visto por el lector en
un feliz futuro).

A.POL I1.1

a. Se demostrara que si f{z) es analitica y | j(z)| es acotada en el todo el plano complejo,
entonces f{z) es una constante.

b. Si f(z) es analitica en todo el plano complejo, tomando un punto z, cualquiera y una
circunferencia

C, = {z/|z—zo| = 7”0}
se tiene que:

fe=o- ¢ L9

moc, (2—20)2

Si M es el valor méximo de | A2) | sobre Cy resulta que:

, 1 M M
|f/(z)| S —=. 5 2mr, =— [1]
27 7, 7,

Ahora bien, si M es una cota superior de | Az2) | en todo el plano complejo, entonces sera:

() < 2L
;

0

y como f{(z) es analitica en todo el plano complejo, entonces ry, radio de la circunferencia Cy,
puede ser tomado tan grande como se desee, resultando entonces que:

f '(zo) =0 Vz,
y entonces:

f(z) = constante
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Teorema Fundamental del Algebra

A.POL 11.2

a.

Se demostrara que todo polinomio de grado 1 o mayor:

_ -
P(z)=a,z"+a, z"

+...taz+a, 1]
tiene por lo menos un cero.

Se demostrara este teorema por el absurdo.

Supongase que P,(z) no tenga ningun cero [2]

lo que implica que sea:

|P)|>0 V:z

Sea m el extremo inferior de |Pn(z) , V z. Si fuera m = 0 entonces P, (z) tendria uno o mas
ceros lo cual contradeciria lo supuesto en [2].

Por lo tanto dicha suposicion implica que:

m>0
Sea:

1
f(Z)—% [3]

Entonces:

1°) Por ser P,(z) analitica en todo el plano z, entonces f{(z) sera analitica donde P,(z) #0.
Como se supuso que P,(z) no tiene ningun cero, resultaria entonces que:

f(z) es analitica en todo el plano complejo. [4]
2°)| f (z)| < 1 en todo el plano complejo, y entonces:
m

| fl2) | es acotada en todo el plano complejo. [5]

Entonces, por [4] y [5] y por el teorema de Liouville resulta que f(z) deberia ser una
constante, debiendo entonces (ver [3]) ser P,(z) también una constante, lo cual es
evidentemente falso.

Como se llego a esta conclusion falsa en base a lo supuesto en [7], dicha suposicion es falsa,
y por lo tanto P,(z) tiene por lo menos un cero.
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A.POL IIT
A.POL II1.1

a. A continuacion se demostrara como hallar un MCD de dos polinomios.

Sean 4(z) y B(z) polinomios de grados n; y n; respectivamente. Supdngase que sea n;>n;.

Procédase como sigue:

1°) Dividase A(z) por B(z). Llamense O'(z) y R'(z) a los polinomios cociente y resto de esta
division. Evidentemente, el grado de R'(z) sera inferior al de B(z).

2°) Dividase a B(z) por R'(z). Llamense O*(z) y R*(z) a los polinomios cociente y resto de
esta division. Evidentemente, el grado de R*(z) sera inferior al de R'(2).

3°) Dividase R'(z) por R*(z). Llamense Q°(z) y R*(z) a los polinomios cociente y resto de
esta division. Evidentemente, el grado de R*(z) sera inferior al de R’ (z).

4°) Dividase a R*(z) por R’(z). Llamense 0*(z) y R*(z) a los polinomios cociente y resto de
esta division. Evidentemente, el grado de R*(z) sera inferior al de R*(2).

Etc., etc.

Evidentemente el grado de los sucesivos polinomios resto que aparecen va disminuyendo,

hasta que por fin se encuentra un polinomio resto de grado 0, es decir, una constante, que

puede o no ser nula. En ese momento se considera terminado el proceso de divisiones

sucesivas recién considerado.

Suponiendo que, por ejemplo, el 6° polinomio resto sea una constante, se tendra que:

A(z) = B(2)0'(2) + R'(2) 1.1 N
B(z)=R'(2)0*(z)+ R (2) (1.2)
R'(z2)=R*(2)0°(2)+ R’ (2) (1.3) 1]
R*(z)=R’(2)0*(z) + R*(2) (1.4)
R’(2)=R*(2)0°(2)+ R’ (2) (1.5)
R*(2)=R’(2)Q°(z)+R®, R® = constante (1.6) y,

Estas expresiones también pueden ser puestas bajo la forma:

N
R'(z)= A(2) - B(2)Q'(2) (2.1)

R*(2) = B(2)-R'(2)0°(2) (2.2) 2l
R*(2)=R'(2)-R*(2)0°(2) (2.3)

R*(z)=R*(2)- R’ (2)0*(2) (2.4)
R*(2)=R*(2)-R*(2)0’(2) (2.5)
R°=R*(2)-R’(2)Q%°(z) , R° =-constante (2.6) )

b. Supoéngase que haya resultado R° =0.

Entonces:

1°) Por (1.6) resulta que R’(z) es un divisor exacto de R'(z) (ya que en este caso es
R'(2) =R’ (2)0°(2)).

2°) Por ser R’(z) un divisor exacto de si mismo y de R*(2), es un divisor exacto del 2°
miembro de (1.5), y por lo tanto, es un divisor de R*(z).

3°) Por ser R°(z) un divisor exacto de R*(z) y de R*(2), es un divisor exacto de 2° miembro de
(1.4), y por lo tanto, es un divisor exacto de R*(2).
Etc., etc.
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Es evidente que continuando con el mismo procedimiento se acabard por demostrar que
R’(z) es un divisor exacto de B(z) y también es un divisor exacto de A(z). Por lo tanto, se
tiene que R’(z) es un comiin divisor de 4(z) y B(z) (pero todavia no se sabe si es un MCD).
Por otra parte, si 7(z) es un MCD de A(z) y B(z) se tiene que:

1°) T(z) divide exactamente a A(z) y B(z) por lo tanto es un divisor exacto del 2° miembro
de (2.1), lo que implica que también sea un divisor exacto de R'(z).

2°) Por ser T(z) un divisor exacto de B(z) y de R'(z), es un divisor exacto del 2°miembro de
(2.2), lo que implica que también sea un divisor exacto de R*(z).

3°) Por ser 7(z) un divisor exacto de R'(z) y de R*(z), es un divisor exacto del 2°miembro de
(2.3), lo que implica que también sea un divisor exacto de R*(z).

Etc., etc.

Es evidente que, continuando con el mismo procedimiento se llegard a demostrar que 7(z) es
un divisor exacto de R’(2).
Entonces:

1°) Por ser 7(z) un divisor exacto de R>(2), se tiene que el grado de 7(z) es menor o igual que
R(2).

2°) Evidentemente, el grado de 7(z) no puede ser menor que el de R’(z) pues de lo contrario
T(z) no seria un MCD de A(z) y de B(z), ya que entonces existiria el polinomio R>(z) de
grado superior al de 7(z) que, segiin se demostré mas arriba, divide exactamente a A(z) y
B(z).

3°) Como entonces R°(z) y T(z) tienen el mismo grado y como 7(z) es un divisor de R*(z) se
tiene que debe ser:

R (z2)=kT(z)=k [MCD de A(z) y B(Z) ], siendo k una constante arbitraria.

lo que segtn visto en e de POL VIII.1 implica que:
R’(z) es un MCD de A(z) y B(z).

c. Supodngase que haya resultado R®#0.
En este caso, por un procedimiento enteramente analogo al indicado en b se puede
demostrar que 7(z), MCD de A(z) y B(z), es un divisor exacto de 4(z), B(z), R'(z), R*(2)......,
y de R(z).
Por ser 7(z) un divisor exacto de R%(z), que es una constante, resulta que 7(z), MCD de A(z)
y B(z), serd también una constante.
En este caso se dice que A(z) y B(z) son primos entre si.

A.POL III.2

Ejemplo: Hallar el MCD de A(z)=z"*+10z> +372z%> +582+30 yde B(z)=z> +6z" +12z+7

A(z)=z" +102° +37z° + 582+ 30 | 2’ +62° +12z2+7 = B(2)
z' +62° +127° +7z Z+4=Q1(Z)
47° +25z° +51z+30
47’ +247° +48z +28
7z +3z +2=R'(z)
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B(z)=2z"+6z> +12z+7 7z’ +3z2+2=R'(2)

7} +32° +2z z+3=0%(2)
32 +10z+7
3z +9z +6
z +1=R*(2)

R'(z)= 7> +3z+2 |z+1=R2(z)

z°+ z z2+2=0°(z)
2742
2z +2
0=R’(2)

Por lo tanto (por ser R’ = 0):
MCD de 4(z) y B(z) = kR*(z) = k(z +1), siendo k una constante arbitraria.

A.POL II1.3

Considérese el nuevo proceso de obtencion de restos sucesivos indicado en A.POL II1.1.
Supéngase que después de hallado un resto cualquiera, digamos el R’(z), se lo multiplica por una

constante cualquiera o, y se continta el proceso usando o R(z) en vez de R’(z). En este caso las
expresiones [2] tomaran el aspecto:

R'(z)= A(2) - B(2)Q'(2)
R*(z)=B(2) - R'(2)Q’(2)
R’(z)=R'(2) - R*(2)Q°(2)

R () =R2(z)—[aR3(z)]{—Qofz)}
o’ (2) = o’ (2) - R* () (2)]
R =R“(z)—[aR5(z>]{—Qf)}

El resultado sera evidentemente que en vez de restos R*(z), R*(z), R’(z) y R®(z) se iran encontrando
restos o R(z), R*(z), o R*(2) y R(z) (los mismos anteriores multiplicados por o, uno si y uno no), lo
cual no importa desde el punto de vista de la obtencion de un MCD ya que si, por ejemplo, R’(z) es
un MCD de 4(z) y B(z) , se tiene por lo visto en b de POL VIIL1 que o R>(z) también lo es.
Evidentemente, lo mismo ocurrird si se multiplica a A(z) o a B(z) por una constante cualquiera, o si
se multiplican a 4(z), B(z), R'(z), R*(2), ..., cada uno de ellos por una constante.

Este artificio permite muy a menudo simplificar la aritmética del proceso de hallar un MCD. Asi
por ejemplo, si se quiere hallar el MCD de:

A(z)=182 -9z =2z+1 y de B(z)=6z">-5z+1

puede procederse tal como sigue:
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A(z) =182 -9z> -2z +1 |1822 —1524+3 =3B(z)

182° —152% +3z z+1=0'(z)
62> —5z-1
62> —5z-1
0=R'

y por lo tanto (por ser R' = 0):

MCD de 4(z) y B(z)= kB(z) = k(62> + 5z +1)

siendo k una constante cualquiera.

A.POL 1V
A.POLIV.1
Teorema
. : . F,(z)
a. Sea un cuociente de polinomios ——————, k21 tal que:
(z=7)" V()
1°) Grado de F(z) < Grado de (z—9)" V(2) 1]
2°) yno es un cero de V(z) es decir que V(y) #0 [2]

Se demostrara que en estas condiciones existe un nimero b; y un polinomio F,(z) tales que:

Rl _ b, F@)
z-7) Vi@ (-7) E-»"" V@

1) 3]

2°) Grado de Fa(z) < Grado de (z—9)" "'V (2) [4]

Pongase tentativamente:
p = 5@

| = 5
V() o

Notar que este nimero b, existe siempre ya que V(y) # 0.
El polinomio F(z) — b; V(z) tiene un cero igual a ¥ ya que:

Em-brm=Fm-Dyp=o (6]

\ V(y)
Por [5]

y por lo tanto F(z) — b, V(z) es divisible exactamente por (z - ). Llamese F(z) al polinomio
cociente. Entonces:

Fy(2) =% 7]



Se tiene que:

F(

z) ~ ~
=n7rE) G-k -nrE) E-p TR NE-2) ()

y por lo tanto se obtiene:

Flz)  _
-1V -7 -7) ")

Con lo que resulta que se cumple lo indicado en [3].

Si fuera:
Grado de Fz(z) > grado de (z — y)k_l V(z)
seria:

Grado de F,(z)(z - ) > grado de(z— )V (z)
es decir (ver [7] ) :
Grado de [E (z)- blV(z)] > grado de (z— 7/)k V(z)

lo que implicaria que fuera:

1°) Grado de F, (z)> Grado de (z— }/)k V(z), lo cual es imposible por hipotesis.

y/o

2°) Grado de b,V (z) > Grado de (z - }/)k V(z), lo cual es evidentemente imposible.
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8]

9]

[10]

Se ha llegado pues a un absurdo que es el resultado de suponer cierta a la expresion [10]. Por

lo tanto debe ser:

Grado de F(z) < Grado de (z — 7/)]‘_1 V(2)

Con lo que resulta que también se cumple lo indicado en [4], quedando asi demostrado

totalmente el teorema.

A.POLIV.2

Desarrollo de cocientes de polinomios en fracciones parciales

Sea un cociente de polinomios F(z)/H(z) tales que:
Grado de F(z) < Grado de H(z)

Supoénganse que por ejemplo sea:

H(Z):a6(2_71)3(2_72)2(2_73)

[1]

2]



pongase:

VI(Z): a6(2_72)2(z_73)
resultando entonces que:
H(z)=(z-7)V(2)
y por lo tanto es:

F()_  F@
HGE)  (=1)'h()

, Grado de F(z) < Grado de (z—%,)*V,(2)
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3]

4]

5]

Aplicando lo visto en A.Pol.IV.1 resulta entonces que existe un nimero b, y una funcién

F,(z) tales que:

FG)_  RG®  _ b . FE@

Hz) z-7) () (z-1) (-7)V(2)

Grado de F,(z)<Gradode (z-7%,)°V,(2)

Por un razonamiento analogo al recién empleado también puede demostrarse que:

F,(z) _ b; 4 F;(2)
z-7) V(2 (z-v) E=-1)N(2)

Grado de F3(z) <Grado de (z—7,) V,(2)

y que:

R _ b F()
-G =7 KE)

Grado de F4(z) < Grado de V(z)

y entonces por [6], [7] y [8] resulta:

Fi(2) _ b11 " bzl n b31 " Fy(2)

Hiz) (z-v) (-7)" (-7) W)

Grado de F4(z) < Grado de Vi(2)

[6]

[7]

8]

9]
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Pongase ahora:

V() =as(z=73)
Resultando entonces (ver [3]):

Vi(2)=(z2=7,)"V,(2) [10]
siendo entonces:

FG) _ F@)
Vi(z) (z- 72)2V2 (2)

, Grado de F,(z) <Grado de(z—¥,)*V,(z2) [11]

Por un procedimiento enteramente analogo al empleado en a,b y ¢ se obtendra que:

F,(2) b b,  Fy(2)
= T + [12]
@ (E-7)" E-1r) Vi)

Grado de Fy(z) < Grado de V,(z)

Ahora bien, comoV,(z) = a,(z— 7, ), polinomio del primer grado, y como el grado de Fy(z)

debe ser menor que el de V>(z), resulta que Fg(z) debe ser una constante. Llamando b a
dicha constante que resulta que:

3
b
Fy(2) _ b’ g b13

= = [13]
V(z) agz=ys) (z=75) (z2=.73)

y entonces, por [9], [12] y [13] resulta que:

O N B S S S S »

; -+ + -+ +

H(Z) (Z_Yl) (Z_Yl) (Z_Yl) (Z_Yz) (Z_Yz) (Z_'Y3)
La demostracion efectuada para el caso particular considerado puede evidentemente ser
ampliada para cubrir el caso general, obteniéndose que:

Dados los polinomios F(z) y H(z) tales que el grado de F(z) sea menor que el grado de H(z),
si la forma factoreada de H(z) es:

H(z)=an(z= 1) N(z=7y) 2z =) k

se tiene que el cociente de dichos polinomios pueden ser expresado como:
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Fz) B b) b )
= —+ —+ ..+ +
H(z) (z-y)" (-r)" (z=n)
b? b: b,
+ -t et _2 +
(Z - 7/2) (Z - ;/2) (Z 7/2) [15]
o e e e e e +
bt bt b,
+ — + —+..+ :
z=r)" (E-y)™ (z=7)
teniéndose que uno o mas de los coeficientes bj, pueden eventualmente ser nulos.

A.POLV

Disquisiciones sobre los ceros reales de los polinomios enteros con coeficientes reales

a. Sea P,(z) un polinomio entero con coeficientes reales. Sean sus ceros reales Vi, Y2, ..., Vi,
cuya multiplicidad se supone igual a n,, ny, ..., n; respectivamente. Sean sus ceros complejos

(7, +iB), (v, —iB), (v, +iB,),(y, —if3,) etc., cuya multiplicidad se supone igual a 11, N1, N2,
1: etc., respectivamente.
Entonces en forma factoreada P,(z) tomara el aspecto:

P(z)=a,(z—1)"(z=7,)"(z=¥) " [z= (&, +iB)]"

[1]
[z—(a, +iB)]" [z = (@, +iB)]" [z (e, +iB)]" ...

b. Pongase:

S(z)=lz—(a, +iB)]" 2= (e, =B [z~ (@, +iB)]" [z - (e, =if3)]" .. =
=(z—a)-iB lz—a)+iB )" ((z-ay)-iB, Iz — ) +iB, )" ... = 2]
= [(2—0{1)2 +,321]’71 [(Z—Ct’z)2 +,322]772...

resultando entonces que:
Para todo valor real de z se tiene que S(z) es real y positivo. [3]

c. Por [1] y [2] es:
P(2)=a,z-7)"(z-7)"(z=y_)"" (z=7)" (= V)" (2= 7)™ S(2) [4]

>0, ver [2]
Supongase que en esta expresion sean:

W<V <<Viua<Vi<Vin <<V

(lo cual no hay ninglin inconveniente en suponer ya que siempre es posible escribir la forma
factoreada de un polinomio de manera tal que lo antedicho se cumpla.).
En [4] puede observarse que mientras z esté en el intervalo real:
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}/i <z< 7/i+l
el signo de P,(z) no cambiara ya que:

1°) a, es una constante.

2°)(z - 7 )yeons (2 = 2 )son todos positivos.
3%)(z = #.,, )-... (z— 7, )son todos negativos.
4°) S(z) > 0 (ver [3]).

Pongase:

P (D)=a,(z=7)"(z=7)" 2= 7)) " (2= )" (2= 7)™ S(2) [5]

(esta expresion es la [4] sin el factor (Z -7, )ni )
Reemplazando [5] en [4], resulta que:

n. x
P (2)=(z-7,) 1 P (2) 6

Supongase ahora que z “recorra” de menor a mayor los valores reales entre 7, , y 7.,,.

Como:

1°) Por un razonamiento similar al visto en ¢ se tiene que P’ (z)no cambia de signo cuando
z efectia el recorrido indicado.

2°) (Z-}’,- )"’ cambia de o no de signo cuando z pasa por 7Y; (valor intermedio entre
Vo Y 7Y..)segun que n; sea impar o par.
Resulta entonces por [6] que:

P,(z) cambiara de signo cuando z pase por 7y; segun que dicho cero sea de multiplicidad
impar o par.

Sean J; y 9, dos numeros reales tales que 8; < &, y tales que P,(8;) # 0y P,(8;) # 0 es decir
que ni Oy, ni 0, sean ceros de P,(z).

Se tiene por lo visto en d que los signos de P,(81) y P,(d,) seran opuestos solo si entre d; y
0, existe una cantidad impar de ceros reales de P,(z) de multiplicidad impar.
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Ejercicios v problemas sobre Polinomios

Sin efectuar ninguna division, probar que el polinomio (z + 1) — 2" — 2z — 1 es
divisible por  2(z+1) (z+1)

Hallar el MCD de los siguientes pares de polinomios (usando algun método indicado en
A.POL III y/o algtn software).
a. z+1 y Z+1
b. ¥—a y X —a
2 2 2
¢. ay—ay Y ay+y
d. & -2d' -8 +16d°+16d-32 'y 5d'—8d° —24d*+32d+ 16
e. Z'+57+67—4z—8 y 2+37 -4

Hallar el polinomio de grado minimo y coeficientes reales cuyos ceros sean:
a. 4,-2,-1
b. 2,-1, i
c. 3,(1+)

Hallar los ceros multiples de los siguientes polinomios:
a. -3z +27+27-3z+1

b. 2 —47-3z+18

€. Z'-22-7-4z+12

d. X +x' -2 2% +x+1

Probar sin hacer ninguna divisién que (z — 1)* divide exactamente a P(z) =z° — 2z* —
227+ 82—z +2.

Hallar los ceros de P(x) = x* — (2 + i3)x — (1 — i3).

Hallar los ceros de P(z) = z* + 22° + 2% — 8z — 20 sabiendo que uno de ellos es -1+2i.

Escribir a P(z) = 22° — 82* + 2z + 12 en su forma factoreada sabiendo que uno de sus
ceros es 3.

Resolver las siguientes ecuaciones:
a. z'—152-16=0

b. 4z*+77-2=0

c. 2'-47+8=0

Desarrollar en fracciones parciales a los siguientes cocientes de polinomios:

a z+1
) z(z+2)
2

b. —5
S(S+k)2
xt—x-2

C. —F/————
x(x—3)(x—4)
2z-1

d.
22(2—1)

c.
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POL 11 Sea P,(z) = a,z" + a2 .+ ay, siendo n par. Demostrar que si ay y a, tienen signos
opuestos, entonces P,(z) tiene por lo menos un cero negativo y uno positivo. (Suponer
que todos los coeficientes son reales).
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Interpolacion Algebraica

INTI

Enunciado del problema

Dados los n+1 puntos (x,, ¥o); (X1, V1); «--... , (xn, yn) del plano xy, se pide hallar un polinomio del
menor grado posible tal que su grafica pase por todos esos puntos, los cuales tienen valores de x
todos distintos entre si.

INT IT
Solucion general
a. Sea el conjunto de n+1 puntos del plano (x, , Vo); (X1, V1); -..... , (xn , yu) tales que
X, #Ex; SLi# .
Sea el polinomio de grado n:
P(x)=a,+a, x+a, X’ +....... +a, x" [1]
cuyos coeficientes ay, ay, .....a, son por el momento desconocidos.

Si se pretende que la grafica del polinomio [1] pase por los n+1 puntos (x, , Vo); (X1, 11);
...... , (X, yn) hade tenerse que:

yOZPrz(xo):ao+a1x0+a2x02+ ....... +a XO

yl:Pi't(xl):a0+a1 xl+a2 x12+ ....... +a Xl

_ _ 2 n
v, =P(x,)=a,+a, x,+a, x,” +....... +a, x, 2]
_ 2 n
yv,=P(x)=a,+a x,+a, x, +.... +a, x,
Este es un sistema de n + 1 ecuaciones lineales. Como x,; xi; ...... ; X», son conocidos, sus
coeficientes son xl.k y sus incognitas son: a, aj, .....d,
Su determinante es:
2 3 n
1 x, x5 x, X, 1 1 1 1 1
3 n
1 x x x X, Xo X, X, X4 X,
2 3 n 2 2 2 2 2
Ly, x x X, Xo X X X Xn
_ 2 3 n| 3 3 3 3 3
A=l x; x; x; x5l =|x x5 x5 X X,
1 2 3 n n n n n n
X, x, X . X X, X, Xy X3 . X,

Intercambiando filas por columnas
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Este es un determinante de Vandermonde, cuyo valor es (ver DET XIV c):
A= (x;, = x)(2, =Xy )X, = X)), = X)X =X )eeen(X, =X ). (x,—x,)

y como los valores x,; xi. ...... ; X, son todos distintos entre si resulta que A # 0, lo que
implica que el sistema [2] sea cramereano y que por lo tanto tenga una tinica solucion.
Quedaria asi determinados valores ay, aj, .....a, que introducidos en [1] dan un polinomio
cuya grafica pasa por los puntos (x,, Vo); (X1, V1); --.... s (X0, V)

Se hace notar que en la solucion de [1], uno o més de los valores de ay, aj, .....a, podria
resultar nulo.

Ejemplo.

Sean los puntos (1, 1); (2,3)y(3,5)

Sea el polinomio

y=a,+a x+a, x°

El sistema de ecuaciones correspondientes es:

l=a,+a, 1+a, I’
3=a,+a, 2+a, 2°
5=a,+a, 3+a, 3’

cuyo determinante es:

111
A=l 2 4=02-1D3-1)3-2)=2
13 9

y por lo tanto:

a, =

111
-3 2
2

53

T
Il
[\S]
Q
[38)
Il
I
Il
o

es decir que una curva polindmica que pasa por (1,1); (2,3)y (3, 5)es:
P, =—14+2x+0x*=—-1+2x

Se demostrara que por n+1 puntos arbitrarios del plano, tales que sus abscisas sean todas
distintas entre si, pasa una unica curva polinémica de grado » 0 menor.

Segun se demostrd en INT II, dados n+1 puntos cuyas abscisas sean todas distintas entre si,
por ellas pasa una curva polindmica P (x)de grado n o menor, dada por la formula [1] de

INT II a. Supdéngase que exista otra curva polindmica P*n (x) que también pase por los
mismos puntos, a los que se indicard como: (x,, Vo); (X1, V1); ---.-- , (Xx , yn). Evidentemente,
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%
Xoy XI5 wnvenn ; Xn, seran ceros de P (x)— P (x), resultando asi por el teorema del resto (ver

POL IV) que P*n (x)— P (x) sera divisible por:
O(x) = (x=x,)(r = )ee(x—x,)
Llamando ¢(x) al cuociente de P*n (x)=P (x) y O(x) resulta:

P, (x)= P,(x)+ 0(x) ¢(x) [

Ahora bien, como:

1° 0O(x) es de grado n (tiene n ceros)
2° @(x) es de grado O (es decir, es una constante) o mayor
3° P (x)es de grado n o menor.

resulta por [1] que P*n (x) _es de grado n o mayor, con lo que se ha probado lo propuesto.

d. Salvo el caso de disponer de una computadora adecuadamente programada, si la cantidad de
puntos es considerable, hallar una curva polindmica por el método recién indicado es una
tarea muy pesada.

M¢étodos mas faciles son los indicados en los parrafos subsiguientes.

INT III
Formula Interpolatoria de Lagrange
a. Sean n+1 puntos (x, , Vo); (X1, ¥1); -..... , (x4, yu) tales que x, #X, sii# j. Sea el
polinomio:
N
P(x)=y, (x=x)(x—x,)...(x—x,) iy, (x=x)(x=x,)....(x—x,)
(g =x)(x) = ,)....(Xp = x,) (= x)(x = x,)....(x, —x,)
\ [1]
(x=x)(x=x)..c.(x—x,_,)
! (xn _xo)(xn _'xl)""('xn _xn—l) J

Se tiene que:
1° Cada sumando de esta expresion es un polinomio entero en x de grado n. por lo tanto
P (x) es un polinomio entero en x de grado n o menor.

2° Es evidente que como x; #x,; sii# j, se tiene que cuando en [1] x asume el valor x;,
P (x,) asumira el valor y;, es decir que P (x,)=y,.

Por lo tanto:

Dados los n+1 puntos (x, . Vo)i (X1, 1) -....., (Xn » vn). la grafica del polinomio P, (x) dado

en [1] pasa por dichos puntos.
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b. Ejemplo
Sean los puntos (0, 0); (1, 1) y (2, 8). Segtn [1] se tiene que el polinomio de grado 2 que
pasa por dichos puntos es:

pr=0 $TDO=D) ) (=0x=2) o (¥=0Nx=D) _
0-n0-2 " Coa-2 " @-oe-n

2_ 2_
B e S Sb PSSP N
-1 2

(Notar que se ha hecho pasar a la pardbola (grado 2) y =3x”>—2x por tres puntos de la
ctibica y=x")

INT IV

Interpolacion por aproximaciones sucesivas

a. Sean n+1 puntos del plano (x,, ¥o); (X1, 1); --.... , (n, yn) tales que x; #x; sii#j.
Pongase:

P (x)=cy+ ¢ (x—xp)+ ¢, (x = x)(x —x)+ ¢ (x = x )(x —x )(x —x,) + 1]

Evidentemente, P, (x) es un polinomio de grado » ya que es la suma de » polinomios cuyos
grados son respectivamente: 0, 1, 2, ...... , 1.

Se tratard ahora de hallar valores para los coeficientes cy, ci, ¢z, ...... , ¢p.; de manera tal que
P (x) pase por los puntos dados.

El método para hallar dichos valores sera explicado en base al siguiente ejemplo:

b. Sean los puntos (1,5); (2, 11)y (3, 21). En este caso la formula [1] tomara el aspecto:

P(x)=c,+c(x=D+c,(x=1)(x=2) [2]

Para que sea P,(x)=35 cuando x = 1, de [2] resulta que debe ser:
S5=c,+c,(1-D+c,(I-1)(x-2)=¢,

con lo que [2] toma la forma:

P(x)=5+c¢(x-1)+c,(x=1)(x—-2) [3]
Para que sea P (x)=11 cuando x = 2, de [3] resulta que debe ser:

11=5+¢,2-1)+c,2-1)(2-2)=5+¢c, = ¢,=6
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con lo que [3] toma la forma:

P(x)=5+6(x—-D+c,(x-1)(x-2) [4]
Para que sea P, (x)=21 cuando x = 3, de [4] resulta que debe ser:
21=54+6(3-D+c,3-1)(3-2)=5+12+¢,2 = ¢, =2

con lo que [4] toma la forma:

P,(x)=5+6(x—1)+2(x—1)(x—2)=3+2x" [5]
Por lo tanto el polinomio buscad es:

P,(x)=3+2x’

Segtin visto en INT III, este es el unico polinomio de grado 2 o menor que pasa por los
puntos (1,5); (2,11)y (3, 21).

INTV

Interpolacion por el método de Newton

a.

Sean los puntos del plano (x, , yo); (X1, ¥1); -..... , (xn, , yu) tales que el intervalo entre
sucesivos valores de x; sea constante, es decir que:

X, =X +h, h constante, Vi

Confeccionese la siguiente tabla:

x y Aly Aly Ay )
Xo Yo
Ay, =y, -y
X, =x,+h b2 oo Ny, =Aly, —Aly,
Al)’l = =0 5 1 1 A3y0 :A2y1_A2yo
X,=x,+h ¥, 1 Ay =Ay,-Ay
Ay2=y3_y2 > [1]
X, =x,+h Vs
Alyn—l :yn _yn—l

x,=x_,+h v,
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Sea el polinomio de grado »
Px)=c,tc(x—x))tc,(x—x))(x—x)+.....tc, (x=x ) (X = X))ece....{x—x,_,) [2]

Si se pretende que la grafica de este polinomio pase por los puntos (x,, ¥o); (X1, y1); ......
(x4, y») ha de tenerse que:

P (x,)=y,=¢,
P(x)=y =¢,+c(x—xp)

Pn(xz) =V, =6 +cl(x1 —x0)+cz(x2 _xo)(xz _xl)

P (x,)=y,=c,+c(x;—x))+c,(x, —x)(x, = x) +...+ ¢, (x, = x)(x, = x)..(x, = x,_,)

De estas expresiones resulta que:

Co=Xo
(= NTY _Aw
"x—-x,  h
1 0
W =x)
—y, =2 ht o
LG alnmx) T2 h_»m2nty Ay
(g —x)(x,—x) 2hh 2K 21 1
c :AnJ’o
"ok

y por lo tanto resulta que P, (x) debe tomar la forma:

A A? A
P(x)=y, +%(x—xo)+ 2!;:2 (x—x,)(x—x)+ 3!;:3 (x—x)(x = x,)(x = x,) + 2
..... + AY, (x=x)(x =)o (x—x, )
n'h" 4

Esta es la formula interpolatoria de Newton.
Ejemplo
Sean los puntos (-1, 3); (0, 0); (1,-1),(2,0)y(3,3)

En este caso la Tabla dada en [1] toma la forma
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x |y Aly A’y A’y Ay
-1 3
0-3=-3
0o 1-(-3)=2
-1-0=-1 2-2=0
1| - 1-(-1)=2 0-0=0
0-(-1)=1 2:2=0
2 0 3-1=2
3-0=3
3 3

y por [2] se tiene que, siendo /& =x,,, — X,

1,

1

P4(x):3+_T3(x+1)+2i!1(x+1)(x—0)+%(x+1)(x—0)(x—l)+4£!1(x+1)(x—0)(x—1)(x—2):

=3-3(x+1)+(x+1)x = x>-2x

Prevencion

INT VI

Estas interpolaciones algebraicas han de ser tomadas ligeramente a beneficio de inventario.

Se comentara un caso real:

En el proceso de calculo de una central telefonica, en un cierto momento la cantidad de unos ciertos
elementos, se calculaba en base a una cierta curva empirica.

En el proceso de computarizar dicho calculo fue necesario meter a dicha curva en la programacion.
Para ello se tomaron una cierta cantidad de puntos de dicha curva y se hallo el polinomio
interpolatorio que pasara por dichos puntos. Dicho polinomio fue lo que se introdujo en la

programacion.

Al hacer correr el programa se obtuvo un resultado disparatado, totalmente refiido con la

experiencia.

Una investigacion de la causa condujo a que esta era debida a lo ilustrado (esquematicamente) en la

fig. INT VI a.

Aproximacién polindmica de
la curwa C

INTIV a
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Alli se hace evidente que, es posible que para un cierto valor de x, la curva polinémica dé un valor
erroneo y* en vez del valor verdadero y que daria la curva C.

Este es un buen ejemplo de que el uso ciego de herramientas matemaéticas puede conducir a errores
considerables.

Un ingeniero debe siempre preguntarse a cada paso si los resultados que va obteniendo son o
no son razonables.

No hay substituto para el criterio humano!!!!
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VECTORES LIBRES (VT)

VT1

Direccion v sentido de una recta en el espacio

a.

Se define que dos rectas del espacio tienen una misma direccion cuando y s6lo cuando son
paralelas, es decir cuando son coplanares vy no tienen ningin punto en comun.

Por lo tanto, la direccién de una cierta recta es lo que dicha recta tiene en comun con todas
las demas rectas que le son paralelas.

Dada una cierta direccion, se tiene que un segmento de una recta que tenga dicha direccion
puede ser recorrido de dos maneras distintas (segin cual sea el extremo del segmento en que
se inicie el recorrido). A cada una de esas maneras de recorrer dicho segmento se le asocia lo
que se llamaré un sentido de la direccién (notar que se dijo sentido de la direccidn, y no del
segmento o de la recta).

Por convencion se dird que los dos sentidos correspondientes a una misma direccién son

opuestos.

VT 1I

Vectores libres

a.

Se define un vector libre cuando se especifica:
1°. Un nimero no negativo llamado modulo del vector.
2°. Una direccién del espacio. 1]
3°. Un sentido de dicha direccion.

Un vector libre puede ser representado por un segmento orientado (vulgo: “flecha”) tal que
su longitud sea igual al modulo del vector, y tal que su direccion y sentido sean los
especificados en la definicion del vector.

/'//' Fig. VT.1I a

Los dos segmentos orientados indicados en la figura VT. II a no son mas que
representaciones distintas de un mismo vector libre ya que ambos tienen la misma longitud,
direccion y sentido.

Generalizando: Un vector libre tiene infinitas representaciones (los infinitos segmentos
orientados del espacio que tienen una longitud igual al modulo del vector y que ademas tiene
su direccion y sentido).

Dada una representacion de un vector, se llamard extremo de la misma a la
terminacion de la representacion hacia la cual apunta la flecha. Se llamara origen de 2]
la representacion al extremo restante.
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VT I
Vectores axiles o deslizantes
a. Se define un vector axil cuando se especifica:
1°. Un numero no negativo llamado médulo del vector.
2°. Una recta determinada llamada recta de accion. 1]

3°. Uno de los sentidos de la direccion de la recta de accion.

Un vector axil puede ser representado por un segmento orientado (“flecha”) colocado sobre
la recta de accion, tal que su longitud sea igual al médulo del vector y tal que su sentido sea
el especificado en la definicion del mismo.

A

. Fig. VT. 1II
Recta de accion

Los dos segmentos orientados indicados en la fig. VT. III a no son més que representaciones
distintas de un mismo vector axil ya que ambas estdn sobre la misma recta de accion y tiene
la misma longitud y sentido.

Generalizando: Un vector axil tiene infinitas representaciones (todos los segmentos
orientados de la recta de accion que tienen una longitud igual al modulo del vector y el
sentido del mismo).

VT IV

Vectores fijos

Se define un vector fijo cuando se especifica:
1°. Un nimero no negativo llamado moédulo del vector.
2°. Una direccion del espacio.
3°. Un sentido de dicha direccion.
4°, Un punto del espacio llamado punto de aplicacion.

[1]

Un vector fijo puede ser representado por un segmento orientado (“flecha”) tal que su longitud sea
igual al mddulo del vector, tal que su direccion y sentido sean los especificados en la definicion del
vector, y tal que el segmento se “inicie” en el punto de aplicacion al recorrérselo en el sentido
especificado en la definicion del vector.

Punto de Aplicacion <P > Fig. VT.IV. a

Evidentemente, a cada vector fijo le corresponde una tUnica representacion y viceversa (ver
fig. VT. IV. a).
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VTV
Aplicaciones
a. Existen numerosas magnitudes en el universo fisico que quedan totalmente especificadas al

enunciarse un numero y una unidad (escala) de medida. Por ejemplo: 2 HI, 3 Kg/dm?, 4 Kw,
12 amperios, etc.

A este tipo de magnitudes se las llamara escalares.

En cambio, existen magnitudes tales como las indicadas a continuacion, en las cuales el
mero enunciado de un numero y una unidad de medida no son suficientes para su
especificacion; pero que en cambio pueden ser caracterizadas por vectores.

b. Sea un cuerpo que ha sufrido una traslacion tal como lo indicado en la fig. VT. V. a. Dicha
traslacion puede ser caracterizada por un vector libre tal que su modulo, direccion y sentido
sean respectivamente iguales a la distancia, direccion y sentido correspondientes a la
traslacion que experiment6 cada punto del cuerpo:

., Posicion
.qu1.01on final
inicial
Fig. VT. V. a
/ Representacion del vector que caracteriza
v la traslacion
c. Sea un automovil tal como el indicado en las figuras VT. V. b, c,d, e, f, g.
Fig. VT. V. b Fig. VT. V. ¢
% \ 100 100 / \
El auto se mueve El auto se mueve
hacia adelante hacia atras
Fig. VT. V. d Fig. VT. V. e
100 100
El auto no se mueve. El auto no se mueve.
La trompa se levanta. La cola se levanta.
La cola se aplasta. La trompa se aplasta.
Fig. VT. V. f Fig. VT. V. g 100
El auto se mueve El auto se mueve hacia delante.
hacia adelante La trompa se levanta.

La cola se aplasta.

Evidentemente, decir que sobre dicho automovil se ejerce una fuerza de 100 kg no es
suficiente ya que, segun lo ilustrado en dichas figuras, los resultados obtenidos dependen de
como se aplique dicha fuerza.



.
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En mecénica se verifica que el efecto de una fuerza no varia si dicha fuerza se desplaza
sobre una misma recta de accion (por ejemplo: tirar del auto con una fuerza de 100 kg, ver
fig. VT. V. b, es equivalente a empujarlo con una fuerza de 100 Kg, ver fig. VT. V. f), pero
que dicho efecto varia con cualquier otro cambio. Por lo tanto, una fuerza ejercida sobre un
cuerpo puede ser completamente especificada por un vector axil.

Sea un mapa ubicado en la casa matriz de una empresa naviera. Supongase que todos los
dias a las 8 de la manana para cada barco de la empresa se indique sobre dicho mapa el
estado del viaje: longitud, latitud, rumbo y velocidad en nudos.
Evidentemente, dicha caracterizacion del estado del viaje de un barco puede ser efectuada
mediante un vector fijo tal como el indicado en la fig. VT. V. h.

Longitud

Ciudad
del Cabo

[ ]
Buenos

Aires '/,,\v Latitud

Punto de J Vector fijo de médulo 18
Aplicacion (velocidad del barco)

Fig. VI. V. h

Se hace notar que no todas las magnitudes que no son escalares pueden ser caracterizadas
por vectores. Hay magnitudes no escalares que requieren caracterizaciones aiun mas
elaboradas que las que suministran los vectores.

VT VI

Alcance del resto de este capitulo

a.

C.

La teoria de los vectores libres es la mas sencilla, y presenta una analogia con la teoria de
otros entes matematicos que permite hacer generalizaciones muy valiosas.

La teoria de los vectores fijos en general, no presenta mayor interés. En cambio, la teoria de
la familia de vectores fijos que tienen un mismo punto de aplicacion puede ser facilmente
reducida a la teoria de los vectores libres. Esta familia particular de vectores fijos si presenta
interés practico.

La teoria de los vectores axiles es bastante distinta (y bastante mas complicada) que la teoria
de los vectores libres. Desde un punto de vista funcional, el desarrollo de la teoria de los
vectores axiles corresponde a un curso de mecéanica o de estatica, donde su aplicacion a
fondo es inmediata.

Por todo lo antedicho, en lo que resta de este capitulo se tratard Gnicamente con vectores
libres, y cuando a continuacion aparezca la palabra “vector” a secas ha de entenderse que se
esta hablando de un vector libre (salvo que se indique explicitamente que se trata de otro
tipo de vector).
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e. El lector se hard a si mismo un sefialado servicio a lo largo de su trayectoria profesional si

al trabajar con vectores o leer algo sobre vectores determina desde el vamos si estd tratando
con vectores libres, axiles o fijos (cosa que casi todos los autores se cuidan muy bien de
indicar).
No tener en cuenta esto puede conducir a sorpresas desagradables. Por ejemplo, dos
vectores libres cualesquiera pueden siempre ser sumados, lo que no ocurre con los vectores
fijos o axiles; y la suma de vectores libres es siempre asociativa, lo que no ocurre en el
campo de los vectores axiles.

VT VII

Notacion

Tanto los vectores como sus representaciones son indicados con simbolos a, b, etc.

A los méodulos de dichos vectores se los indicara como|c7 b|, etc.

2

VT VIII

Vector nulo

Todo vector cuyo modulo sea cero sera llamado vector nulo, y se lo simbolizard como 0. (Notar
que esto es una ampliacion de la definicion dada en VT. II a).

VT IX

Igualdad de vectores

Se define que:
1°. Todos los vectores nulos son iguales entre si.

2°. Un vector nulo no es nunca igual a un vector no nulo.

3°. Dos vectores no nulos a y b son iguales cuando y solo cuando tengan el mismo modulo,
la misma direccion y el mismo sentido; es decir cuando y sélo cuando los simbolos
d y b no sean mas que designaciones distintas de un mismo vector (ver VT. II a).

VT X

Vectores opuestos

Se define que los vectores @ y b son opuestos cuando tienen el mismo mddulo, la misma direccion,
y sentidos opuestos.

El hecho de que los vectores a y b son opuestos se simboliza como:
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VT XI

Vectores unitarios o versores

Se llama vector unitario o versor a todo vector cuyo modulo es igual a 1.
A un vector a que sea unitario (versor), a menudo se lo indica como a o a.

VT XII

Producto de un numero real por un vector

a. Si d@ es un cierto vector y A es un numero real, se define que:
1°.SiA=0,setieneque 0 ad = 0, vector nulo.
2°. Si A >0, se tiene que A @ es un vector de la misma direccion y sentido que a, y
modulo igual a A veces el modulo de a.
3°. Si A <0, se tiene que A a es un vector de la misma direccion que a, sentido
opuesto al de a, y mddulo igual a |A| veces al modulo de @ (|7\,| es el valor

absoluto de A).
Ver ejemplos en la fig. VT. XII a.

-2) Fig. VT. Xl a
a ~
-1) a -
/ ( %/Z)y
b. Notar que el producto de un niimero real por un vector que se acaba de definir es una nueva

operacion, que no tiene nada que ver con el producto algebraico de dos nimeros, a pesar de
usarse el mismo simbolo (nada) para indicar a ambas.

c. Segun la definicion que se acaba de dar, y segin la definicion de vectores opuestos dada
anteriormente se tiene que:
-a (vector opuestode a)=(-1) a [1]
d. Dado un vector @ y dos numeros reales o y 3, segun lo definido en a. es:
a Ba)=(@pB) a ( R 2]
A

? Estos signos producto indican
Productos de numeros por vectores

b

_ ) Operaciones
— ~ distintas con la

. o misma notacion
Este signo producto indica el

Producto entre dos numeros

N~ -/

e. Segun la definicion dada en a. es evidente que:
1°. | Aa | = | A | | a |, para cualquier A. [3]
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2°.1 a = a, para cualquier a (4]
3°0a = 6,para cualquier a. [5]
4°. ) 0=0, para cualquier A. [6]
VT XIIT
Suma de vectores
a. Dados dos vectores a yl; no nulos cualesquiera, se define que su suma es un vector

indicado como a +b que corresponde a una representaciéon obtenida mediante la

construccion indicada en la fig. VT. XIII a.

Fig. VT. XIII a

Representaciones de los N
.fvectores a ser sumados Representacion de d + b
Representacion de b
colocada a continuacion
delade a

»
|

Representacion de @

v

Notar que esta suma de vectores es una nueva operacion definida entre nuevos entes. No
tiene nada que ver con la suma de numeros de la aritmética corriente (a pesar de usarse el
mismo signo + para indicar a ambas sumas).

Para completar la definicion de suma de vectores falta agregar que:

a+0=a 0+0=0

b. Evidentemente, una construccién alternativa a la indicada en la fig. VT. XIII a, es la
indicada en la fig. VT. XIII b.

Representacion de @ + b

(
A

i [Representaciones de los Repiesentacién
;I.i="‘""vect0res a ser sumados de b
\
> - Fig. VT. XIII b
Representacion de g
c. Propiedad conmutativa de la suma de vectores.

Se demuestra facilmente que:

i+ b =b +a 1]

d. Propiedad asociativa de la suma de vectores.
Se demuestra facilmente que:

(G+b)+¢=ad+(b+7) 2]
e. En base a [1] y [2] se demuestra que:
(G+b)+c=a+(b+E)=a+(C+b)=(a+)+b = 3]

=(C+ad)+b=C+(@+b)=Cc+(b+a)=(C+b)+ad=

=(b+8)+d=b+(C+ad)=b+(@+)=(b+ad)+¢.
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Al vector dado por cualquiera de los “miembros” de esta expresion se lo llamard a +b +c¢ .

f. Evidentemente: ~
&«  Vector opuesto de a

i+(-d)=0 [4]

Combinando las definiciones de producto de un numero por un vector y de suma de vectores
es facil demostrar que:

1°. Si a, B, ..., M son numeros reales y @ es un vector, se tiene que: A
(x+B+..+n)ad=0d+Pa+..+na

? ? ? A A A . o ) 5]
Signo + que indica suma de niimeros

Signo + que indica suma de vectores

J
2°. Si o es un numero real y a,b,...,n son vectores, se tiene que:
a(a+b+..+n)=aa+ab+..+an [6]

VT XIV

Diferencia de vectores

Se define que: Vector opuesto de l;

i-b=a+(=-b)

VT XV

“Angulo” formado por dos vectores

a. Sean dos vectores no nulos a y b . Se define que el angulo formado por dichos vectores es

el angulo menor o igual que & radianes (< 180°) que forman dos representaciones de los
mismos que tengan un origen en comun. (ver fig. VT. XV a).

\/Representacién de b

Representacion
de 5 \\/
Fig. VT. XV a
b. Se hace notar que lo que se acaba de definir es el angulo formado por dos vectores (entes

definidos por un moddulo, una direccién y un sentido), y no solamente el de las dos
representaciones de los mismos que tengan un origen comun.

c. Se dira que dos vectores son perpendiculares cuando el angulo que forman es igual a /2
radianes (90°).
Se dird que dos vectores son paralelos cuando el angulo que forman es igual a cero.
Evidentemente, dos vectores paralelos tienen la misma direccion y sentido.
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VT XVI

Ternas ortogonales espaciales

Sea la terna de ejes ortogonales T1 indicada en la figura VT. XVI a, (se recalca que se trata de una
terna de ejes y no de tres vectores).

Sea otra terna ortogonal cualquiera. Si trasladando y rotando esta tltima terna se llevan sus ejes x e
y a coincidir respectivamente con los ejes x e y de la terna T1, ocurre una de las dos siguientes
alternativas:

1°. Los ejes z de ambas ternas coinciden (caso de la terna T3 de la fig. VT. XVIb).

2°. Los ejes z de ambas ternas son opuestos (caso de la terna T2 de la fig. VT. XVI¢).
Esto indica que toda terna ortogonal del espacio puede ser clasificada en dos categorias segin cual
sea la posicion de su eje z con respecto a sus ejes X € .

Z Terna Terna
T1 T2
/2 /2 /2
/2
1 Y > /2
b1¢ L’ 7
X
X
Fig. VT. XVI a Fig. VT. XVI b Fig. VT. XVIc¢

Esta clasificacion se efectia de la siguiente manera:

- Dada una terna, si extendiendo los dedos pulgar, indice y medio de la mano derecha puede
hacérselos coincidir respectivamente con los ejes x, y, z de la terna, se dird que dicha terna es
derecha.

- En caso de que lo antedicho resulte imposible se dira que la terna es izquierda. En este caso sera
posible extender los dedos pulgar, indice y medio de la mano izquierda y hacerlos coincidir
respectivamente con los ejes X, y, z de la terna.

Existen otras convenciones (la del tirabuzon, la del observador, etc.) para definir cuando una terna
es derecha y cuando es izquierda. En el fondo son todas equivalentes. Asi que, cuestion de gustos!!.

Por razones obvias, conviene trabajar siempre con un mismo tipo de terna. En lo sucesivo, y de
acuerdo al uso general, se trabajaréd siempre con ternas derechas.

VT XVII

Expresion cartesiana de un vector

a. Sean tres versores i, j y k cuyas direcciones y sentidos coinciden respectivamente con la de
los ejes x, y, z de una terna derecha de ejes ortogonales (ver fig. VT. XVII a).
Estos tres versores formaran lo que en lo sucesivo se llamara terna ortogonal derecha de
Versores.
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Sea una terna ortogonal derecha de ejes x, y, z; y sea i,/,k la correspondiente terna
ortogonal derecha de versores.

Sea un vector a. Sea una representacion de a tal que el origen de dicha representacion
coincida con el origen de la terna de ejes (ver fig. VT. XVII a).

AZ(e
Z (punto) } Z (cje) Fig. VT. XVIl a

a, (coordenada)

4

..................................... P,
a, (vector] e
i
Py ’% . a (vector,
_ P, .
k < Pia, = . Y (eje)
t < ) v d, (vegtor) / -
a_| (vector - 0 a_., (vector) \
i
Pia

A \Y Y (punto)
/ \_—~ X (punto) ay (coordenada)
ay (coordenada)

X (eje)

Por el punto A, extremo de la representacion de a, tracense planos Py, Py, y Pz,
perpendiculares respectivamente a los ejes x, y, z; es decir paralelos respectivamente a los
planos yz, Xz y Xy.

Estos tres planos Py, Py y Pz, y los planos yz, xz y Xy constituyen por construcciéon un
paralelepipedo recto, siendo la representacion de a una diagonal del mismo.

Sean los vectores dy, ayy d, cuyas representaciones sean respectivamente los segmentos

orientados OX, OY y OZ .Sea a «y €l vector representado por el segmento orientado ov.
Por ser OXVYO un paralelogramo se tiene que:

Axy= dxt dy 1]
Igualmente, por ser OVAZO un paralelogramo se tiene que:

=iyt d, 2]
y entonces por [1] resulta que:

a=axtayta, [3]

Notar que por ser Py, Py y P, perpendiculares respectivamente a los ejes X, y y z se tiene que
los puntos X. Y v Z no son mas que las proyecciones ortogonales del punto A sobre los ejes
X, V YV Z respectivamente.

Sean ay, a, y a, respectivamente las coordenadas segiin x, y y z de estos puntos X,Y y Z.
(Por favor, en lo sucesivo no confundir las coordenadas a, a, y a, con los vectores ay, ayy
El Z)'

Por lo definido en VT XII (producto de un nimero real por un vector) se tiene entonces que:
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ay=ayl Zzyzay] a,=a, k

lo que reemplazando en [3] indica que:
dzaxf+ay] +aZl€

donde ay, a, y a, son las coordenadas segun una terna derecha de ejes [4]

ortogonales del extremo de la representacion de @ cuyo origen coincide

con el de la terna, y donde i,/ ylz son versores cuya direccion y

sentido son los de los ejes de la terna. _J

Notar que a, ay, y a, son numeros reales que, segun los casos, pueden ser positivos,
negativos o nulos (ver fig. VT. XVII b).

A
z

e>0
ey =0
e, <0

v

Cx

K )

Fig. VT. XVII b

La expresion [4] constituye la asi llamada expresion cartesiana del vector a _en funcién de

los versores 7,/ yk.

Esta expresion cartesiana es la manera mas “popular” de definir un vector. Considerar al
respecto que si un Sefior A deseara especificar un cierto vector al Sefior B usando
unicamente la definicion bésica de vector libre, se veria obligado a pasarle una
representacion del mismo, es decir una “flechita”, que deberia ser trasladada paralelamente a
si misma. En cambio, usando la expresion cartesiana, bastaria con que el Sefior A
especifique al Sefior B tres nimeros (ay, ay y a,), previo acuerdo sobre una terna ortogonal
convencional.

Modulo de un vector expresado en forma cartesiana.
Segtin el teorema de Pitdgoras se tiene (ver fig. VT. XVII a) que:

-2 -2 -2 —2 -2 -2 -2 -2 -2
04 =0V +0Z =(0OX +0Y )+0Z =0X +0Y +0Z
Es decir que:
|a 2 2 2 2
" =al+al+a
y por lo tanto:

|c7|=1/af+a;+az2 [5]

Cosenos directores de un vector expresado en forma cartesiana. Se tiene
(ver fig. VT. XVII a) que:
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cos = COS = X = a:
¢aj - ¢a,5X - ‘C-i‘ - 5 5 5
\/ax ta,+a;
a a
_ _ Ty _ y 6
COS @, ; =COS @, = ‘cﬂ = = - - [6]
\/ax ta,+a;
P i aZ —_ aZ
COS Q. =COS @;; = —= - > -
a a.ta,+a
y z j

Estos tres cosenos cos ¢, -,cos ¢, -y cos @ . son los asi llamados cosenos directores del

vector a segun la terna considerada.
Evidentemente:

a_ +a, +a

cos’ @ +cos’ @. ; +cos’ Q=
b 2. ' a

1 [7]

2
X
2
X

A S A S
N[N N

+a +a

Si de un vector a se especifica su modulo |Zl| y sus cosenos directores, el vector queda

completamente especificado ya que:
d=ai+ ay]' +ak= (|d| cos @, ; )i + (|c7| Cos @, )+ (|d| cos@, )k = 8]
= |c7|[(cos [ )i +(cos P, )j + (cos P )k]

Producto de un vector expresado en forma cartesiana por un numero real.

Sean:

a=ai+a,j+ak un vector cualquiera

A = ntimero real.
Es inmediata la demostracion de que:

Ad =(Aa,)i +(Ja,)j+(Aa )k 9]

Suma y resta de vectores expresados en forma cartesiana. Sean vectores cualquiera:

Es muy facil demostrar que:

a+b=(a,+b)i+(a,+b)j+(a, +b )k [10]
a-b=(a,~b)i+(a,~b,)j+(a, —b)k
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Generalizando, dados por ejemplo cuatro vectores a, b, ¢ y d se tiene que:
+b-c—d=(a,+b —c,—d )i +(a,+b, —c,—d )j+(a, +b —c —d )k [11]

—

k. Combinando lo visto en i. y j. se tiene que dados cuatro vectores d, b, ¢ yc? en forma
cartesiana y cuatro niimeros reales o, 3, ¥ y 0 se tiene que, por ejemplo:

oli — b — ¥ + &d = 1
(o, — b, — 1, +&d,)i +(aa,— fb, -y, +&d,)j+(aa, — b, — e, +&d,)k
VT XVIII
Proveccion de un vector sobre otro
Fig. VT. XVIII a Fig. VT. XVIII b
¢
a

¢&,l; X1 a
I

v
\ 4

bR 4

N
»

* C <G
P Proyeccion de ¢ sobre d

royeccion de b
sobre d

Sean dos vectores no nulos a y b . Sean representaciones de los mismos que tengan un origen

comun (ver fig. VT. XVIII a).
Dispdngase un eje x segun la representacion de a . Elijase como origen de coordenadas segun este

eje al origen comun de las representaciones de a yb . Por el extremo de b tracese una
perpendicular al eje x. La coordenada segtin x del punto de interseccion de dicha perpendicular con
el eje sera llamada proyeccion de b sobre a . Notar que esta proyeccion es un nimero “a secas”.

De manera similar podria definirse la proyeccion de @ sobre b .
Notar que una proyeccion puede ser un nimero positivo (fig. VT. XVIII a), o negativo (fig. VT.

XVIII b), onulo (a 'y b perpendiculares).

Si @ ;.5 ©s el angulo formado por a y b se tiene que:

—

b

Proyeccion de b sobre a =

cos @ ; (]

Proyeccion de a sobre b = |d |cos [
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VT XIX

Producto escalar de dos vectores

a. Se define:

1°. Dados dos vectores a y b no nulos:

N
_ _ P Angulo formado por d y b
a.b=la [b| cosp_
| | b 1]
Producto escalar  Médulo de G Modulo de b
ded por b
_/

2°. Para a y/o b nulos:

—

a.b =0

Se hace notar que el producto escalar de dos vectores es siempre un nimero real (que
puede ser positivo, negativo o nulo).
Como primera consecuencia de esta definicion se tiene que:
sia#0

~ - —~||= ~2

a.a= ‘aHa‘cos 0= ‘a‘ >0

2]

y por lo tanto:
|&| = Raiz cuadrada positiva de a.a . [3]

b. Se tiene que:
ab =|5”5‘ cosQ, ;= |c7|(‘5‘ cos Q. ;) :|c7|. Proyeccion de b sobre a
Igualmente hubiera podido demostrarse que.
ab =‘l;‘ Proyeccion de a sobre b

c. Propiedades del producto escalar:

Puede demostrarse facilmente que:

1°. (Aa)b = a.(Ab) = Aab), A = numero real [4]
2°. ab=ba (Propiedad conmutativa) [5]
3°. &.(5 +c)= ab+ac (ver apéndice A. VT. Iy II) [6]

(Propiedad distributiva del producto escalar con respecto a la suma de vectores)
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Producto escalar de dos vectores dados en forma cartesiana.
Si a=al+a,j+ak; b=bi+b,j+bk puede  demostrarse  que  (ver
apéndice A. VT. III):

ab = ab.+ab, +a.b, [7]
Célculo del angulo formado por dos vectores.
Sean dos vectores a y b dados en forma cartesiana.

Se tiene por [1] que: Por [7] y por [5] de VT. XVII

ab ab +a,b, +ab,

,I;: = =
e Ja+al+al b2 +b v

8]

Perpendicularidad entre dos vectores.
Si dos vectores a yl; son perpendiculares P :% (90°) y por lo tanto cosg,_ ; =0,

teniéndose asi que seria (ver [1]):

ib=0 [9]
Esta es la condicion de perpendicularidad de dos vectores.

Supdngase que, a titulo de ejercicio, se pidan hallar todos los vectores perpendiculares al
vector:

=2 -3j+k
Sea W= xi +yj + zk un vector, por el momento desconocido, perpendicular al a.
Entonces, por [9] debe ser:

aw=2x-3y+1z=0
Dando valores arbitrarios a dos de las tres componentes x, y y z, queda determinada la 3%. Se
tiene pues una familia infinita de vectores perpendiculares al a . Tomando por ejemplo x =1,
y = 2 resulta:
21-32+z=0 = z=4

Y resulta asi que uno de los infinitos vectores perpendiculares al 2i —3; + k es el vector
i +2]+4k .
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VT XX
Producto vectorial de dos vectores
a Se define:
Dados dos vectores a y b no nulos, el producto vectorial de @ por b (en ese orden) es \
otro vector indicado como G A b tal que:
1°. Angulo formado por
@ nb|=|d||p|senp, e iyb
B 4 ’ -
L \ Moédulo de b
Moédulo de a A b

Mbodulo de a

2°. La direccion de @ Ab es perpendicular al plano determinado por representaciones de
ay b que tengan un origen comun.
3°. El sentido de @ Ab esta dado por la siguiente regla de “la mano derecha”. Sean
representaciones de a yl; que tengan un origen comun. Extendiéndanse los dedos
pulgar e indice de la mano derecha respectivamente sobre las representaciones de
ay b . Al poner el dedo medio perpendicular al pulgar y al indice, dicho dedo medio 1]
sefialara el sentido de G A b .
(Nota: se postula que el angulo formado por el pulgar y el indice no supera nunca los 7

radianes (180°)).
Ver figuras VT. XX ay VT. XX'b.

ASentido de @ A b

e

Fig. VT. XX a Fig. VT. XX'b S‘e'ntido de dAD

4°. Se completa esta definicion estableciendo que:

GnD=0  Ond=0  OA0=0 j

b. De la definicion dada en [1] surge inmediatamente que:
1° anb=—(bAd) 2]
2°. and=0 (yaque seng,, =0) [3]
3°.Si¢_. =0 6m(0°6 180°) entonces es:

anb=0 (ya que sen @ - = 0)
4°. JaAb=anAb=AGAb) (verapéndice A VT.IV) [4]
c. También puede probarse (ver apéndices A VT. V y VI) que:
1 (@+b)AE=(GAC)+ (b AT) 5]
2°.CA(@+b)=(EAd)+(CAD) [6]
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Visualizacion geométrica de la magnitud del médulo ‘d Ab ‘ .

Esta visualizacion corresponde al mdédulo de un producto vectorial (que es un nimero) y no
al vector que es el producto vectorial.

Sean representaciones de los vectores a y b que tengan un origen comun (ver fig. VT. XXc).

/X/Paralelogramo de

base |Zl| y altura h

Fig. VT XX ¢

g
Evidentemente:
Area del paralelogramo sombreado = |§|.h = |d”l§‘ seng_ ;= ‘d A l;‘ (7]

Tener bien en cuenta que el paralelogramo no_es ‘5/\[)‘ (y menos aun es aAb).

, Y nada mas.

Sencillamente, el nimero que mide su area es igual al nimero ‘5 Ab

Producto vectorial de dos vectores expresados en forma cartesiana.

Sean los vectores: d@=a,i + ay]' +ak, b=bi+ by] +bhk.

Puede probarse (ver apéndice A VT. VII) que:

anb=(ab —ab)i+(ab, —ab)j+(ab, —ab)k 8]

Esta formula puede ser expresada en forma mnemotécnica como:

i ]k
anb= a, a, a, [9]
b, b, b,

ue lo indi n 1 drmu n rigor u inan

Notar que lo indicado en el 2° miembro de esta formula [9] no es en rigor un determinante
ya que los elementos que alli figuran, son una mezcla de versores y niimeros; teniéndose
por otra parte que todos los elementos de un determinante deben ser exclusivamente

numeros.
Sin embargo, aplicando la mecanica habitual del desarrollo de determinantes a [9] y tratando

ai,j ylz como si fueran numeros, de esta formula [9] sale la [8], que es la verdadera
expresion del producto vectorial de dos vectores dados en forma cartesiana.

Vectores no nulos con una misma direccion.
Evidentemente, si dos vectores no nulos @ y b tienen una misma direccidon, entonces sera

9. =006¢_ . =x,loqueimplica que sea:

‘5Ab‘:|d”b‘sen @.; =0 esdecirquesea: anb=0
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Entonces, segin [8], para que @ y b tengan la misma direccion ha de tenerse que:
ayb.—a-b, = 0 , axb.—a:by =0 , ab, — a,b, = 0
lo que también puede indicarse como:

ab.=ab, ab, =ab, axb. = a:by [10]

g. Si ademés de tener la misma direccion, a yb tienen el mismo sentido entonces es

@ = 0,10 que implica que sea:
ab = |c7”l;‘ cos0 = |Zz”l;
Es decir que debe ser (ver [7] de VT. XIX):
ab + ayby +ab >0 (ay b con el mismo sentido) [11]

, valor positivo.

En cambio, si a y b tuvieran sentidos opuestos, seria ¢_ . = 7, lo que implica que sea:

ab = |d”l§‘ COSTT = —|d”l; , valor negativo.
Es decir que deberia ser:
ab,+ab, +ab_(0 (d@ y b con sentidos opuestos) [12]
VT XXI
Producto doble mixto
a. Dados tres vectores d, b y ¢ cualesquiera, el producto doble mixto de esos

tres vectores en el orden dado es:

Producto vectorial

(G,b,¢)=a.(b AT)

. 1]
...................................... v\

Producto doble mixto de Producto escalar

d,b yc, eneseorden y,

Notar que el producto doble mixto (d,b,¢) es un numero ya que es el producto escalar de

los vectores a y (l; AC).

b. En base a la formula [4] indicada mas abajo puede probarse que:
(@b,6) = (b,¢,d) = (¢,d,b) =~(b,d,¢) =~(d,¢,b) =—~(€,d,b) 2]
c. Visualizacion geométrica de la magnitud de (a b, c).

Sean representaciones con un origen comun de tres vectores cualesquiera d, b y ¢ (ver fig.
VT. XXI a).
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‘5 AC (perpendicular al plano formado por b yc)

Fig. VT. XXI a

b

Por el extremo A del vector a, tracese una perpendicular a la representacion de b A (oa
su prolongacion), y una perpendicular al plano determinado por las representaciones de

b y ¢ . Sean V y W los correspondientes puntos de interseccion.
Como evidentemente el poligono OVAWO es un rectangulo, AW =0V y como:
W = |5|COS Piine
Se tiene entonces que:
AW =altura del paralelepipedo de la fig. VT. XXI a = |c7| cos @ .

Como por otra parte, segun visto en VT. XX d la base de dicho paralelepipedo tiene un area

igual a ‘E A E‘ se tiene que:

Volumen del paralelepipedo = Area de su base ® su altura =
- \E A 5\|a| cos@. . =a(b nd)=(d,b,0) 3]

C

Tener en cuenta que dicho paralelepipedo no es el producto doble mixto (d,b,¢); sino que

la medida de su volumen resulta igual a la magnitud de (a b, ¢), y nada mas.

Producto doble mixto de tres vectores dados en forma cartesiana.
En base a lo ya visto es facil probar que:

(d,h,¢)= a.(b,c.—b.c,)+a,(b.c,—bc.)+a. (bc, —byc,) [4]
Esta formula también puede ser puesta bajo la forma:

x y z

(@,b,6)=|b, b, b, [5]

o o
S~
S~

=
<
N
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En este caso, el 2° miembro de esta formula [S5] es un verdadero determinante ya que todos
sus elementos son numeros.

Para que tres vectores no nulos a, b y ¢ sean tales que:
(@,b,0)=ad.(b Ac)=0 [6]
debe cumplirse por lo menos una de las siguientes condiciones:

1°. Debe ser b Ac¢ =0, lo que implica que sea ‘l; A E‘ =0, lo que a su vez supone que

sea:
@lp|sen g, ; =0 7]
Como |c7 | =0 y‘l; ‘ # 0porser ay b no nulos, para que ocurra lo indicado en [7]

debeser ¢_. =00¢_. =7, es decir que:

Para que sea b A¢ =0 _, los vectores b y ¢ _deben tener la misma direccion.

2°. Para que sea a.(b Aé)=0enel supuesto que sea b A¢ #0, ha de tenerse que:
|5”E/\E‘COS¢§5AE =0 8]
Como |Zi| # Oy‘l; N E‘ # 0, para que ocurra lo indicado en [8] debe ser ¢ =7/2.

Entonces, ha de tenerse que representaciones de da,b,¢ y b AC que tengan un origen
comun han de ser tales la que representacion de a sea perpendicular a la representacion de
b Ac¢ . Pero como la representacion de b Ac¢ es perpendicular a las representaciones de

b y ¢, se tiene entonces, que las representaciones de da, b y ¢ consideradas deben ser
coplanares (ver fig. VT. XXI b).

Es decir que:

Para que sea a.(b A¢)=0_siendo bAc#0, ha de tenerse que las direcciones de

a, b y ¢ han de ser todas paralelas a un mismo plano.
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Fig. VT. XXI b
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Apéndices del capitulo sobre vectores libres

A.VTI1

Mas sobre proveccion de un vector sobre otro

Sean las representaciones de los vectores a y b indicadas en trazo grueso en la figura A. VT. I a

a.

Fig. A. VT.1a

Sea un eje x segun la representacion de a , con el mismo sentido de dicho vector. Elijase un
origen de coordenadas 0 arbitrario sobre dicho eje.

Sean respectivamente P y Q el origen y extremo de la representacion de b . Trécense porPy
Q sendos planos perpendiculares al eje x y llameselos 7, y mq. Lldmese P" y Q" a los puntos
de interseccion de T, y Tq con el eje x. Sean X, y Xq- las coordenadas seguin x de Py Q.
Se demostrara a continuacion que:

Proyeccion de b sobre = Xo - Xy [1]

Tracese por P otro eje x Paralelo al x, y que tenga el mismo sentido positivo. Sea P el
origen de coordenadas de x .

Llamese Q" al punto de interseccion de X' con g, Sea Xq- la coordenada de Q" segiin el
eje x .

Sea otra representacion de @ que tenga su origen en P (representada en la figura A. VT. 1 a
en trazo grueso punteado).

C*omo To es perpendicular a x, también sera perpend*icular ax ya que por construccion X y
x son paralelos. Entonces una perpendicular a x trazada por Q estard comprendida
integramente en T, y por lo tanto cortard al eje X en el punto Q”, intersecciéon de x con
Q.

Entonces, segun la definicion de proyeccion de un vector sobre otro dada en VT. XVIII se
tiene que:

Proyeccion de b sobre = Xo~ [2]

Por otra parte, como:
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1°. Longitud de PQ"'= Longitud de P'Q’
ya que se trata de segmentos de rectas paralelas comprendidas entre planos paralelos.

2° Losejesx y X tienen el mismo sentido.
resulta que:

X —0=Xqg - Xy
es decir que:
Xo» =Xq - Xp
entonces por [2] se tiene que:
Proyeccion de b sobre d = Xq - Xp

que es lo que se pretendia demostrar.

A.VTII

Distributividad del producto escalar de vectores con respecto a la suma de vectores

a. Sean tres vectores @, b y € cuyas representaciones estan indicadas en la figura A. VT. Il a.

Fig. A. VT. 1l a
Por lo demostrado en A. VT. I se tiene que:
Proyeccion de b +¢ sobre G= Xy - Xp = (Xr —Xg) T (Xq' - Xp) = ] ]
= Proyeccion de b sobre a + Proyeccion de ¢ sobre a

b. Se tiene que:
Por [1]
5.(5 +¢)= |c7| (Proyeccion de b +¢ sobre a)=

= |&| [(Proyeccion de b sobre @ ) + (Proyeccion de ¢ sobre a)] =
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= |§| (Proyeccion de b sobre a)+ |5| (Proyeccion de ¢ sobre a) =
= db+ac
Ver b de VT. XIX

Resumiendo:

2]

a.(b+¢)=ab+ac

Esta formula puede ser facilmente amplificada. Asi:
(b+é+dy=alp+@+d)|=ab+a(E+d)=db+ac+ad

y, en general:

a.(b +..+b)=adb +..+db 3]

—
=

A. VT III

Producto escalar de vectores expresados en forma cartesiana

a. Sean los vectores a y b definidos en forma cartesiana con respecto a una misma terna
derecha de versores ortogonales:

—

i=ai+a,j+ak ; b=bi+bj+bk 1]

Se tiene que:



Por [3] de A.VT. II Por [4] de VT. XIX

«—

ab=a(bi+b j+bk)y=a(bi)+a(b,j)+a(b.k)

X y z X ¥y

=b (@) +b,(a.j)+b (ik)= bor 3] de AT

=b, [(axzY + ay] + azlg).f]+ by [(axlY + ay] + azlg)j']+
+b, [(axf + ay]' + aZE).E]z

=b|(@, )7 +(a, )i +(@.h)i |+ Por [4] de VT, XIX
+b, [(aj)j +(a,j)J + (az/’;)-Jv']Jr
b (@, 7V +(a, )k +(ak)k]|=

b o, Gy v a, () +a. (ED)+
b o ) +a, G+ a kDl
+b.la, G h)+ a,(jk)+a, k)
Como por otra parte es:

1o i =l[ljeos0=1; j.j=1 kk=1

o ij=[[ljcosz/2=0
k=0, ji=0; jhk=0; ki=0; kj=0
por [2] resulta que:

2

ab=ab +ab, +a.b,

A.VT1V

Se demostrara que:

Aanb)=(Adnb)=an(Ab)
A = ntimero real cualquiera

Sea A > 0. Entonces: Ver [3] de VT. XII
1°. ‘/15 A l;‘ = |/15”I;‘sen Prai = |/1||d”l;‘sen P

ycomo ¢_. =@ . porserA> 0, se tiene que:

N
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2]

] [1]
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Ver [3] de VT. XII

‘/15 /\Z;‘ = |/1||5”5‘ seng, ; = |/1”c7 A E‘ = ‘/1(5 A 5)‘

-
‘5 Ab ‘
Resumiendo:
Para A >0 es ‘MAI;‘z‘/l(&'/\l;)‘ [2]
2°. Por tener d y Aduna misma direccion y sentido, y por ser A > 0 resulta que:
Direccion de Ad A b =Direccién de G A b =Direccion de A(G@ A b) [3]
Sentido de Ad A b =Sentido de @ A b =Sentido de A(d A b) [4]

Y entonces, por [2],[3] y [4] se tiene que:
ParaA>0es A(GAb)=Adnb [5]

< . .
Sea A < 0; entonces: Ver [3] de VT. XII

1°. ‘/15 /\E‘ =|ﬂ&|‘5‘sen(oﬂg = |/1||c7”l;‘sen Dis
y como (ver fig. A. VT. IV a) se tiene que por ser A < 1 es:
Prai =T~ Ps5 = SNP 5 =SenP.;

se tiene entonces que: Ver [3] de VT. XII
8 7B = HafBlsens, ; =14 B 2@ 15
- )

Plano determinado por

‘5 Ab ‘ representaciones de
- d y b conun origen
A ,
a Ab comiin
A\
b
¢M,l§
A / Pis >
Aa a
v/l(ii Ab) Fig. A. V. IV a
Resumiendo:
ParaA <0 es ‘MAE‘z‘/l(&AZ;)‘ [6]
2°, Por tener d y Ad una misma direccion resulta que:
Direccion de Ad A b =Direccion de G A b =Direccion de Ala n b ) (7]

3°. Por ser A <0:
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Sentido de Aa = Sentido opuesto al de a
lo que implica que:

Sentido de Ad A b =Sentido opuesto al de a A b [8]
y como A <0:

Sentido de @ A b = Sentido opuesto al de A(d A 5) [9]
y entonces, por [8] y [9] se tiene que:

Sentido de Ad A b = Sentido de A(d A b) [10]

Por lo tanto, por [6], [7] y [10] resulta que:
Para A<O es A(@Ab)=Adnb [11]
d. Sea A = 0, entonces:
AiAb=0dAb=0Ab=0
Manb)=0Gnab)=0
y por lo tanto:
ParaA=0es A(GAb)=Adinb [12]
e. Por [5], [11] y [12]:
Paratodo A es A(GAb)=Ainb
f. De una manera andloga puede probarse que:

Paratodo A es A(GAD)=d A Ab

Quedando asi terminado de probar lo indicado en [1].

A.VTV

Proveccion de un vector sobre un plano

a. Sea un vector @ y un plano Q. Sean respectivamente P y Q el origen y extremo de una
representacion de a. Tracense por P y Q perpendiculares a Q. Sean P; y Q
respectivamente los puntos de interseccion de dichas perpendiculares con el plano Q. Sea a,
un vector tal que una de sus representaciones est¢ determinada por P; y Qi
(ver fig. A. VT. V a). Se dira que:

a,= Vector proyeccion de a sobre Q
Notar que al considerarse varias representaciones de a, por el procedimiento recién
indicado se obtendran varias representaciones de un mismo vector proyeccion a, (todas
estas ultimas representaciones tienen los mismos modulos, direcciones y sentidos).
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.0 2% representacion de d
1? representacion de a

PZ

Plano Q

/
Pl\ O

12 representacion de d,

2? representacion de d,

Fig. A.VT.Va

b. Sean los vectores a,b y s =da+ b (ver figura A. VT. V b)

Plano Q

Fig. A. VT. Vb

Sean &, by 5, las proyecciones sobre el plano Q de los vectores @, by §
respectivamente.

Se tiene que si las rectas que contienen a los segmentos oA y B’S” no fueran paralelas se
cortarian en un cierto punto o . Este punto o seria la proyeccioén sobre Q de un punto o
que seria la interseccion de las rectas que contienen a los segmentos 04 y BS . Como por

construccion es OA4 // BS , dichos puntos o0 y &” no pueden existir, teniéndose asi que

debe ser:
0’4’/ B'S’ 1]
Por motivos analogos debe tenerse que:
OB’/ 4’S’ 2]
Resultando entonces por [1] y [2] que:
5, =ad, +b, 3]

Se ha pues demostrado que:
Proyeccion de a sobre Q + Proyeccion de b sobre Q =

[4]

= Proyeccion de (a + b ) sobre Q
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A. VT VI

Distributividad del producto vectorial con respecto a la suma de vectores

a.

Se demostrara que:
1° (@+b)AE=(GAC)+ (b AT) 1]
2°.CA(@+b)=(CAa)+(CAD) 2]

Se efectuard una demostracion previa.

Sea un vector a y un versor ¢ que tenga la misma direccion y sentido que ¢ .

Sean representaciones de d y ¢ con un origen comun tal como las indicadas en la figura A.
VT. VI a.

Sea un plano Q perpendicular a ¢ y que pase por el origen comun de las antedichas
representaciones de @ y ¢ .

////ﬁﬂﬁr///

Plano Q

Fig. A. VT. Vla
Sea:
a, =Proyeccion de a sobre Q
Entonces se tiene que:
oo el DU A
1°. |a A c| = |a||c|sen Pic = |a1| = |a1||c|sen3 = |al A c|
Resumiendo:
|a nc|=l|d, ncl 3]
2°, Como d, d, y ctienen representaciones coplanares (plano & en la
figura A. VT. VI a) se tiene que:
Direccion de a A¢ = Direccién de a, A¢ [4]

3°. Como segun la regla de la mano derecha es evidente que:
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Sentido de a A¢ = Sentido de a, A¢ [5]
Entonces, por [3], [4] y [5] resulta que:
d, =aANC=d, NC [6]

Puede observarse (ver figura A. VT. VI a) que se obtiene una representacion de
d, =a Ac rotando a la representacion de a, un angulo igual a /2 hacia la derecha

sobre el plano Q.

Sean d, b y ¢ vectores no nulos y tales que no tengan representaciones coplanares. Se tiene
que (ver figura A. VT. VI b):

1°. Porser s =d+b, y por lo visto en A. VT. V resulta:
5, =d, +b, [7]

2°. Por ser la figura formada por las representaciones de a,, b, y s, una rotacion hacia la

derecha sobre el plano Q de la figura formada por las representaciones de a,, b, y s,
entonces por [7] es:

5,=d,+b, 8]
3°. Por lo visto en b. es:
d,=dné, b,=bAc; 5,=5Aé 9]

y entonces por [8] y [9] es:
SAC=(GAE)+(b AC)
ycomo s =d+ b resulta finalmente que:

(G+b)AC=(GAC)+ (b AC) [10]
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Fig. A. VT. VI b
Plano Q

Por [10]:

cl@+5)acl=[el@ne)+ B ~d)|=[c@ne)+|ElB Ac)
y por [1] de A. VT. IV resulta:

(@+b) Alce = @ nlele) + (b Alele)
y cOmo:

¢ =|ele
se obtiene finalmente que:
Para vectores @, b y ¢ que no tengan representaciones coplanares es: )

(G+b)AC=(GAC)+ (b AT)
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e. La demostracion de que la formula [1] es valida cuando 4, b y ¢ tienen representaciones
coplanares y ninguno de ellos es nulo es bastante sencilla, y se deja a titulo de ejercicio.
Por otra parte, la verificacion de la validez de [1] cuando uno o mas de los vectores a, b yc
sean nulos es inmediata.
Lo recién indicado y la férmula [11] determinan que la féormula [1] sea valida para

d, b y ¢ cualesquiera.

f. Se tiene que:
! qu Ver [2] de VT XX Por [1]

En(a+b)=—|@+b)né|=@nd)+oad)=
=—(@GAC)—(bAC)=(CAG)+(CAD)

Resumiendo: Ver 2] de VT. XX
EA(G+b)=(Cnd)+(CAb) [12]

Quedando asi demostrada la formula [2].

A. VT VII

Producto vectorial de vectores expresados en forma cartesiana

a. Sean los vectores a yl; definidos en forma cartesiana con respecto a una misma terna
derecha de versores ortogonales:
a=ai+a,j+ak y b=bi+b,j+b.k [1]

Se tiene que: Ver [5] de VT. XX Ver [4] de VT. XX

Il 4—

inb=(ai+a,j+ak)ynb=(ainb)+(a,jrb)+(aknb)= \

=a (i Ab)+a,(jab)+a (kAb)=
Ver [6] de VT. XX
=ax[7/\(bx7+by]‘+bzl€)]+ ay[fxx(bj+by]+bzl€)]+ l
+alf A +b,]+b.k)]=

=a i A (bj)]+ [lY A (byj)]-l_ [’Y A (bz];)]}_i_ Ver [4] de VT. XX 2]

va, {7 D]+ [F A, )]+ A 0.0+
rafkn@ D+ A®, D+ EA®.0])=

=a b, G AD]+ b, A D+ .G A+
va, b.GAD) b, G A D]+ .G A
+afp.(k AD)|+ b, & A D)+l & A0}
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b. Se tiene que:
\
PAT=0, Tnj=k ink=-j
jai=—k, jaj=0, jak=i 3]
kai=j, knj=—i, knak=0
J

y entonces, por [2] y [3] resulta:

anb=a (b,0+bk-b_j)+a (-bk+b0+bi)ta (bj—b,i+b0)=
=(a,b, —a.b))i +(ab,—ab,)j+(ab,—ab, )k

Resumiendo:

anb=(ab —ab)i+(ab —ab)j+(ab, —ab)k
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Ejercicios y problemas sobre Vectores

Dados los vectores a y b dela figura, y siendo |c7| =2y ‘Z;‘ =3, hallar ‘d+l;‘ y ‘d—l;‘ .

\ w6 Recta coplanar con las

representaciones de @ y b

Hallar el 4ngulo que forman G y b sabiendo que |Zi| =23;

a,i+b 6

5+5‘=2 y

Hallar el angulo que forman a y b sabiendo que |d| =1;

E‘zﬁy‘d+5‘=\/§.

Determinar los modulos de los vectores 5y5 si ‘5+5‘:2; [0 =x/3 'y

@; ..; =1308969.

a,i+b

Un bote cruza un rio de 1 km de ancho en direccion perpendicular a la corriente con una
velocidad de 3 km/h. Llega a la orilla opuesta con un desplazamiento de 250m en el sentido
de la corriente. Calcular la velocidad del bote y de la corriente con respecto a tierra.

Demostrar vectorialmente que las diagonales de un rombo son perpendiculares entre si.

Dados los vectores @ =2f —3j+k y b =6i +2j -3k, hallar:
a)
b)
c) 4a

d) 3a-2b

) d

f) Cosenos directores de b
g) ab

h) ¢.;

i) Proyeccion de a sobre b
i) danb

k) \a N \

1) Versor de igual direccion y sentido que a

+

S Sy

QI Q)

VT. 8 Hallar un vector a tal que |d| =6ya=li+A+k.
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9 Hallarx tal que @ =37 + 4 + xk;

i =13.

10 Hallar un vector a tal que |c7| =18 y que sus cosenos directores sean respectivamente —4/9,
7/9 y 4/9.

11 Hallar x tal que @ =7 +xj —2k;b =3i —2 + 4k sean perpendiculares entre si.
12 Hallar x tal que la proyeccion de @ =37 + j + xk sobre b = —4i +4j + 2k seaigual a 2.

13 Hallar un versor perpendicular a los vectores
G=2i—j+5k;b=1+3]—k

14 Hallar el area del tridngulo cuyos vértices sean los puntos A(-2,1,1); B(1,-3,2) y C(-2,1,4).
15 Hallar los angulos interiores y las tres alturas del triangulo definido en VT. 14.

16 Dados los vectores d =2i +2] —k;b =i —=3] +k;¢ =4i — j —k , hallar:
a) (@nb)c
b) (GAC)b

¢) (GAb)AC

~.(
|
=~
S
Il
|93}
<
+
(e
~
+
=
<

17 Hallar x tal que las representaciones de los vectores d =i +2;

¢ =—2i +xj +k , sean todas paralelas a un mismo plano.

18 Sea un cubo de lado 1.
a) Hallar el angulo que forman dos de sus diagonales internas.
b) Hallar el d&ngulo que forman dos diagonales consecutivas de sus caras.
c) Hallar el angulo que forma una diagonal de una de sus caras y una consecutiva diagonal
interna.

19 Dado un triangulo cuyos lados sean a, b y ¢, siendo los angulos opuestos a los mismos o, 3
y Y respectivamente, mediante métodos vectoriales demostrar que:

a)
c*=a’+b’—2.a.b.Cosy
b’=a’+c’— 2.a.c.CosP (Teoremas del Coseno)
a’=b’+ ¢’ - 2.b.c.Coso.

b)

a b c

= = (Teorema del Seno)
senx  senfl seny
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GEOMETRIA ANALITICA DE LA RECTA Y EL PLANO

GAI

Correspondencia entre vectores v puntos de un espacio euclideo

Dado un espacio euclideo tridimensional y fijado en el mismo un sistema de coordenadas
cartesianas ortogonal de origen O, a cada punto V del espacio le corresponde un tnico vector v, tal
que una de sus representaciones tenga su origen en O y su extremo en V. A la reciproca, a todo
vector v le corresponde el punto del espacio determinado por el extremo de la representacion de v
cuyo origen sea O (ver figura GA. I a).

A Z Fig. GA.1a

Vz

<l

Y
v

Esta correspondencia biunivoca permite usar a los puntos del espacio como vectores, y viceversa.
Asi, al vector v indicado en la figura GA. I a:

V= vxf+vyj +v_k
le corresponde el punto del espacio V cuyas coordenadas son vy, v, y v, y viceversa.
Al vector v se lo llamar4 vector posicion del punto V.

GAII

Ecuaciones vectorial v cartesiana de una recta determinada por uno de sus puntos vy por su
direccion

a. Sea W un punto de la recta en cuestion, y sea a un vector no nulo cualquiera que tenga la
misma direccion que la recta.
Se tiene (ver fig. GA. II a) que, siendo A un nimero real, el vector v = w+ Aa sera el vector
posicion de un punto de la recta.
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Ad Fig. GA. 1l a

Recta R

bl
N
»
|

|
v

Evidentemente, haciendo variar a A entre - o € oo, se tendra que la expresion:

V =+ Ad (1]
daré los vectores posicion de todos los puntos de la recta.
A esta expresion [1] se la llamard ecuacidn vectorial de la recta determinada por el punto W
y por la direccion del vector a .

Supoéngase ahora que las coordenadas del punto W sean w,, w, y w.. Se tendra entonces que
el vector posicion de W es:

Vv=wx17+wyj+wzk [2]
Supongase que sea:

5=axf+ayj+a21€ 3]
Entonces, poniendo:

V=uxi +y] +zk [4]

por [1], [2], [3] vy [4] resulta:
Xi+yj+zk =wi+ wy]' +wk+Aai+ ayj +a.k)
lo que implica que sea:
X =Wt da, y=w,+da, z=w, +/a, 5]

Supdngase en primer lugar que sea a, Z0, a, #0 y a. #0, es decir que el vector a no sea
paralelo a ninguno de los tres planos xy, yz y xz. Despejando a A de las tres expresiones [5]
e igualando resulta:

: = =% (6]

Esta es la ecuacidn cartesiana de la recta que pasa por (wy, w,, w;) y cuya direccion es la del
vector a, el cual no es paralelo a ninguno de los planos xy, yz y xz.

Por ejemplo, a la recta que pasa por (1, 2, 3) y que tiene la direccion del vector 3i +4; —k
le corresponde la ecuacion cartesiana:
x-1_y-2 z-3
3 4 -1
A la reciproca dada la ecuacion:
R, : x+3 _ y-1 _ z=2
2 3 4
se tiene que a la misma corresponde una recta que pasa por (-3, 1, 2) y que tiene la direccién
del vector 2i +3 + 4k .




GA3

Supoéngase ahora que el vector a, que tiene la misma direccion que la recta, sea ahora
paralelo a uno de los planos xy, yz , xz, por ejemplo al xy. En este caso sera:

di=ai+a,j+0k [7]
Entonces, por [S] resulta que es:
x=w, +Aa, y=w,+4a, zZ=w, [8]

Despejando a A de las dos primeras ecuaciones e igualando resulta que:
X=—w, V=W,

, z=w [9]

z

a, a,

es la ecuacion cartesiana de la recta que pasa por (wy, wy, w;) y cuya direccion es la del
vector a, el cual es paralelo al plano xy (pero no es ademas paralelo al yz o al xz).
Por ejemplo, a la recta que pasa por (-1, 2 3) y tiene la direccion del vector

a=2i +3k (vector paralelo al plano xz) le corresponde la ecuacion:
x+1 z-3

—= , =2
Ty 3 y
A la reciproca, dada la ecuacion:
R, :x=-2, yo3 _z4l
3 -2

Se tiene que a la misma corresponde una recta que pasa por el punto (-2, 5, -1) y cuya
direccion es la del vector 3/ — 2k , el cual es paralelo al plano yz.

Supoéngase ahora que el vector a que tiene la misma direccion que la recta sea paralelo a
dos de los planos xy, yz, zx, es decir que sea paralelo a uno de los ejes X, y, z. Suponiendo
que a sea paralelo al eje y se tendra que:

a=0i+a,j+0k [10]
Por [5] resulta entonces que:

xX=w y=w, +4a, zZ=w [11]

X

Como A es un valor arbitrario, entonces y sera también un valor arbitrario. Por lo tanto, la
ecuacion de una recta que pasa por (wy, wy, W) y es paralela al vector a es:

X =Wy , zZ=Ww, (y = arbitraria) [12]
Por ejemplo, la recta que pasa por (-1, -2, 3) y es paralela al vector 2i es:
Ri:y=-2,z=3 (x = arbitraria)
A la reciproca, dada la ecuacion:
Ryx=2,y=-3

Se tiene que la misma corresponde a una recta que pasa por (2, -3, cualquier cosa) y es
paralela al vector a = k .



GA 4

GA III

Ecuaciones vectorial y cartesiana de una recta determinada por dos de sus puntos

Sea W; y W3, los dos puntos que determinan a la recta.

Z A .
Fig. GA. llla

Recta R

Evidentemente (ver fig. GA. III a):
1°. El vector a = w, —w, tiene la misma direccion que la recta R.

2°. El punto W; (y el W») es un punto de la recta, resultando asi que el problema queda
reducido al tratado en el parrafo anterior, teniéndose que la ecuacion vectorial de la recta que
pasa por W; y W es:

v=w + AW, —w) 0 V=w,+A(w, —w,) [1]
Por ejemplo, sea la recta determinada por los puntos W(1, 2, 3) y W»(1, 4, 6). Como:

W, =1 +2]+3k y W, =1 +4] +6k
se tiene que:

W, =W, =00 +2j+ 3k (vector paralelo al plano yz)
y entonces por [1] resulta que la ecuacion vectorial de la recta sera:

Xi +yj+zk =i +2] +3k + A0i +2] +3k) 2]

lo que implica que sea:
x=1, y=2+A2 z=3+A3 [3]

Despejando a A de las igualdades 2* y 3* de [3] e igualando resulta:

siendo esta expresion la ecuacion de la recta que pasa por (1, 2, 3) y (1, 4, 6).
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Cosenos directores de una recta

C.

GAS

Sea una recta R. Sea a@ un vector que tenga la misma direccion que la recta. Se dira que los

cosenos directores de a son cosenos directores de la recta R.

Ahora bien, como el vector - @ también tiene la misma direccion que R, resulta entonces
que _la recta R tiene dos juegos de cosenos directores, siendo evidente que los valores de

uno de estos juegos son los negativos de los respectivos valores del otro.

Entonces, si una recta R tiene la misma direccion que el vector:
a=al+a,j+ak
se tiene que los cosenos directores de la recta R seran:
a a, a

cosaziﬁ COSIB:iﬁ COS}/:i
\a; ta, +a: Ja, ta, +a:

4

2 2 2
ya; +a, +a;

[1]

En esta expresion, los signos + corresponden a uno de los juegos de cosenos directores y los

signos — corresponden al otro.

Por ejemplo, sea la recta ya considerada en d. de GA. II:

Rix=—2, 223-7%
3 -2

Segun se vio, esta recta tiene la direccion del vector.

a=0i +3] -2k
resultando asi que los cosenos directores de R, son.
cosa=10 cosf= i; = 10,832 cosy = i_—z =70,554

V32 +(=2)° 3% +(=2)°

Entonces:

1 juego de cosenos directores: 0; 0,832; -0,544
pdo juego de cosenos directores: 0; -0,832; 0,544

GAYV

Distancia de un punto a una recta

a.

Sea una recta R y un punto P exterior a la misma (ver fig. GA. V a).

Fig. GA.Va

Recta R
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Sea:
a : vector cualquiera que tenga la misma direccion que R

b : vector tal que una de sus representaciones tiene su origen en un punto cualquiera de la
recta (se le designara como W) y su extremo en P.
Entonces, segun es evidente:

d = distancia del punto P a la recta R =

@] [p] seng,; |anb|

=|b sen@. . = = =—

T —-
Resumiendo:

‘5 N
d = distancia del punto P a la recta R = |ﬁ| [1]

a

b. Por ejemplo:
-1 _y- 2 _z- 3

X
Seael punto P(1,0,-1)ylarecta R:
p ( )Y 5 3 )

Un punto de esta recta es evidentemente (1, 2, 3). Puede entonces ponerse:
b=1-1i +(0-2)j+(-1-3)k =0i =2 —4k
Como un vector que tiene la misma direccidon que la recta es evidentemente:

G=20 +3j+4k, |a|=+2>+3*+4> =429 2]

se tiene entonces que:

i J Kk
inb=12 3 4
0 -2 —4

= 47 +8] -4k ‘5AE‘=\/(—4)2 +87 +(=4) =96 3]

resultando asi por [1], [2] vy [3] que:

J96

d = distancia del punto P a la recta R =—— =1,819

J29

GA VI

Distancia entre dos rectas del espacio que no sean paralelas

a. Sean dos rectas del espacio R; y R,. Sea una 3* recta R; perpendicular a R; y R,. Se define
que la distancia entre las rectas R; y Ry es la longitud del segmento de la recta R
comprendido entre R; y R, (ver fig. GA. VI a).
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Fig. GA. VI a

R, 1R,
R, 1R,

k.,

0)
A//i
X

I
_ Distancia entre R
é A b R1 y R2 1

Tomese un punto cualquiera W de la recta R; y un punto cualquiera W de la recta R;,. Sea
un vector w tal que una de sus representaciones tenga su origen en W, y su extremo en Wo.
Evidentemente:

d = distancia entre R; y R, =

= | Proyeccion de w sobre un vector que tenga la misma direccion que Rj | 1]
Sea a un vector que tenga la misma direccidon que R, y sea b un vector que tenga la misma

direccion que R,. Se tendra entonces que a A b es perpendicular a R; y R, lo que implica
que tenga la misma direccion que Rs.
Entonces, por [1] es:

d = distancia entre R; y R, = | Proyeccion de w sobre a A b | [2]
Por otra parte se tiene que:

(an l;).fv = ‘& N Z;‘ (Proyeccion de w sobre a A I;)

Es decir que:

‘(5 /\Z;).\ﬂ = ‘5 A E‘ | Proyeccion de w sobre a Ab | [3]
resultando asi por [2] y [3] que:

o \(a A 5).@

d = distancia entre R; y R, =— [4]
‘a AT ‘5 /\5‘ seria nulo si R; y R, fueran paralelas

Por ejemplo, sean las rectas:

x-3 +5 z+1 x+1 -1 z-3
R, : =Y = y R,: =¥ =

2 -3 5 -4 3 -1

Se puede tomar:
W= (@3, -5, -1) W, =(-1, 1, 3) a=2i —3j+5k b=—4i +3j -k

Resultando entonces:

1 0= (=1=3)i +[1=(-5)]j + - (-D}k =—4i +6j + 4k



GA 8

2°.
ik
anb=[2 -3 5|=-12i-18j -6k ;la /\E‘ = (=12)* +(~18)* +(=6)> =22,45[5]
-4 3 -1
3 l(G@nb ).ﬂ =|(—4)(=12) + 6(~18) + 4(—6)| = 84 [6]
y entonces por [4], [S] y [6] resulta que:
d = distancia entre R; y R, = 84;5 =3,7416

b

Evidentemente, para que dos rectas se corten es necesario y suficiente que su distancia sea
nula. Por lo tanto (ver [4]), la condicion de corte de dos rectas es:

(@a Ab)w =0 [7]
lo que también puede expresarse como:
w, o ow,w

X ¥y z

a, a, a/|=0 [8]
b, b, b

y z

(w,d,b) =

Por ejemplo, se verificara si las rectas:

x=2 -3 z—-4 x-3 -5 z-7
R, : =Y = y : =2
4 5 6 7 8 9
se cortan o no.
Se puede tomar:

Wi=(2,3,4) W,=3,5,7) a=4i +5j+6k  b=7i +8]+9%
De donde resulta que:
w=0GB-2)i +(5-3)+(T—-4k =i +2] +3k

y entonces, como:

1 2 3
(w,d,b)=|4 5 6/=0
7 8 9

se tiene que las rectas R; y R, consideradas en efecto se cortan.
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GA VII

Angulo formado por dos rectas del espacio que se cortan

a. Previa verificacion de que las rectas consideradas en efecto se cortan (ver GA. VI c¢),
tomense sendos vectores que tengan las mismas direcciones que las rectas (ver fig.
GA. VII a).
Fig. GA. VIl a

Recta R,

Evidentemente uno de los angulos formados por las rectas consideradas sera el angulo
formado por los vectores respectivos:

—

a.
¢ﬁ,l§ = arc.cosT , 0< ¢ﬁ,l§ <z 1]
a

b

Siendo el otro angulo iguala 7—¢_ .

b. Por ejemplo, un angulo formado por las rectas (que se cortan) R; y R, consideradas en d de
GA. VIes (ver [1]):
o —arc cos‘i—am cos 47+58+6.9 ~
“ | V42 +52 167477 +8° +9°

= arc.cos 0,998 = 0,063256
siendo entonces el otro angulo formado por dichas rectas igual a:

-9, ; =3,078334

GA VIII

Condicion de paralelismo de dos rectas del espacio

a. Sean dos rectas del espacio R; y R,. Sean @ y b dos vectores que respectivamente tengan las
mismas direcciones que R; y R,. Evidentemente, estas rectas seran paralelas si sus
correspondientes vectores a y b tienen una misma direccion. Sean por ejemplo:
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i=ai+a,j+ak b=bi+b,j+bk
y segun ya visto:
d y b tienen una misma direccion cuando y solo cuando:

a.b,=ab, ab.=ab. ayb. = a.b, 1]
siendo entonces esta formula [1] la condicion de paralelismo de R; y Ry.

b. Ejemplo. Sean:

x-1 _y+2 z-4 x+4  y+5 z+1

: R
2 3 4 Y g 6 8
Entonces puede tomarse:
a=2i +3j+4k b=4i +6] +8k
y cOmo:
3.8=4.6 : 28=44 , 26=34

resulta entonces que R; y R, son en efecto paralelas.

GA IX

Condicion de perpendicularidad de dos rectas que se cortan en el espacio

a. Sean dos rectas R; y R, que se cortan en el espacio. Sean ay b dos vectores que
respectivamente tengan las mismas direcciones que R; y R,. Evidentemente R; y R, seran
perpendiculares solo cuando a y b 1o sean. Sean:

i=ai+a,j+ak b=bi+bh j+bk
Segun visto:
d y b son perpendiculares cuando y solo cuando d.b = ab . +ab, +ab, =0 [1]

siendo entonces esta formula [1] la condicion de perpendicularidad de R y Ry.

b. Sean las rectas:
R _x—lzy—lzz—l x-5 y—-6_ z+6
o 2 2 4 5 -7
Un punto de Ry es wi(1, 1, 1) y un punto de R, es w»(5, 6, -6)
Se tiene entonces.
Ww=G-Di +(6-1)j+(-6-Dk =4i +5j -7k

y R, :

a=1+2]+2k b=4i +5] -7k
4 5 -7

(w,a,z?)z 2 2[=0 esdecir que R; y R; en efecto se cortan.
4 5 -7

Resultando ademas que R; y R, son perpendiculares ya que (ver [1]):
Gb=14+25+2(-7)=0
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GA X

Ecuacion vectorial y cartesiana de un plano determinado por uno de sus puntos v por una
recta perpendicular a él

a. Sea un punto P que pertenece al plano a determinar. Sea su vector posicion:
pP=pi+tp,j+p.k [1]
Sea V un punto genérico del espacio. Sea su vector posicion:
V=xi+y+zk 2]

Sea un plano 7 que contiene al punto P. Evidentemente:
1°. Si V también pertenece a T, entonces el vector v — p serd paralelo a 7.

2°.Si V no pertenece a T, entonces v — p no sera paralelo a 7.

De lo que resulta que el plano m estd compuesto por todos los puntos V tales que sus
vectores posicion v sean tales que v — p sean paralelos a 7.

b. Sea una recta R perpendicular a 7:
R:ETW. YTW, _Zow 3]
b, b, b.

Un vector que tiene la misma direccion que R es evidentemente:
b=bi+b,j+b.k

Por ser RLx se tiene que blx, y por lo tanto b es perpendicular a todos los vectores
paralelos a 7.
Entonces, por lo visto en a. se tiene que para todos los puntos V pertenecientes a T sus
vectores posicion v han de ser tales que.

bLl(v-p)
es decir que han de ser tales que:

b.(v—p)=0
Esta es la ecuacion vectorial del plano 7 perpendicular a R y que contiene al punto P. Esta
ecuacion también puede ser expresada como:

by=bp=s [4]
c. De [1], [2] y [4] surge la ecuacidn cartesiana de dicho plano:
(bi +b,j+bk).(xi +yj+zk)=(bi+b,j+bk).(p,i+p,j+p.hk)
es decir:
byx+b,y+b.z=bpct+bp,+bp.=s [5]
d. Ejemplo:

Se pide hallar la ecuacion cartesiana del plano m, que contiene al punto Pi(1, 2, -3) y es

perpendicular a la recta
R : x=3 _ y=2 _ z—1

2 3 -4

En este caso es:
b=2i +3]—4k
p=i+2j-3k
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y por lo tanto el plano 7 buscado tiene una ecuacion cartesiana.
2x+3y-4z=21+32+(-4)(-3)=26

Ejemplo:
Se pide hallar la ecuacion cartesiana del plano 7 que contiene al punto P»(1, 0, 2) y es
perpendicular a la recta

x—1
R,: > =y , z=1
En este caso es:
b=2i+j+0k
p=i+0j+2k
y por lo tanto la ecuacion cartesiana del plano 7, es:
2x+y=21+10+02=2 , z = arbitrario
GA XI

Ecuacion cartesiana de un plano determinado por tres puntos no alineados

a.

Fig. GA. XI a

Ba(x2, y2, 22) Bi(x1, y1, 21)

V(x, v, 2)

o(x0, Y0, Z0)

n/ y

v

"

Se trata de hallar el plano © determinado por los tres puntos no alineados Bo(xo, Yo, Zo),
Bi(x1, y1, 21) y Ba(X2, ¥2, 22) indicados en la figura GA. XI a.
Sea V(x, y, z) un punto genérico del plano 7.

Sea b, el vector tal que una de sus representaciones tenga su origen en By y su extremo en

B;. Sea I;Z el vector tal una de sus representaciones tenga su origen en By y su extremo en
B..

Sea V un punto cualquiera del plano w. Sea v el vector tal que una de sus representaciones
tenga su origen en By y su extremo en V.

Evidentemente, seran:
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[;1 =(x, _xo);"‘(yl _yo)j"'(zl _Zo)];
Ez:(xz_xo);“‘(J’z_J’o)j"‘(Zz_Zo)lg 1]
V= (= x )+ (= 20)J (2 -2,k

Como los puntos By, B, B, y V pertenecen todos al plano 7, entonces las representaciones
consideradas de Z;I, l;z y v seran coplanares, lo que implica que sea:

V.(b, Ab,)=0 2]
Como, a la reciproca, si V no perteneciera al plano 7 se tendria que seria 17.(151 A I;Z) %0,

resulta asi que [2] es la ecuacion vectorial del plano .
Entonces, por [1] y [2] resulta que la ecuacion cartesiana del plano T es:

X=Xy Y=Yy 272,
X\ =Xy Y=Yy Z—%|=0 [3]

Xo =Xy Vo—=D)y Z;,72

Ejemplo.
Se hallara la ecuacion cartesiana del plano determinado por By (1, 0, 0), B; (0, 1, 0) y
B»(0, 0, 1).
Por [3] es:
x=1 y-0 z-0
0-1 1-0 0-0/=0
0-1 0-0 1-0

Desarrollando este determinante se obtiene:
(x+y+z)=1

Ejemplo.
Se hallard el plano determinado por el punto By(1, 1, 1) y la recta:

x=2 y—-4 z+1
3 —1 -5

R

Evidentemente, un punto de esta recta es B; (2,4,-1). Otro punto de la misma es (haciendo
y =3) B2 (5, 3, -6). La ecuacion cartesiana del plano determinado por el punto By y la recta
R es evidentemente el mismo determinado por By, B; y Bs.

Entonces (ver [3]) la ecuacion de dicho plano es:

x=1 y-1 z-1
2-1 4-1 —-1-1/=0
5-1 3-1 -6-1
Desarrollando este determinante y rearreglando se obtiene:

17x+y+162z=28
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lo cual es la ecuacion del plano buscado.

GA XII
Distancia de un punto a un plano
a. Sea O un punto del espacio. Sea su vector posicion:
q4=q,+q,j+q.k [1]

Sea 7 el plano del espacio cuyas ecuaciones son:

3]

bv=b. p=s ecuacion vectorial 2]
byx+byy+byz=s ecuacion cartesiana

Se pide hallar la distancia de Q a 7.

b. Sea p el vector posicion de un punto P perteneciente al plano 7.
Sea 7 el vector tal que una de sus representaciones tenga su origen en Q y su extremo en P
(ver fig. GA. XII a y b). Evidentemente se tendra que:

r=p-q [4]

Sea una recta cualquiera perpendicular al plano w. Evidentemente, puede elegirse la
perpendicular R que pasa por Q.
b serd un vector cualquiera que tenga la misma direcciéon que R. y tal que su sentido
“apunte “ de Q al plano.

Sea S el punto en que R intercepta a w. Evidentemente:

d = distancia de Q a © = Longitud del segmento @ [5]
Q
- - R
r Yy b
/ " '
° P
P (‘9_0— S ) 90(\/ S
~ r
p / g b
V4 \;A
O » _,
0 R g v b
Fig. GA. XIl a Fig. GA. XII b

Entonces, como (ver VT XVIII):
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Longitud del segmento @ = |Proyecci(')n de 7 sobre b |=

i pltcoses| |5 |55-q)| [pp-bd] ls-bd

e g TR

Y entonces se tiene por [5] que:

d =distanciade Qam = ‘S _ E.(j‘ [6]
2

Ejemplo.
Se pide hallar la distancia del punto Q(-1, -2, -3) al planow: x + y + z = 2.
Se tiene entonces que:

b=i+j+k : G=-1-2j-3k s=2
y por lo tanto

\5—13.67\ ) 2=+ + k)i =27 -3F) )
B Jeeeer

C-l-D+1-2)+1.(-3)] 2+ 6]

d=distanciade Qa =

= 4,618802
V3 V3
Ejemplo.
Se pide hallar la distancia entre los planos paralelos:
T:4x+6y—-8z=20 Ti-6x—9y+12z=24

Para empezar, debe verificarse que Ty " son en efecto paralelos.
Para que T y " sean paralelos, deben ser paralelos los vectores:

b=4i +6] —8k y b'=—6i —9] +12k

los cuales son perpendiculares respectivamente a Ty 7.

Usando la condicidn de paralelismo entre vectores indicada en [1] de GA. VIII se obtiene:
6.12 =(-8).(-9) 4.12 = (-8).(-6) 4.(-9) = 6.(-6)

con lo que resulta que Ty " son en efecto paralelos.

Una vez hecha esta verificacion, elijase un punto de " (o de m) y hallese su distancia a 7 (a

7). Esta distancia es la misma que media entre ambos planos.

Haciendo en la ecuacion de ©" x =y = 0, resulta z = 2 y por lo tanto Q(0, 0, 2) es un punto

dem’.

Entonces:

d = distancia entre Ty " = distancia entre Q y T =
) [20-[4.0+6.0+(-8).2] | _]0+1¢

4 +6% +(=8)° 10,583

=3,4016819
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GA XIII
Problema

a. Sea un plano .
Se pide hallar un plano ©" paralelo a ® y tal que su distancia al origen sea dos unidades
mayor que la distancia de 7 al origen.

b. Sea la ecuacion cartesiana del plano 7:
T:bx+byy+bz=s [1]
Como al origen corresponde el vector posicion 0, por [6] de GA. XII se tiene que:

o |0
d = distancia de & al origen = ——— = —; [2]

b
c. El plano " que es paralelo al w y que dista d + 2 del origen tendra una ecuacion cartesiana:
T iibyx+bytbz=s5' [3]

En la cual s es todavia desconocido.

(Notar que los coeficientes by, by y b, de [3] son los mismos de [2] ya que por ser T//T” se
tiene que ambos planos son perpendiculares a una misma recta R, y que en [1] se supuso que
b= b.i+ by]' + bzlg es un vector que tiene la misma direcciéon que R y que, y que por lo

tanto es perpendicular tanto a T como a T').
Por una argumentacion similar a la seguida en b. se tiene que:

s/
d"=d + 2 =distancia de " al origen = — [4]
Entonces, por [2] y [4] resulta que:
s g
sl d 4 d
d. De [5] resultan dos opciones para s’:

1% s" = (1+£js
d
288" = —(1+£js
d

It . , *, . . . .
Resulta asi que existen dos planos " y ® * cuya distancia al origen es dos unidades mayor
que la distancia de 7 al origen.
Las ecuaciones de esos dos planos estan dadas por la expresion:

bx+b,y+b.z= i‘(l+§js [6]
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Para verificar, por el mismo procedimiento indicado en b. se tiene que:
d’ =distanciade ©" 6 " al origen =
+ (1 + Zj s 5 | | 5
=f=(1+—ji=(l+—jd=d+2
AL

Porser1,2yd Por [2]
positivos

GA XIV

Angulos formados por dos planos que se cortan. Paralelismo vy perpendicularidad entre
planos

a. Se define que los dngulos formados por dos planos que se cortan (es decir no paralelos) son

los angulos formados por rectas perpendiculares a dichos planos, y que tengan un punto
comun.

Fig. GA. XIV a
Evidentemente (ver Fig. GA. XVI a) sera:
at+tP==n [1]
Sean los planos:
n:bx+by+b.z=s y T ibix+byy+tblz=5" [2]

Se tiene (ver [3] y [S] de GA. X):

—

b = vector que tiene la misma direccion que R (siendo R L 1) y que
“apunta” a =

—bi+bj+bik 31
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b’ = vector que tiene la misma direccion que R” (siendo R" L ") y que
“apunta” am =
=bi+b,j+b.k

El 4ngulo formado por b y & es:

bb +bb +bb
= arc.cos L 2 ; 0<@, . <7 [4]
JB2+B2 b2 \[b + 07 + b7 ’

b = arc.cos

bb’
blb’

Evidentemente ¢, . serd uno de los dngulos o o B formados por las rectas R y R,

perpendiculares respectivamente a los planos ® y . El otro angulo puede ser deducido
inmediatamente mediante [1].

b. Sean por ejemplo los planos:
T:xtyt+z=1 T :2x—-y+3z=2
Entonces seran:
b=i+j+k b'=2i —j+3k

y por [4] resulta que:

12+1.(=1)+1.3
JP A1 +1722 4 (1) +32

@, ; = arc.cos =0,9056002

b,

Este es uno de los angulos formado por ®y n’. El otro sera igual a:
7 - 0,9056002 = 2,2359924
Evidentemente, para que los planos T y ©" sean perpendiculares, es necesario y suficiente

que los vectores b yl; " sean a su vez perpendiculares, es decir que (ver [7] y [9] de VT.

XIX):
Ty 7’ son perpendiculares cuando y s6lo cuando b.b"=b b’ + b,b, +b.b. =0 [5]
c. Evidentemente, para que los planos T y " sean paralelos, es necesario y suficiente que los

vectores b y 4 tengan una misma direccion, es decir que (ver [10] de VT. XX):
Ty " son paralelos cuando y solo cuando:

byb’.=b.b’, , bob.=b.b’, , beb'y=b,b, [6]

GA XV

Angulo formado por una recta v un plano

a. Se define que el angulo @, , formado por la recta R y el plano 7 es el angulo menor o igual

que /2 formado por la recta R y su proyeccion sobre el plano 7 (ver fig. GA. XV a).
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\g\ Recta R Fig. GA. XV a

bhA Proyeccion de R sobre ©

QY

¢R T .' I

Plano

Supongase en primer lugar que los sentidos de d y b sean tales que representaciones de los
mismos que tengan su origen en un mismo punto I del plano, y tengan extremos que no

estén separados por el plano (caso de los vectores @ y bdela fig. GA. XV a):

T
h Por ser ¢a,5 :E —¢R’”
1]

=COSQ_ . =sen@, .

Entonces:

Ql
SH

b

i

Como en el presente caso es 0 < @5 < % se tiene que cos P2 0, lo que implica que sea
a.b > 0 .Entonces por [1] se tiene que:

ab

2]

@y, =arc.sen—-
a|b

Por ejemplo, sean la recta R y el plano m:

R: = ,2=12 n:2x—y+z=3

Puede entonces tomarse:

a=3-4j ] =37 +(—4)* =5

2% -j+k ‘E‘ =27 +(=1)7 +17 =2,4495

Sy
I

y entonces resulta que:
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@bl 3.2+ (=4)(-1)|
@, = arc.sen—— = arc.sen =0,9553
’ |Zz”b‘ 5% 2,4495
GA XVI

Condiciones de paralelismo v perpendicularidad entre una recta v un plano

a. Sean la recta R y el plano w. Sea a un vector paralelo a la recta y sea b un vector
perpendicular al plano. Evidentemente, para que R y m sean paralelos es necesario y

suficiente que a sea perpendicular a b , es decir que sea a.b = 0. Resumiendo:

R // T cuando y solo cuando d.b = ab.+ab, +ab, =0 [1]

b. Dadas la recta R” y el plano 7', sea @’ un vector paralelo a la recta y sea b" un vector
perpendicular al plano. Evidentemente, para que sea R" L ®" es necesario y suficiente que

d’ y b’ tengan una misma direccion, es decir que sea ‘5'/\1)" = 0. Resumiendo, y teniendo

en cuenta a [10] de VT. XX resulta que :
R"1L w" cuando y solo cuando a,’b.” = a.’b," ; a.'b," = a,’b,"; a.’b," = a.’b,’ [2]

c. Ejemplo. Dados:
R: x—1 - y_—l
2 2
Puede tomarse:
a=2i +2j+0k b=i+]+0k
y cOomo:
2.0=0.2 20=0.2 21=12
resulta entonces que es:

,z=3 n:x+ty=4

Rl=xm

d. Ejemplo. Dados:
R:x=1;y=2 n:xt+ty=4
Puede tomarse:
=k b=i+]
y como:

Gh=01+0.1+1.0=0
resulta entonces que es:
R//Tw

GA XVII

Interseccion de dos rectas

a. Sean las rectas R y R’ cuyas ecuaciones vectoriales son:
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R:v=w+a R v =w+Ad [1]

Evidentemente, en el punto de interseccion (si existe) se tiene que:
w+Ada=w+Aa’ [2]

Poniendo:
k; a=ai+a,j+ak
w=wi+w, j+wk
La expresion [2] toma el aspecto:
wi+w j+wk+Aai+ajtak)=wi+w j+wk+A(ai+a,j+alk)
lo que puede ser escrito como:
la.2-a.2)=(w = w, ¥ +[a, 2, 2) - (), —w, )l +[(@.2— aZ2) = (w! = w. )l =0
lo que implica que en el punto de interseccion de las rectas debe tenerse que:

adl-a A =w —-w
a,d—a, A =w,—w [3]

aA-al=w -w

Este es un sistema de tres ecuaciones con dos incognitas, A y A".

Pueden presentarse tres alternativas:

1°. El sistema no tiene solucion. En este caso las rectas R; y R, no se cortan.

2°. El sistema tiene infinitas soluciones. En este caso R; y R, son la misma recta.

3°. El sistema tiene una tnica solucion. Sea (A;, A'1) dicha solucion. En este caso al punto de
interseccion I le corresponde el vector posicion v, dado por cualquiera de las siguientes

expresiones:
v, =w+Aa 6 v, =w+Ada [4]

Ejemplo: Sean las rectas:

x-3 y—-4 z-1

2 3 -1 1 1 2
En este caso es:
a=2i+3j -k a'=i+j+2k W=3i +4j+k W=2i +2] +4k

y entonces en este caso la ecuacion [3] toma el aspecto:
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2A-2'=2-3=-1
3A-A'=2-4=-2
—1A-24"=4-1=3

Este sistema tiene una tnica solucioén (A , L") = (-1, -1), y por lo tanto el vector posicion V;
del punto de interseccion I es (ver [4]):

(Bi +4j+k)—(2i +3] —k)

(20 +2] +4k)— (i + ] +2k)

Es decir que el punto de interseccion es (1, 1, 2).
Ejemplo: Sean las rectas:

x=3 y-4 z-12 , Xx=2 y=2 z-4

R: R : = =
2 3 -1 1 1 2
En este caso es:
a=2+3]—k a'=i+j+2k W=3i +4j+2k  W=2i+2j+4k

y entonces en este caso el sistema [3] toma el aspecto:

2A-A'=2-3=-1
3A-A'=2-4==2
—1A-21"=4-2=2

Una (tinica) solucion de las dos primeras ecuaciones de este sistema es (A, L") = (-1, -1).
Como esta solucion no satisface a la 3% ecuacidn, entonces el sistema no tiene solucion. Por
lo tanto, las rectas R; y R, consideradas no se cortan.

Ejemplo. Sean las rectas:

x—3:y—4:z—1 R,.x—l_y—l z=2

R: :
2 3 -1 4 6 -2

En este caso es:

—

=2 +3j—k Q=4 +6j -2k w=3i+4j+1k  W=i+,+2k

y entonces en este caso el sistema [3] toma el aspecto:
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2A—41 =1-3==2
34-61"=1-4=-3
—1A+24 =2-1=1

En este sistema la 2 ecuacion es la 1* multiplicada por 3/2 y la 3* es la 1* multiplicada por
(-1/2). El sistema tiene pues infinitas soluciones, y por lo tanto R; y R, son la misma recta.

GA XVIII
Recta interseccion de dos planos
a. Sean dos planos Ty " cuyas ecuaciones vectoriales son respectivamente:
T:byv=s 7 bV =y [1]

Sea P un punto de la recta interseccion (si existe) de dichos planos. Sea p el vector
posicion de P. Evidentemente, sera:

b.p=s 2]
b'p=s
Entonces, poniendo:

b=bi+b,j+bk b'=bli+bj+bk p=pi+p,j+pk
la expresion [2] toma el aspecto:

bx+by+bz=
{xx VY LZ=8 3]

bx+by+b.z=s

Pueden presentarse dos alternativas:

1°. El sistema no tiene solucion. En este caso los planos Ty T son paralelos.

2°. El sistema tiene infinitas soluciones. En este caso cada solucidon corresponde a un punto
de la recta de interseccion.

b. Ejemplo. Sean dos planos:

n:x+2y+3z=4 T :4x+5y+62=3
En este caso es:

b=i+2j+3k b =4i +5] +6k s=4 s'=3
y entonces en este caso el sistema [3] toma el aspecto:

x+2y+3z=4
4x+5y+6z=3

X z
Una solucion de este sistema es S Y .
arbitrario —5-2x 14/3+x
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Despejando x se obtiene:

De donde resulta que la recta interseccion es:

14
R : x—0 _ y+5 _ 3
1 -2 1
c. Ejemplo. Sean los planos:
n:x+2y+3z=1 T :3x+6y+9z=1
En este caso es:
b=i+2j+3k b =3i +6] +9%k s=s =1
y entonces en este caso el sistema [3] toma el aspecto:
x+2y+3z=1
3x+6y+9z=1

Multiplicando la primer ecuacion de este sistema por tres y restando el resultado de la
tercera se obtiene que 0 = -2, lo cual es imposible. Por lo tanto este sistema no tiene
solucion, y los planos Ty " considerados son paralelos.

GA XIX
Interseccion de una recta y un plano
a. Sean una recta R y un plano © cuyas ecuaciones vectoriales respectivas son:
R:Vv=w+lad bV =5 1]

Sea P el punto de interseccion (si existe) entre la recta y el plano. Sea p el vector posicion
de P. Evidentemente sera (ver [1]):

2]

S
S
Il
[}

p=iv+A,d

es decir que sera:
b.(w+A,d)=s, es decir que b.w+ A, (b.d)=s
De donde resulta que debe ser:

s—b.w
b.

A =

QU

y reemplazando este valor en la primera ecuacién de [2] se obtiene el vector posicion del
punto de interseccion:



Sy
Y

Ejemplo. Sean:

R:x—lzy—lzz—Z
2 3 -1

En este caso es:
W=i+]+ 2k

y entonces por [3] resulta que:

p=@+]+2k)+

a=2i +3j -1k

4= +2] +36).G + ] +26)]
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3]

n:x+2y+3z=4

b=i+2j+3k s=4

(2i +3j—k)=—i —2] +3k

(7 +2] +3k).2i +3] —k)

Teniéndose asi que el punto de interseccion de Ry wes (-1, -2, 3).

Ejemplo. Sean:
R:x=1,y=2
En este caso es:

Ww=i+2] =k
y entonces por [3] resulta que:

4=l + .G +2))];

p=>+2])+ L
P / (i + )k

Por lo tanto R y 7 son paralelos.

n:x+ty=4

S+ s=4

—

=1 +2] +—k, no existe.

()
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Ejercicios v problemas sobre 1a Geometria Analitica de la Recta v el Plano

Hallar una recta que pase por (1, 2, 3) y que sea paralela a la recta R :XT_I = y_—Z;Z =5

Sean las rectas:

Rlzx 3:y 7:z+3 y R2:x 1:y 2:z 3
2 5 -6 3 6 6
Indicar:

1°. Si estas rectas se cortan.

2°. En caso afirmativo, si son perpendiculares.

Hallar la distancia entre las rectas paralelas.
1:x—lzy—2:Z—3 y Rz:x—3:y—2:z—1
2 3 4 4 6 8

Hallar la distancia entre las rectas:
Ri:x=1,y=2 y Ry:y=3,z=4

Indicar las ecuaciones cartesianas de las dos familias de rectas que disten 1 del origen y
que sean perpendiculares al vector i + ] +k .

Hallar la ecuacion cartesiana del plano indicado en la figura adjunta.

Z A

1

2 y
1
X
. ., . . x-1 y-2 z-3
Indicar la ecuacion cartesiana del plano perpendicular a la recta R : 5 = 3 = p y
que contiene al punto (1, 1, 1).
Sean las rectas:
Rl:x—lzy—2:Z+3 y Rz:x_lzy_2:z+3
2 3 4 -1 2
Se pide:

1°. Indicar “a golpe de vista” el punto en que se cortan estas rectas.
2°. Indicar la ecuacion cartesiana del plano determinado por ellas.

Hallar las ecuaciones cartesianas de los dos planos paralelos al planow:2x+3 y—5z=3,
y que disten dos unidades de €l.
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Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1, 2, 3) y que es perpendicular al
plano2x+3y—-5z=3.

Indicar la ecuacion vectorial de una circunferencia que tenga su centro en (a , b) y tenga un
radio r. A partir de dicha ecuacién vectorial, hallar la ecuacion cartesiana de la
circunferencia.

Idem para una esfera de centro (a, b, ¢) y radio r.

Usando métodos vectoriales, determinar la ecuacion cartesiana de la tangente a una
circunferencia en un punto determinado de la misma.

Usando métodos vectoriales, determinar la ecuacion cartesiana del plano tangente a una
esfera en un punto determinado de la misma.
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INFINITOS

INF I

Aprendiendo a contar

a.

C.

Cuando el lector estaba en 1¥ grado, la maestra le ensefi6 a recitar en forma sucesiva los
numeros naturales: 1, 2, 3, .... Estos nimeros constituyen un conjunto al que se llamara N.
En dicho conjunto:

1°) A todo elemento le corresponde un elemento sucesor Uinico que estd definido por una ley
que fue enunciada en su hora por la antedicha docente de primeras letras. Es decir que
dado un nimero natural cualquiera se sabe siempre cual es el que sigue.

2°) No hay dos elementos de N que tengan el mismo sucesor.
3°) Hay un elemento tnico, el 1, que no es un sucesor de ninguno.

Es decir que queda perfectamente establecido un orden entre los elementos de N, existiendo
un elemento inicial Unico, 1, y no existiendo ningin elemento que sea el ultimo.

Una vez aprendida a conciencia la ley de sucesion del conjunto N, considérese el conjunto A
indicado en la figura INF La.

N={12-53-54-5556->7—>,...}

R~

Fig. INF La

El proceso de contar los elementos del conjunto 4 se define tal como sigue:

1°) Témese un elemento cualquiera de 4 y “decrétese” que estd en correspondencia con el
elemento 1 de N.

2°) A continuacion tomese uno cualquiera de los restantes elementos de A (es decir un
elemento de 4 para el cual todavia no se ha “decretado” una correspondencia) y
“decrétese” que esta en correspondencia con el elemento de N sucesor al anterior (con el
2).

3°) Contintiese con el mismo mecanismo hasta que todos los elementos de 4 estén en
correspondencia con un nimero natural.

El ultimo elemento de N que se puso en correspondencia con un elemento de 4 (el 6) sera

llamado cantidad de elementos de 4 o cardinalidad de 4.

Se hace notar que en vez del conjunto N de los nimeros naturales podria contarse en base a
cualquier conjunto que cumpla las condiciones 17, 2* y 3 enunciados en a. Asi, podria
contarse:
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1°) En base a los simbolos:
a—>b—->c—>aa—>ab—>ac—>ba—>bb— ...
cuya ley de sucesion es obvia.
2°) En base a las palabras:
RAZ - DWA — TRZY — ......
cuya ley de sucesion puede ser dada por cualquier nifio polaco.
Etc.
Queda asi evidenciado que el uso de los nimeros naturales 1, 2, 3, ... en el proceso de contar
es enteramente convencional.

INF 11
Infinitos
Supoéngase que mediante el procedimiento indicado en el parrafo anterior se intenten contar los
puntos de un segmento de recta. Evidentemente, no podria individualizarse ningiin nimero natural

n por una parte y todos los puntos del segmento por otra. Por grande que se tome a n siempre
sobraran puntos (ver figura INF Il.a).

N={l>2->53->54—>,..}

Fig. INF ILa

i | | | i
x=0 x=14 x=13 x=112 x=1
) N . S Segtin la correspondencia

‘T T f indicada, a todos estos

puntos no corresponde

ningun nimero natural.

En este caso se dird que la cantidad de puntos del segmento es infinita y que el conjunto de puntos
del segmento es infinito.

Notar que la_palabra infinito no denota ningin nimero. Constituye inicamente la confesion de
un fracaso, ya que indica que no se puede realizar un proceso de conteo.

Por las dudas, se repetira aca que para poder decir que se han contado los elementos de un conjunto
es necesario indicar un resultado final consistente en un ntimero natural especifico (por ejemplo

3792345384).

INF 111

Potencia de conjuntos

a. Se define que dos conjuntos tienen la misma potencia cuando vy s6lo cuando puede
establecerse alguna correspondencia uno a uno entre los elementos de ambos.

b. Se define que un conjunto 4 es de una potencia inferior a la de otro conjunto B cuando y
s6lo cuando:

1°) No puede establecerse una correspondencia uno a uno entre todos los elementos de 4 y
todos los elementos de B.
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2°) Si puede establecerse una correspondencia uno a uno entre todos los elementos de 4 y
parte de los elementos de B.

En el caso de conjuntos finitos (conjuntos cuyos elementos pueden ser contados) es evidente
que dos conjuntos tendran igual potencia cuando y so6lo cuando tengan igual cantidad de
elementos (ver por ejemplo la figura INF II1.a).

Fig. INF Ill.a

Sean ahora los conjuntos infinitos formados por los puntos de los segmentos AB y AC
indicados en la figura INF IILb. Entre los elementos de dichos conjuntos puede establecerse
la correspondencia uno a uno indicada en dicha figura, y por lo tanto los conjuntos de puntos

de los segmentos AB lE‘ tienen igual potencia (ver a).

4
/

Fig. INF IIL.b Fig. INF Ill.c
A C
Correspondencia uno a uno Correspondencia uno a uno
entre todos los puntos de AC entre todos los puntos de AC
y todos los puntos de AB . y parte de los puntos de AB .

El hecho de que también pueda establecerse la correspondencia indicada en la figura

INF IIl.c entre todos los puntos de AC y parte de los puntos de AB no altera el hecho de
que ambos conjuntos de puntos tengan igual potencial (notar el “alguna” que figura en la
definicion dada en a).
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INF IV

Comparacion de infinitos

a.

El concepto de potencia de un conjunto permite (hasta cierto punto) comparar infinitos. Si
bien ya no serd posible decir que “este infinito tiene mas elementos que aquel otro infinito”
ya que no se pueden contar sus elementos, se podra decir, eso si, que “tal infinito es de una
potencia superior (o igual, o inferior) a la potencia de aquel otro infinito”, pero habrd que
tener cuidado de no efectuar mentalmente la equivalencia “Potencia <> Cardinalidad” ya
que se trata de conceptos totalmente distintos.

Asi, si N es el conjunto de los nimeros naturales y P es el conjunto de los numeros pares se
tiene que puede establecerse la correspondencia:

1,2,3,4, 5, 6
2,4,6,8,10,12
con lo que resulta que N y P tienen la misma potencia, a pesar de que en N figuran los

elementos 1, 3, 5, ..., que no figuran en P. Tirando el rigor por la ventana, puede decirse que
“tratandose de infinitos, el todo es tan grande como algunas de sus partes”.

N o)

2 5 2 5 2

,10,1

b 2 b

P=1{ )

A titulo ilustrativo se demostrard que, dado un cuadrado de 1 m de lado, la potencia del
conjunto formado por todos sus puntos es igual a la potencia del conjunto formado por los
puntos de uno de sus lados.

y A
1
Punto A del
cuadrado
Ordenadade A=y,=0,7 1 7 2 o> Ya bz o °
/ f I \ >~ Correspondencia
"""""""" xaA:O,S 7712732..
Abcisade A=x,=0,57 2 3 .. 0 >
A A Punto o del lado horizontal

Fig. INFIV.a

La demostracion es inmediata teniendo en cuenta la correspondencia ilustrada en la figura
INF IV.a.
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INFV

Infinidades numerables

Se dice que un conjunto es una infinidad numerable cuando tiene la misma potencia que el conjunto
N de los niimeros naturales.

INF VI

Se demostrard a continuaciéon que el conjunto de los numeros racionales es una infinidad
numerable.

a. Considérese el cuadro siguiente cuyo génesis es obvio. Tracese un camino tal como el
indicado, que, partiendo de ) saltee todos los racionales iguales a algin otro que ya

aparecio antes (por ejemplo, se saltea a %, %, %, etc. por ser iguales a Y , nimero que ya

aparecio previamente).

._.
@
w|w

Evidentemente, en este cuadro aparecen todos los nimeros racionales positivos ya que dado
un racional positivo cualquiera, tarde o temprano el camino pasara por €l.

Entonces, entre los naturales y los racionales positivos puede establecerse la
correspondencia uno a uno.

n (natural) <> enésimo racional del camino indicado

Entonces, el conjunto de los racionales positivos es una infinidad numerable (ver INF V) ya
que tiene la misma potencia del conjunto N de los nimeros naturales.
Mediante una generalizacion obvia de lo arriba indicado puede demostrarse que el conjunto
de todos los nimeros racionales es también una infinidad numerable.
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INF VII

Union de infinidades numerables disjuntas

INF VII.1

Se demostrara que la unidn de dos infinidades numerables disjuntas es otra infinidad numerable.
En efecto, dadas las infinidades numerables disjuntas:

A= {al,az, } y B= {bl,bz, }
como puede establecerse la correspondencia

AUB= {al,b1,az,b2,....
i

queda demostrado lo propuesto.
INF VIIL.2
Se demostrara a continuaciéon que la unién de una infinidad numerable de infinidades numerables,

todas disjuntas entre si, es otra infinidad numerable.
Sean las infinidades numerables todas disjuntas entre si:

/! 4 ST
al 1 alz a13 ............... (Elementos de Al)
/ / v T 2
/3_21 3_22 3.23 ................ B (Elementos de 4 )
3 3 / 4 (Elementos de A°)

En este cuadro estan todos los elementos de todos los conjuntos 4 ya que dado un cierto aj
cualquiera, basta recorrer lo suficiente el camino para encontrarlo. _

Por lo tanto, a lo largo de dicho camino estan todos los elementos de A' U A* U ..U A" U ...
Entre dichos elementos y los nimeros naturales puede establecerse la correspondencia uno a uno.

n (natural) <> enésimo elemento a’j del camino indicado.

Entonces, el conjunto 4' U 4> U ....u A" U ... es una infinidad numerable (ver INF V) ya que tiene
la misma potencia del conjunto de los nlimeros naturales.
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INF VIII

Infinidades no numerables

INF VIII.1

Se dird que un conjunto es una infinidad no numerable cuando su potencia sea superior a la del
conjunto de los nimeros naturales.

INF VIIIL.2

a. Se probara a continuacién que el conjunto de todos los puntos del segmento [0 , 1]
constituye una infinidad no numerable.
Se demostrara dicha demostracion por el absurdo.
Si los puntos del segmento [0 , 1] constituyeran una infinidad numerable, existiria una
correspondencia uno a uno entre los elementos n del conjunto N de los naturales y los
elementos r de [0, 1] tal que pueda ser expresada por una tabla por el estilo de la indicada

en la figura INF VIIlLa.
ne N re[0,1]
1 I
2 I
3 I3

Fig. INF VIIL.a

Supongase que sobre el segmento [0 , 1], cuya longitud es evidentemente 1, se marquen los
puntos ry, 1, 13, ... indicados en dicha tabla. Ver figura INF VIILb.

S

: ¥ : :

: ¥ oo : : :
| : | oo ] | Lo L
0 I, I, I, r, I, 1

Fig. INF VIIL.b

Sean “subsegmentos” Si, S,, S3, ... < [0, 1] tales que respectivamente r; € S|, 1, € Sy,
r; € S, ..., y tales que sus longitudes respectivas sean:

£ € £
ZS2 :?, ZS3 —?, ......

s =

siendo £un nimero cualquiera tal que 0 < £< 1.
Sea:

S =S, US,US;U.....
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el conjunto de todos los puntos de [0, 1] que pertenecen a uno o mas de los S;. .
Sea L la suma de las longitudes de la totalidad de los segmentos que componen a S .
Como Sy, Sy, S3, ... no son disjuntos resulta que:

* £ £ £

y por una argumentacion similar a la seguida en NR II b se tiene que:

*

L <¢

Ahora bien, segtn es evidente, todos los puntos r; de la tabla indicada en la figura INF VIIl.a
pertenecen a S , y por lo tanto puede decirse que dichos puntos estan agrupados dentro de un
conjunto de segmentos cuya longitud total es L.

Pero como por otra parte L” < & & <1y la longitud de [0, 1] es 1, se tiene que existen
puntos de [0, 1] que no pueden hacerse corresponder con ningiin n € N.

Como idéntico trabajo podria efectuarse con cualquier tabla de correspondencia que se
pueda imaginar, resulta entonces que no puede establecerse una correspondencia uno a uno
entre los numeros naturales y los puntos (numeros reales) del intervalo [0, 1].

Por otra parte, puede establecerse la correspondencia:

{+,1.4, 4, ... c[0,1]

con lo que resulta que si puede establecerse una correspondencia uno a uno entre los
numeros naturales y parte de los reales del intervalo [0, 1].

Esta conclusion y la hallada en a determinan (ver b de INF III) que la potencia del conjunto
N de los nimeros naturales sea inferior a la potencia del conjunto [0, 1].

INF VIIIL.3

De una manera similar a la indicada en INF VIIL.2 puede probarse que:

1°) La potencia del conjunto de los nimeros naturales es inferior a la potencia del conjunto de los
numeros reales de un intervalo cualquiera no degenerado.

2°) La potencia del conjunto de los nimeros naturales es inferior a la potencia del conjunto de todos
los numeros reales.

INF IX

Se probara a continuacion que si de una infinidad no numerable se elimina una infinidad numerable
de elementos, lo que queda sigue siendo una infinidad no numerable.

Sea K una infinidad no numerable y sea D una infinidad numerable siendo D — K. Evidentemente,
el resultado de eliminar D de K es K" = K — D (ver figura INF IX.a) lo que implica que sea:

K=K uD [1]
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Fig. INF IX.a

Si K’ fuera un conjunto finito, como D es una infinidad numerable se tendria que K seria
también una infinidad numerable (ya que, segun puede verificarse facilmente, la unién de
una infinidad numerable con un conjunto finito es una infinidad numerable), lo cual es
contra hipotesis.

Por lo tanto se tiene que K’ es un conjunto infinito.

De la infinidad K" (que por el momento no se sabe si es 0 no numerable) puede extraerse
una 2° infinidad numerable D’. Evidentemente, el resultado de eliminar D" de K’ es
K=K’ - D’ (ver figura INF IX.a), lo que implica que sea:

K=K uD’ 2]
Entonces, por [1] y [2] se tiene que:
K=K "uD)uD=K"”"u (D" uD) [3]

Observando a [3] y [2], resulta que entre los elementos de K y los elementos de K” puede
establecerse una correspondencia uno a uno ya que:

1°) Para empezar se tiene que los elementos de D" U D y los elementos de D" pueden ser
puestos en correspondencia uno a uno, ya que por ser D y D’ infinidades numerables
disjuntas (ver figura INF [X.a), se tiene que D" U D es también una infinidad numerable
(ver INF VIL1), y por lo tanto tiene la misma potencia que D".

2°) Los elementos de K** pueden ser puestos en correspondencia con si mismos.
Resulta asi que K y K’ tienen la misma potencia, quedando asi demostrado lo propuesto.

INF X

Potencia del continuo

Por lo visto en d de INF III resulta que todos los conjuntos, formados por los nimeros
comprendidos en un intervalo cerrado no degenerado cualquiera, tienen la misma potencia.

Segun visto en INF VIII, dicha potencia es superior a la de una infinidad numerable. Ser4 llamada
en lo sucesivo potencia del continuo.
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INF XI

Potencias superiores a la del continuo

a. Sean los nimeros del intervalo [0, 1]. Estos numeros forman un conjunto cuya potencia es
la del continuo (ver INF X).
Sea el conjunto:
Z = {Todos los posibles subconjuntos de [0, 1]} = {Yz}
Supoéngase que existiera una correspondencia uno a uno entre los elementos de Z y los de
[0, 1]:
ze [0, 1] Yze Z [1]
Sea un conjunto Y, formado de la siguiente manera:
Cada z del intervalo [0 , 1] figurara en Y, cuando y s6lo cuando dicho z no figure en el Yy
que le corresponde en la correspondencia uno a uno indicada en [1]. Este Yy, que es un
subconjunto de [0, 1], sera entonces distinto de todos los Yz considerados en [1], con lo que
resulta que dicha correspondencia no tiene en cuenta al Y indicado.
Como idéntico trabajo podria realizarse para cualquier correspondencia del tipo de la [1] que
pueda imaginarse, resulta entonces que no puede establecerse una correspondencia uno a
uno entre los elementos de [0, 1] y los elementos de Z.
b. Por otra parte, puede establecerse la correspondencia:
ze[0,1]¢—> {z} e Z [1]
Siendo {z} un subconjunto
de Z formado por el inico
elemento z.
con lo que resulta que si puede establecerse una correspondencia uno a uno entre los
elementos de [0 , 1] y parte de los elementos de Z.
Esta conclusion y la hallada en a determinan (ver b de INF III) que la potencia de Z sea
superior a la potencia de [0, 1], es decir que la potencia de Z sea superior a la potencia del
continuo.
INF XII
Observacion

Hasta el dia de hoy se conocen soélo tres potencias de infinitos, pero no se ha demostrado que no
existan otras (si el lector quiere tratar!!!). Estas potencias son, por orden creciente:

1°) Potencia del conjunto de los numeros naturales: Infinidades numerabes.

2°) Potencia del conjunto de nimeros de un intervalo no degenerado. Potencia del continuo:

Infinidades no numerables.

3°) Potencia del conjunto de los subconjuntos del conjunto de nimeros reales de un intervalo no

degenerado: Infinidades no numerables.
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Estas potencias son a menudo llamadas respectivamente ALEF1, ALEF2 y ALEF3.

Por ejemplo:

1°) El conjunto de todos los puntos del plano constituye un infinito de potencia ALEF2.

2°) El conjunto de todas las curvas del plano constituye un infinito de potencia ALEF3.

3°) El conjunto de todos los nimeros complejos con parte real e imaginaria enteras constituye un
infinito de potencia ALEF1.
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Uso del software MATHEMATICA 6.0 en el Algebra

Soft I

Generalidades

a. La computacion se ha hecho una herramienta indispensable en la ingenieria practica.
Célculos que con métodos mas elementales constituian verdaderas orgias aritméticas,
requiriendo grandes cantidades de ingeniero-hora (horas caras), y presentando a cada paso la
posibilidad de cometer un error; mediante la computacion se han hecho ahora
increiblemente rapidos y seguros.

b. MATHEMATICA es un software interactivo de computacioén disenado para aplicaciones
matematicas, y también de otra naturaleza.
Su gama de aplicacidon es enorme, pero en estas paginas se considerara inicamente su uso
en lo que se refiera al “Algebra Practica”, que es lo que se ha venido desarrollando en el
presente trabajo.

c. Para activar dicho software se empieza por hacer un doble clic sobre el icono
MATHEMATICA. A continuacion, la computadora presentard una pantalla en blanco. El
operador debera teclear entonces el calculo u operacion cuyo resultado le interesa, por
egjemplo 1+2. Automdticamente, el software ubicard lo tecleado en una posicion
predeterminada.

A continuacion el operador deberd operar la tecla INTRO. Esto determina que:

A la izquierda de la operacion o célculo pedidos aparecerd la inscripcion In[1]:=
A renglon seguido aparecerd la inscripcion Out[1]= seguida por el resultado del calculo u
operacion pedidos por el operador.

Lo que quedara en pantalla serd pues:
In[1]:=1+2
Out[1]=3

Para un célculo u operacion ulterior se procedera igual que lo recién descrito.

La unica diferencia serd que aparecerdn las inscripciones In[2]:= y Out|[2]=, en vez de las
In[1]:=y Out[1]=y asi sucesivamente. Si después de una tanda de calculos se desea iniciar
otra, o terminar con la sesion, se debera teclear Exit| | o Quit, seguido de INTRO

Una nueva tanda se iniciaria con In[1]:= y Out[1]=
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Potencia

AND logico

OR logico

Unidad imaginaria
Infinito

L8

Raiz cuadrada de x
Logaritmo neperiano de x
Potencia x de e

%

%%

% n 6 Out[n]

X->a

X=a

SOFT 2
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a+tb

a-b

a b (“hueco” entre a y b) 6 a*b
a/b

a™x

&&

|

I obien i

Infinity o bien «

Pi o bien it

E o bien e

Sqrt[x] o bien Vo

Log[x]

Exp[x] o bien e”

Resultado indicado en el ultimo Out
Resultado indicado en el penultimo Out
Resultado del input de orden “n”

La variable x asume el valor a de manera temporaria
solo para el input actual

La variable x asume el valor a de manera permanente

Existen atin otros simbolos, que seran explicados a medida de que aparezcan.
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Soft IIT

Expresiones:

a.

Sea:
In[1]:= f=x+1
Out[1]= 1+x

x+1 es una expresion. La letra f es el nombre o representacion global de dicha expresion.

Un nombre o representacion global puede tener uno o més simbolos puestos uno a
continuacion del otro. El primer simbolo debe ser siempre una letra, y todas las letras deben
siempre ser mindsculas. Ejemplos de nombres posibles son:

f, f4, g21, b8v, zkb, etc
Sea:
In[2]:=gg={1,3,5,7}
Out[2]={1,3,5,7}

(1,3,5,7} es otra expresion cuya representacion global es gg. Notar que la f indicada
anteriormente representaba una funcioén de x, mientras que esta gg es simplemente una lista
de numeros que no son funcidon de nada

A veces a una expresion no se le asigna ningiin nombre. Por ejemplo:

In[3]:= (2"3)+4
Out[3]= 12

Practicamente, todo lo que se escribe en MATHEMATICA es una expresion, salvo sus
nombres o representaciones globales (ver Wolfram, paginal90).

Dadas una o mas expresiones, puede manipularselas de dos maneras distintas:

1) Indicando las manipulaciones a efectuarse sobre el nombre o nombres de la o las
expresiones correspondientes. Por ejemplo:

In[4]:=f "2 (f fue definido en In[1])
Out[4]= (1+x)*

2) Indicando las manipulaciones a efectuar directamente sobre la expresion o
expresiones indicadas “in extenso”. Por ejemplo:

In[5]:=(1+x) "2
Out[5]= (1+x)*
Si se desea “olvidar” una expresion f previamente definida se pone:

In[6]:= Clear|f]

En este caso el programa no regresa un Out
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Si se define en primer lugar:

In[7]:=h=x"2

Out[7]= x*

y mas adelante (no necesariamente inmediatamente después) se pone:
In[8]:= h = Log|[x]

Out[8]=Log [x]

la letra h quedara designando a Log[x] (borrandose de la memoria la anterior definicioén de
h=x%).

Soft IV

MATHEMATICA trabaja en principio con numeros racionales en forma exacta, de manera
tal que manipulaciones con niimeros racionales dan siempre resultados que son niimeros
racionales exactos.

Puede sin embargo pedirse a MATHEMATICA que trabaje con aproximaciones decimales
de nimeros reales. Por ejemplo, haciendo:

In[9]:= (2/3-3/5) (5/2)

se obtiene:
| .
Out|9]= P numero racional

Para pedir que se haga el mismo calculo, pero trabajando en decimal se hara:
In[10]:= N[(2/3-3/5) (5/2)]

Out[10]= 0.166667

0 sino:

In[11]:= (2./3.-3./5.) (5./2.)

Out[11]= 0.1666667

Los puntos que figuran en In[11] son puntos decimales. En realidad, bastaria con que uno
solo de los nimeros tenga un punto para que MATHEMATICA trabaje en decimal. Por
ejemplo:

In[12]:=(2./3-3/5) (5/2)

Out[12]=0.1666667

En el caso de niimeros irracionales, es imposible representarlos en forma exacta con
numeros racionales. Asi, si se trata de hallar V2 (mediante el operador Sqrt)

MATHEMATICA devuelve como resultado /2 , ya que es la unica manera de representar a
dicho niimero en forma exacta.
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In[13]:= Sqrt[2]
Out[13]= /2
Para hallar una aproximacién decimal de V2 se pone:
In[14]:= N[Sqrt[2]]
Out[14]=1.41421

Actuando con decimales, MATHEMATICA trabaja basicamente con 6 cifras pero si se
necesita una precision mayor, el operador puede pedir casi cualquier, precision que desee
Asi si en el caso anterior se necesita una precision de 12 cifras se hara

In [15]:=N[% %,12]
Out[15]=1.41421356237
0 sino:
In[16]:=N|[Sqrt[2],12]
Out[16]=1.41421356237

Sea una expresion que sea una funcion. Por ejemplo:

In[17]:=f=1+x
Out[17]=1+x

y supongase que interese conocer el valor que asume dicha funcién cuando la variable toma
un cierto valor , por ejemplo 3. En este caso se debe hacer:

In[18]:= f[x]/.x->3
Out[18]=4

Este procedimiento también puede ser usado en el caso de funciones de varias variables. Por
ejemplo:

In[19]:= f[x,y]=1+x y

Out[19]=1+xy

In[20]:= f[x,y]/.{x->2,y->3}

Out[20]=7

En el caso de funciones irracionales se procede igual que lo arriba indicado. Por ejemplo:
In[21]:= f[x]=Log[x"2]

Out[21]= Log[x"2]

In[22]:= f]x]/.x->1.34

Out[22]=0.585339
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Soft V

Sumatorias

imax

Para hallar el valor de la sumatoria § |, d; , donde el parametro i asume valores corridos se
imin

hace:

In[1]:=Sum{[a(i),{i, i min ,i max}]
Out[1]= Resultado
Por ejemplo:
In[2]:=Sum[1/(4 i*2 -1),{i,1,30}]
Out|2]= 30
61
Otro ejemplo:
In[3]:=Sum|(x*i)/i ,{i,3,5}]

3 4 5
X X X

Out[3]= —+—+—
3 4 5

(Como en esta sumatoria figura una variable, no puede darse un valor numérico).

imax jmax
También pueden hallarse valores de sumatorias multiples Z Z a(i,j).

imin jmin
Por ejemplo:
In[4]:=Sum[(1+1)/(1+]),{i,1,2},1{j,2,3}]

Out[4]= E
12

Soft VI

Combinatoria. Binomio de Newton. Fomula de Leibnitz

a. Para hallar el factorial de un entero no negativo se hace:

In[1]:= 8!
Out[1]= 40320

b. Para hallar el factorial de un nimero natural se hace:

In[2]:= Factorial[8]
Out|2]= 40320
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c. Para hallar el valor del nimero combinatorio (m] se hace:
n
In[3]:= Binomial[9,3]
Out[3]= 84
d. Para hallar todas las permutaciones simples de los elementos a , b y ¢ se hace:

In[S]:=Permutations[{a,b,c}]
Out[5]= {{a,b,c},{a,c,b},{b,ac},{b,c,a},{c,ab},{c,ba}}]

e. Ejemplos de desarrollos de Binomios de Newton son:
In[6]:= Expand[(x+y)"5] (xty)’

Out[6]=x* +5x* y +10x’ y> + 10X’ y* + 5x y * +y°

In[7]:= Expand[(2+5)"5] (2+3)°
Out[7]= 16807

In[8]:= Expand[((x"(2/5))+(3 y*(-2)))"5] (x** +3/y* )
2/5 4/5 6/5 8/5
Out[8]= x>+ 241103 N 405;{ N 270)6( N 90)i1 N 15x2 .
y y y y

Ejemplos de desarrollos por Formula de Leibnitz son:

In[9]:=Expand[(a+b-c)*3) (at+b+c)’
Out[9]=a’ +3a’ b+3a b*+ b’ -3a’c -6a b ¢ -3b’ ¢ +3a ¢’ +3b ¢*-¢’

In[10]:=Expand[(x+2*y+3*(z72))*3] (x+2y+327)
Out[10]=x *+ 6x* y +12x y*+8 y*+9x* z *+36x y z2*+36y* 2*+27x z*+54y z* +272°

Soft VII
Complejos

a.  Tratandose de operaciones con complejos, conviene siempre que MATHEMATICA trabaje
en numérico. De ahi que al complejo (3+21) se lo trate como indicado a continuacién:

In[1]:=z=3.+2.1
Out[1]=3.12.1

Mathematica suministra los siguientes valores:
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In[2]:= Re|z]

Out[2]= 3. (Parte real de z)
In[3]:=Im]|z]
Out[3]=2. (Parte imaginaria de z)

In[4]:= Abs|z]
Out[4]=3.60555 (Valor absoluto de z)

In[5]:= Arg|z]

Out[5]= 0.588003 ( Uno de los argumentos de z, en radianes)
Sean los complejos z1 y z2:

In[6]:=z1=2+3 1

Out[6]=2.13.1

In|[7]:=z2=1-31

Out[7]=1.-3.1

Entonces:

In[8]:=z1+z2 o In[8]:=2.+3.)+(1-3.1)
Out|[8]=3

In[9]:=z1-22 6 In[9]:=(2.+3.1)-(1.-3.T)
Out[9]=1+6 i

In[10]:=2122 6 In[10]:=(2.+3.T) (1.-3.T)
Out[10]=11.-31

In[11]:=21/22 6 In[11]:=Q2.+3.1)/(1.-3.T)

Out[11]= -lJr2
10 10

In[12]:=z1"3 o In[12]:=(2.+3.1)"3 (Potencia 3 de z1)
Out[12]=-46+91

Raices n-ésimas (n natural ) de nimeros complejos
Si se hace

In[13]:=z"(1/3) 0 In[13]:=2.+3.1)"(1/3) (Raiz cubica de z)
se obtiene:

Out[13]= (2+31)"°

In[14]:=N[%]
Out[14]=1.45186 + 0.493404 1, y nada mas.

Es decir que por este método se obtiene una sola de las tres raices ctbicas de z.



SOFT 9

Pueden obtenerse las tres raices cubicas de z =2+31 resolviendo la ecuacion:
7 — (2+31)=0
Se resuelve esta ecuacion haciendo (ver capitulo sobre Polinomios):

In[15]:=NSolve[z*3-2-31==0,z]
Out[15]={{z—>-1.15323+1.01064 1},{z—>-0.298628-1.504051},
(2-51.45186+0.4934091 )}

Lo que figura en Out[15] son las tres raices de la ecuacion z° —(2+31)=0, y por lo tanto, las
tres raices cubicas de z.

También se debe aclarar que el igual matematico es ==

c. Logaritmos de complejos
Por “traccion a sangre” (ver NC XVI) se obtiene que:

In(1+1) = ln(\/a) +1 (§+2 k m) = 0.346574 +1(0.785398+2 k ), con k un nimero entero.

y seguin MATHEMATICA resulta:
In[15]:=Log[1.+1.1]
Out[15]= 0.346574+0.785398 i

Es decir que MATHEMATICA da uno sélo de los infinitos logaritmos de (1+I). En este
caso fue el correspondiente a k = 0.

Se tiene entonces que:
Log[1.+L]. = 0.346574+1i (0.785398+27k)

Se hace notar que en ciertos casos el unico logaritmo que suministra MATHEMATICA
no es el correspondiente a k=0

d. Potencias complejas de complejos

Por “traccién a sangre” (ver NC XVII) se obtiene que:

(1+)" = (2.8078794 +1.317865 i) &*™

y seguin MATHEMATICA resulta:

In[16]:= (1.+1.1.)*(1.-1.I)
Out[16]= 2.80787+1.31787 i

Es decir que también en este caso MATHEMATICA da uno solo de los infinitos valores de

(1+)¢

Soft VIII

Sistemas de ecuaciones lineales

a. En general, un sistema de ecuaciones lineales, tal como el indicado a continuacién:
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a,x+a,y+a,z+a,v=~h
ayX+ay,y+aysz+a,v=~nh,

ayX+a,y+a,z+a,v=~n,
segun la convencion de MATHEMATICA se escribe como:
{311X+312y+al32+314F:h1 ,8, Xta,, yta, z+ta, v==h, a; x+a, yta;z+a;, v==h,}, { X,Y,Z,V}

Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales segin el método Reduce.

Sea el sistema (crameriano).

Ix+2y+3z=1
4x+5y+6z=0
Tx+8y+10z=2

Para resolver este sistema por el método recién indicado se hace:
In[1]:= Reduce[{1 x+2.y+3.z ==1,4. x+5.y+6.z==0, 7. x+8. y+10. z = = 2}, {x,y,z}]
Out[1]=x==1.33333 && y==-4.66667 && z==3.

Otro ejemplo:

{ 7L'x+\/§y=1

e x +4"7 y=0

Se hace:

In[2]:= NSolve[{Pi x+Sqrt[2] y==1,E x+4~(1/3) y==0},{x,y}]
Out[2]={{x->1.38912,y5-2.37875} }

Se hace notar que:

El método Reduce sirve para sistemas con cualquier cantidad de ecuaciones con cualquier
cantidad de incognitas

Si el sistema considerado tiene infinitas soluciones en el Out correspondiente algunas de las
incognitas saldran indicadas en funcidn de otra (u otras), la cual (las cuales) asume (asumen)
valores arbitrarios.

Si el sistema considerado no tiene ninguna solucion, saldra
Out[ |= False

Ejemplos:

1) Sea el sistema (que tiene infinitas soluciones):
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x+2y+3z=1
4x+5y+6z =1
Tx+8y+9z =1

Se hace:
In[3]:=Reduce[{1 x+2y+3z==1 , 4x+5y+6z==1,7x+8y+9z ==1},{x,y,z}]
Out[3]=y==-1-2x && z==1+x.

2) Sea el sistema (que tiene infinitas soluciones ):

Ix+2y+3z+4v =1
2x+3y+4z+5v=10

Se hace:
In[4]:=Reduce [{1 x+2 y+3 z+4 v==1, 2x+y+4 z+5 v== 0},{X,y,Z,V}]
Out[4]=z= = -5.-3x+6y && v==4+2x-5y.

3) Sea el sistema (que no tiene ninguna solucién):

x+H2y+3z+1v =1
4x+5y+6z+1v=10
7x+8y+9z+1v=0

Se hace:

In[5]:= Reduce [{1 x+2 y+3 z+tlv==1,4 x+5 y+6 z +1 v==0 ,
7 x+8 y+9 z+1 v==0} , {x,y,z,v}]
Out|[5]=False

4) Sea el sistema (que tiene solucion Unica):

xty=2
2x+t3y=5

Se hace:
In[6]:=Reduce[{x+y==2, 2 x+3 y== 5},{x,y}]
Out[6]:=x==1 && y==1

5) Sea el sistema (que no tiene ninguna solucion):

xty=2
2x+3y =35
0,3x+0,4y =0
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Se hace:
In[7]:=Reduce [{x+y==2, 2 x+3 y==5, 0.3 x+0.4 y==0} ,{x,y}]
Out[7]=False

6) Sea el sistema (que tiene infinitas soluciones):
x+H2y+3z=1
0,4x+0,5y+0,6z=0
Tx+8y+9z =1
6x+6y+6z =0
Se hace:

In[8]:=Reduce[ {x+2 y+3 z==1,0.4 x+0.5 y+0.6 z==0.1 , 7 x+8 y+9 z==1,
6 x+6 y+6 z ==0},{x,y,z}]
Out[8] =y==-1.-2x && z==1.F+1x

Para resolver sistemas de ecuaciones lineales, ademas del método Reduce existe el método
LinearSolve, pero como es menos eficiente que el Reduce, se lo omitira.

Soft IX

Matrices. Determinantes. Autovectores v autovalores

a.

Notacion:
a b ¢ d

Lamatriz m=|e f g h|| en MATHEMATICA se indica como:
i j ok

m = {{a,b,c.d} ,{e,f,gh} ,{i,jk,I}}

La excepcion la constituyen las matrices fila y columna.

Tanto la matriz ||b|| como la matriz ||a b c|| se indicaran como {a,b,c}

Una matriz indicada segin MATHEMATICA puede pasarse a la forma clasica haciendo:
In[1]:=MatrixForm[{{a,b,c},{d,e,f},{g,h,i}}]

C
f

i

= o o

a
Out[1]=| d
g

Operaciones con matrices
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Dadas las matrices:

In[2]:= p ={ia,b,c},1d e.f}}
Out[2] ={{a,b,c},{d.e,f}}

In[3]:= q ={{1,2,3},{4,3,6}}}
Out[3] = {{1,2,3},{4,5,6}}

se tiene que:

In[4]:=p+q ¢ In[4]:=[{{a,b,c},{d,e,f}}+{{1,2,3},{4,5,6}}] (Suma de matrices)
Out[4]= {{1+a, 2+b, 3+c},{4+d, 5+e, 6+f}}

In[S]:=kp o In[S]:= k {{a,b,c},{d,e,f}}(Producto de un nimero por una matriz)
Out[5]={{ak,bk,ck},{dk, ek, fk}}

En MATHEMATICA el producto matricial se simboliza con un punto, (. )
Sea la matriz p (3X3):

In[6]:= p = {{a,b,C},{d,e,f},{g,h,i}}
Out[6] = {{a,b,c },{d.e.,f},{gh,i}}

y lamatriz q (3X2)
In[7]:= q = {{1,4},{2,5},{3,6}}
Out[7]= {{1,4},{2,5},{3,6}}

Se tiene entonces que:

IH[S]:= p * q é In[8] = {{a,b,C},{d,e,f},{g,h,i}}- {{154}5{2a5}9{396}}
Out[8] = {{a+2 b+3 ¢, 4 a+5 b+6 c},{d+2 e+3 f, 4 d+5 e+6 {},
{gt2 h+3 1,4 g+5 h+61}}

Rango de una matriz.

Supdngase que se desee hallar el rango de la matriz:

m= {{1,2,3,1},{4,5,6,1},{7,8,9,1},{6,6,6,0}}

En primer lugar se hace:

In[9]:= NullSpace [m]

Out[9]= {{1,-1,0,1},{1,-2,1,0}}

Entonces, como la matriz m tiene 4 filas y la matriz Out[9] tiene 2, resulta que:
Rango de m=4-2 =2 (véase A. MAT. II)

Determinante de una matriz cuadrada

A la matriz m={{1,3,4},{2,8,6},{5,1,35}}



SOFT 14

1 3 4
corresponde el determinante: 2 8 6
51 35

cuyo valor se obtiene haciendo:
In[10]:= Det[m] 0 In[10]:=Det [{{1,3,4},{2,8,6},{5,1,35} }]

Out[10]=2

Inversa de una matriz cuadrada.
1) Para hallar la inversa de la matriz m arriba indicada se hace:

In[11]:= Inverse[m] 6 In[11]:=Inverse [{{1,3,4},{2,8,6}{5,1,35}}]
Out[11]= {{137,-101/2,-7},{-20,15/2,1},{-19,7,1} }

In[12]:= MatrixForm [%]

137~
2
Out[12]=| 20 1?5 1
-19 7 1
2) Supongase ahora que se trate de hallar la inversa de una matriz singular:

In [13]:= Inverse[{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}}]
Inverse::sing:Matrix{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9} }is singular
Out[13]= Inverse [{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9} }]

3) En caso de que todos los nlimeros de una matriz sean racionales y/o irracionales con
simbolizacion propia, MATHEMATICA dara siempre la inversa exacta de la matriz.

En cambio, si la matriz contiene uno o mas numeros decimales, entonces
MATHEMATICA daré una aproximacion de su inversa.

Por ejemplo, sea:

In[14]:= m={{3.1416,2.7172},{1,2}}

Out[14] ={{3.1416,2.7172},{1,2} }

In[15]:= Inverse[m]
Out[15]={{0.560852,-0.761974},{-0.280426,0.880987} }
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Multiplicando a esta matriz m por su inversa deberia obtenerse la matiz unitaria. En
realidad se obtiene:

In[16]:= %.m
Out[16] = {{1.,0.},{-1.11022x107,1.}}
Puede suprimirse este pequefio error haciendo:

In[17]:= Chop[%]
Out[17]= {{1.0}{0 1.}}

. -10
La orden Chop reemplaza por ceros a todos los nimeros menores que 10" .

Segun se dijo, cuando se trata de hallar la inversa de una matriz conviene siempre usar
numeros racionales y/o irracionales con una simbolizacion propia.

Pero a veces esto no resulta practico. Por ejemplo:
In[18]:= Inverse[{{2 , Log|2]},{3,Pi}}]

Out[18]= T __ Log[2] ] 3 2
2m-3Log[2]” 2m-3Log[2]| | 2m-3Log[2] 2m-3Log[2]

Como a menudo es poco conveniente trabajar con expresiones tan “frondosas” como
ésta, en estos casos no hay mas remedio que pasar a decimal:

In[19]:=N[%]
Out[19] ={{0.0747332, -1.164888},{-0.71365, 0.475766} }

Autovalores y autovectores de una matriz cuadrada.

En MATHEMATICA (y muy a menudo en la matematica general), a los autovalores se los
llama eigenvalores y a los autovectores se los llama eigenvectores.

Siguen a continuacion ejemplos de los casos tipicos mas comunes.

1))

Sea la matriz:

m= {{1,1/2},{2,1}}

Se tiene que haciendo:

In[20]:=Eigenvaluesim] 0 In[20] := Eigenvalues[ {{1,1/2},{2,1}}]
Out[20]={2,0}

In[21]:=Eigenvectors[m] 0 In[21]:=Eigenvectors[ {{1,1/2},{2,1}}]
Out[21]= {{1/2,1},{-1/2,1}}

resulta que:

Los autovalores de la matriz son 2 y 0. Al autovalor 2 le corresponde el autovector

1 1
k {%,I}Zk 2 y al autovalor 0 le corresponde el autovector k'{—%, I}Zk' 2
1 1
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siendo k y k" constantes arbitrarias.

Se podria sintetizar todo lo anterior haciendo:

In[22]:=Eigensystem[m] 0 In[22] :=Eigensystem[ {{1,1/2},{2,1}}]
Out[22]= {{2, 0},{{1/2, 1},{-1/2, 1}}}

Evidentemente, en esta expresion la matriz {2,0} da los autovalores del caso y la
matriz {{1/2,1},{-1/2,1}} da sus correspondientes autovectores.

2) Sea la matriz :

m= {{1,2},{0,1}}

Se hace:

In[23]:= Eigensystem[{{1,2},{0,1}}]
Out[23]={{1,1} {{1,0},{0,0}}

En este caso existe un unico autovalor, 1 (raiz doble de la ecuacion caracteristica de
la matriz), a la cual corresponde el autovector k {1,0}. En cambio, k"{0,0} no cuenta
como autovector.

3) Sea la matriz:

m={{1,2,3 },{2,4,6},{3,6,9}}}

Se hace:

In[24]:=Eigensystem|{{1,2,3},{2,4,6},{3,6,9}}]

Out[24]= {{14,0,0},{{-3,0,1},{-2,1,0},{1,2,3}}}

En este caso la matriz tiene como autovalores a 0 (raiz doble de la ecuacién
caracteristica de la matriz) y a 14 (raiz simple de dicha ecuacion).

Los autovectores correspondientes al autovalor 0 son:

k{-3,0,1} y k" {-2,1,0}

y el autovector correspondiente al autovector 14 es:

k™" {1,2,3}

4) Sea la matriz:

m={{E,1/2},{2,1}}

Si se hace
In[25]:=Eigensystem|[{{E,1/2},{2,1}}]
Out|25]=

H% (1+ e+ +/5-2e+e’), % (1 +e-+/5-2e+e’ )},H% (-1+ e + v/5-2e+e?) ,1},{% (-1+ e - \/5-2ete?) ,1}}}
Si se desea pasar este resultado a decimal se hace:
In[26]:=N[%]
Out[26]={{3.17752,0,540762},{{1.08876,1.},{-0.229619,1.} } }
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Si “de movida” se hubiera deseado este resultado se hubiera hecho:
In[27]:= N[Eigensystem|[{E,1/2},{2,1}}]
Out[27]={{3.17752,0.542762],{{1.08876,1.},{-0.229619,1.} } }

Soft X
Polinomios

a. Ceros de polinomios.

Para hallar los ceros de un polinomio la “panacea” es el método indicado a continuacion:
Sea por ejemplo el polinomio (cuyos coeficientes son reales y/o complejos):
P(x)=x"+(1+21)x*-5

Haciendo:

In[1]:=NSolve[x*5+(1+2 I) x"*2-5==0,x]
Out[1]={{x—>-1.3483-0.7819471 },{x—>-0.95239+0.652711},
{x-0.392625+1.54093 1},{x—0.640883 -1.19942 1 },{x—>1.26718 -0.212266 1 }}

Este Out[1] da los 5 ceros del polinomio .

Se dara otro ejemplo. Sea el polinomio:

P(x)= x*+ex*+e’x+e’

Haciendo:

In[2]:= NSolve[x"*3+E x*2-E*2 x-E”3=:0,x]
Out[2]={{x—>-2.71828},{x—>-2.71828},{x—>2.71828} }

Notar que en Out[2] figura tres veces el cero -2.71828. Esto implica que dicho cero sea un
cero triple del polinomio considerado

Un tercer ejemplo. Sea el polinomio:
P(x)=2x*+Log (3)x+V5

y supongase que ahora se quieran obtener los ceros de este polinomio con 12 cifras
significativas.

En este caso se hara:
In[3]:=NSolve[2 x"*2+Log[3] x-Sqrt[5]==0 ,x,12]
Out[3]={{x—>-1.36711281916},{x—>0.81780667483} }

b. Pasaje de un polinomio a su forma factorizada.

Sea el polinomio :
p(x)= xX’*+Ix+31x*+51x*+40x.+12
Hagase:

In[4]:=q=x"5+9. x*4+31. x*3+51. x*2+40. x+12.
Out[4]= 12.+40.x+51.x*+31 .x*+9.x*+x°



In[5]:=NSolve[q= = 0,x]

Out[S]= {{x = -3.},{x > -2.},{x > -2.},{x—> -1.},{x—> -1.},{x > -1..}}

In[6]:=a=x/.%
Out[6]={-3.,-2.,-2.,-1.,-1.}

In[7]:=Product[(x-a[[i]]),{i,1,5}]
Out[7]= (1.+x)(1.+x)(2.4+x)(2.+x)(3.+x)
Con lo que resulta que la forma factorizada requerida es:

P(X)= (xFDEAD(F2)(x+2)(x+3)

Maéximo comun divisor de polinomios.

Sean los polinomios:

p=x*+x*-3x*- x +2

q=-x-4x-x+6

Para hallar el MCD de estos polinomios se hace:
In[8]:= p= x*4+x"3-3 x"2-x+2

Out[8]=2 — x - 3x*+ x*+ x*

In[9]:=q=-x"3-4 x"2-x+6
Out[9]=6 — x - 4x*- x*

In[10]:= PolynomialGCD|p,q]
Out[10] =-2 +x + x?

También, hubiera podido hacerse:

In[11]:=Polinomial GCD[x"4+x"3-3 x*2-x+2 , -x*3-4 x*2-x+0]
Out[11]=-2 +x + x*

Ceros multiples de un polinomio

Dado un polinomio cualquiera, p, se obtendra su derivada haciendo D[p ,x]. EEMCD de p y
su derivada es un polinomio cuyos ceros son todos los ceros multiples de p con

multiplicidad una unidad menor.

Por lo tanto, para hallar los ceros multiples del polinomio:
p=x°+ 10x’+ 40x*+ 82x” + 91x* + 52x + 12

ha de hacerse:

In[12]:=p=x"6+10 x*5+40x"4+82 x"3+91 x"2+52 x+ 12
Out[12]= 12+52 x+91 x*+82 x>+40 x*+10 x*+x°

In[13]:= PolynomialGCD[p,D[p,x]]
Out[13]=2+5 x+4 x*+x*
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In[14]:=NSolve[% ==0,x]
Out[14]={{{x—>-2.},{x>-1.},{x—>-1.} }
In[15]:= a=x/.%
Out[15]={-2.,-1.,-1.}
Con lo que resulta que p tiene a -2 como cero doble y a -1 como cero triple.

Cuocientes de polinomios.

Sean los polinomios:
a=x>-3x+2 y b=4x?-3x+8
El polinomio cuociente de a/b se halla haciendo:
In[16]:=PolynomialQuotient[a,b,x] 6 PolynomialQuotient[x"5-3 x+2,4 x"2-3 x+8,x]
Out[16= - 165 23 x+3 x’ er_3
256 64 16 4

y el resto de dicha operacion viene dado por:

In[17]:=PolynomialRemainder[a,b,x] 6 PolynomialRemainder[x"5-3 x+2,4 x"2-3 x+8,x]

Out[17=22 . 27X
32 256

Desarrollo en fracciones parciales de cuocientes de polinomios

Dados dos polinomios p y q, el comando Apart[p/q] produce el desarrollo de p/q en
fracciones parciales.

Se hace notar que a veces se hacen necesarias manipulaciones adicionales.
Se dardn a continuacién varios ejemplos:

1) In[18]:= p=x-5
Out[18]=-5+x

In[19]:=q=x"5+9 x*4+31 x"3+51 x"2+40 x+12
Out[19]=12+40 x+51 x*+31 x>+9 x*+x°

In[20]:=Apart[p/q]

3 8 7 6 2
+

Out[20]= - _ ; . _
(I+x)” (I+x)  (@2+x)" (2+x) (B+x)

In[21]:=p=2 x"6+3 x"2-4
Out[21]= -4+3 x*+2 x°

In[22]:= g=x"5+9 x4+31 x"3+51 x 2+40 x+12
Out[22]=12+40 x+51 x*+31 x*+9 x*+x°

In[23]:=Apart[p/q]



2)

3)
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41 136 260 N 1481

Out[23]=-18+2x+ — . + 136
2(1+x)" 4(1+x) (2+x)° (2+x) 4(3+x)

A veces el procedimiento directo recién indicado no funciona. Por ejemplo sean:

In[24]:= p=79 x-32
Out[24]=-32+79 x

In[25]:=q=x"2-3 x+1
Out[25]=1-3 x+x*
In[26]:=Apart|[p/q]
32+
1-3x+x

y esto no constituye un desarrollo en fracciones parciales. Ademads, no es nada
nuevo. Este resultado se obtendria directamente haciendo p/q. En estos casos (y otros
similares) lo que debe hacerse es presentar a q en forma factorizada.

Por las dudas, conviene siempre presentar a q en forma factorizada
Para factorizar a q se hace:

In[27]:= NSolve[q=:0,x]

Out[27]={{x—>0.381966},{x—>2.61803} }

In[28]:= a=x/.%
Out[28]={0.381966, 2.61803}

In[29]:=Product[(x-a[[i]]),{i,1,2}]
Out[29]= (-2.61803+x) (-0.381966+x)

In[30]:=q=%
Out[30]= (-2.61803+x) (-0.381966+x)

Este Out[30] constituye la forma factorizada de q.
Entonces:

In[31]:=Apart|[p/q]
Out[31]= 78.184 N 0.816024
-2.61803+1.x -0.381966+1.x

Este Out[31] constituye el desarrollo en fracciones parciales de p/q.

Sean los polinomios:

p=2x’+2x* + 2x-2 y q=x"+2x"+1
Se hace:

In[32]:=p=2 x"3+2 x"2+2 x-2

Out[32]=-2+2 x+2 x*+2 x°
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In[33]:= q=x"4+2 x*2+1
Out[33] = 1+2 x*+x*
In[34]:= Apart[p/q]

Out[3d]= - —+__+ 21"
(7Y (11x7)

y como este Qut[34] no constituye un desarrollo en fracciones parciales, se empezara
por factorizar a q.

In[35]:=NSolve[q==0,x]
Out[35]={{x—-3.98606x107-1. 1},{x—>-3.98606x10°+1. 1},
{x-3.98606x107-1. 1},{x>3.98606x10°+1. i}}

In[36]:= a=x/.%
Out[36]={-3.98606><10'9-1. 1,-3.98606x107+1. 1,
3.98606x107-1. 1, 3.98606><10'9+1j1}

In[37]:= Product[(x-a[[i]]),{i,1,4}]
Out[37]= ((-3.98606x107°-1. 1)+x) ((-3.98606x107+1. i)+x)
((3.98606x107°-1. 1)+x) ((3.98606x107°+1. 1)+x)

In[38]:= q=%
Out[38]= ((-3.98606x107°-1. 1)+x) ((-3.98606x107+1. 1)+x)
((3.98606x107-1. 1)+x) ((3.98606x10°+1. 1)+x)

Despreciando todos los valores del orden de 10, queda:

In[39]:= q =(x-1) (x+I) (x-I) (x+])
Out[39]= (-1+x)* (1+x)*
In[40]:= Apart[p/q]

Out{40]= — =+ LI -+ !
(-itx)”  (itx)  (tx)° (it+x)

Este Out[40] constituye el desarrollo en fracciones parciales de p/q .



