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PLG.1

PROLOGO

El proposito de esta obra es presentar toda el Algebra que hoy por hoy en
realidad necesita un ingeniero ‘“estandar” en su bagaje de conocimientos
profesionales.

Se han hecho todos los esfuerzos posibles para que el material presentado resulte
de facil asimilacion. Se considera que esto es una necesidad en una obra de este
tipo ya que:

1°. El alumno se verd abocado a su lectura en las primeras fases de su formacion
profesional, cuando todavia no tiene sus “reflejos matematicos” lo
suficientemente desarrollados como para seguir con comodidad una presentacion
“para adultos”.

2°. Los conocimientos a absorber son tan basicos y esenciales para el resto de la
carrera que el alumno debe no ya “aprender a recitarlos” con vistas a un examen
sino incorporarlos definitivamente a su personalidad a nivel visceral. El Algebra,
al igual que otras disciplinas basicas para el ingeniero, no debe ser meramente
aprendida sino “metabolizada” por el estudiante.

Con este fin en vista, a veces las demostraciones han sido hechas en base a casos
concretos y no en base al caso general, pensandose que el riesgo de perder la
asimilacion del concepto respectivo no vale unos cuantos puntos suspensivos.
Sin embargo, se ha echado mano de este recurso solo cuando la extension del
concepto al caso genérico es obvia e inmediata.

Por otra parte, el enfoque de esta obra es enteramente riguroso. Esto se debe a
dos motivos: En primer lugar las matemadticas sin rigor degeneran en telenovela,
y en segundo lugar porque el rigor debe ser una regla de conducta invariable del
ingeniero en su desempefio profesional, y por lo tanto, conviene condicionar
adecuadamente al alumno desde el vamos.

Hoy por hoy el Algebra es una de las ramas de las matematicas que se esta
desarrollando con mayor rapidez, pero solo una pequena parte de la jungla
algebraica presenta el suficiente interés practico como para merecer ser incluido
en un plan de estudios para ingenieros “estandar”, para quienes el Algebra no es
mas que una herramienta y no un fin en si mismo.

Se ha pues resistido la tentacion de incluir topicos que, si bien son apasionantes
intelectualmente (Iéase Algebra Abstracta), no reditan lo suficiente en relacion
a las disponibilidades de tiempo y esfuerzo del estudiante promedio; tiempo y
esfuerzo que pueden ser gastados con mas eficiencia en otras cosas.
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Dedicamos la siguiente poesia, cuyo autor es el Dr Carlos Domingo, a todos

nuestros amigos Abstracto-Moderno-Algebraicos.

Puede ser cantada con la musica del tango “Rechiflado en mi tristeza.....

Algebrista te volviste
Refinado hasta la esencia
Oligarca de la ciencia
Matematico bacdn

Hoy miras a los que sudan
en las otras disciplinas
como dama a pobres minas
que laburan por el pan

¢ Te acordas que en otros tiempos
Sin mayores pretensiones
mendigabas soluciones
a una misera ecuacion?

Hoy la vas de riguroso

revisas los postulados

y junas por todos lados
la mas vil definicion

Pero no engrupis a nadie
y es inutil que te embales
con Anillos , Ideales ,

y con Algebras de Boole

Todos saben que hace poco
resolviste hasta matrices
y rastreabas las raices
con el método de Sturm

Pero puede ser que un dia
por las vueltas de la vida
tanta cascara aburrida
te llegue a cansar al fin

y anorés aquellos tiempos
en que sin Algebras Abstractas
Y con tres cifras exactas
te sentias tan feliz

El autor de esta poesia tiene ademads otros “capolavoros”, como ser el Teorema de Borel
—Lebesgue- Rossini, a ser cantado con la musica de la 6pera “El barbero de Sevilla *



NOT.1

Acotaciones sobre algunas notaciones a ser usadas

El simbolo V se leera “para todo”.

El simbolo 3 se leera “existe”.

El simbolo / se leera “tal que”.

El simbolo = se leera “implica que”.

El simbolo < se leerd “cuando y solo cuando”.

Sean dos proposiciones 4 y B, es decir dos oraciones gramaticales en las que se afirma o niega
algo bien definido en forma categorica.
En lo que sigue se considerara que:
A=B
significa que:
Es cierto que si la proposicion A4 es cierta entonces la proposiciéon B también lo es.
Por ejemplo:

Juan es correntino = Juan es argentino

(Se deja constancia de que la definicion de implicacion recién indicada difiere algo de la
definicion dada en la 16gica rigurosa, donde 4 = B= A v B).

También se considerara que:
AS B

significa que:
Es cierto que si la proposicion A4 es cierta entonces la proposicion B también lo es, y viceversa.



CNJ 1

“Racconto” sobre Conjuntos

CNJ1

Observaciones

Probablemente lo indicado en este capitulo sea ya materia conocida.
Sin embargo conviene leerlo, aunque mas no sea para familiarizarse con la notacion a ser
empleada en lo sucesivo.

CNJ 11
Definicion
CNJ IL.1
a. El concepto de conjunto es el mas primario de todas las matematicas.

Algunos autores ni siquiera tratan de encarar su definicidon, decretando que la idea de
conjunto es evidente e intuitiva. Todo lo mas dan algunos ejemplos (el conjunto de todos los
numeros naturales; el conjunto de todos los narigones, etc.), o echan mano de ideas afines
tales como "agregacioén" o "coleccion".

b. Haciendo una tentativa de definicion, puede decirse que:
Un conjunto es toda pluralidad que puede ser considerada como una unidad, con la salvedad
que dicha pluralidad puede constar de un tnico individuo y ain de ninguno.
De esta definicion surge que un conjunto esta definido cuando y so6lo cuando estan
especificados sus entes constitutivos.

c. A los entes susceptibles de formar conjuntos se los llama elementos.
Si un cierto elemento x forma parte de un cierto conjunto A4, se dird que “x pertenece a A”,
lo que se simbolizara como:

xe A

Para indicar que un cierto elemento z no pertenece a A se escribe:

ze A

CNJ 1.2

Segun se dijo mas arriba, para definir un conjunto es necesario indicar todos sus elementos,
a los cuales en la notacién corriente se los indica dentro de llaves { } para significar que se
los considera formando una unidad. Por ejemplo:

A : {Todos los argentinos}

B : {Pedro, Juan, Luis, esta gota de agua}

C : {Todos los jugadores del plantel de Boca}
D : {Todos los numeros naturales}

E : {Todos los puntos de un segmento de recta}
F: {{a, b, ¢}, {Do, Re, Mi, Juan Pérez}}
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Notar que:

1°) A, B y C tienen una cantidad finita de elementos.
2°) D y E tienen una cantidad infinita de elementos.
3°) Los elementos del conjunto F son a su vez conjuntos.

CNJIL.3

a.

En la definiciéon de conjunto dada en b. de CNJ IL.1 se indicé que un conjunto puede
eventualmente constar de un inico elemento y aiin no tener ningin elemento.
Si a primera vista esto resulta algo indigesto, considérese el siguiente conjunto:

K : {Todos los ingenieros que saben tocar el arpa} 1]
el cual “a priori” no da lugar a ninguna objecion.
Si a continuacién se averigua que ningin ingeniero sabe tocar el arpa, resulta que K no
tendria elementos, quedando dos caminos abiertos:
1°) Postular la no existencia del conjunto considerado.
2°) Postular la existencia de un conjunto sin elementos.
Se ha optado por el 2° de estos caminos por razones que seran obvias mas adelante.

Al conjunto sin elementos se lo llamara conjunto vacio y se lo designara con el signo &. Es
decir:

Conjunto vacio: { } =0

Ninguin elemento

Por otra parte, si dado el conjunto K indicado en [1] se diera el caso que el Gnico ingeniero
que sabe tocar el arpa es Juan Pérez, se tendria entonces que:

K: {Juan Pérez}

teniendo entonces K un Unico elemento.

Notar que “Juan Pérez” y {Juan Pérez} son notaciones de cosas totalmente distintas.
“Juan Pérez” es el nombre del tnico ingeniero que sabe tocar el arpa, mientras que {Juan
Pérez} es un conjunto que tiene como unico elemento al Ing. Juan Pérez, conjunto que por
otra parte es el de todos los ingenieros que saben tocar el arpa.

CNJ 114

Segtn arriba indicado, para definir un conjunto es necesario y suficiente especificar todos
los elementos que lo forman.

Muy a menudo esta especificacion puede efectuarse estableciendo que un conjunto esta
formado por todos los elementos que tienen un a cierta propiedad.

La notacién del caso es la siguiente:

X: {x/ Propiedad o}

lo que se lee “El conjunto X estad formado por todos los elementos x tales que tengan la
propiedad o”.
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Asi por ejemplo, el conjunto de todos los niimeros enteros multiplos de 3 podria ser escrito
como:

{x / x entero y miltiplo de 3}
Esta manera de definir conjuntos es sumamente “popular”.

CNJ III

Igualdad de conjuntos

Se define que dos conjuntos 4 y B son iguales cuando estdn compuestos por exactamente los
mismos elementos (resultando asi que los simbolos 4 y B no son més que nombres distintos
del mismo conjunto).

Al respecto, tener en cuenta que en el Algebra de Conjuntos todos los elementos tienen su
“personalidad propia”. Entonces, si en un conjunto se sustituyen uno o mas elementos por
elementos idénticos, lo que se obtendra seré otro conjunto.

Asi, dadas dos gotas de agua exactamente iguales y dos atomos de Hidroégeno exactamente
iguales se tiene que:

{1* gota de agua, 1* atomo de Hidrogeno} #
# {22 gota de agua, 2%° atomo de Hidrogeno}

CNJ IV

Subconjuntos

a.

Se define que un conjunto C es un subconjunto de otro conjunto D cuando todo elemento de
C pertenece también a D (pudiendo haber elementos de D que no pertenezcan a C).
El hecho de que C sea un subconjunto de D se indica como:

CcD
Por ejemplo:

{Todos los correntinos} c {Todos los argentinos}
Evidentemente:
1°)Si Cc Dy D c C entonces es C=D.
2°)SiC=Dentonceses Cc Dy D c C.
Resumiendo:

SiCc DvyvDcCentonces C=D vy viceversa.

Evidentemente:

SiCcDvyvDcFentonces Cc F.

Evidentemente:
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Un conjunto cualquiera es un subconjunto de si mismo.

CNJV

Diagrama de Venn

a.

Un recurso muy util para visualizar el Algebra de Conjuntos son los asi llamados diagramas
de Venn.

En un diagrama de Venn, los elementos se representan como puntos de un plano y un

conjunto se representa como una region cerrada, simple o multiplemente conexa, que abarca
a todos los elementos de dicho conjunto y solo a ellos.
Por ejemplo, dados los conjuntos:

A:{a7 b’ c’ d’ e} 9 B:{aﬂ b’ X’y} 9 C:{aﬂ XQZ}
podria representarselos como indicado en la figura CNJ V. a.

4 B

Fig. CNI V.a

Dados dos conjuntos 4 y B tales que 4 € B y A # B, se tendra la situacion representada en el
Diagrama de Venn de la figura CNJ V. b.

Fig. CNJ V.b
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CNJ VI

Union de conjuntos

a. Dados varios conjuntos, se llama unién de los mismos al conjunto formado por todos los
elementos que pertenecen por lo menos a uno de los conjuntos dados.
En las figuras CNJ VLa y CNJ VLb se ilustra esta definicion por medio de los diagramas de
Venn.

A

~B  Launion de 4 y B estd formada
' por todos los elementos

abarcados por la region grisada.

Fig. CNJ Vl.a
Launidén de X, Y, Z esta
formada por todos los
elementos abarcados por la
region grisada (multiplemente
conexa) .
Fig. CNJ VL.b
b. El conjunto unién de los conjuntos Ay , A3 , ... , Ay s€ simbolizard como:
AiuA U ... UA,
c. Evidentemente:
Al v % =A
Conjunto vacio
d. Evidentemente:
1°) AUB=BuA (propiedad conmutativa)
2°) AuB)uC=AuBUO (propiedad asociativa)
CNJ V11
Interseccion de conjuntos
CNJ VII1.1
a. Dados varios conjuntos, se llama interseccion de los mismos al conjunto formado por todos

los elementos que pertenecen a la vez a todos los conjuntos dados.

En las figuras CNJ VIl.a, CNJ VILb y CNJ VIlL.c se ilustra esta definicion mediante
diagramas de Venn. En todos los casos, la interseccion estd formada por todos los elementos
abarcados por la respectiva region grisada.
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Y X v
N
‘ ‘ La interseccion Q
- de MyNes QD
7 (conjunto vacio)
Fig. CNJ VIlLa Fig. CNJ VILb Fig. CNJ VIl.c
b. El conjunto interseccion de los conjuntos Aj, A3, ... , Ay s€ simbolizara como:

AiNAyN..NA,

c. Evidentemente:
A1 N =0
d. Evidentemente:
1°) ANB=BnNnA (propiedad conmutativa)
2 AnNnBNnO=ANB)NC (propiedad asociativa)
CNJ VII.2

Los conjuntos Ay, A3, ... , Ay seran llamados disjuntos o mutuamente excluyentes cuando no
exista elemento que a la vez pertenezca a dos de ellos.
Evidentemente para que A4y, A3, ... , Ay sean disjuntos es necesario y suficiente que:

Aq ﬁA2=@, ...,A1 ﬁAn=®,...
En general, se debera cumplir que: 4; N A; =, para todo i#j
CNJ VIL3

Supoéngase ahora que en vez de la definicion de igualdad de conjuntos dada en CNJ III se
hubiera adoptado la siguiente:

Dos conjuntos son iguales cuando entre los elementos de ambos puede establecerse una
correspondencia uno a uno entre individuos idénticos.

Es decir que dados dos conjuntos:

A = {Una cierta gota de agua, un cierto atomo de Hidrogeno}
B = {Otra cierta gota de agua, otro cierto atomo de Hidrégeno}

se tendria que segun esta nueva definicidn seria A = B.
Considérese ahora la situacion indicada en la figura CNJ VIL.d.

4 1 atomo de Hidrogeno 2° atomo de Hidrogeno B

C

1* gota de agua 2* gota de agua

Sota de bastos

Fig. CNJ VILd
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Se tiene alli que:

1°y AN C= {1 gota de agua} 1]
2 BnNn(C=9 [2]
3°) A= B (segln la nueva definicidn) [3]

Entonces si en [1] se reemplaza al conjunto 4 por su igual B se obtiene:
B N C={1% gota de agua} (4]
y por [2] y [4] resulta entonces que deberia ser:
{1% gota de agua} = &
lo cual es evidentemente absurdo.
Es decir que de aceptarse esta nueva definicion de igualdad de conjuntos resultaria que no
seria valido reemplazar en una expresion cualquiera a un conjunto por otro igual a él.

Queda asi ilustrado lo poco conveniente que hubiera sido adoptar esta nueva definicion de
igualdad de conjuntos en vez de la indicada en CNJ III.

CNJ VIII

Distributividad de la interseccion de conjuntos con respecto a la union

a.

Se probaré que:
ANBIUBU..)=ANB)UANB) U ... [1]

Todo elemento que pertenezca a 4 N (B U B, U ...) pertenece a la vez a 4 y a
(B U By U ...), es decir que a la vez pertenece a A y a por lo menos uno de los conjuntos Bj,
B,, .... Esto implica que dicho elemento pertenezca a por lo menos uno de los conjuntos
(4N By), (AN By), ..., lo que determina que pertenezca a (4 N B)) U (AN By) U ...
Resumiendo: Todo elemento que pertenezca a 4 N (B; U B, U ...) pertenece también a
(AN B)u(dnBy)u... Esdecir que:

ANBiuBU..)cAnNB)uAnNnB)uU.. [2]

Todo elemento que pertenezca a (A N By) U (4 N By) U ... pertenece también a por lo
menos uno de los conjuntos (4 N Bj), (4 N By), .... Esto determina que dicho elemento
pertenezca a la vez a 4 y a por lo menos uno de los conjuntos By, B, ..., lo que determina
que a la vez pertenezcaa Ay a (B U B, U ...), es decir que pertenezcaa 4 N (B U B, U ...).
Resumiendo: Todo elemento que pertenezca a (4 N By) U (4 N B;) U ... pertenece también a
AN (B U By U ...). Entonces:

AnNnBHyuAnB)u..cAnNn(BiUuBU..) [3]

Entonces, por [2], [3] y por lo indicado en b de CNJ IV resulta lo enunciado en [1].
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CNJ IX

Distributividad de la union de conjuntos con respecto a la interseccion

a. Se probaré que:
AUBINB,N..)=(AUB)N(AUB)N .. [1]
b. Todo elemento que pertenezcaa 4 U (By N B, M ...) pertenece a4 y/oa(ByNByN...),es
decir que pertenece a A y/o a todos los conjuntos Bj, B, ... . Esto implica que dicho
elemento pertenezca a todos los conjuntos (4 U By), (4 U B,), ..., lo que determina que
pertenezca a (A U B)) N (4 U By) N....
Resumiendo: Todo elemento que pertenece a 4 U (B N B, M ...) pertenece también a
(AU B)N (A4 U BN .... Es decir que:
AuBINBNn.)c(AuB)NnAuUB)N.. [2]
c. Todo elemento que pertenece a (4 U B;) N (4 U By) N ... pertenece a todos los conjuntos
(4 U B)), (4 U By), ..., lo que implica que dicho elemento pertenezca a A4 y/o a todos los
conjuntos By, B, ..., lo que determina que pertenezca a 4 y/o a (B N By N ...), es decir a
AUuBINBN..).
Resumiendo: Todo elemento que pertenezca a (4 LU By) N (4 U By) N ... pertenece también a
A U (B N B, N ...). Entonces:
AuB)NAUB)N..cAUBINB,N..) [3]
d. Entonces, por [2], [3] y por lo indicado en b de CNJ IV resulta lo enunciado en [1].
CNJ X
Universo

Supdéngase que entre todos los conjuntos que aparezcan o puedan aparecer en un cierto
razonamiento o demostracion exista uno tal que todos los demas sean subconjuntos de €l.
A dicho conjunto se lo llamard universo, y se lo designara con la letra E.

CNJ XI

Complementacion de un conjunto

a.

Se define al complemento de un conjunto A4 cualquiera, como el conjunto formado por todos
los elementos del universo E que no pertenezcan a 4. A dicho complemento se lo designara

como A4 .
Simbdlicamente:

[xe Z](:) [xe E,xe 4]

Evidentemente:
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Si AnBNn..=Fes A=B=..=F
Si AuBU..=0 es A=B=..=0

Sean dos conjuntos 4 y B tales que:

ANB=Q [1]
AUB=E 2]

Por [1] todo elemento de E que pertenezca a 4 no pertenece a B. Por [2], todo elemento de E
que no pertenece a 4 pertenece a B. Resulta entonces que debe cumplirse que:

A=B A=B [3]
ya que:

— 2] —
peEB=>peB=>pe A=>Bc A

[l] . . :>A:§
ge A>qe B=>qge B=>AcB
Por otra parte, si A =B se tiene que:
ANB=BNnB=@ , AUB=BUB=E

Resultando asi que las condiciones [1] y [2] por una parte y la [3] por otra, son equivalentes.
Simbolicamente:

[AnB=@,A4UB=E]<|A=B,4=B]

Supongase que sea:
AcB [4]

Todo elemento que pertenezcaa B no pertenece a B. Como por [4] dicho elemento tampoco
pertenecera entonces a A, resulta que pertenecera a A4 . Es decir que si la [4] es cierta se
tendra que:

BcA [S]
_ [4] - _
peB=>peB=>peg A=>pe A=BcA4
Haciendo el mismo razonamiento partiendo de [S], resultard que la validez de [5] implica la

de [4]. Entonces se tiene que [4] y [5] son expresiones equivalentes.
Simbolicamente:
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[AcB]@[ECZ]

CNJ XII

Dualizacion de 1a complementacion

a.

Se probaré que:

(AU, U.)=4 N4, ..

Demostracion:
Si se pone:
X=(4,u4d,u.. , Y=4nNnA4,nN..

se tiene que un elemento x pertenece a X cuando no pertenece a A; U 4, U .... Si x no
pertenece a A; U A, U ... tampoco pertenece a ninguno de los conjuntos 4;, 4>, .... Resulta

entonces que x pertenece a todos y cada uno de los conjuntos A4,,4,,... y por lo tanto
pertenece a Y. Es decir que:

[xe X]= [xe Y] [1]

Sea un elemento y que pertenezca a Y. Debe entonces pertenecer a Z,A_z,...y por lo tanto no
debe pertenecer a A;, 4, ..., lo que implica que no pertenezca a A; U A> U ..., y que

entonces pertenezca a iAl U4, U.. ). Es decir que:
[yeY]=[ye Xx] 2]

Como [1] y [2] indican que X e Y estan compuestos por los mismos elementos, queda
demostrado lo propuesto.

De una manera similar puede probarse que:

ZUA_ZU...Z(AI NA4,N..)

CNJ XIII

Resta de conjuntos

Sea A < B. Se define al conjunto (B — 4) como el formado por todos los elementos de B que
no pertenecen a A.
Evidentemente:

B-A=BnA
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CNJ X1V

Formulas miscelaneas

a. Puede verificarse facilmente que:

AN(AUBU..)=4
Au(ANBN..)=4

AN(AUBUCU.)=(ANA)U[An(BUCU..)]=
=@uldn(BuCu..)]|=An(BUCU..)

c. De manera similar:

AU(ANBNCN.)=AU(BNCN..)
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CNJ 2

CNJ3

CNJ 4

CNJ S

CNJ o6

CNJ7

Ejercicios v problemas sobre Conjuntos

Dado 4 = {a, b, ¢, d}, indicar todos sus subconjuntos (son 16).

CNJ 12

Sid={a b}y B={a, c, A}, indicar cuales de los siguientes enunciados son ciertos y

cuales son falsos.

a)ae A b)ac A4 c)de A d)AcA

e)be B f)4e B g) Ac B

Sean:

A=1{0,1,2,3,4,5} B=1{2,3,4,5}

C=1{4,5,6,7} D=1{6,7,8,9}

Se pide hallar:

a) E = Universo b)AuUB c)BuC dCnD
e)Adu A f)BND g BN C hyAud
VBN @ J)CUE KYDNE ) B

m) BN D n) EuY p)4-B

Seand={x/0<x<3},B={x/1<x<4},C={x/2 <x <5}.

Si E={x/0< x <6}, se pide hallar:

a)ANB b)AuC AN C
e) BUC f) BuU(ANC) g) AN(BNC)
Sean: Miltiplo de 3

-

A = {Enteros positivos}, B={x/x=3},C={x/x=n’,xe€ A}

Verificar directamente que:
a) AUBNCO)=(AuUuB)NAAU0)
b) An(BUC)=ANB)uAnO)

Demostrar que si B Ay C c 4 entonces:
a) A—-(BNC)=A-B)ud-C)
b) A-BuC)=ANB NnC

d) AnB

A continuacion se da una lista de algunos silogismos de la légica clasica. Dichos
silogismos comprenden dos premisas y una conclusion que fluye de las mismas.

Se pide verificar la veracidad de dichos silogismos usando diagramas de Venn.

Los silogismos estan identificados por el nombre con que son conocidos en la logica
clasica. Dichos nombres son en realidad mnemotecnias del silogismo respectivo.



P. ¢j.: Todo troglodita es mastodontico

Ningtn mastodontico es kinesidlogo
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Ningun troglodita es kinesidélogo

I;[?Jggfl{s?\/jl())EL 1* PREMISA 2* PREMISA CONCLUSION
BARBARA Todo t es m Todomes k Todo tesk
CELARENT L>Todo t es m —> Ninglin m es k > Ningun t es k
DARII Algin tes m Todomes k Algintesk
FERIO Algin tes m Ningiin m es k Algin tno es k
FESAPO Todomes't Ningin k es m Algun tno es k
BAROKO Algin tno es m Todo k es m Algin tno es k
CAMESTRES Ningun t es m Todo k es m Ningun t es k
DARAPTI Todomes't Todomes k Algiun tes k
FELAPTON Todomest Ningtn m es k Alglin tno es k
FERISON Algin tes m Ningiin m es k Algin tno es k
BOKARDO Todomes't Algin m no es k Algin tno es k
BRAMANTIP Todomest Algin k es m Algun tes k
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Numeros Reales

NR1

Generalidades

a. El lector ya esta familiarizado con los nimeros racionales: 1; - —%; %; 0;-3; 2,53; etc.

Sea una recta a la cual se llamara (por el momento arbitrariamente) “recta real”.

Definiendo sobre dicha recta un sentido positivo y un punto arbitrario al que se llamara

origen, puede establecerse que:

1°. Al nimero racional 0 le corresponde el origen de la recta real.

2°. A todo racional positivo le corresponde el punto de la recta que, en sentido positivo, esté
a una distancia del origen igual a la magnitud del numero.

3°. A todo racional negativo le corresponde el punto de la recta que, en sentido negativo,
esté a una distancia del origen igual a la magnitud del valor absoluto del niimero.

En la figura NR La se han marcado los puntos correspondientes a algunos nimeros

racionales. Se han marcado también los puntos o y 7, sobre los que se hablard mas abajo.

70
, .
’

’

Por teorema de Pitagoras .

e+ =2 7

’

Recta real

’
s
’
v

origen ) o
4

s

v

2
% 0 ¥l * 925 3 Sentido
: i positivo

Perimetro de la circunferencia de diametro 1.

Fig. NR La

Se ha pues establecido que a todo niimero racional le corresponde un inico punto sobre la
recta real.

b. Surge ahora la pregunta de que si la reciproca es o no es cierta, es decir si es o0 no cierto que
a cada punto de la recta real le corresponde un niimero racional.
La respuesta a esta pregunta es negativa, segiin surge de los siguientes ejemplos:

1°. Sea el punto o indicado en la figura NR lLa, el cual, por construccion, esta a una
distancia del origen igual a la longitud de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo cuyos
catetos miden 1, es decir a una distancia del origen tal que su cuadrado sea igual a 2.
Se demostrara a continuacién que no existe ningin niimero racional tal que su cuadrado
sea 2, lo que implica que al punto o marcado en la figura NR l.a no le corresponde
ningin numero racional.
Se efectuard dicha demostracion por el absurdo.
Supongase que exista un nimero racional (fraccion) tal que su cuadrado sea 2.

. a T . . ., .
Si — es la simplificacion méxima de dicha fraccion se tendria que:



2°

3°.

NR 2

aY d
5) =5 .
y entonces:

- Se tendria que b* # 1 ya que de lo contrario seria a* = 2, y no existe ningun entero
cuyo cuadrado sea 2.
- Se tendria que ¢* = 2 b resultando asi que tanto ¢ como 5* serfan divisibles por 5>

ya que:

a’> 2b* b*
b2 - b2 _2 y b2 _1
de donde surge que:

Tanto ¢ como b tendrian a b* como divisor comun, siendo 5* # 1. 2]

., a o
Por otra parte se supuso que la fraccion 3 no puede ser simplificada, y por lo tanto el

{inico divisor comun que admiten a y b es 1, lo que implica que también o’ y b* admitan a
1 como unico divisor comun, lo que esta en abierta contradiccion con lo indicado en [2].

. , . , . a
Se tiene asi que al suponer que existe un niumero racional 3 cuyo cuadrado sea 2 se llega

a un contrasentido, lo que determina que:
No existe ningun nimero racional cuyo cuadrado sea 2.

Por procedimientos andlogos al recién indicado puede probarse que no existe ninguna
raiz cuadrada racional de un nimero que no sea el cuadrado de un niumero racional.

Asi, al punto cuya distancia del origen sea igual a la longitud de la hipotenusa de un
triangulo rectdngulo cuyos catetos midan respectivamente 1 y 2, tampoco le
correspondera ningun numero racional.

Toémese una circunferencia de didmetro 1, cortesela en un punto cualquiera y
“rectifiquese” el arco resultante hasta obtener un segmento de recta. Coldoquese dicho
segmento sobre la recta real de la manera indicada en la figura NR La.

Puede demostrarse (con mucho trabajo) que el extremo derecho de este segmento caera
sobre un punto 7 de la recta real al cual no corresponde ningiin ntimero racional.

Se ha pues demostrado que sobre la recta real existen puntos a los cuales no corresponde
ningun numero racional.

Para futura referencia:

- Se llamaran puntos racionales a los puntos de la recta real a los cuales corresponden
numeros racionales.

- Se llamardn puntos irracionales a los puntos de la recta real a los cuales no
corresponde ningiin numero racional.

Queda por averiguar si los puntos irracionales son unos pocos puntos “patologicos” de la
recta real, o si constituyen un conjunto “muy grande”.
Se analizara esto en el proximo parrafo.
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NR1I

Medida del conjunto de los numeros racionales de un segmento

a. Considérese el cuadro indicado en la figura NR Il.a, cuyo génesis es obvio.
0 A ) b Y b4 7 2 % Etc.

AR ARG A
||

ANCAREANC

%% % %

|
Fig. NR IL.a % @
||
%
||
Tracese sobre este cuadro un camino tal como el indicado, que, partiendo de 0 saltee todos

. . . . 2 4
los racionales iguales a alglin otro que ya aparecio antes (por ejemplo, se saltea a 2 % y 2

) | . .
por ser iguales a > nimero que ya aparecio previamente).

En este cuadro aparecen todos los racionales del intervalo [0 , 1] (extremos inclusive) ya que
dado un racional cualquiera de dicho intervalo, tarde o temprano el camino pasara por €l.
Evidentemente, este cuadro establece un orden entre los racionales del intervalo [0, 1].

b. Sea S el segmento de la recta real determinado por sus puntos 0 y 1, inclusive.
Evidentemente, la longitud de este segmento S sera igual a 1.
Supoéngase que sobre dicho segmento se marquen los puntos correspondientes a los puntos
indicados en el cuadro NR Il.a junto con su orden de aparicidon en el camino considerado

(ver figura NR ILb).
A e e 7 /s 7
| —t +— - —
0 Vi K % % L 1
(19) (6 (4 (3°) (5) Segmento s (2)

Fig. NR ILb
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Sea un nimero arbitrario £€> 0, que puede suponerse bastante chico.

Sobre los puntos 1°, 2°, ..., n° ... marcados sobre el segmento S disponganse “coberturas”
. E &£ £ )
(segmentos) de longitudes o 5T respectivamente.

La suma de las longitudes de las n primeras coberturas es:

£ £ £
1(7’1):?4‘?4&..4‘? [1]
y por lo tanto:
1 £ £ £
E 1(7’1):?+?+...+F [2]

Restando [1] de [2] se obtiene:

% I(n)—1(n) =— —izf(i—1j

2n+l 21 2 2n
Es decir:
el
Im==% - _£ = (1__nj
2 L 2 -2 2
2
Resumiendo:
Longitud de las n primeras coberturas = /(n) = 8(1 —%j <& Vn

Por lo tanto, se tiene que:
Longitud de todas las posibles coberturas < &

Como el € considerado pudo haberse tomado tan chico como se hubiera deseado se tiene
que:

Pueden disponerse coberturas sobre todos los niumeros racionales de S tales que la suma de
las longitudes de dichas coberturas difiera de cero tan poco como se quiera.

(Se deja constancia de que en esta demostracion se han tomado algunas libertades con el
rigor).

Se ha pues demostrado que todos los puntos racionales del segmento S podrian agruparse
dentro de un “segmentito” lineal cuya longitud difiera de cero tan poco como se quiera.

Es decir, que en el segmento S los puntos racionales estén en una minoria absoluta frente a
los irracionales.

Evidentemente, lo propio ocurre para toda la recta real.
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NR III

Numeros irracionales. Introduccion

a.

(Vale la pena o no asociar nimeros a los puntos irracionales de la recta real?.

De no hacerlo, no existiria ninglin nimero que mida la hipotenusa de un tridngulo rectangulo
cuyos catetos miden 1. Tampoco existiria un numero que mida la longitud de una
circunferencia cuyo didmetro es 1. Etc, etc.

Se asociard pues un numero a cada punto irracional, y a dichos nimeros se los llamara
numeros irracionales.

Visto y considerando lo indicado en el ¢ y d de NR II a la casi totalidad de las medidas
exactas efectuadas en el mundo fisico corresponden en realidad niameros irracionales.

Definir la magnitud de un niimero irracional es por lo general “molesto” y “pesado”.
Por ejemplo, al irracional 4 que mide la longitud de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo
cuyos catetos miden 1m se lo podria definir como:

“h es un nimero que es mayor que todos los racionales positivos cuyo cuadrado es
menor que 2, y que es menor que todos los racionales positivos cuyo cuadrado es
mayor que 2.”

Evidentemente, definir estos nimeros y, sobre todo, operar con ellos es bastante complicado.
En la préctica, se sale de este atolladero de la manera siguiente:

Dado un irracional cualquiera y un cierto grado de tolerancia arbitrario, es siempre posible
conseguir un numero racional (en realidad, infinitos racionales) que aproximen al irracional
del caso dentro de dicha tolerancia, y a continuacién en vez del irracional se utilizara su
aproximacion racional. Por ejemplo, el racional 1,414213 es una aproximacion del irracional
correspondiente al punto o de la figura NR La, con una precision mejor que 107
Evidentemente, esta sustitucion de un irracional por una de sus aproximaciones racionales
introduce un cierto margen de error, al cual hay que mantener bajo control so pena de que al
cabo de varias manipulaciones con aproximaciones de irracionales se obtenga un resultado
que presente una desviacion inadmisible con respecto a lo que seria el resultado exacto.

Otra dificultad que se presenta es el de la notacion de los nimeros irracionales.
Salvo simbolizarlos con una marca convencional (caso de ©) o de indicarlos como una

operacion a realizar (caso de 3\/5), no existe manera de representarlos con la notacién
aritmética corriente.

En caso de tratar de poner un irracional bajo una forma decimal, se iria obteniendo una
sucesion infinita de cifras decimales no periddicas, y como evidentemente es imposible tanto
escribir como almacenar en una memoria humana infinitos decimales, por este método
nunca se conocera con precision absoluta la magnitud de un irracional.

NR1V

Numeros reales. Introduccion

El agregado de todos los posibles numeros racionales y de todos los posibles niimeros irracionales
constituye el conjunto de los nimeros reales.
Por lo tanto, un nimero real puede ser, segun el caso, racional o irracional.
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Notar que con la introduccidn de los irracionales, a cada punto de la recta considerada en NR I se le
ha asociado un ntimero real. De ahi su rotulo de “recta real”.

Para referencia futura, tener bien en cuenta que tanto los nimeros racionales como los irracionales
son casos particulares de los nimeros reales.

NRYV

Cortaduras del conjunto de los numeros racionales

a.

Se inicia aca el proceso que conducird a dar una definicion rigurosa de los nimeros reales
(racionales e irracionales).

Considérese la totalidad de los nimeros racionales.

Con ellos férmese dos conjuntos My M tales que:

1°. Todo racional figure en uno de esos dos conjuntos (no hay ningln racional que no figure
en ninguno de ellos, y no hay ningln racional que figure en ambos).

2°. Ninguno de estos dos conjuntos es vacio, es decir que no ocurre que todos los racionales
estén en uno solo de ellos.

3°. Todo racional perteneciente a M es menor que todo racional perteneciente a M".

Estos dos conjuntos M y M’ constituyen lo que se llama una cortadura del conjunto de los
racionales.
Se la simboliza como:

M| M 1]

Ejemplos de cortaduras son:

A |A', donde: A = {Todos los racionales menores que % } 2]
A= {Todos los racionales mayores o iguales que % } ~

B|B’, donde: B= {Todos los racionales no positivos} [3]
B'= {Todos los racionales positivos}

C | C’, donde: C = {Todos los racionales cuyo cuadrado es menor que 6} [4]
C'= {Todos los racionales cuyo cuadrado es mayor que 6}

Como contraejemplo, los conjuntos:

D = {Todos los racionales negativos}
D’= {Todos los racionales positivos}

no determinan una cortadura ya que el cero no forma parte de ninguno de ellos, lo cual es
contra hipdtesis ya que al establecer una cortadura deben considerarse a todos los nimeros
racionales.

Se dira que una cortadura M | M’ es racional cuando:

1°. M tenga algln racional que sea mayor que todos restantes componentes de M.
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0 sind, cuando:
2°. M’ tenga alglin racional que sea menor que todos los restantes componentes de M.
. . g 2 .
Por ejemplo, son cortaduras racionales la 4 |A indicada en [2] (5 es el menor racional de

A)ylaB | B” indicada en [3] (0 es el mayor racional de B).
e. Se dira que una cortadura M | M’ es irracional cuando:
1°. M no tenga ningun racional que sea mayor que todos los restantes componentes de M.

y ademas,

2°. M’ no tenga ningun racional que sea menor que todos los restantes componentes de M.
Por ejemplo, una cortadura irracional es la C| C’ indicada en [4] ya que:

1°. Dado un nimero cualquiera y perteneciente a C (por ejemplo ¥ = 2,449), puede siempre
hallarse otro numero y* también perteneciente a C y mayor que Y extrayendo una
aproximacion por defecto de J6 con los suficientes decimales como para que sea
(“y*)2 > v (por ejemplo y* =2,44948).

2°. Dado un numero cualquiera y" perteneciente a C’(por ejemplo Y= 2,45), puede siempre
hallarse otro niimero y'* también perteneciente a C’ y menor que Yy extrayendo una

aproximacion por exceso de J6 con los suficientes decimales como para que sea
(v < (') (por ejemplo ¥~ = 2,44949).

NR VI
Definicion rigurosa del numero real
a. Se define que toda cortadura M | M’ de los nimeros racionales constituye un nimero:
m=M|M

Si la cortadora es racional, es decir si en la misma existe un nimero frontera (un niimero
racional que sea el mayor de M o el menor de M"), se establece que:

M | M’ = Numero frontera (racional)

En cambio, si la cortadura es irracional, se intercalard entre los racionales un numero 77 de
un nuevo tipo (irracional) definido por la condicién de ser mayor que todos los racionales de
M y menor que todos los racionales de M".

En este caso se establece que:

M | M’ = n (nimero irracional)

(Imposible de ser expresado con la notacion
aritmética corriente. Ver ¢ de NR III)

Es decir que los irracionales se definen como intercalaciones entre los racionales.
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Tal como ya indicado en NR 1V, el agregado de todos los posibles nimeros racionales y de
todos los posibles nimeros irracionales constituye el conjunto de los ntimeros reales.

Se hace notar lo siguiente:
Todo numero racional estd definido por dos cortaduras. Asi:

1 : : 1
) =FE | E’, siendo:  E = { todos los racionales menores que > }
. . 1
E’ = { todos los racionales mayores o iguales que 3 }
y también,
1 . ) . 1
> =F|F ,siendo:  F = { todos los racionales menores o iguales que 5 }

. 1
E’ = { todos los racionales mayores que ) }

. , ;L . 1
Evidentemente £ | E'yF | F’ tienen un mismo punto frontera: —.

En cambio, todo nlimero irracional estd definido por una tnica cortadura.

Evidentemente, esta definicién de los nlimeros reales estd todavia “renga”, faltando definir
todavia como se opera con ellos.

Como los numeros racionales son un caso particular de los reales, esta operatoria a ser
definida debe ser tal que cuando se la aplique a los racionales se obtenga la ya conocida
operatoria de los nimeros racionales.

NR VII

Teorema. Aproximaciones racionales de un nimero irracional

Se probard que dada una cortadura M | M’, se puede siempre elegir un racional de M" y un
racional de M tales que su diferencia sea menor que un niimero positivo arbitrario.

Elijase un niumero positivo € arbitrario, racional o irracional. Elijase un racional «tal que:
O<a<e [1]
Sea p un racional cualquiera perteneciente a M. Se tiene que los términos de la sucesion:
p.prtoa,ptla, . ,ptna,pt+tm+1)e, .. [2]

1°. Son todos racionales ya que p y o lo son, y la suma de dos nimeros racionales es
racional.

2°. Crecen indefinidamente ya que, por ejemplo, para que uno de estos términos sea mayor
que 10.000 bastaria hacer:
p +n a >10.000, es decir, n>(10.000 —p)/ o

Se tiene entonces que los términos de la sucesion [2] “arrancan” de un punto p perteneciente

a M y en un cierto momento pasan a pertenecer a M’, teniéndose entonces que entre el
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primer término perteneciente a M’ y el ultimo término perteneciente a M, existe una
diferencia igual a .
Como (ver [1]) < & queda probado lo indicado en a.

Lo recién demostrado implica que no existe ningun intervalo no nulo entre los racionales de
Mylosde M.

Si existiera tal intervalo tendria una longitud no nula 4, y entonces entre todo racional de M’
y todo racional de M existiria una diferencia de por lo menos #, lo cual es imposible ya que,
segiin demostrado mas arriba eligiendo un € < 4 (lo cual es enteramente legitimo ya que €es
arbitrario), puede elegirse un racional de M y un racional de M cuya diferencia sea menor
que & y por lo tanto menor que /.

Eso si, puede ser que entre los racionales de M y los racionales de M" “haya lugar” para un
unico numero irracional.

Sea un nimero irracional;
B=M|M

Sea un £ cualquiera. Témese un racional « tal que sea 0 < & < & Por lo mas arriba
demostrado, existe un racional de M, llameselo v; y un racional de M, lldmeselo v’ tales que
v-v=a<e

Evidentemente, todos los infinitos racionales de M mayores que v, y todos los infinitos
racionales de M" menores que v’ difieren del irracional f dentro de una tolerancia igual a &

NR VIII

Igsualdad de numeros reales

Se define que dos numeros reales son iguales cuando ambos pueden ser determinados por una

misma cortadura.

Notar que en el caso de un numero racional hay dos cortaduras que lo definen (ver ¢ de NR VI).
Esto no invalida la definicion recién dada. Si v y w son dos nimeros racionales y v = w, una de
las cortaduras que define a v es idéntica a una de las cortaduras que define a w.

NR IX

Negativo o simétrico de un numero real

a.

Sea un ntimero real positivo (racional o irracional):
a=4|4
Sean los conjuntos:

A = {Todos los racionales de 4" con su signo cambiado}
A’ = {Todos los racionales que no figuran en 4_}

Se define:
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Sea un nimero real negativo (racional o irracional):
b=B|B
Sean los conjuntos:

B = {Todos los racionales que no figuranen B }
B’ = {Todos los racionales de B con su signo cambiado}

Se define:

NR X

Comparacion de numeros reales

a.

Sean dos nimeros reales v y w definidos por las cortaduras de racionales:
v=v|v , w=WI|Ww

Se dird que v < w cuando mas de un racional pertenecientes a V' pertenezcan también a W
(ver fig. NR X.a).

Vv v Vv’

Fig. NR X.a

Notar que si en esta definicion se hubiera dicho “un racional” en vez de “mas de un

. ) 1 1 .
racional”, se tendria que por ejemplo seria ) < ) ya que segin visto en ¢ de NR VI, el

. 1 . , -
racional > perteneciente a £ pertenece también a F.

Se define que un numero racional es positivo si €s mayor que cero, y que es negativo si es
menor que cero.

NR XI

Operacion con numeros reales

NR XI.1 Suma v resta de numeros reales

a.

Sean dos nuimeros reales (racionales o irracionales) determinados por las cortaduras de
racionales:

a=A4 4" y b=B|B’
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Sean los conjuntos:

C = {Cualquier racional de 4 + cualquier racional de B}
C’ = {Todos los racionales que no figuran en C}

Puede demostrarse rigurosamente que C y C’ constituyen una cortadura de los niimeros
racionales.
Se define:
a+b=C|C
Se define:
a-b=a+(-b)

donde b fue definido en NR IX.

NR XI1.2 Producto de numeros reales

a.

Sean dos numeros reales positivos (racionales o irracionales) determinados por las
cortaduras de racionales:

a=A4 |A ’ y b=B8B |B'
Sean los conjuntos:

C = {Todos los racionales que no figuran en C "}
C” = {Producto de cualquier racional de 4" por cualquier racional de B}

Puede demostrarse rigurosamente que C y C’ constituyen una cortadura de los numeros
reales.
Se define:

a.b=ClC

Teniendo en cuenta la definicién dada en NR IX del negativo de un numero real y lo recién
indicado en a se define que:

Para a positivo y b negativo:

a.b=-[a.(-b)] (- b es positivo)
Para a negativo y b positivo:

a.b=-[(-a).b] (- a es positivo)
Para a y b negativos:

a.b=[(-a).(-b)] (- a y - b son ambos positivos)
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NR XI1.3 Reciproco de un numero real

a. Sea un ntimero real positivo (racional o irracional) determinado por la cortadura:
a=4 4
Sean los conjuntos:

C = {Todos los racionales que no figuren en C’}
C’ = {Reciprocos de todos los racionales positivos de A}

Puede demostrarse rigurosamente que C y C’ constituyen una cortadura de los numeros

reales.

Se define:
1 ,
~=cClc (a>0)
a

b. Se define para a negativo:
Lo (@<0)
a (-a),
................. osiive

Si a=0no se define +.

NR XI.4 Cociente de numeros reales

Sean los numeros reales determinados por las cortaduras de racionales:
a=Ala" y b=B|B %0

Se define:

a_ (1
Z_a'(bj (b +0)

NR XI.5 Nota

Las demostraciones rigurosas aludidas en NR XI.1 a, NR XI.2 a y NR XI.3 a son por lo general
largas (y aburridas), razon por la cual acé se las ha omitido. A titulo de ejemplo, en los apéndices
del presente capitulo se han desarrollado las demostraciones correspondientes a NR XI.1 a y NR
XI1.2 a.

NR XI1.6 Observaciones

a. Para agotar el tema de la definicién de los numeros reales haria falta todavia definir muchas
otras cosas tales como las funciones exponenciales, los logaritmos, etc., cuando las
magnitudes involucradas son nlimeros reales.

No se intentara dar estas definiciones ulteriores ya que el proceso correspondiente seria muy
largo y pesado.
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Sirva como excusa el hecho de que dichas definiciones ulteriores siguen lineas generales
analogas a las indicadas en los apéndices del presente capitulo.

Puede verificarse facilmente que si la operatoria definida para los nimeros reales se
restringe al caso particular de los racionales, se obtendra la ya conocida operatoria de los
numeros racionales.

Sea por ejemplo el caso de la suma.

Sean los racionales v = % y w= 3 .

4
Considerando a dichos racionales como reales:

I
&
®

=Ala y

Nw

1
2
siendo:
A = {Todos los racionales menores que % }
A= {Todos los racionales mayores o iguales que 1 }
2
B = {Todos los racionales menores o iguales que % }

: 3
B'={Todos los racionales mayores que 2 }

Entonces, considerando los conjuntos:

C = {Cualquier racional menor que % + cualquier racional menor o igual que % } =

= {Todos los racionales menores que % }
C’= {Todos los racionales que no figuran en C} =

= {Todos los racionales mayores o iguales que % }
Se tiene que segin definido en NR XI.1 a es:

+>=Clc ]

N |~
AW

, . 5
Pero por otra parte C | C’ es una cortadura racional ya que pl es el menor de todos los

racionales de C’, y entonces (ver a de NR VI) es:

—-Cl|c 2]

NG RV

y por [1] y [2] resulta que:
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N | =
AW
Al

: . 1 3 : :
y este es el mismo resultado que se obtendria sumando a 3 y 2 mediante la operatoria de

los nimeros racionales.

También puede verificarse facilmente que las propiedades de la suma, producto, etc.
deducidas para los nimeros racionales son extensibles a los nimeros reales.

NR XTI

Cortaduras generalizadas

a.

Considérese a la totalidad de los nimeros reales (racionales e irracionales), y con ellos
formense dos conjuntos K y K” tales que:

1°. Todo numero real figure en uno solo de esos conjuntos.
2°. Ninguno de esos dos conjuntos es vacio.
3°. Todo numero real perteneciente a K sea menor que todo nimero real perteneciente a K.

Estos dos conjuntos constituyen una cortadura de los numeros reales o cortadura
generalizada, a la que se indicara como:

K|k’

Por una demostracion analoga a la indicada en b y ¢ de NR VII puede demostrarse que la
distancia minima entre elementos de K y elementos de K" es menor que todo £> 0 arbitrario.
Por lo tanto dicha distancia es nula y por lo tanto entre los elementos de K y K~ “habria
lugar” para un unico nimero £ como maximo. Pero como por otra parte dicho £ debe
pertenecer sea a K o a K', resulta entonces que:
1°. Entre los elementos de K hay uno que es mayor que todos los demas

0 sino
2°. Entre los elementos de K" hay uno que es menor que todos los demas.
Es decir que definir una cortadura generalizada implica elegir un niamero real £. Todos los
reales menores que S formaran parte de K y todos los reales mayores que £ formaran parte

de K’. En cuanto al numero f, puede adicionarselo tanto a K como a K.
Se define:

B=K|K’
Se hace notar que si bien a toda cortadura generalizada corresponde a un nimero real inico,
en cambio a todo niimero real corresponden dos cortaduras generalizadas.
Asi por ejemplo:

3 = {Reales < 3} | {Reales > 3} y 3 = {Reales < 3} | {Reales > 3}

Estas cortaduras generalizadas constituyen una herramienta sumamente util en el desarrollo
del Anélisis Matematico.
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En lo sucesivo, la palabra “cortadura” (a secas) se referird siempre a una cortadura
generalizada, salvo indicacion expresa de que se trata de una cortadura de los nimeros
racionales.

NR XIIT

Comentarios

a.

Definir rigurosamente a los nimeros irracionales, y por lo tanto a los reales, resultd ser “un
hueso muy duro de pelar”.

Los S™ Newton, Leibnitz, Lagrange, Cauchy, Gauss, etc. tuvieron que arreglarselas con
conceptos mas o menos “borrosos” de los niimeros irracionales.

Recién en 1872 el matematico aleman J. W. Dedekind imaginé la definicion por cortaduras
de los racionales que se ha venido desarrollando en el presente capitulo.

Otra definicion de los nimeros reales, generalmente conocida como definicion “por encajes”
fue desarrollada por el matematico ruso - aleméan G. Cantor, en forma casi simultdnea con la
definicion de Dedekind. Esta definicion requiere una cierta familiaridad con las sucesiones
de infinitos términos.

Ademas, de la definicién de Dedekind pueden extraerse facilmente consecuencias que son
basicas en el desarrollo del Andlisis Matematico.

Por ultimo, en el campo del Algebra Abstracta se ha dado una definicion sumamente
“eficiente” de los nimeros reales, conocida bajo el titulo de “definicion axiomatica”.
A esta altura de la vida, la definicidon por cortaduras de Dedekind lleva una considerable
ventaja sobre la definicion axiomadtica por tener un trasfondo intuitivo que hace facil
absorber a “nivel visceral” el concepto de numero real. En cambio, la definicion axiomatica
es puramente abstracta y su metabolizacion “a nivel visceral” es mucho mas dificil.
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Apéndices del capitulo sobre naumeros reales

A. NR1
Suma de dos numeros reales
a. Sean dos nimeros reales (racionales o irracionales):
a=A4 |A ' y b=8B | B’

Sean los conjuntos:

C = {Cualquier racional de 4 + cualquier racional de B}
C’= {Todos los racionales que no figuren en C}

b. Se probara que los conjuntos C'y C” determinan una cortadura.

En efecto:

1°. Todo racional figura en C 6 en C’. En efecto, si un racional no figura en C entonces a la
fuerza figura en C’, y viceversa.

2°. Evidentemente C y C’ no son conjuntos vacios

3°. Supdngase que un racional ¥ perteneciente a C’ fuera menor o igual que un racional ¥
perteneciente a C.
Sea:

Y-y =¢gesdecirque Y =y- € 1]

(notar que € es racional y no negativo)
Supongase que el racional yperteneciente a C sea la suma de un racional & perteneciente
a A y de un racional S perteneciente a B. Se tendria entonces por [1] que:

v’=(a+ﬁ>-e=(a—§j+(ﬁ—§j 2]

. , . . & e
Ahora bien, segun es evidente, si & pertenece a 4 entonces [a—zj también pertenece a

A, y si Bpertenece a B entonces ( B - gj también pertenece a B, y entonces por [2] y por

la definicién del conjunto C resultaria que y" perteneceria a C, lo cual es imposible ya que
se supuso de entrada que ¥ pertenece a C'.
Como se llego a esta contradiccion por suponer que un racional perteneciente a C” puede
ser menor o igual que un racional perteneciente a C, se tiene que:
Todo racional perteneciente a C es menor que todo racional perteneciente a C’.
Se ha pues demostrado que los conjuntos C'y C’ reunen las tres condiciones requeridas para
constituir una cortadura de los nameros reales (ver b de NR V).

c. Se define:

a+b=C|C
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ANRII
Producto de dos numeros reales
a. Sean dos niimeros reales positivos (racionales o irracionales):
a=A4 |A ' y b=8B | B’

Sean los conjuntos:

C = {Todos los racionales que no figuren en C "}
C’= {Producto de cualquier racional de 4" por cualquier racional de B}

b. Se probara que los conjuntos C'y C” determinan una cortadura.

En efecto:

1°. Todo racional figura en C 6 en C’. En efecto, si un racional no figura en C” entonces a la
fuerza figura en C, y viceversa.

2°. Evidentemente C y C’ no son conjuntos vacios

3°. Supongase que un racional ¥ perteneciente a C fuera mayor o igual que un racional Y’
perteneciente a C'.
Sea:

Y-y =¢esdecirque y=y + € 1]
(notar que € es racional y no negativo)

Sea ¥ el producto de un racional &’ perteneciente a A"y de un racional S’ perteneciente a
B’. Se tendria entonces por [1] que:

apf +e=y

y por lo tanto:

Racional perteneciente a A’ L Racional perteneciente a B~

y resulta asi que ¥ seria el producto de un racional perteneciente a 4" y de un racional
perteneciente a B', y por lo tanto yperteneceria a C’, lo cual es imposible ya que de
entrada se supuso que ypertenece a C.
Como se llegd a esta contradiccion por suponer que un racional perteneciente a C puede
ser mayor o igual que un racional perteneciente a C” se tiene que:
Todo racional perteneciente a C es menor que todo racional perteneciente a C'.
Se ha pues demostrado que los conjuntos C'y C’ retinen las tres condiciones requeridas para
constituir una cortadura de los niumeros reales (ver b de NR V).

c. Se define:

a.b=ClC
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Conjuntos de numeros reales. Intervalos. Puntos de acumulacion. Teorema de

Bolzano — Weierstrass. Extremos de conjuntos de numeros reales

CNI

Conjuntos de numeros reales. Cotas de conjuntos de niimeros reales

a.

.

En todo este capitulo se trabajard exclusivamente con nimeros reales, y al hablar de un
“conjunto numérico” significara un conjunto de niameros reales.

Sea un conjunto numérico 4. Se dird que un numero o finito es una cota inferior de 4
cuando ningn nimero perteneciente a 4 sea menor que 0.

Podria ser igual a un elemento de 4.

Ver ejemplo en la figura CN La.

(B1 no pertenece a A)

(

o3 (05) (03] Bl Bz
i i ® °® oe—o o o ; i

(o) pertenece a 4) Fig. CN La

Elementos de 4

En el caso de esta figura, o, 0, y 03 son cotas inferiores de A. Notar que en este caso la cota
inferior o(; pertenece a 4.

Evidentemente, si un conjunto tiene una cota inferior, entonces tiene infinitas cotas
inferiores.

Puede ser que un conjunto numérico no tenga ninguna cota inferior, por ejemplo el conjunto
de todos los numeros enteros (se anticipa que - e no es un numero. Ver capitulo sobre
infinitos).

Segiin que un conjunto numérico tenga o no tenga cotas inferiores, serd llamado acotado
inferiormente o no acotado inferiormente.

Igualmente, se dird que un nimero [, finito, es una cota superior de 4 cuando ningfin
numero de 4 sea mayor que f3.

En el caso de la figura CN La, B; y B, son cotas superiores de A.

Evidentemente, si un conjunto tiene una cota superior, entonces tiene infinitas cotas
superiores.

Puede ser que un conjunto numérico no tenga ninguna cota superior.

Segiin que un conjunto numérico tenga o no tenga cotas superiores, sera llamado acotado
superiormente o no acotado superiormente.

Se dird que un conjunto es acotado (a secas) cuando sea a la vez acotado superiormente y
acotado inferiormente.

A menudo se dice “acotado por la izquierda” y “acotado por la derecha” en vez de ‘“‘acotado
inferiormente” y “acotado superiormente”.
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CN1I

Conjuntos numéricos finitos e infinitos

Un conjunto numérico serd llamado finito cuando la cantidad de nimeros que lo forman es finita, y
serd llamado infinito cuando la cantidad de nimeros que lo forman es infinita.
Notar que un conjunto finito es obligatoriamente acotado, mientras que un conjunto infinito tanto

puede ser acotado (por ejemplo el conjunto {x / x = l, n natural}), como no acotado (por ejemplo
el conjunto de los numeros enteros). "
CNIII
Intervalos
a. Siendo a < b, se llama intervalo cerrado al conjunto formado por los nimeros a, b y todos

los nimeros intermedios entre a y b.
A este intervalo se le designa como [a , b]. Ver figura CN IILa.

a b
- . >
= <x <
la,p]={x/a < x < b Fig. CN IIL.a
b. Siendo a < b, se llama intervalo cerrado por la izquierda y abierto por la derecha al conjunto

formado por el nimero a y por todos los numeros intermedios entre a y b.
A este intervalo se lo designa como [a , b[. Ver figura NC IILb.

a b
- ! >
= <
[a, DL =ix/a < x<b} Fig. CN IILb
c. Siendo a < b, se llama intervalo abierto por la izquierda y cerrado por la derecha al conjunto

formado por el nimero b y por todos los numeros intermedios entre a y b.
A este intervalo se lo designa como Ja , b]. Ver figura CN Ill.c.

a b
| o >
= <
la,b]=ix/a<x< b Fig. CN IILc
d. Siendo a < b, se llama intervalo abierto al conjunto formado por todos los nimeros
intermedios entre a y b.
A este intervalo se lo designa como ]a , b[. Ver figura CN III.d.
ICZ Ib
la, b[={x/a<x<bj Fig. CN IILd
e. Dado un nimero a, se llama intervalo cerrado por la izquierda y no acotado por la derecha al

conjunto formado por el nimero a y por todos los nimeros mayores que a.
A este intervalo se lo designa como [a , oo[. Ver figura CN Ill.e.

Fig. CN IILe
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Dado un niimero a, se llama intervalo abierto por la izquierda y no acotado por la derecha al
conjunto formado por todos los nimeros mayores que a.
A este intervalo se lo designa como ]a , oo[. Ver figura CN IILf.

a
_— - >

la, oo ={x/x>a}

Fig. CN IILf

Dado un nimero a, se llama intervalo no acotado por la izquierda y cerrado por la derecha al
conjunto formado por el nimero a y por todos los nimeros menores que a.
A este intervalo se lo designa como |- o, a]. Ver figura CN IILg.

a
—————— ¢

-0, al={x/x < a}

\ 4

Fig. CN IILg

Dado un nimero a, se llama intervalo no acotado por la izquierda y abierto por la derecha al
conjunto formado por todos los nlimeros menores que a.
A este intervalo se lo designa como |- o, a[. Ver figura CN IILh.

\ 4

Fig. CN IILh

Se llama intervalo no acotado, “a secas” al conjunto formado por todos 10s numeros reales.
A este intervalo se lo designa como ]- oo, oo[. Ver figura CN IILi.

]_ oo, oo[ = {X /X real} Flg CN II1.1

Se llama intervalo degenerado a todo conjunto formado por un tnico nimero real.
A este intervalo se lo designa como [a]. Ver figura CN IIL;.

a
|

[a]={x/;<=a}

\ 4

Fig. CN IIL]

Se dice que 7y es un punto interior de un cierto intervalo cuando existen puntos del intervalo

menores que Y y puntos del intervalo mayores que Y.
Ver figura CN IILk.

a Y b

N
>

t,P Fig. CN IILk
unto interior del intervalo [a , b[

Evidentemente, un intervalo degenerado no puede tener puntos interiores.
Se define: Longitud del intervalo [a , b] =

= Longitud del intervalo [a , b[ =
= Longitud del intervalo Ja , b] =
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= Longitud del intervalo Ja , b[ =b—a

CN1V

Puntos de acumulacion

a. Existen varias maneras de definir lo que son los puntos de acumulacién (PA en lo sucesivo)
de un conjunto numérico.
En el presente texto se empleard la definicidbn que parece ser la mas facil e intuitiva
(R. Courant, “Differential and Integral Calculus, tomo I, pag. 58):
Dado un conjunto numérico infinito, se tiene que un numero y es un PA del mismo cuando
todo intervalo (no degenerado) que tenga a Y como punto interior contiene a infinitos puntos
del conjunto.
Se hace notar que, segun los casos:
1°. Un conjunto numérico puede no tener ningun PA, o puede tener una cantidad finita, o

puede tener una cantidad infinita.

2°. Un PA de un conjunto numérico puede o no pertenecer a dicho conjunto numérico.

b. Ejemplos.
194, ={x/x= l, n natural } (Ver figura CN [V.a)
n

/\0 no pertenece a 4;
0 Bte. 11 L1 1

| 0

5
>

_)_"\"'—‘
—> -9

! P Fig. CN IV.a
.
0 es el unico PA de 4;. Notar que 0 no pertenece a 4;.
2 A ={x/x= ZL”’ nnatural} U {x=1 - ZL”’ n natural } (Ver figura CN IV.b)

/_\O no pertenece a 4,
0
9

1]

00 |—

L >0 &

P11 Figonve

—> - ~I—
—> 0 v|—

J

0y 1sonlos PA de 4,. Ni 0 ni 1 pertenecen a A.

3°) A3={x/1<x < 3,xreal} (Ver figura NC IV.c)
1 no pertenece a 4, A 3 pertenece a A,
\ ' ' Fig. CN IV.c

| ¢

1 3
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Los PA de 43 son todos los puntos del intervalo:
[1,3]={x/1<x<3}

Notar que 1 no pertenece a 43y 3 si pertenece a A3, y 1 es un PA de 4.

CNV

Teorema de Bolzano — Weierstrass

a. Este teorema expresa que:

Todo conjunto numérico infinito y acotado tiene por lo menos un PA.

b. Sea A un conjunto infinito y acotado (ver figura CN V.a).
)
At 7

A (Pertenece a A) 1 (no pertenece a 4)

| 4 | | »

o N J §

( * \/ Una cota
Una cota Elementos de 4 superior de 4

inferior de 4

K K’

\/Pertenece ak Fig. CN V.a

Clasifiquense a todos los niimeros reales en dos conjuntos:

K = {Todos los numeros reales no mayores que infinitos elementos de A4}
K’ = {Todos los nimeros reales mayores que infinitos elementos de A4}
Se tiene que:

1°. Evidentemente, todos los niumeros reales estan ya sea en K, ya sea en K.

2°. K # ya que todos los nimeros menores que ¢ pertenecen a K.
K’ # J ya que todos los numeros mayores que [ pertenecen a K .

3°.Sea un numero a perteneciente a K y un nimero b perteneciente a K'. Si fuera b<a,
entonces a seria mayor que una cantidad infinita de elementos de A4 (ya que por
pertenecer b a K’ se tiene que b es mayor que una cantidad infinita de elementos de 4) y
se tendria entonces que a no podria pertenecer a K, lo cual es contra hipotesis.

Por lo tanto, si a pertenece a K y b pertenece a K', entonces es a < b.
Generalizando:
Todo numero perteneciente a K es menor que todo numero perteneciente a K.

Se cumplen asi las tres condiciones indicadas en a de NR XII y, por lo tanto, estos conjuntos
Ky K’ constituyen una cortadura generalizada K Ve
Sea A el nimero correspondiente a dicha cortadura.
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Evidentemente (ver figura CN V.a) todo intervalo / que contenga a A como punto interior,
contendra a elementos de K y elementos de K', y como evidentemente entre todo elemento
de K y todo elemento de K" hay infinitos elementos de 4, resulta entonces que A es un PA de
A.

Notar que 4 podria tener otros PA ademas del A determinado por el razonamiento seguido
enbyc.

En el caso del conjunto 4 indicado en la figura CN V.a, son PA de dicho conjunto los puntos
del intervalo [A , ] = {x /A < x £ n}. Notar que 1 no pertenece a 4, a pesar de ser un PA
de A4.

CN VI

Extremos de conjuntos numeéricos

a.

C.

Sea un conjunto numérico A acotado inferiormente. Sean:

K = {Numeros reales no mayores que algun elemento de 4}

K’ = {Numeros reales mayores que algin elemento de A4}

Segun puede verificarse facilmente, estos conjuntos K y K’ constituyen una cortadura K | K.
Sea a el nimero determinado por esa cortadura.

A dicho nimero o se le llamaré extremo inferior del conjunto 4.

Resulta por lo tanto que:

El extremo inferior de un conjunto numérico acotado inferiormente es la mayor de sus cotas
inferiores.

Segun los casos, el extremo inferior de un conjunto numérico acotado inferiormente puede o
no pertenecer al conjunto.

Analogamente:

Sea un conjunto numérico B acotado superiormente. Sean:

H = {Numeros reales no mayores que todos los elemento de B}

H’ = {Numeros reales mayores que todos los elemento de B}

Segun puede verificarse facilmente, estos conjuntos H y H' constituyen una cortadura H | H'.
Sea 3 el nimero determinado por dicha cortadura.

A dicho numero B se lo llamara extremo superior del conjunto B.

Resulta, por lo tanto, que:

El extremo superior de un conjunto numérico acotado superiormente es la menor de sus
cotas superiores.

Segun los casos, el extremo superior de un conjunto numérico acotado superiormente puede
0 no pertenecer al conjunto.

Evidentemente:

1°.Todo conjunto numérico que es (no es) acotado inferiormente tiene (no tiene) un extremo
inferior.

2°.Todo conjunto numérico que es (no es) acotado superiormente tiene (no tiene) un extremo
superior.

3°Hay conjuntos numéricos que tienen extremo inferior y no tienen extremo superior
(conjuntos acotados inferiormente y no acotados superiormente).
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4° Hay conjuntos numéricos que no tienen extremo inferior y tienen extremo superior
(conjuntos no acotados inferiormente y acotados superiormente).

5°.Hay conjuntos numéricos que no tienen ni extremo inferior y ni extremo superior
(conjuntos no acotados ni inferiormente ni superiormente).

6°.Hay conjuntos numéricos que tienen extremo inferior y superior (conjuntos acotados).
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CN 2.

CN 3.

CN 4.

CNSs.

CN 6.

CN 8

Ejercicios vy problemas sobre Conjuntos de Numeros Reales

Sean los siguientes conjuntos:

a) {x/-4<x<-2} b) {x/xenteroy 0 < x < 100}
c){x/0<x<I1} d) {x/x = 4}
e) {X/x =primo} ) {x/-1<x<2}u{x/3 <x<4}

En cada caso:

1°. Indicar, si es posible, 2 cotas inferiores y 2 cotas superiores.

2°. Indicar, si existen, sus extremos inferior y superior.

3°. Indicar si constituyen o no un intervalo y en caso afirmativo, de qué tipo.
En este ultimo caso, indicar un punto interior.

Indicar todos los PA del conjunto:
(x/1<x<2}Ufx/2<x*< 4}
(Puede un conjunto finito de niameros tener algin PA? ;Porqué?

Indicar algin conjunto en que todos los elementos del mismo sean PA de dicho
conjunto.

(Es 0 no cierto que el conjunto de todos los PA de los nimeros racionales es el conjunto
de los niimeros reales?
(Es 0 no cierta la reciproca?

Indicar, si existen, los extremos inferior y superior de los conjuntos:

n

i natural}
n!

a) {x/x=

b) {x/x= =D ,nnatural}u{x/xz1—1,nnatura1}
n n
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Sumatorias
SUM I
Sumatorias simples
SUM L.1
a. Sea una familia de nimeros q; tal que el valor de cada uno de ellos depende del indice i (el

cual es siempre entero). Por ejemplo:

1Yar=)a= Y a3= )55 .5a50= Va5 -5 ai =} ; ete.
2% a, = Cos (- 2m); a,, = Cos (- m); ap = Cos 0; ...; a; = Cos (- iT); etc.
30) ay = lglol; a, = 1g102; as = 1g103; ey A = lgloi; etc.

Dada una de estas familias, para significar la suma de algunos de sus componentes se usa la
notacidn “sumatoria’ indicada a continuacion:
(‘ Simbolo sumatoria

Suma de algunos a; determinados = Z a; [1]

Especificacion del indice i
correspondiente a cada
uno de los sumandos.

Por ejemplo:

1°) Z [ _ 1 N 4 N 7
i\ i+2 1+2 442 7+2

2°) ZCos(jﬂ)Z Cos (-2m) + Cos (-1t) + Cos (0) + Cos (1) + Cos (2T)

—3<j<2
39 >3 =37+3"+3"+3"+3
k/k><4
40) 2321 — 32.2 + 32.4 + 32.6
I par
2<I<7
5°)zm 1+2+3+5+7

Jom+2 142 242 342 542 T+42

0<m<8
6°) z Sen(x) = Sen (-3) + Sen (2)

raices de la ecuacion

x2 4x—6=0
Evidentemente, y tal como fluye de estos ejemplos, el método usado para especificar los
indices de los términos a sumar puede ser cualquiera.

b. Notar que dada una suma de nlimeros cuyo valor depende de un indice se tiene que:

Zai = Zaj

Una cierta especificacion del La misma especificacion
indice i correspondiente a para indices j
cada uno de los sumandos
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Por ejemplo:

10) z 21': z 2]223 +26 +29 +212 +215 +218
z:na;u}jal ] na'tufal
;<n§16ltzplo de 3 :;!él(l)mplo de 3

29) D lg(k+2)= D lg(v+2) =lg,, 2 +1g,3 + g4 + g, 5
0<k<3 0<v<3

Es decir que:
No importa para nada el simbolo que se use en una sumatoria para designar al indice
genérico.

c. En el caso de que los indices correspondientes a los términos a sumar sean enteros corridos,
su especificacion a menudo se hace poniendo respectivamente abajo y arriba del simbolo
sumatoria los valores mas bajo y mas alto que asuman dichos indices. Por ejemplo:

2 - ' 0 1 2 3
10) Z lg102’ = Z lg102’ = lg102 + lg102 + lg102 + lg102
i=0 0<i<3
1
2°) > Coskx= Y Coskx = Cos (-x)+ Cos (0) + Cos (x)
k=-1 —1<k<1
0
3")2 tgvx = z tgvx=1g(-3x)+tg(-2x)+tg(-x)+1g0
y==-3 —3<v<0
\_,Notaci(')n general
Notacion en el caso de que los indices sean enteros corridos
SUM 1.2
a. Se demostrara que:
Para o constante es:
o Z al' = Z aai [2]
A A

b. En efecto:

@ Y a =oa, +a, +..+a )=0a, +oa, +..+oa, = Y oq,
iy sl sl i sk eoosiy

c. Por ejemplo:

3) 7= 347
i=1,3,5 i=1,3,5
SUM 1.3
a. Se demostrara que:

Dag+ Db+t Dk= D (a+b+..+k) 3]

i g reeny IR i g ooy I
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b. En efecto:

Da+ Y b+t Dk =

150y 5eensly, i3y 5oy 14y 5eesly,
=(a, +a, +..+a, )+ (b, +b, +..+b )+..+(k, +k +..+k )=
=(a, +b, +..+k )+(a, +b +..+k)+..+(a +b +..+k )=

= Y (a,+b,+...+k)

i3 ooy

Con lo que queda probado lo indicado en [3].

c. Por ejemplo:
3 nzw 3 nzw 3 nx nx
>nCos—+ Y nSen—+ Y, | n Cos—+n Sen—
n=1 2 n=1 2 n=1 2 2
SUM 1.4
a. Se demostrara que:
a ¥ a+f ¥ b+.+v ¥ k= ¥ (@a+fb+.+0vk) [4]
I sl el i sl »esin I sl seesin I sy el

donde a, B, ..., U son constantes cualesquiera.

b. En efecto: Por [2]

l Por [3]
a Y a+B D b+.+v Y k=

iy sl yeeesly i sl yeeesly i sl yeensly
= E aa + E B b+..+ E vk = E (@a+PBb+..+vk)
i sl iy i sl yeeniy i iy sy sl iy

Con lo que queda demostrado lo indicado en [4].

c. Por ejemplo:

432" +3 Y lg n= Y (42" +3lg, n)=

2<n<6 2<n<6 2<n<6
n primo n primo n primo

=(4.2> +31g,,2) +(4.2° +31g,,3) +(4.2° +31g,, 5)
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SUM II
Sumatorias multiples
SUM II.1
a. Sea una familia de niimeros a; ; . 4, tal que el valor de cada uno de ellos dependera de sus

indices i, J, ..., n. Por ejemplo:
19a11= 4% Cos 1w, aip= )} Cos?2m, a1 = )Y Cos 1m, arp =Y, Cos2m, ...,
a;j= ); Cos jm, etc.

2° )ai,j,k = (i’ )
3°) ayw = u.2" log,, w
Etc.

Dada una de estas familias de nimeros, para indicar la suma de algunos de sus componentes
se usa la notacion “sumatoria multiple” indicada a continuacion:

Suma de ciertos a;; , determinados = Z Qij,..n [1]

.....

Especificacion de todos
los indices i, j, ..., n
correspondientes a cada
uno de los sumandos

Por ejemplo:
1°) > 2% Sen(ja) = 2" Cos(2a) + 27 Cos(5a)

(i=1 j=2)«(1" sumando)
(i=3 j=5)«(2% sumando)

2°) z [Cos i+ Sen j%)z

(i=0 j=2)
(i=2 j=3)
(i=1 j=2)

= (COSO?Z' + Sen2%j + (C0s27£ + Sen3%) + (Cosn’ + Sen2%j

¥ Y (l+]j 141 142 241

i,j,k naturales k 2 1 1
i+ j+k=4 i=1 i=1 i=2
Jj=1 Jj=2 J=1
k=2 k=1 k=1
b. Igual que en el caso de las sumatorias simples (ver b de SUM 1.1), en el caso de las

sumatorias multiples tampoco importa para nada los simbolos usados para designar a los
indices genéricos.

c. En el caso de que los nimeros a;;_, sean tales que tanto sus indices i, como sus indices j, ...,
como sus indices n, sean enteros corridos, la especificacion de los indices de los sumandos
se hace a menudo usando la notacion ejemplificada a continuacion:

TI"\-, bl
ST

o —

M

i+ )" _(0+1)‘1+( +D'+O+D'+0+2)"+0+2)° +(0+2) +

%,_/
i=0, =1 1:0,_/: i=0, /=1 i=0,;=2 i=0,;=2 0/ 2
1 k=-1 k=0 k=1 k=—1 k 0 k

TS
I
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+A+DTT+A+D +(A+D +(1+2) "+ 1 +2)° +(1+2) +
— —_— e e

i=1, j=1 i=1, j=1 i=1, j=1 i=1, =2 i=1, j=2 i=1, j=2

k=-1 k=0 k=1 k=-1 k=0 k=1
+2+DTHCHD F+2HD 2+ T+ 2+2) +(2+2)

i=2,j=1 i=2,j=1 i=2,j=1 i=2,j=2 i=2,j=2 i=2,j=2

k=-1 k=0 k=1 k=-1 k=0 k=1

SUM I11.2

Por los mismos procedimientos empleados en SUM 1.2, SUM 1.3 y SUM 1.4 puede demostrarse
que:
1°) Para o constante es:

a  Da; = 2. oa, 2]

=000 sdn) D=7 )0)

2°) Da, +.+ Dk, = D (a, +..+k;) 3]

D)=y ) (D)= T0eliyd) D)=l )
e Da, +.+v Dk, = D (a; +...+vk,;) [4]
(i)~ D)= Ty D=5y d)

donde ¢, ...y v son constantes cualesquiera.
La generalizacion de estas formulas para el caso de mas de dos indices es obvia.
SUM 11.3

a. Se demostrara que:

24 = D :Zay = 2 | 2 51

(@, )= J1)ses 5 ) gi:il ----- i \ J=J15e0dn JZ s T \JFHsensly

b. En efecto:

N
> a, =a,, +..+a, +.+a, , +.+a, =
(i,./):(ila./l)aw(ﬁ;./a)
G [6]
=(a,; +..ta, )+..+(a,; +.+a )=
= Zaz-lj+~-~+ Z%: Z Z%
J=J15esdn J=J1 5w i:l.lr“aik _/:_/1,<-~,_/,1
J

c. Por otra parte:



SUM 6

E a = + Aa. . +...+ a; + Aa. . =
i iy bk
(lsj):(ll ’jl) """ (ll ’jn)

(i i i) [7]
=(a,, +..ta, ;) +..+(a, +..+a, )=

= et 2= 2| 24

i= ll ..... i= ll l j:jl """ jn i= ll )
y entonces por [6] y por [7] queda demostrado lo indicado en [5].
Por ejemplo:
=2 )
1_22i+_/ — 20+1 +20+2 +21+1 +21+2 +22+1 +22+2 +23+1 +23+2 —
% 8
J=
— (20+l + 20+2) + (21+1 + 21+2)+ (22+1 + 22+2)+ (23+l + 23+2) —
j=2 i=3(j=2
— 0+1+221+1+222+1+223+1 :Z{Zzﬁ_/j
-1 i=0 \_j=1
J
Yy, por otra parte:
\
/=2
122[+j 20+l +20+2 +2l+1 +2l+2 +22+1 +22+2 +23+1 +23+2 — [9]
-
— (20+1 + 21+1 + 22+1 + 23+1)+ (20+2 + 21+2 + 22+2 + 23+2) —
=3 = =2(i=3
— 21+1 + 221+2 — Z(z 21+_1j
= i=0 j=1 \|i=0 j

y entonces por [8] y por [9] resulta que:

[\

j

IMIT

i=0 \_j=1 j=1 \i=0

[}

i=
j=

Se hace hincapié¢ en el “Todos los indices i van apareados con todos los indices j” de la

formula [5]. De no cumplirse esta condicion, dicha férmula [5] no seria vélida, como surge
del siguiente ejemplo.

Sea:

a; =a,tastast+a,, +a,g [10]
(1,4)(1,5)(1,6)(2,4)(2,6)

(No figura (2,5))

y por otra parte sea:
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i=2 [ j=6 i=2
Zaij = z(ai,4 ta, s+ ai,ﬁ) =a,tastacta,, ta,s+a,, [11]
=1\ j=4 i=1

resultando entonces por [10] y por [11] que en este caso se tiene que:

i=2 =6
Z a; * Zl: (]Z: aj j
i=l \_j=

f. La generalizacion de la formula [S] para el caso de mas de dos indices es obvia.
SUM 11.4
a. Se demostrara que:

ded; = Y|l 24, [12]

(VD UPY /D RS RV B AN PO TE I I

i)
""\_)(Todos los indices i van apareados con todos los indices j)

lo que en el caso de que iy, ..., iy Y /1, ..., j» S€an enteros corridos toma la forma:

i i=ig ((j=J, Jziy (=i =i (=
2ad; =2 ded |=2) 2ed; |=| D | 2d, [13]
i=i; =i \ J=/ J=h\ =0 i=i J=h
J=N
Por [5]
b. En efecto, poniendo:
aj = cid
por [5] resulta que:
Por [2] de SUM 1.2
Por [2] de SUM 1.2 (ac4 Zd ; hace las veces de o)
(aca ¢; hace las veces de o) J= i

Sed = 3| Ted |t 3 e Ta |t Za| S o
@)= ji )seesiyafn) =i ey \ J= 1wy =) sl J=Ivseesdn J=Ivseesdn [P

Para mayor claridad se repetird la demostraciéon en base a un caso concreto, pero sera
evidente que lo que se verd es valido para el caso genérico.
Se tiene que:
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j=3.4,7 j=3,4,7 =3,4,7
= d; Zci
j=3,4,7 i=2,6
Resumiendo:
2ed;=| e | 2d,
(2,3)(2,4)(2,7) i=2,6 j=3,4,7
(6,3)(6,4)(6,7)

y esto no es mas que la formula [12] para el caso particular de queesi=2,6y;j=3,4,7.

Ejemplo:

S
I
bl )

N

Cos(jt) = (ﬂ > ](,-_2 Cos( jt)J

i=0

L
—_o
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Ejercicios v problemas sobre Sumatorias

SUM 1 Hallar el valor de las siguientes sumatorias:
4 . 2
2i+1 ; ;
a) > = b) >ilg,4’ c) Y lgg2’
i=0 1+ 1 Jj=2 J entero
J multiplo de 3
J primo
2<;<70
k+1 V4
d D> — e) Y Cos(l—j
1<k <12 k+2 i pyp 2
k:rtriple de_algun ! par
numero priumo
SUM 2 Poner bajo la forma de sumatorias a las siguientes expresiones:

a) Y,agp+ a; Cos x + by Senx + a, Cos 2x + by Sen 2x + ... + a, Cos nx + b, Sen nx
b) 12+ 22+ 3%+ 52+ 72+ 112+ 132+ 17° + 19?
¢) 1 +8+27+64+125

d)1-2+3-4+5-6

SUM 3 Hallar el valor de las siguientes sumatorias:
" i 27
a) > 32 b) >, kCos(-) ) Y =

i,j primos i+j+k=3 J i+j+k=3 k

0<i <3 i,j,k enteros i,j,k naturales

2<j <4 —l<i <1 0<i+j <3
0<j <7 O<k <2
=3<k <0

n

d) Za

i=1
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PRINCIPIO DE INDUCCION COMPLETA (PIC)

PIC1I

Analogia preliminar v Principio de Induccion Completa

PICI.1

a.

C.

Sea un pais con un régimen de gobierno monarquico.

Sea R; el primer rey de la dinastia reinante. Este rey fue sucedido por su hijo mayor Ry,
quien a su vez fue sucedido por su hijo mayor Rj y asi sucesivamente. (Seglin serd evidente,
desde el punto de vista de la demostracion que sigue, dard lo mismo que esta dinastia se
perpetie indefinidamente o que termine después del reinado de un cierto rey Ry).

Sea una caracteristica o inclinacion humana cualquiera (por ejemplo una aficién exagerada
al vino tinto) a la que se llamara C.
Supongase que se haya demostrado fehacientemente que:

a : El rey R; fundador de la dinastia, tenia la caracteristica C.

B : Si ocurre que un rey tiene la caracteristica C entonces inexorablemente su sucesor
también la tendra.
En cambio, si un rey no tiene la caracteristica C, su sucesor puede tenerla o no tenerla.

Se pide averiguar si es 0 no posible que en dicha dinastia haya reyes que no presenten la
caracteristica C.

Supodngase que en efecto en dicha dinastia haya reyes que no tengan dicha caracteristica. [1]

Cronologicamente, sea Ry el primero de estos reyes.
Se tiene entonces que:
1°. Ry no tuvo la caracteristica C. [2]
2°. Rx # R ya que quedd establecido en o que el rey R; fundador de la dinastia, si
tenia dicha caracteristica.
3°. Por ser Ry el primer rey que no tuvo la caracteristica C, entonces su antecesor
inmediato, Ry.1, si la tuvo.
4°. Ya que Ry tenia la caracteristica C, por lo establecido en [} se tiene que su
sucesor inmediato, Ry, también debera haber tenido la caracteristica C. Por lo
tanto:
Ry si tuvo la caracteristica C. [3]

Entonces, dadas las condiciones o y 3, de ser cierta la suposicion hecha en [1], se tendria
que el rey Ry a la vez deberia haber tenido y no tenido la caracteristica C (ver [2] y [3]), lo
cual es un absurdo.

Como este absurdo proviene de la suposicion hecha en [1], es imposible que exista un
primer rey que no tenga la caracteristica C.

Es decir que:

Todo rey de esta dinastia tuvo, o tiene, o tendra, la caracteristica C.
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PIC 1.2

a.

C.

Pasando ahora a las matematicas. Sea un enunciado matematico cualquiera en el cual figure
un parametro que pueda asumir cualquier valor natural (1, 2, 3, etc.).
Ejemplos de este tipo de enunciado son:

- S, = Suma de los » primeros numeros impares = ° [4]
‘n=n+1 [5]
oy = 6

(En todos estos ejemplos el parametro esta simbolizado como #).
En general, dado uno de estos enunciados pueden ocurrir tres alternativas:

1°. Es cierto para cualquier valor que asuma el parametro (caso del enunciado [4], seglin se
vera mas adelante).

2°. Es falso para cualquier valor que asuma el parametro (caso del enunciado [5]).

3° Es cierto o falso segtn el valor que asuma el pardmetro (caso del enunciado [6], que es
cierto paran < 2;y es falso para n > 2).

Dado uno de estos enunciados, al ir dando al pardmetro los valores 1, 2, etc. se va

obteniendo una sucesion (dinastia) de expresiones matematicas.

Por ejemplo, para el enunciado indicado en [4] se tiene que:

Expresion 1, (n=1): §;=1= 1? (“fundador de la dinastia”)

Expresion 2, (n=2): S, =1+3= 2?

Expresion 3, (n=3): S3=1+3+5=3?

Expresion 4, (n=4): S4=1+3+5+7=4>

etc.

Se dird que una de estas expresiones tiene la caracteristica C cuando sea cierta.
Supongase que, dado uno de estos enunciados, se demuestre fehacientemente que:

* . . , . .,
o : El enunciado es cierto cuando el parametro asume el valor 1 (es decir que la expresion
ia” tiene la caracteristica C).

“fundadora de la dinastia

* . . . , ., ,

B: Si ocurre que el enunciado es cierto para un valor del pardmetro, entonces también sera
cierto para el valor subsiguiente (es decir, que si una expresion cualquiera de la
“dinastia” tiene la caracteristica C, su sucesora también la tendrd).

El principio de induccién completa establece que todo enunciado que cumpla con estas
.« . * * , . ,
condiciones o v B ser4 cierto para todo valor que asuma el pardmetro.

La demostracion de este principio de induccién completa es un paralelo exacto de lo ya visto
en ¢ de PIC L.1.
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Sea un enunciado para el cual se cumplen las condiciones o y 3.

Supdngase que exista uno o mas valores del pardmetro que hagan falso a [7]
dicho enunciado.

Entre estos valores del parametro que hacen falso el enunciado habra uno de ellos que es
menor que todos los demas. Llamesele ;.
Se tiene entonces que:

1°.

2°.

3°.

4°.

El enunciado es falso cuando el pardmetro asume el valor n; (la expresion 8]
correspondiente a 7 no tiene la caracteristica C).

ne # 1 ya que quedd establecido por o que el enunciado es cierto cuando el parametro
asume el valor 1 (es decir, que la expresion “fundadora de la dinastia” tiene la
caracteristica C).

Por ser n; el menor valor del parametro para el cual el enunciado es falso, el enunciado
sera cierto cuando el pardmetro asuma el valor n; — 1 (si la n4-ésima expresion es la
primera expresion de la dinastia que no tiene la caracteristica C, su antecesora inmediata
si la tendra).

Como el enunciado es entonces cierto cuando el parametro asuma el valor n; — 1, por lo
establecido en B* se tendra que también serd cierto cuando el parametro asuma el valor
(nx— 1) + 1 = ny (si la expresion n; — 1 -ésima de la “dinastia” tiene la caracteristica C, su
sucesora, es decir la expresion ny -€sima, también la tendrd):

Por lo tanto:

El enunciado es cierto cuando el pardmetro asume el valor ny. [9]

Entonces, dadas las condiciones o, y B*, de ser cierto lo supuesto en [7]. se tendra que el
enunciado considerado debera a la vez ser cierto y falso cuando el pardmetro asuma el
valor n; (ver [8] y [9]), lo cual es un absurdo.

Como este absurdo proviene de la suposicion hecha en [7], es imposible que existan
valores del pardmetro para el cual el enunciado es falso.
Por lo tanto:

El enunciado considerado seré cierto para cualquier valor que asuma el parametro.

PIC 1.3 Ejemplo.

a.

Se demostrara ahora usando el principio de induccion completa, que la formula [4] es valida
para cualquier valor que asuma n.

Se tiene que:

S, = Suma de los n primeros nimeros impares =1 +3+5+ ...+ (2n—1) [10]

y se verificard que en efecto es:

S, = n’, para todo n natural [11]
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Para n =1, la férmula [10] indica que:
S1 =1
lo cual es evidentemente cierto.
Por lo tanto la formula [11] es valida para n = 1, quedando asi satisfecha la condicion o

enunciada en ¢ de PIC 1.2.

Sea un nimero natural cualquiera mayor que 1. Llameselo £.
Por [10] se tiene que:

Sk=1+3+5+..+2k-1) [12]
Ski1=1+3+5+..+Qk—-1D)+[2(k+1)-1]=8+2k+ 1 [13]
Si la férmula [11] es valida para n = k se tendra que:
Si=K
y entonces por [13] sera:
S =k +2k+1=(k+1)

resultando entonces que si la formula [11] es valida cuando n asume un cierto valor £,
entonces también serd valida cuando n asume el valor natural subsiguiente, con lo que

también queda satisfecha la condicion B* enunciada en ¢ de PIC L.2.

Por lo tanto queda demostrada la validez de la férmula [11] para todo » natural.

PIC L4 Otro ejemplo.

a.

Se verificara por el principio de inducciéon completa que:
Paratodoa>-1es (1 +a)" 2 1 +n a, para todo n natural. [14]
Se tiene que:

(1+a) 21+1a

y por lo tanto la férmula [14] es valida para n = 1, quedando asi satisfecha la condicion o
enunciada en ¢ de PIC L.2.

Sea un nimero natural cualquiera mayor que 1. Llameselo £.
Se tiene que si la formula [14] es valida para n = k se tendra que:

(1+a)>1+ka
y como (1 + a) > 0 por ser a > -1, se tendra entonces que:

A+a)f" 20 +a)1+ka)=1+ka+a+kd*>21+(k+1)a

Porserka* > 0
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Resumiendo:
Sies(1+a)f>1+kaentonceses (1 +a)"' 21+ (k+1)a
Es decir que si la formula [14] es cierta cuando » asume un cierto valor &, entonces también
serd cierta cuando n asume el valor natural subsiguiente, con lo que también queda

satisfecha la condicion B* enunciada en ¢ de PIC 1.2.

Por lo tanto, queda demostrada la validez de la formula [14] para todo » natural.

PICII

Variantes del mismo tema

PIC I1.1

Supongase ahora un enunciado matematico cualquiera en el que figure un pardmetro n que pueda
asumir un valor natural cualquiera (1, 2, 3, ..., etc.).
Supongase ademas que:

- El enunciado es cierto cuando el parametro asume un cierto valor natural i (por ejemplo
i=17).

- El hecho de que el enunciado sea cierto para un valor del pardmetro superior a i determina
que también sea cierto para el valor subsiguiente.

Entonces, mediante una argumentacion andloga a la indicada en PIC 1.2 se demuestra que el

enunciado del caso es cierto cuando n asume cualquier valor mayor o igual que i (mayor o igual que
7).

PIC I1.2

Supdngase ahora un enunciado matematico cualquiera en que figure un pardmetro n que pueda
asumir un valor natural cualquiera.
Supoéngase ademas que:

- El enunciado es cierto cuando el pardmetro asume el valor 1.

- Si r es un cierto nimero natural determinado (por ejemplo » = 3), entonces el hecho de que
el enunciado sea cierto para un cierto valor del pardmetro determina que también sea cierto
para un valor del pardmetro » unidades mayor.

Entonces, mediante una argumentacion analoga a la indicada en PIC L.2 se demuestra que el
enunciado del caso es también cierto cuando el pardmetro » asume un valor cualquiera que sea igual
a 1 mas un multiplo cualquiera de r. (Si » = 3, el enunciado sera valido cuando sean =1, 4, 7, ...).

PIC I1.3
Supongase un enunciado matematico cualquiera en el que figure un pardmetro » que pueda asumir
un valor natural cualquiera.

Supongase ademas que:

- El enunciado sea cierto cuando el parametro asume los valores 1, 2, ..., w.
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- El hecho de que el enunciado sea cierto cuando el pardmetro asume w valores consecutivos
cualesquiera determina que también sea cierto para el valor subsiguiente.

Entonces, mediante una argumentacion similar a la indicada en PIC L2 se demuestra que el
enunciado es cierto para cualquier valor que asuma el parametro.

PIC 114

Es evidente que seria posible imaginar muchas otras variantes del principio de inducciéon completa.
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Ejercicios v problemas sobre el Principio de Induccion Completa

PIC.1

Mediante el principio de induccién completa verificar que para todo » natural se tiene que:

a. 1+2+ .. +n= n(n+1) (Progresion aritmética)
2 n l_anH ., L,
b. lta+a +..+ad = " (Progresion geométrica)
-a
c. n’+2n es divisible por 3
d. 1Jr3+6+m+n(n+1):n(n+1)(n+2)
6
1 1 1 1
e. —t 5t t—=1-—
2 2 2 2
f.  2+2%+..+42"=2""1 2
g, 1.2+2.3+...+n(n+1)=w
h. 1+4+7+...+(3n—2)=—”(3’;_1)
i. 14224324 42 o D@rtD)
6
j- 6"> 1+5"
PIC.2

Por medio del PIC demostrar la validez de la férmula del interés compuesto:
C,=Cy(1+1)

en la cual:

C, = Capital final, Cy = Capital inicial, / = Interés anual, n = Cantidad de afos

PIC.3

Por medio del PIC demostrar que:

Derivadas pares de Sen (x) = (-1)"? Sen (x), n=2,4,6, ..
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Por medio del PIC demostrar que:

d" (1 n!
Bl AR
dx" (x] =D x™

d/’l
dx"

(e—ax) — (_1)71 ane—ax

PIC 8
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Calculo Combinatorio

CMB I

Generalidades

A menudo se presenta el problema de calcular la cantidad de maneras como se pueden
disponer los elementos de un cierto conjunto dadas ciertas condiciones predeterminadas. Por
ejemplo:

1°) Indicar cuantas palabras pueden escribirse con 3 de las 5 letras L, A, P, I, Z (tengan o no
sentido).

2°) Indicar cuantos “full” distintos pueden extraerse de un mazo de 52 barajas.

3°) Indicar cuantos nimeros distintos pueden escribirse con 3 de los digitos 0, 1, 2, 3,4 y 5.
4°) Indicar de cuantas maneras distintas pueden sentarse 8 personas en otros tantos asientos.
Etc.

El calculo combinatorio que se desarrollard a continuacion constituye una herramienta que
ayuda a resolver algunos problemas de este tipo.

CMB I

Variaciones simples

CMBII. 1

a.

Se llaman variaciones simples de n elementos todos distintos entre si (por ejemplo los 4
elementos a, b, ¢ y d) tomados de a k (por ejemplo de a 3) a las agrupaciones que se pueden
formar colocando de todas las maneras posibles a k de esos n elementos (a 3 de los 4
elementos a, b, ¢ y d) en otras tantas (en 3) ubicaciones, de manera tal que dos agrupaciones
sean consideradas distintas entre si cuando_en por lo menos una misma ubicacién relativa
de ambas agrupaciones figuren elementos distintos.

Por ejemplo abc y acd son variaciones simples distintas entre si porque en la 2% ubicacion de
ambas figuran respectivamente b y ¢, y porque en la 3* ubicacion de ambas figuran
respectivamente c y d.

Tal como recién ejemplificado, una cierta variaciéon simple se indica escribiendo de
izquierda a derecha los simbolos de los elementos involucrados en la variacion, en el orden
correspondiente a sus ubicaciones.

Segun la definicion recién dada, considerando los 4 elementos a, b, ¢ y d-

1°) Sus variaciones simples tomados de a 1 son:
a b c d

2°) Sus variaciones simples tomados de a 2 son:
ab, ac, ad, ba, bc, bd, ca, cb, cd, da, db, dc

3°) Sus variaciones simples tomados de a 3 son:
abe, abd, ach, acd, adb, adc, bac, bad, bca, bed, bda, bdc, cab, cad, cba, cdb, cda,
cdb, dab, dac, dba, dbc, dca, dcb

4°) Sus variaciones simples tomados de a 4 son:
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abcd, abdc, acbd, acdb, adbc, adcbh, bacd, badc, becad, beda, bdac, bdca, cabd, cadb,
chad, cbda, cdab, cdba, dabc, dach, dbac, dbca, dcab, dcba
Laley de formacion de estas tablas es obvia.

CMBII. 2

a. Sea V), la cantidad de variaciones simples que pueden formarse con n elementos tomandolos
de a i (Sea V., la cantidad de variaciones simples que pueden formarse con los 4 elementos
a, b, c y d toméandolos de a 2).

Considérese una cualquiera de dichas variaciones simples (por ejemplo la bd). Si a dicha
variacion simple (la bd) se le agregan alternativamente cada uno de los n-i (de los 4-2 = 2)
elementos que no figuran en ella (los elementos a y ¢), se generaran n-i (se generaran 2)
variaciones simples (bda y bdc) de los n elementos considerados tomados de a i+ (de los
elementos a, b, ¢ y d tomados de a 3).

Si se somete al mismo tratamiento a cada una de las V,,; (de las V) variaciones simples de
los n (los 4) elementos tomados de a i (tomados de a 2), se obtendra una lista completa y sin
redundancias de las V,,;+; (de las V,3) variaciones simples de los n elementos (los 4
elementos a, b, ¢ y d) tomados de a i+ (tomados de a 3). En efecto:

1°) Si en dicha lista faltara alguna de las variaciones de a i+1, por ejemplo la abd, eso seria
debido sea a que no se agregd d a ab o si no a que ab no figuraba en la lista de las
variaciones de a 2, todo lo cual es contra hipdtesis.

2°) Si en dicha lista apareciera 2 (o mas) veces una misma variacion de a i+1, por ejemplo
si la bdc apareciera dos veces, eso seria debido sea a que se agregd ¢ a bd dos veces o si
no a que bd figura dos veces en la lista de las variaciones de a 2, todo lo cual es contra
hipotesis.

b. Resumiendo:
Cada una de las V,; variaciones de los n elementos tomados de a i genera n — i variaciones
de los n elementos tomados de a i+1, constituyendo las variaciones asi generadas la lista
completa y sin redundancias de las V,;+; variaciones simples de los n elementos tomados
de ai+l. Por lo tanto:

Vn,i+1 = (I’l - l) Vn,i [1]
c. Se verificara a continuacién por medio del principio de induccién completa que la cantidad

de variaciones simples que se pueden formar con n elementos tomandolos de a k estd dada
por la formula:

n!

Vs =nn=Dn=2) .. (1=k+D= 7

2]

Para empezar: Como dados n elementos a;, ay, ..., a, se tiene que las variaciones simples de
los mismos tomados de a 1 son:

aj, ..., Ap
resulta que su cantidad es », teniéndose entonces que:
Vn,I =n

con lo que resulta que la formula [2] se cumple cuando k£ = 1, quedando asi satisfecha la 1?
condicién del principio de induccién completa (o de ¢ de P.I.C. I2).

Por otra parte, sea un nimero natural cualquiera i tal que 1 <i < k. Si la formula [2] es
valida para k = i se tiene que:
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V,y=nn—-1..(n—i+1)

y entonces por [1] resulta que:
Vi =nn=1)..(n—i+1)(n-i)=

n!

=n(n-1)..[n-G+D)+2] [n-G+D)+1]=——
[n—-G+D]!

obteniéndose asi que si la formula [2] es valida cuando £ asume un cierto valor i, entonces

también sera valida cuando k£ asuma el valor natural subsiguiente, quedando asi también

satisfecha la 2% condicion del principio de induccion completa (B* de ¢de P.I.C.12).

Resulta asi que la formula [2] es valida para cualquier & tal que 0 <k < n.

(Tener bien en cuenta en lo sucesivo que por definicion 0! = 1).
CMBILI. 3

Aplicacion: En un club la comision directiva estd compuesta por 10 personas. Se pide
indicar de cuantas maneras puede elegirse una de dichas personas para presidente, otra para
secretario y una tercera para tesorero.
Designando a las personas como A, B, C, D, E, F, G, H, I y J, las diversas posibles
alternativas pueden ser simbolizadas como:

(A,B,C), (B,A,C), (A,F,J) , etc.
donde en cada paréntesis la 1* letra corresponde al presidente, la 2% al secretario y la 3* al
tesorero.
Dos alternativas son distintas entre si cuando en una misma ubicacion relativa tienen
distintas letras y asi resulta que las alternativas consideradas no son mas que las variaciones
simples de las 10 letras A, ..., J tomadas de a 3.
Es decir que:

Cantidad de alternativas = V;p3 =10 X 9 x 8 =720

CMB 111

Permutaciones simples

CBMIIIL. 1

Las permutaciones simples de n elementos no son mas que las variaciones simples de los
mismos cuando se los toma de a n.
Entonces, la cantidad de permutaciones que se pueden formar con n elementos es:

Ver [2] de CMB II

Po=Veinsn(n-1)(n-2)...2.1=n

Tener en cuenta que 0! = 1.
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CMB I11. 2
Aplicacion: 10 personas llegan simultdneamente a una boleteria y forman una cola al azar.

Se pide indicar de cuantas maneras puede formarse dicha cola.
Esta cola puede formarse de las siguientes maneras:

Lugar— 1° 2° 3° 4° 5° 6° 7° 8° 9° 10°

Persona— A B C D E F G H I J
manera 1?
Persona— B A D E C F I H G J
manera 2%

etc.

Evidentemente, las distintas maneras de formar la cola no son mas que las permutaciones

simples de las 10 letras A, ..., J, ya que una manera se diferencia de otra solo por la
ubicacion relativa de las mismas 10 letras.
Entonces:

Maneras de formar la cola = P;p = 10! = 3.628.800

CBM 1V
Combinaciones simples
CBMIV.1
a. Se llaman combinaciones simples de n elementos todos distintos entre si (por ejemplo los 4

elementos a, b, ¢ y d) tomados de a k (por ejemplo de a 3) a las agrupaciones que pueden
formarse tomando de todas las maneras posibles £ de esos n elementos (3 de los 4 elementos
a, b, c y d), considerandose que una de esas agrupaciones es distinta de otra cuando no estan
compuestas por exactamente los mismos elementos (cuyo orden no interesa).

Una combinacion simple es especificada indicando (en cualquier orden) los simbolos de los
elementos que la integran.

b. Asi, por ejemplo, con los elementos a, b, ¢ y d pueden formarse las siguientes
combinaciones simples:

1°) Tomando los elementos de a 1:
a, b, c, d

2°) Tomando los elementos de a 2:
ab, ac, ad, bc, bd, cd

3°) Tomando los elementos de a 3:
abe, abd, acd, bed

4°) Tomando los elementos de a 4:
abcd

La ley de formacion de estas tablas es obvia.
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Notar que dados los elementos a, b, ¢ y d, las agrupaciones abc y bac constituyen una misma

combinacion simple, pero son variaciones simples distintas.

CMB1V.2

C.

Supongase que, dados n elementos, se tenga la lista completa de las combinaciones simples
que pueden formarse con dichos elementos tomandolos de a k (por ejemplo, dados los
elementos a, b, ¢ y d, la lista completa de sus combinaciones simples tomadas de a 3 es:
abc, abd, acd y bcd).

Témese una cualquiera de estas combinaciones (por ejemplo la abc) y hallese las k!
permutaciones que se pueden formar con sus & elementos (las 3! permutaciones que se
pueden formar con sus 3 elementos a, b y c: abc, ach, bac, bca, cab, cba).

Hégase el mismo trabajo para cada una de las combinaciones de la lista mencionada en a. Lo
que obtendra es la lista completa de las variaciones simples de los antedichos »n elementos
tomados de a k ya que:

1°) Si una variacion no aparece es debido a que no se considero la combinacioén
correspondiente, 0 si no a que no se hallaron todas las permutaciones de la misma, todo
lo cual es contra hipotesis.

2°) Una misma variacion no puede aparecer dos veces ya que, de lo contrario, o bien se
consider6 dos veces una misma permutacion de los elementos de una misma
combinacion o bien hay dos combinaciones con los mismos elementos, todo lo cual es
contra hipdtesis.

Llamese C,x a la cantidad de combinaciones simples que se pueden formar con n elementos
tomados de a k. Segun visto en b, cada una de dichas combinaciones simples genera &/
variaciones simples cuando se permutan sus elementos de todas las maneras posibles, y
todas las variaciones asi generadas constituyen la lista completa de las V,; variaciones
simples que se pueden formar con los antedichos 7 elementos tomados de a k. Por lo tanto
resulta:
Vn,k = k! Cn,k
teniéndose asi que:

Ver [2] de CMB 11

n!
k!'(n—k)!

|| €<1T—

Co [1]

Esta es la formula que indica la cantidad de combinaciones simples que se pueden formar
con n elementos tomados de a k.

CMB1V.3

a.

Aplicacion: Indicar de cuantas maneras se puede sacar una flor jugando al truco.
Considérese las 10 espadas de la baraja. Tres cualesquiera de estos naipes implican una flor
de espadas, diferenciandose una flor de espadas de otra cuando las espadas que la
constituyen no son exactamente las mismas. Es decir que cada una de estas flores de espadas
es una combinacion simple de las 10 espadas tomadas de a 3. Entonces:

Maneras de sacar flor de espadas = Cyg,3
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Como hay 4 palos en la baraja resulta entonces que:

!
Maneras de sacar flor = 4 Cjg3= 4L
31(10-3)!
!
=4£:48x9x10 _ 430
317 I1x2x3

Aplicacion: Jugando pdker se obtiene un par doble “servido” si al recibir las 5 cartas
reglamentarias resulta que dos de ellas son de un mismo valor, otras dos son de otro mismo
valor y la carta restante es de un tercer valor (por ejemplo: 2 ases, 2 reyes y un 10).

Se pide indicar cuantos pares dobles servidos distintos pueden recibirse jugando con 52
cartas (4 palos y 13 valores distintos).

Para empezar considérense los pares dobles de ases con reyes (2 ases, 2 reyes y una carta
adicional que no sea ni as ni rey). Entonces, como:

1°) Ya que hay 4 ases, dos ases pueden ser elegidos de C,, maneras distintas.
2°) Ya que hay 4 reyes, dos reyes pueden ser elegidos de C,, maneras distintas.

3°) Una carta adicional que no sea ni as ni rey puede ser elegida de 44 maneras distintas
(cualquiera de las 44 cartas del mazo que no son ni as ni rey).

4°) Para formar un par doble de ases con reyes puede asociarse cualquier eleccion de ases
con cualquier eleccion de reyes y con cualquier eleccion de carta restante.

resulta que:

Cantidad de pares dobles de ases con reyes = Cy,. Cy, . 44
Los dos valores que determinan un par doble (ases y reyes, o damas y ases, o seises y dieces,
etc) pueden ser los elementos de cualquiera de las combinaciones de 2 de los 13 valores de
la baraja considerada. Entonces, como:

1°) Hay Cy3,, de estas combinaciones.

2°) Para cada una de estas combinaciones hay una cantidad de pares dobles igual a la
calculada para el caso de ases y reyes.

se tiene que:

Cantidad de pares dobles = C;3. . (Cy, ). 44 =

2
| |
13 4 44 =123.552
21(13-2)!1] 214 - 2)!
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CMB V

Numeros combinatorios

CMB V.1

Estos niimeros estan definidos de la siguiente manera:

e
0)" n20)

(”]—c (n>k>0
k - Sk nz = )

[1]

No se definen nimeros combinatorios paran < 'y paran < k.
En la practica, cuando deba expresarse la cantidad de combinaciones simples de n elementos
tomados de a k, la notacion usual es:

n

k
en vez de C, (es decir que se usa la notacion correspondiente a los nimeros combinatorios
en vez de la notacidn especifica correspondiente a las cantidades de combinaciones simples).

CBM V.2

Propiedades de los niimeros combinatorios:

0., 2]
NE

n n! n! n
b. =C,, = = =
(kj "R m=k) (=K n—(m—-k)] (n—kj
Resumiendo:
n _ n 3
k) \n—k Bl
C.

(n—l}(n—l} (n=D! (n—1)! __ (=Dt (=D

a. Segln [1] es:

k k1) K-1—k) k=Dl(n-1-k+D)! Kn-1-k)! (k-Dn-k)!

B (n—1)! (l 1 j_ (n—1)! n _n (n
S (k=DIn—-k-D\k n-k) (k-Dn—k-D'k(n—k) kl(n—k) \k

Resumiendo:
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SYREH

+ = 4]
k k=1) \k

CBM V.3

Triangulo de Pascal

Supongase que se desean hallar los nimeros combinatorios indicados en la siguiente tabla
triangular:

—_—
N—

S W O NN O = O O
i\
~—
O
NS N
——

n) (n\ (n) (n n n
0) (1) {213 k n
Para empezar, como segun indicado en [1] se tiene que:

(n] =1 paratodon = 0

resulta que todos los numeros de la primera columna de esta tabla serdn iguales a uno.
Para terminar, los restantes nimeros de la tabla son deducibles por la formula [4] més arriba
indicada, resultando asi:

1
1 1
Ty
1 o) 1 n—1 n—1 n
TR Lk—lH k ij
1 3 3 1
+ i + i + Il
1 4 6 4 1
T S AR
5



CMB 9

CMB VI

Variaciones con repeticion

CMB VI. 1
a. Las variaciones con repeticion de elementos de n clases distintas tomados de a k son las
distintas agrupaciones que pueden formarse con k elementos de manera tal que una
agrupacion se distinga de otra cuando en por lo menos una misma ubicacidén tengan
elementos de clases distintas, estando permitido (pero no siendo obligatorio) repetir en una
misma agrupacién elementos de una misma clase
Segun la definicion recién dada, considerando los 3 elementos a, b y c:
1°) Sus variaciones con repeticion de a 1 son:
a , b , c
2°) Sus variaciones con repeticion tomados de a 2 son:
aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc
3°) Sus variaciones con repeticion tomados de a 3 son:
aaa, aab, aac, aba, abb, abc, aca, ach, acc, baa, bab, bac, bba, bbb, bbc, bca, bcb,
bcce, caa, cab, ccc, cba, cbb, cbe, cca, cch, ccc.
4°) Sus variaciones con repeticion tomados de a 4 son:
aaaa, aaab, aaac, aaba, aabb, aabc, etc.
La ley de formacion de estas tablas es obvia.
Evidentemente, al revés de lo que ocurria con las variaciones simples, en el caso de las
variaciones con repeticion puede darse el caso de que sea k > n. Cuando es k > n, es obvio
que es inevitable la repeticion de uno o mas elementos en todas las variaciones con
repeticion correspondientes.
CMB VI. 2
a. Sea V', la cantidad de variaciones con repeticion que se pueden formar con n elementos

tomados de a i (por ejemplo, sea V'3, la cantidad de variaciones con repeticion que se
pueden formar con los 3 elementos a, b y ¢ tomados de a 2).

Considérese una cualquiera de dichas variaciones con repeticion (por ejemplo la ab). Si a
dicha variacion con repeticion se le agregan alternativamente cada uno de los n elementos
considerados (cada uno de los 3 elementos a, b y ¢) se generardn n variaciones con
repeticion de a i+1 (3 variaciones con repeticion de a 3. aba, abb y abc).

Si se somete al mismo procedimiento a cada una de las V',; variaciones con repeticion de
los n elementos tomados de a i (las V', ; variaciones con repeticion de los elementos a, by ¢
tomados de a 2) se obtendra la lista completa de las variaciones con repeticion de los n
elementos tomados de a i+/ (la lista completa de las variaciones con repeticion de los
elementos a, b y ¢ tomados de a 3). En efecto:

1°) Si en dicha lista faltara alguna de las variaciones de a i+, por ejemplo la aab, eso seria
debido sea a que no se agregd b a aa, o sino a que aa no figuraba en la lista de las
variaciones de a 2, todo lo cual es contra hipdtesis.
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2°) Si en dicha lista apareciera 2 (0 mas) veces una misma variacion de a i+1, por ejemplo si
la abc apareciera dos veces, eso seria debido a que se agregd ¢ a ab dos veces 0 si no a
que ab figuraba dos veces en la lista de variaciones de a 2, todo lo cual es contra
hipétesis.

b. Resumiendo:
Cada una de las V",; variaciones con repeticion de los n elementos tomados de a i genera n
variaciones con repeticion de dichos elementos tomados de a i+/, constituyendo las
variaciones con repeticion asi generadas la lista completa y sin redundancias de las V', ;+;
variaciones con repeticion de los n elementos tomados de a i+1.
Por lo tanto:
V,n,i-%—l =n V,n,i [1]

c. Se verificara a continuacion por medio del principio de induccion completa que la cantidad
de variaciones con repeticion que se pueden formar con n elementos tomandolos de a k esta
dada por la férmula:

’ k
Vn,an

2]

Para empezar: Como dados n elementos a,, ..., a, se tiene que las variaciones con repeticion
de los mismos tomandolos de a 1 son:

a, ..., Ay
resulta que su cantidad es 7, teniéndose entonces que::
V’n,l =n

con lo que resulta que la férmula [2] se cumple cuando k& = 1, quedando asi satisfecha la 1*
condicion del principio de induccidon completa.
Por otra parte, sea un nimero natural cualquiera i > 1.
Si la formula [2] es valida para k = i se tiene que:

V’n,i = nl
y entonces por [1] resulta que:

V’n,i+1 = ni+1
obteniéndose asi que si la formula [2] es valida cuando £ asume un cierto valor i, entonces
también sera valida cuando k asuma el valor natural subsiguiente, quedando asi satisfecha la
2% condicion del principio de induccion completa.
Resulta asi que la formula [2] es valida para todo k& natural.

CBM VL. 3

Aplicacion: Indicar cuantas chapas patente de auto del tipo MOLOS 27 o KORAS 75
(consonante-vocal-consonante-vocal-consonante-2 digitos) pueden formarse.

Sean las 3 ubicaciones 1, 3 y 5. Hay 22 consonantes y cualquiera de ellas puede ir en
cualquiera de dichas ubicaciones. Dos “palabras de 3 consonantes” son distintas cuando en
por lo menos en una misma ubicacion relativa tienen letras distintas. Por lo tanto:

Cantidad de “palabras de 3 consonantes” = V5,3 = 223
Sean las ubicaciones 2 y 4. Hay 5 vocales y cualquiera de ellas puede ir en cualquiera de
dichas ubicaciones. Por un razonamiento idéntico al seguido en el caso de las consonantes

resulta que:

Cantidad de “palabras de dos vocales” = Vs ;= 52
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Por ultimo, hay 100 nimeros de dos digitos.
Como para formar una chapa patente puede asociarse cualquier “palabra de 3 consonantes”
con cualquier “palabra de 2 vocales” y con cualquier numero de dos digitos resulta que:

Cantidad de chapas patente = V'5,3. V's,. 100 = 22°.5%.100

CMB VII
Permutaciones con repeticion
CMB VII. 1
a. Sean los elementos a, b, ... , g, todos distintos entre si (por ejemplo, los elementos a, b y c¢).
Se llamaran permutaciones con repeticion de A, veces a, A, veces b, ... , A, veces g, (por

ejemplo 3 veces a, 2 veces b y 1 vez c) a todas las agrupaciones que se pueden formar
colocando en A, + Ay, + ... + A ubicaciones (en 3+2+1 ubicaciones) A, veces elementos a, Ay
veces elementos b, ..., A, veces elementos g (3 veces elementos a, 2 veces elementos by 1
vez elementos c), teniéndose que dos agrupaciones seran consideradas distintas entre si

cuando en por lo menos una misma ubicacién tengan elementos distintos.

b. Por ejemplo, las permutaciones con repeticion de 3 veces a, 2 veces b y 1 vez ¢ son:

aaabbc, aaabch, aaacbb, aacabb, acaabb, caaabb, aababc, aabach, aabcab, aacbab,
acabab, caabab, abaabc, abaach, abacab, abcaab, acbaab, cabaab, baaabc, baaach,
baacab, bacaab, bcaaab, cbaaab, aabbac, aabbca, aabcba, aacbba, acabba, caabba,
ababac, ababca, abacba, abcaba, acbaba, cababa, baabac, baabca, baacba, bacaba,
bcaaba, cbaaba, abbaac, abbaca, abbcaa, abcbaa, acbbaa, cabbaa, babaac, babaca,
babcaa, bacbaa, bcabaa, cbabaa, bbaaac, bbaaca, bbacaa, bbcaaa, bcbaaa, cbbaaa.

CBM VII. 2

a. Se calculard a continuacién la cantidad de permutaciones con repeticion que pueden
formarse tomando A, veces a, Ay, veces b, ... A, veces g.
Se efectuara dicha demostracion para el caso particular de A, veces a, A, veces b y A veces
¢, (por ejemplo 3 veces a, 2 veces b y 2 veces c), pero resultard evidente que dicha
demostracion puede ser ampliada para cubrir el caso general.

b. Sean A, + A, + A, = n casillas (3 + 2 + 2 = 7 casillas). Evidentemente, la cantidad de
permutaciones con repeticion que pueden formarse tomando A, veces a, A, veces b y A
veces ¢, (3 veces a, 2 veces b y 2 veces c¢) es igual a la cantidad de maneras como pueden
ubicarse en las n casillas (7 casillas) antedichas A, letras a, Ay letras b y A, letras ¢, (3 letras
a, 2 letras b y 2 letras c).

c. Se empezara por ubicar las letras a. Para hacer esto se eligen A, de las 7 casillas (3 de las 7
casillas) y en ellas se coloca la letra a.

n 7
j maneras (de C,; =(3j =35

a

La antedicha eleccion puede ser hecha de C, =(

maneras) ya que:
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1°) En cada eleccion se toman A, de las # casillas.

2°) Una eleccion es distinta de otra cuando y s6lo cuando ambas elecciones difieren en una o
mas casillas.

Resulta asi (ver CMB IV. 1) que cada eleccion es una combinacion simple de las n casillas
tomadas de a A, (de las 7 casillas tomadas de a 3).

d. Después de ubicadas las A, letras a (las 3 letras a), quedan n-A, casillas libres (quedan 7-3
casillas libres). Por un razonamiento idéntico al indicado en ¢ resulta que las Ay letras b (las

2 letras b) pueden ser ubicadas en dichas n-A, casillas libres (en dichas 7-3 = 4 casillas
libres) de:

n—-A4 4
Cora = ( P “j maneras distintas (de C,, = (J = 6 maneras distintas).
b

e. Después de ubicadas las A, letras a y las A, letras b (las tres letras a y las dos letras b)
quedan n-Aa-Ap = (A + Ay + Ao)-Aa-Ap = A casillas vacantes (2 casillas vacantes), teniéndose
asi que las A letras ¢, (las 2 letras ¢) pueden ser ubicadas en dichas A casillas vacantes (en
dichas 2 casillas vacantes) de una tnica manera.

f. Se tiene entonces que:

Ver b

’
Pﬂua,ﬂbb,ﬂgc -

[ Cantidad de permutaciones con repeticion que pueden l
| formarse con A, elementos a, A, elementos b yA_ elementos c|

| Maneras de ubicar A letras a,Aletras b yA letras ¢

= . = Verc,dye
en n=A,+A, + A casillas :I Y

Maneras de ubicar Maneras de ubicar Maneras de ubicar

=| Aletras aen |®| Aletras b en |® A letras ¢ en

n casillas n—A, casillas n—A, —A, =4, casillas

L=

ol (n-24,)
A=A A=A = A (

ol (n-2)  {n=A,-A)  nl
A=A ) A =2, =) (n=2, =4 4,14,

Resumiendo:
n!
P; = n=A +4 +4
Aqga, b, A.c ﬂa 'ﬂb 'ﬂc ' ’ a b c

g. En el caso general hubiera resultado:



CMB 13

n!

Py aabtg = m . on=A, A, 4.+ A, 1]

Esta es la formula que indica la cantidad de permutaciones con repeticion que se pueden
formar tomando A, veces el elemento a, Ay, veces el elemento b, ..., y A, veces el elemento g.

Aplicacion: Indicar cuantas palabras distintas (tengan o no sentido) pueden escribirse con las
letras de la palabra MINIMO.

Evidentemente, dichas palabras no son mas que las permutaciones con repeticion que se
pueden formar tomando 2 veces la letra M, 2 veces la letra I, 1 vez la letra N y 1 vez la letra
O. Entonces:

) b 24241+ 6! B
Cantidad de palabras =P, ,; v 0 = AANN AN TT =180

CMB VIII

Combinaciones con repeticion

CMB VIII. 1

C.

a Las combinaciones con repeticion de elementos de n clases distintas tomados de a k son las

distintas agrupaciones de k elementos que pueden formarse de manera tal que una
agrupacion sea distinta de otra cuando_no estén formadas por iguales cantidades de los
mismos elementos. En una misma agrupacion pueden haber (pero no es obligatorio) varios
elementos de una misma clase. No importa el orden de los elementos en una misma
agrupacion.

Segun la definicion recién dada, considerando elementos de clases a, by c:

1°) Sus combinaciones con repeticiéon tomados de a 1 son:
a ) b , c

2°) Sus combinaciones con repeticion tomados de a 2 son:
aa, ab, ac, ba, bb, bc, cc

3°) Sus combinaciones con repeticion tomados de a 3 son:
aaa, aab, aac, abb, abc, acc, bbb, bbc, ccc

4°) Sus combinaciones con repeticion tomados de a 4 son:
aaaa, aaab, aaac, aabb, aabc, aacc, abbb, abbc, abce, acce, bbbb, bbbc, bbcce, bece,
ceee.

La ley de formacion de estas tablas es obvia.

Al revés de lo que ocurria en el caso de las combinaciones simples, en el caso de
combinaciones con repeticiéon puede darse el caso de que sea k > n. Cuando es k > n, es
obvio que es inevitable la repeticion de uno o mas elementos de una misma clase en todas
las combinaciones con repeticion correspondientes.

Notar que las agrupaciones aaab y aaba son variaciones con repeticion distintas, pero por
otra parte constituyen una misma combinacion con repeticion.
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CBM VIILI. 2

a. Se calculard a continuacién la cantidad de combinaciones con repeticion que pueden
formarse con n elementos tomados de a k.

b. Supongase tener una lista completa de todas las combinaciones que pueden formarse con los
n elementos tomados de a ;.
Llamese L"; a dicha lista (por ejemplo, la L?; de los dos elementos a y b es: aaaa, aaab,
aabb, abbb, bbbb).
Llamese C’,; a la cantidad de componentes de dicha lista (C’;4 a la cantidad de
componentes de L24). Como:

1°) Por razones de simetria todos los elementos figuran igual cantidad de veces en la lista L”;
(en la lista L?, hay igual cantidad de letras a y de letras b).

2°) Hay C’,; combinaciones en la lista L"; (hay C’, 4 combinaciones en la lista L)
3°) Cada combinacion de L”; tiene j elementos (cada combinacion de L’ tiene 4 elementos).

Resulta que:

..C/
Cantidad de elementos a en la lista L";= ST [1]
n
4.C,
(Cantidad de elementos a en la lista L%, = 22’4 )
c. En la lista L”; tachense todas las combinaciones con repeticion en las cuales no figure el

elemento a (tachese a bbbb en la lista L’ 4).

Notar que al hacer esto no se tacha ninglin elemento a.

A continuacion, en todas las combinaciones con repeticion que queden, en todas las cuales
figura a una o mas veces, tachese un unico elemento a. Se obtendra asi una lista L";; que,
segun se vera, constituye la lista completa de las combinaciones con repeticion de los n
elementos considerados tomados de a j-I. La lista L*; de los dos elementos a y b tomados
de a 3 seria como sigue:

aaa, aab, abb, bbb
En efecto:

1°) Si en L’; faltara por ejemplo aab, eso seria debido a que en L, no figuraba aaab, lo cual
es contra hipotesis.

2°) Si en L’; figurara dos veces abb, eso seria debido a que en L?; figuraba dos veces aabb,
lo cual también es contra hipotesis.

d. Ya que L";; (ya que L*3) es la lista completa de las combinaciones con repeticion de los n
elementos considerados tomados de a j-1 (de los dos elementos a y b tomados de a 3), se
tiene que llamando C’,;; (Ilamando C ', ;) a la cantidad de combinaciones con repeticion que
hay en ella (en L’;) resulta por un razonamiento analogo al hecho en b que:

. N O et VXS
Cantidad de elementos a en la lista L"; ;= ——+—— [2]
n
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3.C5,

)

(Cantidad de elementos a en la lista L’ 3=

Se contaran ahora de una manera distinta a la indicada en b la cantidad de elementos a que
figuran en la lista L";. Se tiene que seglin visto en ¢ es:
“TN G-DCn

Cantidad de Cantidad de elementos Cantidad de n
elementos a |=| a tachados para pasar |+| elementos a
en L' de L'y a L' en L |
Ver [2]

Teniendo en cuenta (ver ¢) que la cantidad de elementos a tachados para pasar de L"; a L"),
es C',;.; (un a tachado por cada componente de L";;, es decir por cada combinacion con
repeticion j-1 a j-1), resulta entonces que:

i—1).C .
Cantidad de elementos a en la lista L= C”, | +(])—””_1 [3]
' n
Comparando [1] y [3] se tiene entonces que:
JC. (=T,
de donde resulta que:
, n+j-1__,
C n,j: —C n,j—l1
J
y poniendo que i = j-/ esta formula toma el aspecto:
+
Crn=—C, 14]
’ i+1 "

Se verificara a continuacion por medio del principio de induccidon completa que la cantidad
de combinaciones con repeticion que se pueden formar con n elementos tomados de a k esta
dada por la férmula:

5]

nk

k K (n—1)!

(n+k—1j:(n+k—l)!

Para empezar, como dados los n elementos a;, ...,a, se tiene que las combinaciones con
repeticion de los mismos, tomandolos de a 1 son:

ajp, ..., Ay
resulta que su cantidad es n, teniéndose entonces que:

, n+1-1
¢, =n= {

con lo que resulta que la férmula [5] se cumple cuando k& = 1, quedando asi satisfecha la 1*
condicion del principio de induccién completa.

Por otra parte, sea un nimero natural cualquiera i > 1.

Si la férmula [5] es valida para k£ = i se tendra que:
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n,i

(n+i=1} (n+i-1)!
i) -

y entonces por [4] resulta que:

() (n+i=D (Dl [n+G@+D-1]! ~
PTG -1 G+DI=D! G+Dn+G+D)—1-G+D] !

n+@+1)—1
@+1)
obteniéndose asi que si la formula [5] es valida cuando £ asume un cierto valor i, entonces
serd también valida cuando £ asume el valor natural subsiguiente, quedando asi también

satisfecha la 2* condicion del principio de induccion completa.
Resulta asi que la formula [S] es valida para todo & natural.

h. Aplicacion: Un domindé comun tiene 7 simbolos (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6) y 28 fichas. Indicar
cuantas fichas tendria un dominé hipotético de 10 simbolos (0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9).
En cada ficha de este nuevo domin6 habria dos simbolos, teniéndose que:

1°) En una ficha puede estar repetido un mismo simbolo.
2°) Dos de estas fichas son distintas cuando no estin compuestas por exactamente los
mismos simbolos.

Por lo tanto, las fichas antedichas corresponden a las combinaciones con repeticion de los 10
simbolos 0, 1, 2, 3,4,5,6,7, 8 y9 tomados de a 2.
Es decir que:

Cantidad de fichas en un domin6 de 10 simbolos = C ;=

_(1o+2-0_(10_ 1
o2 ) l2) 2ar-2n

CMB IX
Aplicaciones varias
CMBIX. 1
a. Indicar cuantos triangulos determinan 20 puntos distribuidos de manera tal que:

1°) Haya 5 de ellos sobre una misma recta.
2°) Salvo los recién indicados, no haya 3 o més puntos sobre una misma recta.

b. Supongase para empezar que los 20 puntos sean tales que no haya 3 o mas de ellos sobre
una misma recta.
En estas condiciones, todas las agrupaciones de 3 de esos 20 puntos determinan tridngulos
(los 3 puntos hacen de vértices), siendo dos triangulos distintos cuando las respectivas
agrupaciones de puntos tienen por lo menos un punto distinto.
Es decir que a cada tridngulo corresponde una combinacion simple de 3 de los 20 puntos y
viceversa. La cantidad de estos tridngulos es entonces igual a:
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20 !
Coo=| =22 1140
3 ) 31(20-3)!

c. Supongase ahora que 5 de los 20 puntos considerados se desplacen sobre el plano hasta estar
sobre una misma recta. Al ocurrir esto, evidentemente desaparecen todos los tridngulos
formados por 3 de estos 5 puntos, es decir que desaparecera una cantidad de triangulos igual

a:
5 !
d. Entonces, en las condiciones especificadas por el problema:
Cantidad de tridangulos = 1140 - 10 =1130
CBM IX. 2

Sea un candado a cédigo con 5 tambores de 27 letras. Uno solo de estos codigos abre el candado.
Suponiendo que se puedan probar 20 cédigos por minuto, indicar cuanto seria el tiempo méaximo
necesario para abrir el candado.

Los 5 tambores antedichos suministran codigos tales como AAAAA, ABCDE, ZKBWW,
EDCBA, etc.. Evidentemente, dos codigos seran distintos entre si cuando en por en por lo menos
una misma ubicacion presenten letras distintas y por lo tanto se tiene que los distintos codigos no
son mas que las variaciones con repeticion de las 27 letras del alfabeto tomadas de a 5. Entonces:

Cantidad de codigos = V575 = 27° =14.348.907

Probando a razon de 20 codigos por minuto y suponiendo que el cédigo que abre el candado sea el
ultimo en ser probado se necesitarian:
14.348.907

20x60

=11.957 horas

CBM IX. 3

El alfabeto Morse tiene dos elementos: punto y raya. Indicar cuantos cddigos se pueden formar con
hasta 4 de dichos elementos.
Tomando por ejemplo 3 elementos, se pueden formar codigos tales como:

_._,._.,...,__.,etc_

Evidentemente, dos codigos serdn distintos entre si cuando en por lo menos en una misma ubicacion
presenten elementos distintos y, por lo tanto, se tiene que dichos cddigos no son mas que las
variaciones con repeticion de los 2 elementos punto y raya tomados de a 3, siendo su cantidad igual
a Vrg, 3.

Visto y considerando lo ejemplificado recién, se tiene que:

Cantidad de codigos
ue se pueden formar
que se pueden Jormar|_ . ey aV,=2 420 420 424 =28
con hasta 4 elementos ‘ ’ ‘ ’

punto y raya
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CMB IX. 4

Se pide indicar el coeficiente que afectard a a’b’c al desarrollar (a+b+c)’.
Se tiene que:
(a+b+c)’=(a+b+c)(a+b+c)(a+b+c)(a+b+c)(a+b+c)

El desarrollo del producto indicado en el 2° miembro de esta expresion se obtiene tomando de todas
las maneras posibles un sumando en cada paréntesis, multiplicandolos entre si y sumando luego los
resultados asi obtenidos.

Evidentemente se obtendra un a’b’c cada vez que se elija a a en 2 de los 5 paréntesis, a b en 2 de los
3 paréntesis restantes y a ¢ en el Gnico paréntesis remanente.

Codificando como abacb al hecho de haber elegido a a en los paréntesis 1° y 3° a b en los
paréntesis 2°y 5° y a c en el 4°, se tiene entonces que:

K.,
sumandos
Coeficiente que afecta a a’b’c a’b’e M
212
(K .. )a"b"c=aabbc+ aabcb+ aacbb+ acabb + ...

Los sumandos de esta expresion tienen dos letras a, 2 letras b y una letra ¢, teniéndose que dos de
estos sumandos son distintos entre si cuando son distintas las ubicaciones relativas de las letras
antedichas.

Por lo tanto, dichos sumandos no son mas que las permutaciones con repeticion de 2 veces a, 2
veces b y 1 vez c, siendo entonces su cantidad igual a P "5, 2p,jc.

Por lo tanto:

K 2. — Coeficiente que afecta a a’b’c en el desarrollo de (a + b + ¢)’ =
_p _@+2+) 50
Pt o T
CMB IX. 5

Se pide indicar cuantos sumandos tendré el desarrollo de (a + b + ¢)’.
Por lo visto en CMB IX. 4 se tiene que:

(a+b+cy=@+b+c)a+tb+c)a+b+ce)a+b+c)a+b+c)=
=(K ; Ya’ +(K .. )a’h’ +(K Ya’h® + (K C)a2bzc+etc.

a*b’ a’b?
. 50233 3;2 252 . . .
Se tiene que a”, a’b’, a’b”, a’b’c, etc. tienen todos 5 factores elegidos entre a, b y ¢, siendo dos de
estas expresiones distintas entre si cuando no tienen exactamente la misma cantidad de los mismos
52,3 3,2 232 . . L,
factores. Por lo tanto, a”, a’b’, a’b”, a’bh"c, etc. no son mas que las combinaciones con repeticion de

a, by c, tomadas de a 5. Por lo tanto:

Cantidad de sumandos del desarrollo (a + b + ¢)’ =

, 3+5-1) (7 7!
=C3,5= = :—:21
5 5) 51(7-5)!
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Ejercicios v problemas sobre Calculo Combinatorio

CMB 1

Llamando palabra a toda sucesion de letras, indicar cuantas palabras pueden formarse con
las letras de la palabra UNIVERSAL sin repetir letras en una misma palabra y tales que:
a) tengan 9 letras

b) tengan 7 letras

c) tengan 7 letras y que empiecen con U

d) tengan 7 letras, que empiecen con U y terminen con L

e) tengan 7 letras, que empiecen con U y no contengan a L

f) tengan 7 letras y que empiecen con vocal

g) tengan 7 letras, que empiecen con vocal y terminen en consonante

h) tengan 7 letras y que las dos primeras letras sean vocales

1) tengan 7 letras y que las tres primeras letras sean consonantes.

CMB 2

Indicar de cuantas maneras pueden ordenarse en un estante 10 libros distintos si 3 de ellos
deben estar siempre juntos.

CMB 3

Indicar de cuantas maneras pueden cubrirse 4 cargos con 7 candidatos si los cargos son
idénticos.

CMB 4

Un club tiene 100 socios varones y 20 socios mujeres. Indicar cuantas comisiones directivas
de 3 socios y por lo menos un varon se pueden formar.

CMB 5
Indicar la cantidad de diagonales de un poligono convexo de 20 lados.
CMB 6

Sea un plantel de jugadores de basquet compuesto por 12 jugadores. Indicar cuantos equipos
distintos de 5 jugadores pueden formarse en cada una de las siguientes circunstancias:

a) Si el jugador A estd siempre incluido

b) Si los jugadores A y B estan ambos incluidos

c¢) Si estan incluidos A o B, pero no ambos

d) Si estan incluidos por lo menos 2 jugadores elegidos entre A, B, C y D.

CMB 7

Sea una bolsa con 3 fichas azules (a;, a,, a3 ) y 4 blancas (b, by, b3, ba).
Indicar de cuantas maneras pueden extraerse 2 fichas azules y 3 blancas de dicha bolsa.

CMB 8

(Cuantas rectas distintas determinan 12 puntos entre los cuales hay 4 alineados?.



CMB 20

CMB 9
Indicar cuantos triangulos distintos determinan los 12 puntos del problema anterior.
CMB 10

Indicar de cuantas maneras se pueden ordenar en un estante 10 libros si 3 de ellos son
idénticos.

CMB 11

Indicar de cuantas maneras distintas se pueden distribuir 12 personas en 3 grupos que
consten respectivamente de 5, 4 y 3 personas.

CMB 12

Indicar cuantas palabras distintas se pueden formar con 3 letras de la palabra IDEA
(pudiendo repetirse letras).

CMB 13
Indicar cuantos nimeros capictias de 5 digitos hay.
CMB 14

Jugando a la generala con 5 dados de distintos colores, indicar de cuantas maneras se pueden
sacar:

a) Generala servida

b) Poker servido

c) Full servido

d) Escalera servida

CMB 15

Suponiendo que en una tarjeta de PRODE se perfore un solo resultado por partido, indicar:
a) (Cuantas apuestas distintas se pueden hacer?

b) (Cuantas de esas apuestas tienen un acierto?

c) (Cuantas de esas apuestas tienen dos aciertos?

d) (Cuantas de esas apuestas tienen k aciertos?

CMB 16

Sean 5 botellas de vino tinto, 4 de vino blanco y 3 de vino rosado, todas de la misma marca.
Indicar de cuantas maneras distinguibles a simple vista pueden alinearse dichas botellas.

CMB 17
Sean las mismas 12 botellas del problema anterior. Eligiendo al azar 3 de esas 12 botellas

para una comida, indicar cuantas elecciones distintas podrian hacerse desde el punto de vista
de los comensales.
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CMB 18

Calcular el valor de x tal que:
9 9 X x+1 X x—1
a) = b) 3 _|=2 )5 [=8
X x+1 2 4 3 4
CMB 19

Probar que:

)0
= + +...+ ver [4] de CMB V
k k-1 k-1 k—1

Probar que el producto de los n primeros niimeros naturales es divisible por a! B! ... n!
Cuandoesa + B + ... + | = n.

CMB 20



BIN.1

Binomio de Newton

BIN I

Deduccion de la formula del binomio de Newton

a. Por la regla de multiplicacion de polinomios y por el desarrollo del tridngulo de Pascal (ver
CMB V. 3) se tiene que:

1 1
(a+b) =a+b= (Ojalbo + (ljaobl

2 2 2
(a+b)’ =a’ +2ab+b’ =(Oja2b° +( jalb1 +( jaob2

1 2
3 3 3 3
(a+b) =a’ +3a’b+3ab> +b°> =| @b +| " |a’b' +| _|a'd* +| _ |a"b’
0 1 2 3
4 4 4 4 4
(a+b)* =a* +4a’b+6a’b* +4ab’ +b* = (Oja4b0 +(1ja3b1 +(2ja2b2 +(3jalb3 +(4ja°b4

Etc.
Existe pues una fuerte presuncion que para el caso general se tenga:

n n n n P n
(a+b) = (O)a”bo +(l)a”‘lb‘ +(2]a”_2b2 +...+( .Ja”_’b’ +...+( Ja“b” [1]
1 n

b. Se verificara esta presuncion por el principio de induccion completa.
Para empezar, paran =1 la formula [1] indica que:

1 _ 1 17,0 1 071 _ .
(a+b) = 0 ab’ + la b’ =a+b, resultado cierto.

Por lo tanto la férmula [1] cumple con la 1* condicion del principio de induccion completa.

c. En el caso de que la formula [1] fuera cierta para un n =, la formula [1] indicaria que seria:

(a+b) = (JJajbo +(]Jaj_lbl +(]Jaj_2b2 +...+( .] Jazbj_2 +( .] Jabj_1 +(].]a°bj [2]
0 1 2 j—=2 j-1 Jj

y, siempre en el caso de que la férmula [1] fuera cierta para n = j, multiplicando miembro a
miembro esta expresion [2] por a + b se obtendria la siguiente expresion que también seria
cierta:



(a+b)" =(a+b) (a+b)=

(a+b)’ multiplicado por a

BIN.2

\

P R P ) T ,J a’b’ + ,] a’b’™ +
0 ! 2 j=2 j-1
+ (J]ajbl+(]ja'/_lb2+...+( .] jazbj_l+( ‘] ]albj_'_(]‘]aobjﬂ _
‘ 0 1 ]_2 ]—1 J | [3]

(a+b)’ multiplicado por b

T
"'{(j]—'lj{jizﬂazbﬁl {H]{j]—.lﬂall’j *@“”””

Ahora bien:

G R

2°. Segun visto en [4] de CMB V. 2 es:

PR e

y haciendo j = n-1 resulta:

) v

es decir que:

J + (O] = ( | ] (haciendo k=1 en [5] )
2)_,_(1] _( 5 ] (haciendo k=2 en [5] )

J}_( ‘j j:(j-{_lj (haciendo k = en [5] )
i) -1 J

]‘jalb’}+
J

[4]

5]

6]

J

y entonces, por [3], [4] y [6] resulta que en el caso en que la férmula [1] fuera cierta para

un cierto n = j se tendria que:
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‘ i+1) . i+1) . +1) .
@+b)y =7 T e | T e | T e
0 1 2
ot J+1 a’b’™ + AS a'b’ + 4l a’b’t =
Jj-1 J J+1

:(.]4_1 aj+lb0+(j-1i_lJa(j+l)—lbl +(j;1]a(j+l)—2b2 4

4 J+1 22 J+1 a'puh 4 J+1 a'pH!
j-1 J J+1

y esta ultima expresion no es mas que la formula [1] cuando en ella se toma n =j+1.
Resumiendo:

De ser cierta la formula [1] para un cierto n = j, también lo serd paran =j+1.

Queda asi probada la 2 condicion del principio de induccién completa.

Entonces, esto y lo deducido en b. indican que la formula [1] es valida para todo n.

d. Notar (ver [1]) que el desarrollo de (a + b)" consta de n + 1 sumandos y que el indice i
corresponde al sumando 7 +1’¢ésimo.

BIN II

Problemas

a. Desarrollar a (a + 2b)° por la formula del binomio de Newton.

(a+2b)° = (6j a’ +(6j a5(2b)+(6j a‘(2b)’ +(6ja3(2b)3 +
0 1 2 3
6) , s (O s, [6 6 _
+(4ja (2b) +(5ja(2b) +(6j(2b) =

=a®*+6.2a°b+15.2°a*b* +20.2°a’b> +15.2° a*b* +6.2° ab’ +2°b° =
=a®+12 a’b+60 a*b* +160 a’b* +240 a*b* +192 ab’ + 64 b°

b. Hallar los primeros 4 términos del desarrollo en binomio de Newton de (x’ - 3y2)12

3 25\12 3512 12 35\11 2 12 3510 252 12 379 2N\3
(x"=3y")" =(x") +(1j(x)(—&y)+(2j(x) (=3y%) +(3j(x)(—3y) +o.=
=X +12(=3)x"y” +66(=3)>xy* +220(=3)’ x>y’ +...=

=x° =36 x"y" +594 x"y* —5940 x*7y°® + ...

c. Hallar el 6° término del desarrollo de [1/(2a)-3]"® en binomio de Newton.
Dicho 6° término (i = 5 en [2] de BIN I) es:

16) 1\ 1 66339
— —3)° = 4368.(=3)° =—
(sj(mj 3 ( )2“a“ 128 4"




BIN.4

BIN III
Formula de Leibnitz
BINIIIL. 1
a. Se demostrara que:
n! [1]
(a+b+c+..+1)" = > a’ bt 1"
P> Ph>Pe» - Py €nteros no negativos pa 'pb 'pc 'pl '
pa+pb+pc+ +p/ =n
b. Se tiene que para hallar a:
n paréntesis
(a+b+c+..+)' =(a+b+c+..+)a+b+c+..+])...(a+b+c+..+]) [2]

se debe proceder como sigue.

1°) Hallar todos los productos parciales obtenibles tomando de todas las maneras posibles (y
distintas entre si) un solo factor en cada paréntesis del 2° miembro de [2].
2°) Sumar todos los productos parciales asi obtenidos.

c. Sea ahora un producto parcial cualquiera:

al’abl’bcl’c .“lpz
en el cual deben ser evidentemente: [3]

Pa Pbs Por ---, P1_€nteros no negativosy p, +pp tp.+... +pr=n

Interesa conocer la cantidad de productos parciales iguales a [3] que genera el desarrollo del
2° miembro de [2].

Por una generalizacion del razonamiento hecho en CMB IX. 4 se llega a la conclusion de
que dicha cantidad es igual a:

, n!
Patt-PybopeCenp] [4]
b " optptpl..p)!
d. Procediendo de igual manera con todos los productos parciales distintos entre si que puedan

presentarse en el desarrollo del 2° miembro de [2], se llega a lo indicado en [1].

e. Se hace notar que uno o mas de los valores p,, ps p., ..., pi pueden ser nulos, pero que su
suma debe ser siempre igual a n.

f. Generalizando lo visto en CMB IX. 5 se tiene que la cantidad de sumandos de la sumatoria
indicada en [1] es igual a:

5]

((Cantidad de elementos a,b,c,...,1)+n— lj
n



BIN III. 2

Ejemplo: Se desarrollara a (a + b + ¢)* por la formula de Leibnitz.

! ! ! !
g+ 4 b+ 4 ct+ 4! a’b+ 4! a’c+
41 0! 0! 0! 4! 0! 0! 0! 4! 311! 0! 3tort!
! ! ! ! !
1! 3! 0! o3
! ! ! ! !

4 a’c’ + 4! a’h’ + & a’bc+ & ab’c+ 4! a
2! 0! 2! 21 210! 21 2 i 2!
=(@*+b* +c*)+4 (a’b+d’c+ab® +bc+ac’ +bc’)+
+6 (B’ +a’c® +a’b*)+12 (a’bc +ab’c + abc?)

(a+b+c)' =

+

Notar que la cantidad de sumandos es 15, tal como predicho por la formula [5]:

] 3+4-1 6
Cantidad de sumandos = ( ) ] = (4] =15

ac’ + bc’ + ———bc” +
1! 0! 3! 0! 1! 3! 0! 21 21

2

BIN.5



Ejercicios v problemas sobre el binomio de Newton v la formula de Leibnitz

BIN 1
Desarrollar en binomio de Newton y simplificar todo lo posible:
a) (2x +y)' b) (x'” + ¥y o) (" =3y
d) (xy-2)° e) (x ' +2y )" f) (x* +x%)*
BIN 2
Hallar en sus desarrollos del binomio de Newton:
a) El 7° término de (2x—y)"

b) EI9° término de (2+%)15

¢) El término central de (2 +§)10
x

d) El término en x’ de (2x —3)10
2 2

e) Eltérmino en —- de 4 2)8
y 2

BIN 3

Probar que:

)
(1

+
7~ N\
[\9)
N——
|
/ﬂ\
w
;/
+
+
/-\

._u
~
/ﬁ
;/
Il
(=)

BIN 4

BIN.6

Encontrar los términos del desarrollo de (@ + b + ¢ + ... + )" por la formula de Leibnitz a

los cuales corresponden los coeficientes mas grandes.

BIN 5

Hallar el coeficiente de x” en el desarrollo segun la formula de Leibnitz de (1+x+x2 +...+x7)3.





