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Abstract—In this paper the Set Theory Methods in
control are implemented as an altenative for the design and
improvement of controllability of a batch process of four
states. For the calculation of sets Quasi-MonteCarlo Methods
due to the decrease in error and the computation time are
proposed.

Resumen— En este trabajo se implementan los Métodos
de Teoria de Conjuntos en Control como alternativa para
el disefio y mejora de la controlabilidad de un proceso por
lotes de cuatro estados. Para el calculo de los conjuntos se
proponen los Métodos de Quasi-MonteCarlo debido a la
disminucion del error y el tiempo de computo.

I. INTRODUCCION

El control de bioprocesos sigue implicando un gran de-
safio debido a las caracteristicas particulares de los mismos,
principalmente porque son procesos de comportamiento alta-
mente no lineal, no estacionario y debido a la imposibilidad
de medir ciertas variables biologicas por la inexistencia de
sensores o su alto costo. En la actualidad, practicamente
todas las estrategias de control estan basadas en modelos
matematicos. Estos modelos normalmente se obtienen me-
diante técnicas de modelado e identificacion de sistemas y
posteriormente son utilizados para emular el sistema real en
simulaciones durante la etapa de analisis y disefio o como
parte integrante (subsistema) del propio controlador. A partir
de la disponibilidad de un modelo en el espacio de estados
del sistema real, existen métodos y técnicas de andlisis
y disefio que utilizan distintas herramientas matematicas.
En este trabajo se propone el célculo de los conjuntos
alcanzables, controlables y de trayectorias controlables para
un bioproceso particular: La produccion de d-endotoxinas a
partir del microorganismo Bacillus thuringiensis (Bt), para
su posterior uso en distintos aspectos del analisis y del
disefio de sistema de control de este proceso.

Los primeros trabajos sobre el calculo aproximado de
los Conjuntos Alcanzable y Controlable estaban basados en
conceptos de la teoria de Control Optimo, en [1] propusieron
para el calculo del Conjunto Alcanzable el “Principio de
Maéxima Alcanzabilidad” y para el calculo del Conjunto
Controlable el “Principio de Minima Controlabilidad”. En
la misma época un enfoque alternativo a los métodos de
control éptimo utilizaba como basamento tedrico teoremas

similares a los de Lyapunov [2]-[6]. El survey de Gayek [7]
describe todos los avances de esa época y mas recientemente
sobre los métodos basado en control 6ptimo en el trabajo
de Varaiya [8]. Posteriormente y hasta la actualidad se han
publicado innumerables trabajos con una gran variedad de
métodos de aproximacion, algunos de los mas relevantes
son: 1) Métodos basados en la solucion de ecuaciones dife-
renciales en derivadas parciales del tipo Hamilton-Jacobi-
Bellman-Isaacs (HJBI), [9]-[11], ii) Métodos de conjuntos
de nivel, [12], [13], iii) Métodos de aproximacion elipsoidal,
[14], [15]. Sobre esta técnica existe disponible un toolbox
para Matlab'™ (Ellipsoidat Toolbox) [16], iv) Métodos de
aproximacion mediante politopos [17]. v) Métodos basados
en MonteCarlo [18].

En distintos trabajos se han implementado algoritmos
basados en los Métodos de MonteCarlo [19]-[22], y se
observa que estos métodos necesitan del orden de 30000
muestras. Es por ello que en este trabajo se propone una
alternativa a estos métodos, y es la implementacion de
los Métodos de Quasi-MonteCarlo, debido a que se han
observado mejoras en el tiempo de célculo y reduccion de
error en otras aplicaciones [23]-[28] .

En la Seccion II se establecen las definiciones de los
Conjuntos Alcanzable, Controlable y de Trayectorias Con-
trolables y con base en este ultimo conjunto se define
un indicador de controlabilidad, ademas se describen los
métodos de Quasi-MonteCarlo empleados. En la Seccion
IIT se describe el proceso sobre el cual se implementaran
los célculos: La produccion de J-endotoxinas de Bt. En
la Seccion IV se presentan los resultados obtenidos y
finalmente en la Secciéon V se exponen las conclusiones del
trabajo.

II. CONCEPTOS BASICOS

La controlabilidad es la propiedad del sistema de control
que garantiza que se llegue a una condicion deseada desde
una condicidon dada, en la controlabilidad clasica tal como
fue definida por Kalman [29] es un propiedad binaria, es
decir, es o no controlable. Un enfoque complementario
de analizar la controlabilidad es posible por medio de los
Meétodos en Teoria de Conjuntos en Control [30].



A. Métodos en Teoria de Conjuntos en Control

A continuacion se establecen las definiciones de los
Conjuntos Alcanzable, Controlable y de Trayectorias Con-
trolables, con el fin de analizar la controlabilidad de estado
de un proceso por lotes desde los métodos en teoria de
conjuntos en control, es necesario definir los Conjuntos
Alcanzable, Controlable, y de Trayectorias Controlables. Y
con base en este Gltimo conjunto se define un indicador de
controlabilidad.

Considere el sistema continuo dindmico no lineal

x = f(x(t),u(t),0) ()

Donde x € X C R" es el vector de estados, u € U C R"
es el vector de entradas de control admisibles, § € © C R?
son los parametros del sistema, y f (+,-) : X xU — X. Para
cada 7 € [0, ty], la funcion de transicion es representada por
¢ (0,7,x,u).

1) Conjunto Alcanzable: Dado un conjunto €2, el Con-
junto Alcanzable R; (2,) desde 2, en el tiempo ¢ > 7 es el
conjunto de todos los vectores de estado x, para los cuales
existe un x(7) € Q, y u(-) € U tal que x(t) = x, donde
U es el conjunto de acciones de control admisibles para el
sistema, y X es el conjunto de estados admisible para el
sistema.

R () ={z€X|Fx e AueU:
z = QS(T,t,:E,U)} (2)

2) Conjunto Controlable: Dado el conjunto €2, el Con-
junto Controlable C (€2;) hacia 2, en un tiempo ¢ < 7 es
el conjunto de todos los vectores de estado x, para los cuales
existe un u (-) € U tal que si x(¢) = x entonces x (7) € (..

Ce () ={zeXuecU:¢(rtz,u) e} (3)

3) Conjunto de Trayectorias Controlables: Dado un con-
junto Qg y un conjunto €., el Conjunto de Trayectorias
Controlables desde {2y hasta €;, en un tiempo 7, es el
conjunto de todos los vectores de estado que pertenecen al
Conjunto Alcanzable de €2y en un tiempo ¢ y al Conjunto
Controlable de €2;, en un tiempo ¢y — .

th (QQ,Qtf) :{33 € X|1’ S Rt (QO) ANx € Ct (Qtf)}
Vt € [0, 4] “)

4) Indice de Controlabilidad: Sea el hipervolumen en
R"*! del Conjunto de Trayectorias Controlables

ty
", - / / 1dxdt (5)
' (QO’Qtf) 0 Tt g (Qo,ﬂtf)

El indice de Controlabilidad se define como la relacion
de la diferencia entre el hipervolumen para un parametro
y el hipervolumen para su parametro nominal, sobre el
hipervolumen para su pardmetro nominal.

r _ Ty (90,94,.0) ™ ey (90,00, 60)

(6)

M, (90,9 ,60)

B. Métodos de Quasi-MonteCarlo

Como se menciond en la Introduccidn, los Métodos de
Quasi-MonteCarlo se han aplicado como una alternativa a
lo Métodos de MonteCarlo, para describirlos se toma como
punto de partida el objetivo de aproximar la integral

L= [ i ™

Donde s es mayor que 1, para algunas funciones inte-
grables f, por una regla n-puntos de integracion de la forma

n—1

Quolf) == 3 1(t) ®)

=0

Donde los puntos de muestreo to, ..., t,—1 € [0,1]°

La forma estandar es aproximar por medio de los Métodos
de MonteCarlo, donde los puntos de muestreo son una
muestra aleatoria independiente e igualmente distribuida de
una distribucion uniforme sobre [0, 1)®. Aplicando la Ley de
los Grandes Numeros, la Eq. (8) converge a la Eq. (7) en la
medida que el numero de evaluaciones n tiende a infinito.

Como alternativa para la aproximacion se usan los
métodos de Quasi-MonteCarlo (QMC), donde los puntos de
muestreo se basan en conjuntos de puntos deterministicos,
que son construidos para ser mas uniformente distribuidos
que una muestra aleatoria. Los métodos de QMC son una
regla de cubicacion equi-ponderada de la forma 2, donde
los puntos de muestreo to, ..., t,—1 € [0, 1]® se seleccionan
deterministicamente.

Existen dos tipos de los métodos de QMC [24]:

Tipo ‘Open’: Usa los primeros n puntos de una secuencia
infinita. Por lo tanto, para incrementar n sélo se necesita
evaluar la integral en los puntos de cubicacion adicionales.

Tipo ‘close’: Usa un conjunto finito de puntos que de-
penden de n. Por lo tanto, un nuevo valor de n implica un
nuevo conjunto de puntos de cubicacion.

Definiciéon. (Funcion Radical Inversa). Para los enteros
i >0yb> 2, se define la funcion radical inversa ¢p(1)
como:

si i = Yoo igb" !, donde i, € {0,1,...,b — 1},
entonces

&

P O

(=

(i) =S+

Ejemplo. Secuencia de Halton. Sea pi,ps,...,ps los
primeros s numeros primos. La secuencia de Halton
to, t1,... en dimension s esta dado por

t = (¢p1(2)7¢p2(z)a7¢Ps(2))71 =0,1...

La secuencia de Halton es un método de QMC del tipo
‘open’. Expandiendo la secuencia se tiene



=(0,0,0,...,0)

= (0.15,0.13,0.15,...,0.1,_)
= (0.015,0.23,0.25,...,0.2,.)
= (0.112,0.013,0.35,...,0.3,.)

III. PROCESO DE PRODUCCION DE §-ENDOTOXINAS DE
Bacillus Thuringiensis

A. Descripcion del Bioproceso

El Bacillus thuringiensis tiene dos estados en su ciclo de
vida. El primer estado es caracterizado por su crecimiento
vegetativo, y un segundo estado llamado fase de esporu-
lacion, durante la esporulacion se producen los cristales
insecticidas de proteinas conocidas como d-endotoxina.
Cuando termina el crecimiento vegetativo, el inicio de la
fase de esporulacion es inducida cuando se alcanza el
punto de exhaustacion del medio (deficiencia del substrato).
Después de la esporulacion, el proceso se completa con la
ruptura de la pared celular (lisis celular), y la consecuente
liberacion de esporas y cristales al medio de cultivo. La
fermentacion termina cuando se consume el sustrato que
limita el crecimiento de Bt, o cuando se completa un 90% o
mas de la lisis celular. Sin considerar el periodo de latencia
(el tiempo muerto del bioproceso no es considerado en este
estudio), la duracioén de cada experimento varia entre las 14
y 30 horas, aproximadamente.

B. Modelo del Bioproceso

En trabajos previos fueron empleadas fermentaciones de
Bt experimentales para modelar y validar el bioproceso [31]
y [32]. La produccion de d-endotoxinas de Bt es una op-
eracion aerdbica, es decir que las células requieren oxigeno
como un sustrato mas para lograr su normal desarrollo y
crecimiento asi como la formacion de producto. La duracion
de las fermentaciones batch de Bt es limitada en el tiempo
y depende de las condiciones iniciales de los microorganis-
mos. Todas las fermentaciones fueron inicializadas con el
mismo inoculo pero con diferentes concentraciones de glu-
cosa (sustrato) para luego realizar la extension del modelo
batch a un modelo fed-batch con alimentacién intermitente
de sustrato. En este trabajo se hace uso del modelo batch
desarrollado con una concentracion inicial de Sustrato entre
20y 32 g/L.

Las ecuaciones para el bioproceso Batch son [32]:

'9%@— [ (u(t) = ks (t) = ke(t)) Xy (1) ]
%s}t) ks () Xv (t)
= (t) (10
aste) _ (;X/S 4 ) Xy (1)
dc'%—?(t) K3Fai're—in (CDO* - CYDO (t))
L 1L K1 % — Ko X(1)
lt) =pmas 000 (an

Kg+ S(t) Ko + Cpo(t)

ku(t 1 1
( ) s7nagc 1 _._eGS(S(t)*Ps) - 1 J’-eGS(SO*Ps)
(12)

1 1
1+ eGel(t—Pe) o 1+ eGe(tOPe)> (13)

Note, que la evolucion del sustrato (S(t)) estd dada por
las soluciones positivas de la ecuacion diferencial correspon-
diente.

e(t) =hemas (

S(t) = sols(t)>o { (YX/S s) Xy(t) = 0}
_ds() _ (YX/S )Xv(t) si S(t) >0
at o si S(t) =0

Las variables del modelo estan especificadas en la Tabla |
y sus respectivos valores en la Tabla II. La maxima con-
centracion de glucosa en el medio (Syqz) S€ usé6 como
“criterio de cambio” del conjunto de parametros a utilizar en
el caso de trabajarse con el proceso semicontinuo. En este
trabajo se trabaja con el proceso discontinuo y se emplea
el conjunto de parametros expuesto en la Tabla II donde
Smaz = Sinicial =32 g/L

Tabla I
VARIABLES DEL MODELO

Simbolo Descripcion
S Concentracion del sustrato [g/L]
t Tiempo [h]
Xs Concentracion de células esporuladas [g/L]
Xy Concentracion de células vegetativas [g/L]
X Concentracion de células totales [g/L]
DO Porcentaje de oxigeno disuelto [%]
o Velocidad especifica de crecimiento [1/h]
Lmax Velocidad especifica de crecimiento maxima [1/h]
s Constante de conservacion [gsustratol/geelulas)
ks Constante cinética de la formacion de esporas [1/h]
ke Velocidad especifica de muerte celular [1/h]
Yx/g Rendimiento de crecimiento [geeiulas/Gsustratol
Kg Constante de saturacion [g/L]
Kpo Constante de saturacion [adimensional]
Ky Constante para el crecimiento de microorganismos
[g(:elzz.lzl,.s'/gOz]
Ko Constante para el uso de DO por biomasa

[gOQ /gcelulash]
K3 Constante para el coeficiente de transferencia [1/L]

ksmaz Constante cinética maxima [1/h]
kemax Velocidad especifica de muerte celular maxima [1/h]
G Constante de ganancia de la ecuacion sigmoidea para la
s velocidad de formacién de esporas [L/g]
G Constante de ganancia de la ecuacion sigmoidea para la
¢ velocidad de muerte celular [1/h]
P Constante de posicion de la ecuacion sigmoidea para la
s velocidad de formacién de esporas [g/L]
P Constante de posicion de la ecuacion sigmoidea para la
¢ velocidad de muerte celular [h]
So Concentracion inicial de glucosa [g/L]
to Tiempo inicial de fermentacion [h]

IV. RESULTADOS Y ANALISIS

De los diferentes parametros que tiene el modelo, se selec-
ciona K3 como una de las variables para optimizar, dado que
este parametro estd directamente relacionado con la accién



Tabla II
PARAMETROS DEL MODELO

209/L < Smaz < 329/L
Hmax 0.65
Yx/s 0.37
Ks 3
ms 0.005
ks max 05
Gs il
P, 1
ke max 0.1
Ge 5
P 4.9
K1 3.795-10=3
Ko 0.729 - 103
K3 2.114-1073

de control, por lo tanto, también afecta la controlabilidad del
proceso. De igual forma, también se escoge la concentracion
inicial de sustrato Sy, dado que esta variable es irreversible,
y es critica para el proceso.

A. Caso Nominal

Para el calculo de los diferentes conjuntos, es necesario
definir el espacio admisible de los estados y de la accion de
control, para ello se escogieron los siguientes limites con
criterios heuristicos, y fueron la base para normalizar los
conjuntos. Para los estados, limite inferior Ly = [0 0 0 0]
y limite superior, Uy = [25 25 40 0.00759]g/L, y para
la accion de control U = 0 < u < 1800L/h. Y el Con-
junto inicial es [0.424 0 20 0.00759] y el Conjunto final
[5 12 10 0.00759]

Para el calculo de los conjuntos se utilizé6 un n = 1000
de la secuencia de Halton, y considerando como parametros
nominales K3 = 2.114- 1073 y So = 20, obteniéndose un
N,y (Q0, Q. 00) = 2.9570- 107

En las Fig. 1 y 2 se representan el comportamiento de
cada uno de los estados durante el tiempo del lote, también
normalizado, en el Conjunto de Trayectorias Controlables,
que indica cuales son las regiones del espacio de estados
admisibles, y con las acciones de control admisibles, que
me garantizan que se llegara desde el Conjunto inicial al
final.

En la Fig. 1 se puede observar que las células vegetativas
(Xv) tienen el comportamiento tipico de crecer para luego
convertirse en células esporuladas en la correspondiente fase
de esporulacion, y las células esporuladas (X g) de aumentar
en la medida del paso del tiempo, a partir del punto en
donde comienza la fase de esporulacion (aproximadamente
a las 7 horas del proceso). Por su parte, en la Fig. 2 se
puede observar que el sustrato (S) converge a cero, situacion
que tiene sentido, dado que es alimento para la bacteria. El
estado Cpo es el que presenta mayor rango de variacion, y
que es una variable critica para la produccion de la toxina,
recalcando la necesidad de su control.

B. Optimizacion

Para la optimizacién se utilizé el algoritmo Simulated
Annealing implementado en Matlab\>. En este algoritmo
se va disminuyendo la temperatura del sistema de acuerdo
a un determinado esquema de enfriamiento, y es de esperar
que el algoritmo converja a un minimo, y su convergencia
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tedrica a un minimo absoluto estd probada siempre y cuando
se verifique una determinada cota de enfriamiento.

De forma similar, los limites para las variables de opti-
mizacion se determinan de forma heuristica y son: [0.68 -
1072 < K3 <3.55-1073] y [20 < Sy < 32].

El comportamiento de la funcion objetivo se observa
en la Fig. 3. En esta figura se observa que después de 5
iteraciones, se estabiliza en un valor, por lo que se alcanzd
un minimo. El valor de la funcién objetivo es de —811,
este valor significa que el hipervolumen del Conjunto de
Trayectorias Controlables aumentd en un factor de 8 con
base a su valor nominal.

0

-200

A
)
S

-600

Valor Funcion Objetivo

%
=
=

X XXX XX XX XX XX

=

5 10 15 20
Iteracion

Fig. 3. Valor de la Funciéon Objetivo

C. Caso Optimo

Se repiten los valores utilizados en el caso nominal,
pero ahora los valores de K5 y Sp, son los indicados por
la optimizacion, los cuales son: K3z = 2.960 - 1072 y
Sp = 31.98.

De forma similar, en las Fig. 4 y 5 se representan cada uno
de los estados respecto al tiempo después de la optimizacién
en el Conjunto de Trayectorias Controlables. De la Fig. 4
se puede observar que las células vegetativas y esporuladas,
siguen la misma tendencia que se tiene en la Fig. 1, solo
que ahora tienen un rango mas amplio, lo que implica que
con la misma accion de control se tiene mas controlabilidad
sobre estos estados, dado que es posible desde mas lugares
del espacio de estados llegar desde el Conjunto inicial al
final. Y de la Fig. 5 se puede observa que el sustrato sigue
convergiendo a cero y el estado Cpo no presentan cambios
significativos alguno, situacién que tiene sentido, debido a
que el sustrato se consume y es no reversible.

V. CONCLUSIONES

En este trabajo se presenta una metodologia basada en los
Métodos de Teoria de Conjuntos en Control para el disefio y
mejora de controlabilidad de un proceso por lotes, se observa
que el indice de controlabilidad propuesto aumenta en un
factor de 8 después de realizada la optimizacion, lo que
implicé que dos de los estados Xg y Xy aumentaran su
rango de control.

Al igual que se observa, que a través de los Métodos de
Quasi-MonteCarlo, es posible el célculo de los Conjuntos
Alcanzable, Controlable y de Trayectorias Controlables para
el proceso de produccion de 5-endotoxinas de Bt, obteniendo
un incremento importante en el indice de controlabilidad
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respecto a los métodos convencionales empleados anterior-
mente, mejorando los tiempos de computo de los algoritmos
anteriormente reportados basados en Métodos de Monte-
Carlo. Finalmente es notable que los Métodos de Teoria
de Conjuntos en Control son una alternativa valida para
cuantificar la controlabilidad de sistemas irreversibles como
los bioprocesos batch y esta metodologia es facilmente ex-
tensible a otros procesos irreversibles de diversa naturaleza.
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