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Abstract— The purpose of this paper is to extend and 
deepen the control methodology proposed in Rómoli et al. 
(2014) [1] based in Numerical methods and Linear algebra. It 
will be analysed a fed-batch bioreactor considering some of the 
most common types of uncertainties in these systems: (i) time-
varying parameters; (ii) uncertain nonlinearities, such as 
possible changes in the specific growth rate model; and, (iii) 
non-modeled dynamics in order to simplify the model, e.g. 
stochastic variables supposed as deterministic variables. The 
design procedure proposed here is much easier than other 
approaches to the same problem of the literature, and its 
implementation in real plants is straightforward. With the 
intention of reducing its effect in the bioreactor, a control 
action that incorporates an estimate of these uncertainties 
based on the Newton’s backward interpolation is proposed. It 
is proved that this control approach can guarantee that the 
control action is bounded and the tracking error converges to 
zero. The effectiveness of the proposed approach is illustrated 
on the basis of the simulated experiments on the 
aforementioned bioreactor. 

 
Resumen—  El propósito de este trabajo es ampliar y 

profundizar la metodología de control propuesta en Rómoli et 
al. (2014) [1] basada en Métodos numéricos y Álgebra lineal. 
Se analizará un biorreactor operado de forma fed-batch con 
algunos tipos de incertidumbre más comunes en esta índole de 
sistemas: (i) parámetros cinéticos variables con el tiempo; (ii) 
no linealidades inciertas, como posibles cambios en el modelo 
de la velocidad específica de crecimiento; y, (iii) dinámicas no 
modeladas para simplificar el modelo, por ejemplo, variables 
estocásticas que son asumidas como determinísticas. El 
procedimiento de diseño que se propone en este trabajo es más 
sencillo que otros enfoques para problemas análogos de la 
literatura, y su aplicación en una planta real es directa. Con la 
intención de reducir su efecto en el biorreactor, se propone una 
acción de control que incorpora una estimación de estas 
incertidumbres basado en el método de la Interpolación 
polinómica de Newton. Está comprobado que el enfoque de 
control propuesto puede garantizar que la acción de control 
sea acotada y que el error de seguimiento converja a cero. La 
eficacia del enfoque propuesto se ilustra a través de algunos 
experimentos de simulación en el bioreactor mencionado. 

I. INTRODUCCIÓN 

En la última década, una serie de estrategias de control 
aplicadas a muchos bioprocesos han sido extensamente 
investigadas, por ejemplo [2-5]. En el caso particular de los 
bioreactores alimentados por lote (o fed-batch), nuevas 
estrategias no lineales fueron desarrolladas para mejorar la 
eficiencia del proceso y la reproducibilidad entre 

operaciones [6], así como también para lidiar con las 
incertidumbres presentes en los bioprocesos [7]. 

Recientemente, un gran número de trabajos de 
investigación han sido publicados con el objetivo de 
resolver el problema de las incertidumbres en el control de 
bioprocesos. Se ha hecho especial hincapié en este tema 
porque muchas estrategias de control no lineales utilizan el 
modelo del bioproceso [8]. Según la literatura [9-17], 
existen tres factores principales que incorporan 
incertidumbre al bioproceso. En primer lugar, algunos 
parámetros pueden ser variables con el tiempo, 
especialmente la velocidad máxima específica de 
crecimiento, µmáx (h-1), el coeficiente de rendimiento de 
células a substrato, YS/X (gg-1) y el coeficiente de 
rendimiento de producto a substrato, YS/P (gg-1). Esto 
significa que no tienen un valor fijo como se supone en el 
modelo. En segundo lugar, pueden aparecer no linealidades 
inciertas. Por ejemplo, uno puede modelar la velocidad 
específica de crecimiento de levaduras, µ (h-1), siguiendo un 
modelo del tipo Monod-Haldane [18], y durante el tiempo 
de operación puede aparecer una inhibición por etanol en el 
crecimiento de las levaduras, modificando así su velocidad 
específica de crecimiento. Finalmente, existen dinámicas no 
modeladas: durante la tarea de modelado, existen algunas 
dinámicas que no son tenidas en cuenta para simplificar el 
modelo. Por ejemplo, parámetros como µ son en realidad 
variables estocásticas que se han asumido como 
determinísticas [19, 20]. 

Las incertidumbres pueden causar riesgos severos. Por 
ejemplo, el efecto de perturbaciones externas o pequeños 
cambios en el modelo del bioproceso pueden llevar hacia 
condiciones de operación no deseables [11, 21, 22]. Por 
ejemplo, el efecto inhibitorio de un substrato puede devenir 
en una inestabilidad en el comportamiento dinámico del 
proceso cuando este efecto es modelado inadecuadamente o 
cuando es ignorado [11]. 

 Los controladores clásicos, como los PID, son también 
utilizados en bioprocesos [6]. Este tipo de controladores 
tienen varias desventajas a la hora de controlar bioprocesos: 
baja capacidad de rechazar perturbaciones, incapacidad de 
lidiar con las no linealidades inherentes al bioproceso y con 
las incertidumbres propias de estos procesos, comparados 
con estrategias no lineales de control [23]. Además, un PID 
no es adecuado para seguir perfiles variables con el tiempo, 
como fue observado en los albores de la biotecnología [24]. 



El control adaptivo ha sido la técnica más importante 
para controlar bioreactores debido a su habilidad para 
compensar las incertidumbres paramétricas [25]. Distintas 
técnicas basadas en control adaptivo se han aplicado al 
control de bioreactores considerando incertidumbres [7, 20, 
25-27]. Además, se han propuesto técnicas alternativas al 
control adaptivo en la literatura para afrontar las 
incertidumbres en bioreactores. Metodologías basadas en 
control fuzzy [16, 28], control óptimo [29, 30], control 
híbrido [31], control predictivo basado en modelo [32] y 
control estocástico [33-35], han demostrado buenos 
resultados frente a las incertidumbres mencionadas.  

Entre los diversos esquemas de control propuestos para el 
seguimiento de perfiles en bioreactores se encuentra el 
método basado en álgebra lineal [1, 36, 37]. Esta técnica 
encuentra una expresión para la acción de control 
aproximando el modelo del proceso de ecuaciones 
diferenciales a través del método de Euler y resolviendo el 
sistema de ecuaciones algebraicas obtenidas mediante 
mínimos cuadrados. La convergencia a cero está asegurada 
por un teorema que debe ser desarrollado para cada sistema 
en particular. Esta técnica muestra mejoras en el tiempo de 
respuesta, en las oscilaciones y en el rechazo de 
perturbaciones, y aporta mejoras en el rendimiento del 
estado transitorio de los procesos bioquímicos [1].  

Esta última metodología fue aplicada en [1] a un 
bioreactor fed-batch para la producción de una proteína 
recombinante, un benchmark publicado en [38] (en el 
Apéndice se muestra una breve descripción del diseño del 
controlador propuesto en [1]). Los perfiles óptimos 
propuestos en [39] para la concentración de proteína 
secretada (P), la concentración de proteína total (T), la 
concentración de biomasa (X), y la concentración de glucosa 
(S), fueron tomados como los perfiles de referencia en [1], 
[Pref, Tref, Xref, Sref]T, y seguirlos es el objetivo de control.   

En la práctica, es imposible saber con exactitud la 
dependencia de los parámetros cinéticos con el tiempo. 
Además, un esquema determinístico de control, como [1], 
no puede afrontar con éxito dinámicas no modeladas u otros 
tipos de incertidumbre, frecuentes en bioprocesos. Por lo 
tanto, el presente trabajo apunta a diseñar un controlador 
para el seguimiento multivariable de perfiles óptimos en un 
bioreactor fed-batch, bajo incertidumbres en el modelo 
dinámico y en los parámetros del modelo. En este sentido, 
la presente publicación es una extensión de un trabajo 
anterior de los autores [1] considerando ahora un enfoque 
más realista. 

El paper está organizado como sigue. La Sección 2 
presenta el diseño del nuevo controlador y en la Sección 3 
se muestra el buen desempeño del controlador frente a las 
incertidumbres antes mencionadas. Las conclusiones están 
resumidas en la última sección. 

II. DISEÑO DEL CONTROLADOR 

A. Diseño del controlador bajo incertidumbre 

Esta sección tiene como objetivo diseñar un controlador 
capaz de compensar los errores de seguimiento que 
aparecen en el controlador de álgebra lineal debido a las 
incertidumbres. El efecto de una incertidumbre aditiva (En) 
puede ser modelada extendiendo la Ec. (A.4): 

                                                                        ,                   (1) 

Donde z es el vector de estados, cn y dn los vectores de 
entrada del proceso, Δt es el tiempo de muestreo, un es la 
acción de control y En, la incertidumbre aditiva. La 
incertidumbre aditiva puede usarse para modelar sistemas 
perturbados así como también para una amplia clase de 
errores de modelado.  

Teniendo en cuenta que los errores pueden depender del 
estado y en las entradas del sistema, considerando una 
planta real como zn+1 = f (zn, un), la incertidumbre aditiva 
puede ser expresada como ˆ( , ) ( , )E z zn n n n nf u f u= − , donde 

ˆ( , )zn nf u es el modelo discreto no lineal del sistema. Si z y u 

se suponen acotados, y si f es Lipschitz, luego En puede ser 
modelada como una incertidumbre acotada [40]. 

Añadiendo la incertidumbre aditiva, el modelo fed-batch 
de la Ec. (A.3) se transforma en 
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En la Ec. (2), SF es la concentración de glucosa en la 
alimentación, YS/X es el rendimiento de glucosa por biomasa; 
ψ, µ, y χ son la velocidad de expresión de la proteína, la 
velocidad específica de crecimiento y la velocidad de 
secreción de proteína, respectivamente. En el presente 
trabajo se tomaron los mismos valores de los parámetros y 
las mismas condiciones iniciales de [1]. 
Observación 1: Por una cuestión de espacio no se presenta 
en su totalidad, pero si se aplica el Teorema 1 de [1] se 
llegaría a la Ec. (3). Esta ecuación muestra la existencia de 
un efecto directo de la incertidumbre en los errores de 
seguimiento. Por consiguiente, éstos últimos no tienden a 
cero con controlador propuesto en [1]. 
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donde hn es una no linealidad formada por variables de 
estado y por las derivadas en un punto medio de χ, ψ y μ 
respecto de S; este término tiende a cero cuando el error en 
el sustrato tiende a cero (eS,n); K es la matriz de los 
parámetros del controlador.  

B. Estimación de la incertidumbre  

Con el fin de reducir el efecto de la incertidumbre, se 
propone un controlador novedoso, que es capaz de estimar 
la incertidumbre existente en el bioproceso. 
Observación 2: el diferencial de primer orden de En es ∇En=En+1-En, el diferencial de segundo orden, ∇2En=∇(∇En)=∇(En+1-En)=En+2-2En+1+En, y a modo de regla, 
el diferencial de orden q se define como ∇qEn=∇(∇q-1En). 
Observación 3: el diferencial de orden q de un polinomio 
de orden q-1 es igual a cero. 

Como un aporte del presente trabajo, se propone estimar 
la incertidumbre En utilizando Ên, definida en la Ec. (4), la 

1z z c d En n n n n nt u t+ = + Δ − Δ +



cual es calculada según Ec. (5), una ecuación basada en la 
Interpolación polinómica de Newton. Observe que esta 
ecuación es obtenida considerando el mismo orden de la 
incertidumbre En (orden m).  
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En las Ecs. (5,6), la variable Λ representa a cada una de 
las variables de estado, es decir, P, T, X y S. Las variables 
estimadas son calculadas mediante la Ec. (7), y representan 
los valores estimados de las variables de estado: 
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donde Pn-1, Tn-1, Xn-1 y Sn-1 corresponden a los valores de las 
variables de estado en un tiempo de muestreo anterior, y un-1 
corresponde al valor de la acción de control calculada en el 
tiempo de muestreo anterior. 
Observación 4: si m

n cte∇ =E  y Ên es calculada según las 

Ecs. (4,5), entonces En= Ên. 
Ahora que ha sido incorporada una estimación de las 

incertidumbres aditivas, se realiza el mismo procedimiento 
de diseño para el controlador basado en álgebra lineal 
presentado en [1], según el cual se calcula la acción de 
control en cada periodo de muestreo como 
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donde el subíndice “ez” en S se refiere a la variable 
sacrificada (ver Apéndice). 

C. Selección de los parámetros óptimos del controlador 

En el Control de Procesos, los métodos probabilísticos 
han sido especialmente útiles para problemas relacionados 
con la robustez ante sistemas con incertidumbre [41]. Uno 

de ellos, los Algoritmos Aleatorios de Monte Carlo, son 
ampliamente utilizados en muchas áreas [42-46]. En esta 
subsección, es aplicado un Método de Monte Carlo para 
seleccionar los parámetros óptimos del controlador. 

La aplicación completa de este método se encuentra en 
[41]. En este paper es usada la Ec. (8) de [41] con un 
intervalo de confianza (1-δ) de 0.99 y una exactitud de (ε) 
0.007. A partir de la mencionada ecuación, se calcula que es 
preciso hacer 1,000 simulaciones. El método se desarrolla 
como sigue: i) se eligen 1,000 valores aleatorios de los 
parámetros; ii) se define una función de costo que evalúa el 
desempeño del controlador; y iii) el set de parámetros que 
dan un costo mínimo es elegido como el óptimo. 

Se elige como función de costo el error cuadrático medio 
(RMS) [47] 
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donde, Δt fue tomado igual a 0.1 h, como en [1], y n es el 
número de elementos del perfil de referencia.  

Aunque el óptimo no está garantizado, el método de 
Monte Carlo provee una solución aproximada basada en un 
gran número de ensayos. El costo más bajo es obtenido en 
la simulación número 384, en la cual los valores de los 
parámetros fueron: kP=0.743; kT=0.391; kX=0.022; kS=0.004. 

D. Convergencia asintótica a cero de los errores 

La diferencia entre el perfil de referencia y el real se 
llama error de seguimiento, y viene dado por 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

, , , ,2 ref n n ref n n ref n n ez n nn P P T T X X S Se − − − −= + + +  (10) 
Ahora bien, si se aplica el Teorema 1 de [1] al bioreactor 

representado por el modelo de la Ec. (2), junto con la acción 
de control propuesta en la Ec. (8), y teniendo en cuenta la 
Observación 1, se llega a 
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La Ec. (11) representa un sistema no lineal acotado que 
tiende a cero cuando 0 < kΛ < 1 y n→∞, probando así que 
los errores de seguimiento tienden a cero. 

III. RESULTADOS Y SIMULACIONES 

En esta Sección, la efectividad de la nueva ley de control 
es verificada a través de ejemplos simulados. Se 
implementaron 3 pruebas para analizar la eficacia del 
controlador bajo incertidumbre.   

A. Parámetros cinéticos variables con el tiempo  

El algoritmo descrito en la Sección II.A es probado en el 
bioreactor fed-batch modelado según la Ec. (A.1), con 
parámetros variables con el tiempo. En este apartado se 
realiza una simulación de Monte Carlo para demostrar la 
efectividad del controlador aquí propuesto (de aquí en 
adelante, C1) desde un punto de vista estadístico [48-50]. 
Aquellos parámetros que podrían variar con el tiempo son 



elegidos: µmáx, SF y YS/X. Con el objetivo de evaluar la 
respuesta de C1 frente a parámetros variables, estos 
parámetros son variados 1,000 veces en un rango ±25% de 
su valor nominal. 

La Fig. 1 muestra con claridad la mejor operación de C1 
sobre el controlador propuesto en [1] (de aquí en adelante, 
C2), ya que el RMS de C1 es muy pequeño a pesar de que 
un ±25% de incertidumbre es añadida. Luego, si se realizan 
1,000 simulaciones con diferentes valores de µmáx, SF y YS/X, 
elegidos aleatoriamente, y el RMS es pequeño, existe un 
99% de probabilidad de que el rendimiento de C1 será 
adecuado cualesquiera que sean los parámetros en un rango 
de ±25%. 
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Fig. 1.  Comparación de controladores en función de la Ec. (9). 

B. No linealidades inciertas 

En los bioprocesos, una variable que suele presentar este 
tipo de incertidumbre es μ, porque suele suceder que el 
mismo modelo no es aplicable a todos los lotes o bien, que 
cambia durante una operación. Existen una gran cantidad de 
modelos en la literatura de μ [18]; [51] propusieron uno para 
el bioproceso en estudio, mostrado en la tercera expresión 
de la Ec. (A.2). Para demostrar el desempeño de C1, se ha 
incluido  otro término en el modelo de μ, como sugiere [26]: 
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La Fig. 2 muestra la comparación entre C1 y C2 cuando 
se incluye una no linealidad incierta en μ, a través del error 
de seguimiento. Como puede verse, C1 presenta los errores 
más bajos y los mismos están acotados, lo que significa que, 
a diferencia de C2, el funcionamiento de C1 no se vuelve 
inestable a pesar de la incertidumbre añadida. 
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Fig. 2.  Comparación de controladores en función de la Ec. (10). 

C. Dinámicas no modeladas 

Como fue mencionado, la presencia de ruido blanco en 
µmáx da como resultado un modelo matemático gobernado 
por un set de ecuaciones diferenciales estocásticas. Con el 
fin de lidiar con este tipo de incertidumbre, llamada a veces 
dinámicas no modeladas [19], debería ser usado algún tipo 

de control estocástico. De todas formas, esto implica una 
matemática compleja y un estudio profundo del sistema con 
el propósito de modelar adecuadamente los procesos 
estocásticos. Por otro lado, la estrategia propuesta en este 
trabajo puede encarar sin dificultades este problema. Para 
probarlo, se realiza una última prueba con el controlador 
propuesto. 

Observe que todos los parámetros de las Ecs. (A.1, A.2) 
son realmente afectados por ruido ambiental; por 
consiguiente, siempre fluctúan alrededor de un valor 
promedio. En este paper, solamente es considerado el caso 
en el que hay ruido en µmáx, el cual es uno de los parámetros 
cinéticos cruciales del bioreactor. En este caso, µmáx se 
convierte en una variable estocástica, como sugiere [19]: 

máx máx (t),dBμ μ α→ +   (13) 
donde dB(t) es ruido blanco (es decir, dB(t) es un 
movimiento Browniano estándar definido sobre un espacio 
probabilístico completo), y α ≥ 0  representa la intensidad 
del ruido blanco. 

Con el propósito de imitar el efecto del ruido blanco, se 
introduce en la señal de µmáx un ruido blanco de banda 
limitada (BLWN). Este bloque de Simulink® genera 
números aleatorios normalmente distribuidos. Teóricamente, 
el ruido blanco continuo tiene una correlación igual a cero 
con el tiempo y una energía total infinita. Con este bloque 
se puede simular el efecto del ruido blanco usando una 
secuencia aleatoria con una correlación de tiempo mucho 
más chica que la menor constante de tiempo del sistema. La 
correlación temporal del ruido es el tiempo de muestreo del 
bloque [52]. Éste puede ser estimado como 

máx

2 1

100ct f

π≈   (14) 

donde tc es correlación temporal, y fmáx, el ancho de banda 
del sistema. En este tipo de sistemas, este último es igual a: 

máx
máx

0.5
f

t
=

Δ
  (15) 

donde Δtmáx es el máximo tiempo de muestreo para el cual el 
sistema es estable. Para el control de lazo cerrado 
presentado en este paper, Δtmáx= 0.0145 h. luego, de las Ecs. 
(14, 15), 

2 1
0.0018

0.5100
0.0145

 ct h

h

π= =  
 (15) 

Muchos investigadores utilizan esta metodología para 
probar la robustez de los controladores utilizados en 
bioprocesos [12, 20, 29, 30, 53]. Un BLWN con un poder 
de ruido (un parámetro del bloque) de 0.9, media distinta de 
cero y una intensidad (α) de 0.4 es introducido en la señal 
realimentada. Luego, la µmáx afectada con BLWN, queda 
como   

máx máx 0.4 ,BLWNμ μ= +   (16) 
En la Fig. 3 se observa que C1 se desempeña bien incluso 

ante la presencia de dinámicas no modeladas, porque el 
error de seguimiento es muy pequeño a comparación de C2.  
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Fig. 3.  Comparación de controladores con una dinámica no modelada en 

µmáx en función de la Ec. (10). 

IV. CONCLUSIÓN 

Se presentó una nueva ley de control para el seguimiento 
de perfiles de concentración en un bioreactor fed-batch. La 
metodología propuesta permite controlar un sistema no 
lineal en presencia de incertidumbres comunes en los 
bioprocesos: parámetros variables en el tiempo, no 
linealidades inciertas y dinámicas no modeladas. 

 Para lidiar con tales incertidumbres se ha añadido un 
término al modelo del bioreactor, que es aproximado 
mediante la interpolación polinómica de Newton. El 
controlador es sintonizado a través de un experimento de 
Monte Carlo. Para demostrar la efectividad de la 
metodología se llevaron a cabo varias pruebas mediante el 
añadido de distintos tipos de incertidumbre. El rendimiento 
de C1 es notable, mientras que la complejidad del algoritmo 
no es excesiva.  
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 APÉNDICE: RESUMEN DEL CONTROLADOR DE [1] 
Con el caudal de entrada al bioreactor como única acción de control, las 

variables de estado pueden ser descritas por el siguiente set de ecuaciones 
propuestas en [38]: 
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Con el objetivo de seguir los perfiles de referencia de las variables de 
estado [Pref, Tref, Xref, Sref]T, la acción de control requerida es calculada en 
base al modelo del bioproceso. Como primer paso, la Ec. (A.1) se 
discretiza mediante Euler 
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Llamaremos zn al vector de estado, cn y dn, a los vectores de entrada. 
Luego, el vector de estado en el tiempo de muestreo (n+1) puede ser 
expresado como 
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Después de esto, se debe hacer el siguiente reemplazo en la Ec. (A.3),  

( )1 , 1 ,

e

z z K z z

n

n ref n ref n n+ += − −
 (A.5) 

donde K es la matriz de parámetros del controlador y en, el vector del error 
de seguimiento. Luego, la Ec. (A.3) puede ser reescrita como 
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(A.6) 

La Ec. (A.6) tiene solución exacta cuando S es adoptada como variable 
sacrificada, Sez [1]: significa que toma valores arbitrarios con tal que el 
sistema de ecuaciones lineales tenga solución exacta. Luego, la acción de 
control, un puede ser obtenida a través de mínimos cuadrados como: 
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