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Calculo Numérico Capitulo V - Interpolacién, Aproximacion

EXORDIO

Se presentan en este capitulo métodos cldsicos de
interpolacién y aproximacién de funciones mediante polinomios y otro tipo
de funciones.

Por supuesto, se tratan los polinomios de interpolacion de
Lagrange, junto a su error

Los polinomios de interpolacién de Newton Gregory en avance y
en retroceso estdn presentes como lo estdn las formulas de interpolacidn
centrales de Gauss, Bessel; Stirling y Everett.

Se destaca el fenémeno de Runge y su correccién mediante
valores de abscisas correspondientes a las raices de los polinomios de
Chebishev.

Se incluyen abundantes ejemplos al respecto.

La interpolacién mediante splines de segundo y tercer grado,
estd tratada con mucho detalle, acompafiadas con ejemplos. Se considera la
parte mds importante del capitulo.

El método de los cuadrados minimos, por supuesto, estd
tratado, tanto para datos como para funciones.

La técnica de Padé estd considerada y se agregan varios
ejemplos al respecto, asi como ciertas dudas que el método deja planteadas.

La matriz pseudo inversa se agrega sin demostraciones para
ejemplificar su uso en el cdlculo de cuadrados minimos y en funciones
racionales.

Este capitulo deberia servir para apreciar la mejor forma de
interpolacién correspondiente a un caso concreto, generar desconfianza
sobre polinomios de interpolacion de grado elevado; reconocer las ventajas
de los splines y aproximar datos y funciones mediante el método de los
cuadrados minimos, en su caso, con la matriz pseudo inversa.

CASOS

En este capitulo no se incluye el estudio y aplicacion de su
contenido a casos especificos de interés. Ello es asi porque la totalidad del
mismo ha sido elaborada sobre casos concretos, representativos de un
universo cuyos elementos fdcilmente pueden asimilarse a alguno de los
tratados en estas pdginas.
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I INTRODUCCION
ALGO ACERCA DEL TITULO DE ESTE CAPITULO

1 El presente Capitulo se denomina INTERPOLACION 'y
APROXIMACION. Corresponde aclarar el significado de ambos términos.

2 Para ello, nada mejor que recurrir al Diccionario de la Lengua
Espafiola de la Real Academia Espafiola, referencia obligada de todos los
pueblos de habla hispana. En el mismo se dice:

a) INTERPOLAR
(Del lat. interpolare, alterar, mezclar, cambiar).
1. tr. Poner algo entre otras cosas.

2. tr. Intercalar palabras o frases en el texto de un manuscrito
antiguo, o en obras y escritos ajenos.

3. tr. Interrumpir o hacer una breve intermision en la continuacion de
algo, y volver luego a proseguirlo.

4. tr. Mat. Calcular el valor aproximado de una magnitud en un intervalo
cuando se conocen algunos de los valores que toma a uno y otro lado de
dicho intervalo.

b) APROXIMAR
(De proximo).
1. tr. Arrimar, acercar.

2. tr. Obtener un resultado tan cercano al exacto como sea necesario
para un propésito determinado.

3 Es decir que cuando se habla de INTERPOLAR se calcula el
valor aproximado de una magnitud en un intervalo cuando se conocen algunos
de los valores que toma a uno y otro lado de dicho intervalo.
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4 Por ejemplo, la tabla siguiente contiene la poblacion de la Repiblica
Argentina segun los distintos censos realizados.

Ao Poblacion al 30 de junio
1869 1.877.490
1895 4.044.911
1914 7.903.662
1947 15.893.811
1960 20.013.793
1970 23.364.431
1980 27.947 .446
1991 32.615.528
2001 36.260.130
2010 40.518.951

Fuente: Demografia de Argentina.

De acuerdo a la definicién de interpolacién calcular el valor
aproximado de poblacion en el afio 1930 es un problema tipico de
interpolacion pues se conocen datos anteriores -poblacion de 1869, 1895 y
1914- y posteriores hasta el censo de 2010.

Lo mismo seria calcular aproximadamente la poblacién en 1870
o en 2004

5 En cambio APROXIMAR es definido por aquel diccionario como
(De proximo).
1. tr. Arrimar, acercar.

2. tr. Obtener un resultado tan cercano al exacto como sea necesario
para un propésito determinado.

6 Entonces, cuando se habla de APROXIMAR, el problema
consiste en hallar una funcién tan cercana a los datos que se tengan como
sea necesario para un fin determinado.
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7 En el caso de la poblacién, APROXIMAR, consiste en encontrar
una o mds funciones que representen la evolucién de la poblacién en el
tiempo.

II INTERPOLACION

INTERPOLACION POLINOMICA. INTRODUCCION
8 Se supone la existencia de un conjunto de n+l puntos de
coordenadas (xk, yk), k = 0, n al que se denominard "base” en la que debe
cumplirse que, para todo k, Xk < Xk:1.
9 La base puede estar formada por los valores que toma una funcidn,
en general desconocida, en los puntos xk que pueden o no estar igualmente

espaciados.

10 Puede ser, también, el resultado de una medicién, automdtica o no
automdtica, de valores yx para valores predeterminados de x«.

11 Sea cual sea su origen, una base de este tipo plantea el problema de
interpolacion de la siguiente forma:.

¢Cudnto vale yj cuando Xk < Xj < Xk« ?
12 Y, dando un paso mds, podria preguntarse

¢Pueden estimarse valores y para valores x < xo 0 X > Xn ?

13 El grdfico siguiente representa mediante puntos la evolucion de
la poblacion segln los distintos censos.

4107
3ul0?
2107 |

1107 |

1220 1500 1020 1040 1960 1020 2000
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14 Una primera aproximacion a la poblacion de 1930 puede
obtenerse mediante la utilizacién de un polinomio de primer grado isi, una
rectal definida entre los puntos correspondientes a las poblaciones de 1914
y 1947.

Grdficamente se tiene

4107 r
3107
2107 —
13 107 —

1280 1900 1920 1940 1960 1980 2000

La poblacién estimada es de 13.956.800 habitantes

15 Si se foman los tres puntos correspondientes a los censos de
1914, 1947 y 1960 se obtiene una pardbola como la del siguiente grdfico

4107 b
3107 |
2x107

L 107 L ___

1960 1930 2000

130 1200 1920

1940

La poblacién estimada es de 11.335.400 habitantes

16 Si en lugar de fomar un punto mds en avance 1960 se toma otro
en retroceso -1895-se tiene otra pardbola
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4x 107 |
3107 b
=107 .

L 10” L -

Cal

1330 1900 1920 1940 1940 1950 2000

La poblacién estimada es, en este caso, 11.573.500 habitantes

17 Como segundo ejemplo se presenta un hipotético registro de
velocidades de un camién, tomadas cada diez minutos desde la partida del
mismo.

a0} et e e e, e e
60| .

40:—
m:u:-

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Se puede apreciar un lapso donde se produce una paulatina
aceleracion hasta alcanzar una velocidad de crucero de unos 80 km/hora,
con pequefias variaciones debidas a circunstancias de la ruta y el transito.

III INTERPOLACION POLINOMICA

18 Una primera idea para interpolar los n+1 puntos de la base es
determinar un polinomio de grado "n" que pase exactamente por cada uno de
los puntos Xk, yk.

19 Se elige un polinomio porque es una de las funciones mds
sencillas, mds fdciles de manejar desde el punto de vista analitico y, por lo
menos conceptualmente, mds fdciles plantear.
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20 Pero atencién: los polinomios de interpolacion son
extremadamente bellacos (RAE Bellaco: malo, picaro, ruin; dificil de
gobernar) en cuanto el exponente es alto, y conste, con alto la referencia
puede ser mds de seis, por ejemplo.

21 ¢Y por qué son bellacos? Porque si bien “"pasan” por todos los
puntos de la base, sus oscilaciones entre puntos consecutivos son
significativas y en muchos casos dan valores carentes de sentido, por
ejemplo, ndmero negativo de habitantes o velocidades exorbitantes
imposibles y ademds, son muy sensibles a la distribucién de las abscisas.
Este comportamiento fue estudiado por Carl David Tomé Runge, 1856-1927,
alemdn, doctorado en matematica en 1880 en Berlin. A esas oscilaciones se
las conoce como fenémeno de Runge.

Carl David Tomé Runge, 1856-1927

22 Retornando al cdlculo de los coeficientes del polinomio de
interpolacion el fema no ofrece dificultades algebraicas. En efecto, sea

p(x) = a, +a,x +a,x* +a,x* +a,x* +a x> +...+a x"

el polinomio de grado n cuyos coeficientes ak corresponde determinar. Para ello,
si el polinomio debe pasar por los "n" puntos, deberd cumplirse que

2 3 4 5
P(X,) =8, +a X, +8,X,” +a:X,” +a,X, +asX, +...+anx0”:y0

2 3 4 5
P(X) =a, +a, X +a,X,” +aX +a,X +aX +...+anxln =Yy,
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P(X,) = 8, +a,X,+8,X,” +aX," +a,%," +a.x,” +..+a x," =y,

2 3 4 5
P(X3) =8, +a Xy +8,X;" +85X;” +a,X; +aX, +...+anx3n =Y,

p(x.)=a, +ax, +a,X,° +ax.’ +a,x. +ax’ +..+ax "=y,
23 Lo anterior ho es ni mds hi menos que un sistema de ecuaciones
lineales (SEL) cuyas incdgnitas son los coeficientes ak , k = O,n, sistema que
matricialmente puede escribirse.

1 X, X,° X5 o X || Yo
10X x° % o x"|al %
10X, X % o X"[a| |V,
10X, X X e X" [las| | Vs
L 1 X an Xn3 Xnn__an_ _yn
24 El determinante de la matriz es un determinante de

Vandermonde (Alexandre-Théophile Vandermonde, 28 Feb 1735, Paris- 1
Enero 1796 Paris) y, en tanto las xk sean distintas entre si, el determinante
es no nulo, razén por la cual el sistema siempre tiene solucién. Esto asegura
que existe uno y solo un polinomio de grado "n“ que pasa por los puntos
dados. Pero ocurre que ese tipo de matrices estdn muy mal condicionadas,
tanto como para invalidar algunos resultados.

25 Eligiendo uno de los métodos existentes para resolver SEL, se
tendrdn los coeficientes ax del polinomio de interpolacion, hecho que por lo
menos desde el punto de vista tedrico, resuelve el problema.

26 Es conveniente recalcar “desde el punto de vista teodrico”
porque operativamente el cdlculo es muy pesado y adn cuando se utilicen
lenguajes algebraicos, la muy mala condicion de la matriz introduce errores
numéricos insalvables.

27 Por ejemplo aplicando lo expresado a la evolucion de la
poblacidn de la Republica Argentina, se tiene el polinomio de noveno grado
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(los cdlculos han sido efectuados con MATHEMATICA 6.0, utilizado como
calculadora / graficadora de mesa)

Pg(x)=5.70908.10%1-2.63304.10°x+5.39677.10x2-
6.45199.103x3+4.95833.1019x*-2.54011.10”x°+86 74.52x-
1.90424 x7+0.000243826 x8-1.38747.108 x°

28 Este polinomio ni siquiera pasa por los puntos de la base y su
representacion grdfica carece totalmente de verosimilitud. Literalmente,
no sirve para nada.

29 Para ejemplificar lo dicho se agregan a continuacion la matriz
del sistema, su inversa y el producto de ambas, que naturalmente deberia
ser la matriz unitaria del orden correspondiente. Apréciense las
divergencias existentes entre esta matriz y la matriz unitaria y se
comprenderd mejor porque el polinomio anterior nada representa. Los

2.04503 x 101¢
-9.37887 % 10°
1.91161 % 107

cdlculos han sido efectuados con MATHEMATICA.

-3.42311x10%
1.57241 % 10%
-3.20997 % 10%

Matriz del Sistema

Matriz Inversa de la anterior

1.36547 « 10
-6.29325 % 101
1.28618x 107

-2.09932 % 10%°

-1.98068 % 10

9. 67284 x 101

9.1700% % 10%°

-4.22831 % 10%*

. 6646 104"

-1.61444x 10%
7.4484 % 10%
-1.52717x 0%

1.43285x 101°
-6.61427x 10
1.35691 x 102

-7.51719x10%
3.47216 % 104
-7.1274x% 10

2.5573x 10%°
-1.18185 % 10%
2.42734% 104"

1. 1869, 3.49316x10% 6.52872x10% 1.22022= 10% Z.28059x 10% 4.26242. 107 7.96646 « 10%% 1, 48893« 10% 2.78281 10%)
1. 1895, 3.59103x10% 6.80499x 107 1.28955: 10% 2.44369x 10%% 4.63079: 10 8.77535x10%% 1.66293 = 10%F 3,15125x 10%°
1. 1914, 3.6634x10% 7.01174x10% 1.34205x 10%° 2.56863« 10%% 4.91645: 10%7 9. 41008« 10%% 1.80109« 10%F 3. 44729« 10%°
1. 1947, 3.79081x10% 7.38071x10% 1.43702= 10%% 2.79733 % 10% 5.44743 . 10%7 1.08062x10%% 2,06504x 10%° 4.02062 « 10%°
1. 1960, 3.8416x10% 7.52954:10% 1.47579x 10% Z.89255« 10%% 5.66939. 10% 1.1112x10% 2.17795= 10%f 4,z6879x 10
1. 1970, 3.8809x10% 7.64537x10% 1.50614x 10% Z.96709x 10%% 5.84517: 10% 1.1515x10% Z.26845= 10%f 4, 46885 10
1. 1980. 3.9204x10% 7.76239x10% 1.53695x 10%° 3.04317x10% 6.02547«10%7 1.19304%10%% 2,36223« 10%F 4.67721« 10%°
1. 1991, 3.96408x 10% 7.89249%10% 1.57139= 10%% 3.12865x 10% 6.22913« 10" 1.24022«10%% 2.46928« 10%° 4.91633« 10%°
1. 2001, 4.004x10% 8.01201x10% l.6032x10% 3.20801x10%% 6.41922.10% 1.28449.10%% 2.57026 = 10%F 5. 14309 10
1. 2010, 4.0401x10% 8.1206=10" 1.63224x10% 3.2808x10%% 6.59442. 10 1.32548x10%% 2.66421 % 10%% 5.35506x= 10% )

~3.99536x 10 |
1.84734 % 101
-3.79601x10°

-zz727.2 3B2233. -1.53327x=10° Z.3857x107 -1.03865x10°  l.82e42x10° -1l.62369x10°  2.53394x 10" -2.90795x10"  4.54936x 10°

17.3695 -292.578 1174.94 -lalez. @ TA572.5 -140408. 124894, -65652.9 22394, -3505.55
—0.00854947 0.149293 —0.600199 9. 20567 ~40.7557 71.9554 —64.0406 33,7004 ~11.4962 1.&0052
3.00565x10F  -0.0000507832  0.000204387 -0.00317154 0.0139152 -0.0245817 0.0218901 -0.0115265 0.00393423 -0.000616481

-6.56227x 107"
8.35734x 1071
—4.73022 % 107

1.11042% 107"
-1.41628% 107
§.0278% % 1077

-4.47401 x 107
5.712583 % 1071
~3.24152% 10718

-g.89778x 1071
5.05843 % 10710

f. 35558 % 107"

-3.05403 % 10°F

3.9097x10°

-2.22433x 107

5.39811x10°F

-6.91446x 107

3.93605 % 10-1%

-4.80977x10°F
6.16435 % 107"
-3.51105% 107

2.53421x10°F
-3.24995 % 107"
1.85224: 101%

-8.65467 x 107
1.11053 % 107"
— 6. 33286 % 107
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Capitulo V - Interpolacién, Aproximacion

Producto de la matriz del sistema por su inversa

1.04395 -0.703125 1. 26563 40, 25 52, -318. -94. -2. -35. -7.09375
0.029541  0.738281 -0.984375 3.75 32. -64. -320. 268. -86.75 -0.4375
0.0187988 -0.46875 0.984375 24,25 -30. -282. -228. 107, =775 -40125
0.06834766 -0.363281 -0.4215875 5Z. -10a. 11z, -640. 325, -55. -10.25
0.06890918 -0.542969 -0.71875 37.25 -1z24. 218. -5z24. 144. -69. -7.6875
0.05583534%96 -0.57035313 1.4375 17.5 44, -4490. -295. 103, -66. -6.3125
0.0175751 -0.645435 1.03125 50.5 -g2. -156. -565. 321, -gl. -1.75
0.0517578 -1.03908 1.4375 26. laa. -1545. -310. 234. -g. -5.6875
0.0576587 -0.99733 1.24555 -0.747559 -Z.58691 -459.344 -1589.715 50.5255 -17.384 -9.50659
0.0504591 -0.574295 0.168793 ZZ.877 -95.4675 -245.867 -393.415 163.921 -52.835 -4.554058 ¢/

30 Apreciando que el problema es debido al grado del polinomio de
interpolacién, a la mala condicion de la matriz del sistema; a errores
emergentes y acumulados por la aritmética de t digitos utilizados, se
resuelve nuevamente el problema para el lapso comprendido entre 1869 y
1991, mediante un polinomio de séptimo grado.

31 Se obtiene el polinomio
P7(x)=2.01333.10'8-7.28123.10'°x+1.12846.10"*x2-9.71541.10°
x3+5.01828x10° x*-1555.13 x°+0.267716 x°-0.0000197502 x’

Cuya grdfica es la siguiente
40 5 B
20 — —
}_ Ilséljl III.-".IIEI::IEII I III_E_I:.';I_-: IlD:’fEI IlE':SEII I IlS':EEI IZEI::IEII I
—20 ’r
1
ol Superpuesta a la curva
] obtenida de la tabla de
o valores de la poblacién
ol | resulta:
40 -
a0+
I _—ISJSF = —:I;J;__ I 19;] — IlE"IiD 19:50 15';30 EEI::IEI I
—an b /
{
|
-0 H
, |
| )
-0 —',
-20 | I"-,__
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Se aprecia que, a partir de 1940 el ajuste es bastante bueno

pero los mds de ochenta millones de habitantes NEGATIVOS alrededor de
1880 suenan a disparate aln cuando la curva “pase” por todos los puntos que
constituyen la tabla del parrafo 5. El fendmeno de Runge presente.

33

Si bien el polinomio del parrafo 30 “pasa” por todos los puntos

de la base [1869, 1991]

1)
(2)

34

Afo Poblacion al 30 de junio P7(afio)
1869 1.877.490 1.88826x10°
1895 4.044.911 4.04685%10°
1914 7.903.662 7.92166x10°
| 1930 | - | 1.04694x107(1) |

1947 15.893.811 1.59007x107
1960 20.013.793 2.00131x107
1970 23.364.431 2.33636x107
1980 27.947 .446 2.79757x107
1991 32.615.528 3.26205x107
2001 36.260.130 2.49856x107 (2)
2010 40.518.951 -1.74899x107 (2)

Interpolacion
Extrapolacion

Fuera de ellas la extrapolacién fracasa notablemente.

Obsérvese el Ultimo renglén de la taba anterior y se tendrd una idea de la
maghitud del mismo. No parece ocurrir lo mismo con la interpolacién al
estimar la poblacién en 1930, dado que 10.469.400 habitantes es una cifra
coherente con los habitantes existentes en 1914 y en 1930

35

Ensayando para valores mds bajos del grado del polinomio de

interpolacién, la concordancia tiende a mejorar. Como conclusion puede
consigharse que este método no es aplicable para el caso de un elevado
nimero de elementos en la base porque, aparte del trabajo de cdlculo
necesario, aparecen otros fenémenos que invalidan los resultados.
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36 Esto ocurre porque la matriz del SEL mencionado en pdrrafo
28 precedente es una matriz muy mal condicionada, -su nimero de condicion
es del orden de 3. 38 10 *¢ iHorrible! - razén por la cual los resultados que
se obtienen no son numéricamente confiables. Mejor dicho NO son

confiables.

37 Obsérvese detenidamente lo ocurrido. Un razonamiento tedrico
impecable que asegura la existencia y unicidad del polinomio de
interpolaciéon, en el momento de volverse operativo no produce los

resultados esperados.

38 El caso del registro de velocidades de camion es mds
significativo adn. En el siguiente grdfico se superponen la grdfica de
velocidades real y la del polinomio de interpolacion. En ambos extremos este
polinomio oscila fuertemente y tiene mdximos Yy minimos que,
definitivamente no pueden ser velocidades de ningtn movil.

250 F

200 [

150 |

100 |

———

] S— —-L__P_.-l—F""‘

a0

| 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 2.0
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39 Para visualizar estas anomalias, un cambio de escala indica que,
a poco de arrancar, el camién desarrollaba 700.000 km/hora y un poco antes
de las tres horas de marcha alcanzaba velocidades cercanas al 1.000.000
km/hora, (277,77 Km/seg) Bs. As - Mar del Plata en algo asi como un
segundo y medio. Muy Util para traer pescado fresco al mercado central de
Bs As, por ejemplo) con cercanas velocidades negativas. ¢Puede haber
bellaqueria mejor ejemplificada que esta?

1 10%

200000

G00000

— T

400000 - |

200000

| |
I l: I RS S S T T S S S T S ST T T T TR |
N 0.5 10 1.5 2.0 2.5 “Yin

40 Sin necesidad alguna de agregar argumentos sobre el
comportamiento de polinomios de interpolacién de elevado grado, sea
considerada vdlida la siguiente aseveraciéon: ICUIDADO CON LOS
POLINOMIOS DE INTERPOLACION DE ELEVADO GRADO! HUYA DE
ELLOS, HASTA ESTAR LO MAS LEJOS POSIBLE DE LOS MISMOS!

Y METODO DE LAGRANGE
41 El método de interpolacion polinémico de Lagrange estructura

el polinomio de interpolacién mediante la construccién de una familia de
polinomios de grado "n" con la siguiente propiedad:

42 Siendo la base el conjunto {(x,y,)l; puede escribirse el
polinomio de interpolacion como

[Cap. V] 13



Calculo Numérico Capitulo V - Interpolacién, Aproximacion

puesto que siendo Lkn(x) un polinomio de grado n que vale 1 cuando x = Xk, y
cero en otros casos, resulta Pn(xk) = yk para todo k = 0,2,..,n, es decir un
polinomio de grado n que pasa por todos los puntos de la base.

43 Queda por ver, naturalmente, cual es el polinomio de grado n,
Lk,n(X).
44 Si dicho polinomio debe anularse para toda x; # xk, entonces

deberd ser de la forma
Lk,n (X) = A(X =X )(X - X )(X — X, )(X — X )(X Tk )(X - X, )

que obviamente se anula en todo x; distinto a xx, i= O,n . iObsérvese
especialmente el salto de la abscisa X k-1 a X k1!

45 Resta determinar la constante A de tal forma que Lkn(xk) = 1.
Para ello se escribe

Lk,n (Xk) = A(Xk — Xo )(Xk — X )(Xk — X5 )"'(Xk — X1 )(Xk Tkl )"'(Xk — X, ) =1
de donde

1
(Xk — X% )(Xk —X )(Xk —X; )"'(Xk — X )(Xk Tkl )"'(Xk - Xn)

A=

46 De lo anterior resulta

ﬁ(x_ Xi)
(X — X )(X —X )(X — X% )(X — X )(X ~ k4l ) ’ -(X — X, ) — ::E
Xy — X )(Xk - X )(Xk — X, )"'(Xk — X )(Xk Tkl )"'(Xk - Xn) l:ol(xk _ Xi)

Ln (X) = (

i#k
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47 Con lo cual, el polinomio de interpolacién de Lagrange resulta

ﬁ(x_xi)

P()=>" v =3T] (X_X‘)yk

o T

izk

Joseph Louis Lagrange, 25 de enero (Turin) 1736, 10 de abril de 1813
También conocido como Giuseppe Luigi Lagrangia

48 Como ejemplo simple se ajustan mediante un polinomio de
Lagrange los siguientes puntos (0, 1), (1, 4), (2, 12), (3, 70).
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Los correspondientes polinomios de Lagrange son los siguientes

=D =2)(x=3) L e 110
®* (0-1)(0-2)(0-3) 6 6

_(X=0x=2)(x=3) 1.5 5.0, 4
B 1-0@1-2)a-3) 2 2

_ =0 =D(x=3) . 1.5 52 3,
22 (2-0)(2-1)(2-3) 2 2

X—0)(x-1D)(x-2 1 1
L 0e0ee(x=) 1, 1o 1
2T (3-0)3-1)(3-2) 6 2
49 El polinomio de interpolacion de Lagrange es, entonces:
PL,(X) = —lx3 +x? —Ex+1 *1+ 1x3 —Ex2 +3x |*4+ —lx3 +2x? —Ex *12 + 1x3 —lx2 +1x *70 =
6 6 2 2 2 2 6 2 3
=1+Ex—20x2 +Ex3
TR
a0 [ ,-’f
.f’f
s0f
4l
30k
nf p /
jung ) ’
UTS 1.0 1.‘5 2.‘0 2.‘5 3.‘0
50 Superponiendo ambos grdficos, se tiene
ne r
0 b I:
sof /
s j;’:
Engs
wF /,
0F . ___-:-.;_T_.'--’";V
P _IJZ_ l.IEI 1.5 2.IIJ 2.I5 3.IEI

Donde es evidente que el polinomio de interpolacién hallado “pasa” por todos
los puntos de la base.
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51 Para hallar el polinomio de Lagrange que interpola la evolucidn
de la poblacion en la repulblica, corresponde calcular los siguientes
polinomios:

(x—1895)(x —1914)(x —1947)(x —1960)(x —1970)(x —1980)(x —1991)(x — 2001)(x — 2010) =

L =
%9~ (1869 —1895)(1869 —1914)(1869 —1947)(1869 —1960)(L869 —1970)(1869 —1980)(1869 —1991)(1869 — 2001)(1869 — 2010)

(x—1869)(x —1914)(x —1947)(x —1960)(x —1970)(x —1980)(x —1991)(x — 2001)(x — 2010)

L =
10 (1895 -1869)(1895 —1914)(1895 —1947)(1895 —1960)(1895 —1970)(1895 —1980)(1895 —1991)(1895 — 2001)(1895 — 2010)

(x—1869)(x —1895)(x —1947)(x —1960)(x —1970)(x —1980)(x —1991)(x — 2001)(X — 2010)

L =
29 7 (1914 -1869)(1914 —1895)(1914 —1947)(1914 —1960)(1914 —1970)(1914 —1980)(1914 —1991)(1914 — 2001)(1914 — 2010)

(X —1869)(x —1895)(x —1914)(x —1960)(x —1970)(x —1980)(x —1991)(x — 2001)(x — 2010)

L.. =
397 (1947 —1869)(1947 —1895)(1947 —1960)(1947 —1970)(1947 —1980)(1947 —1991)(1947 — 2001)(1947 — 2010)

(x—1869)(x —1895)(x —1914)(x —1947)(x —1970)(x —1980)(x —1991)(x — 2001)(x — 2010)

L =
% (1960 —1869)(1960 —1895)(1960 —1914)(1960 —1947)(1960 —1970)(1960 —1980)(1960 —1991)(1960 — 2001)(1960 — 2010)

(x—1869)(x —1895)(x —1914)(x —1947)(x —1960)(x —1980)(x —1991)(x — 2001)(x — 2010)

L =
59 (1970 -1869)(1970 —1895)(1970 —1914)(1970 —1947)(1970 —1980)(1960 — 1980)(1970 —1991)(1970 — 2001)(1970 — 2010)

(x —1869)(x —1895)(x —1914)(x —1947)(x —1960)(x —1970)(x —1991)(x — 2001)(x — 2010)

L =
59 (1980 —1869)(1980 —1895)(1980 —1914)(1980 —1947)(1980 —1970)(1980 —1991)(1980 —1991)(1980 — 2001)(1980 — 2010)

(x —1869)(x —1895)(x —1914)(x —1947)(x —1960)(x —1970)(x —1980)(x — 2001)(x — 2010)

L =
"9 (1991-1869)(1991—1895)(1991—1914)(1991—1947)(1991—1960)(1991—1970)(1991—1980)(1991— 2001)(1991— 2010)

L8,9

(x—1869)(x —1895)(x —1914)(x —1947)(x —1960)(x —1970)(x —1980)(x —1991)(x — 2010)

~ (2001—1869)(2001—1895)(2001—1914)(2001—1947)(2001—1960)(2001—1970)(2001 —1980)(2001—1991)(2001— 2010)

(x—1869)(x —1895)(x —1914)(x —1947)(x —1960)(x —1970)(x —1980)(x —1991)(x — 2001)

L =
%9~ (2010 —1869)(2010 —1895)(2010 —1914)(2010 —1947)(2010 —1960)(2010 —1970)(2010 —1980)(2010 —1991)(2010 — 2001)

Multiplicando cada uno de estos polinomios por la poblacién correspondiente,
se obtiene el polinomio de noveno grado siguiente:

DTSN AR SR Cabe un

BTG SR BTSSR U comentario

f . final
ique feol
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Iv.i ESTIMACION DEL ERROR

52 Para estimar el error al efectuar una interpolacién por
polinomios de Lagrange cabe sefialar que, en los puntos de la base, el error
es cero puesto que el polinomio de interpolacién pasa por esos puntos,
debiéndose, en consecuencia, centrar la atencién del andlisis en puntos
cuyas abscisas no sean parte de la misma.

53 Sean entonces
0yl X, €(ab)

X & {Xg, X, Xgyeens X, |
y f(X)- p.(X) el error cuya estimacién se busca.

@
:| Pn(x)

54 Definase para ello la siguiente funcion
f(X)- X)

F(0)= 100~ p, (- TPl
(x=x)

=~

=0

Es evidente que la funcidon F se anula en cada punto xk de la
base puesto que, en ellos, pn(xk) = f(xx) y también lo hace la productoria
donde figuran las diferencias (x - xk). Esto indica que la funcién F tiene, por
lo menos, n+1 ceros en el intervalo en el que se la considera.

Ademds, es fdcil verificar que, tomando x=X la funcion
también se anula.
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Entonces F es una funciéon con n+2 ceros en el intervalo de
interpolacion.

55 Si la funcion f(x) es n+1 veces derivable, puede aplicarse en
forma reiterada el Teorema de Rolle para obtener

F(n+1) (é:): f (n+1) (5)_%([] +1)!: 0

X
(X=x)
k=0

Y de esta ltima despejando, como cota del error

(0 p,0) =T (e x,)

(n+1) 2

Si ‘f(“”) (5)‘ <M en (a,b) resulta

56 Si sélo se cuenta con una tabla de valores para la funciéon f, la
derivada de orden n+1 habrad que estimarla mediante algin método numérico.

Iv.2 INCONVENIENTES EN LA FORMULACION DE LOsS
POLINOMIOS DE LAGRANGE

57 Aparte de los problemas numéricos mencionados cabe sefialar
los siguientes inconvenientes:

1°  La forma obtenida es mala para operar. (derivar, integrar p.e)

2°  Es necesario mucho cdlculo para obtener el polinomio de
interpolacién de la forma ao + a1 X + az X2 +..+anx", aunque los
lenguajes algebraicos en uso resuelven muy bien el problema
(pero introducen problemas numéricos)

3° Si en una experiencia cualquiera se toma un dato mds es
necesario recalcular todos los polinomios de Lagrange. Todo el
trabajo realizado, necesariamente debe ser descartado. Como
se ha visto en pdrrafo anterior esto no es para nada sencillo.
Mejor dicho, ies mortall
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\ POLINOMIO DE NEWTON

Sir Isaac Newton, 25 de diciembre de 1642 (Juliano), 4 de Enero de 1643
(6regoriano) - 20 de Marzo de 1727 (Juliano), 31 de Marzo de 1727
(Gregoriano), autor de "Philosophice naturalis principia mathematica" tal vez la
obra cientifica mds importante jamds publicada.

58 Otra forma, debida a Newton, de presentar el polinomio de
interpolacion es la siguiente:

P, (X) = a, +a,(X— %, )+a,(X =X X=X )+..+a, (X=X, x =% )(x=x,)

donde es necesario calcular los coeficientes ak, k = O,n de forma tal que el
polinomio pase por los puntos de la base.

59 Para ello se plantea el SEL
8 = pn(Xo): Yo
ao+a( —%;) =P, (%)=,

8, +,(X, =%, )+ 2, (X, = N, =%, )= p,

: (x.)=
a, +a, (X, — %) +a(1x 0)(x ) a( )(3—

2
lX3

Y2
X

2)= PalXs)= s

B + 2%y — X )+ 0y~ )0y = %)+ 8 6y — 50 )0~ 20 )%y — X2 )= Pae) =
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Sistema cuya matriz es

1 0 0 0 0
1 (x,—%) 0 0 0
1 (Xz - Xo) (Xz =% )(Xz - X1) 0 0
1 (Xs Xo ) (Xs —Xo )(Xs - Xl) (Xs Xo )(Xs Xy )(Xs X, ) 0

1 (Xn - XO) (Xn =X )(Xn - Xl) (Xn — X )(Xn - Xl)(xn - XB) (Xn =X )(Xn - Xl)"'(xn - Xn—l)_
Y cuyo vector de términos independientes es

Yo
Y1
Y2
e

Yn

60 Es obvio que no es necesario aplicar alguno de los métodos
conocidos a la solucion de este SEL. Obsérvese que el coeficiente ao se
puede despejar fdcilmente de la primer ecuacidn, a: de la segunda siendo
conocido ao, a2 de la tercera conocidos los dos anteriores, etc.

61 Se tiene asi
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62

Este cdlculo se puede sistematizar mediante las denominadas

DIFERENCIAS DIVIDIDAS, que se definen mediante las expresiones

63

10

f[Xk]Z f(x )=y,

fxeal= fIx]

f[kaxk]: X —x
k+1 k
f [Xk+2]_ f [Xk+l] _ f [Xk+1]_ f [Xk]
f [Xk+2 X Xp ] — f [Xk+2 ' ))((k+l]: )1(: [Xk+l’ Xy ] _ ) Xk+J)_( — X — Xy
k+2 k k+2 k

f [Xk+3' X2 Xk+1]_ f [Xk+2 1 Ko Xk]
Xz = X

f [Xk+3 1 K20 Xians Xy ] =

f [Xk+4 1 X3 Xiio Xk+l]_ f [Xk+3’ X1 X0 Xy ]
Xk+4 - Xk

f [Xk+4 1 X3 Xicror Xiarr X ] =

Cuyo cdlculo se simplifica mediante la siguiente tabla

Xk Yk f[xk] f[Xke1, X] X2, Xic1, Xiqg f[Xke3, Xie2, Xie1, Xk] f[Xk+a, Xke3, Xir2, Xka1, Xk]

Xo Yo f[xo]
f[X1, Xo]

X1 V1 f[X1] f[XZ, X1, XO]
f[Xz, X1] f[X3, X2, X1, Xo]

X2 Y2 f[x2] f[Xs, X2, X1] f[Xa, X3, X2, X1,X0]
f[X3, X2] f[X4, X3, X2, Xl]

X3 Y3 f[X3] f[X4, X3, X2] f[Xs, X4, X3, X2,X1]
f[X4, X3] f[Xs, X4, X3, Xz]

Xa Yo o f[Xd] f[Xs, Xa, X3] f[Xs, X5, X4, X3,X2]
f[X5, X4] f[XG, Xs, Xa, XS]

X5 Ys f[Xs] f[Xs, Xs, X4] f[X7, Xe, X5, X4,X3]
[Xs, Xs] f[X7, X, X5, Xa]

X6 Ve f[Xe] f[X7, Xe, X5] f[Xg, X7, Xe, X5,X4]
f[X7, Xe] f[XB, X7, Xe, XS]

X7 yr f[xi] f[Xs, X7, Xe] X9, X8, X7, X6,Xs]
f[Xg, X7] f[Xg, Xs, X7, X5]

Xg Vs f[Xg] f[Xg, Xs, X7] f[Xlo, Xo, Xs, X7,X6]
f[Xg, Xg] f[Xlo, Xo, Xs, X7]

Xog Yo f[Xg] f[Xlo, Xo, Xg]
f[Xlo, Xg]

X0 Yo f[Xwo]
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64 Con las diferencias divididas definidas en el pdarrafo anterior
se calcula

Po(Xo) =28, =¥, = f[xo]

— fIx, |- f|x
pl(xl):a0+a1(xl_xo): Yi=>a = i/(i_))(/z = [;1]_)(0[ 0]: f[xvxo]

Con estos coeficientes, la aproximacion lineal entre los puntos
(X0, yo) e (x1,y1) es

p(X)z f[X0]+ f[Xl,XO](X—XO)

Obsérvese que f[x,Xx,] es un cociente incremental que
determina la pendiente entre los puntos (x, y,)e (X,,Y,)de forma tal que la

aproximacion lograda por interpolacion corresponde al valor tomado sobre la
recta que une esos dos puntos.

4 VALOR DE LA
FUNCION
VALOR LINEAL
DE
INTERPOLACION
65 Para obtener una aproximacién cuadrdtica es necesario hacer

pz(x) =f [Xo]"' f [Xl’ Xo](x —Xg) + @, (X=X )(X—X;)
y particularizar para x = x2 para hallar az con lo que resulta

pz(xz): f[xo]"' f[Xl,XO](XZ _Xo) +az(X2 - XO)(XZ_Xl) = f[xz]
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De donde

f[xz]_ f[xo]_ f[Xl,XO](XZ _Xo)
(Xz — X )(Xz - Xl)

a, =

Luego de un tedioso trabajo algebraico, se demuestra que
a, = f[X2'X11Xo]

Con lo cual el polinomio de interpolacion de segundo grado
resulta

pz(x): f[xo]+ f[Xl,XO](X—XO)+ f[X21X1’Xo](X_Xo)(X_X1)

VALOR DE LA
FUNCION

VALOR
CUADRATICO DE
INTERPOLACION

v

66 Generalizando, sin demostracion, se escribe

pn(X): f[X0]+ f[XO,Xl](X—XO)—l— f[XO,Xl,XZ](X—XO)(X—Xl)—l— f[XO’Xl’XZ’XS](X_XO)(X_XI)(X_X2)+

et T X0 X0y Xg s Xgyeees X JOX= X JOX= Xy J(X = X5 ) (X=X, ,)
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La tabla de diferencias divididas correspondientes a la funcién
logaritmo natural, con 1< x< 2 y h=0.1 es la siguiente.

K Xk Yk FIXke1, Xk] FIXke2, Xke1,Xk] | FL[Xke3,Xke2, Xke1,Xk]
0 10 0.00000

0.95310
1 1.1 | 0.095310 -0.41495

0.87011 0.22169
2 12 | 0.182321 -0.34840

0.80043 0.17216
3 1.3 | 0.262364 -0.29675

0.74108 0.13666
4 14 | 0.336472 -0.25575

0.68993 0.11000
5 15 | 0.405465 -0.22275

0.64538 0.09033
6 1.6 | 0.470003 -0.19565

0.60625 0.07433
7 1.7 ]10.530628 -0.17335

0.57158 0.06266
8 1.8 | 0.587786 -0.15455

0.54067 0.05300
9 19 | 0.641853 -0.13865

0.51294
10 2.0 | 0.693147

Para hallar In(1.01) corresponde calcular

p,(1.01) = 0+ 0.95310(1.01—1) = 0.0095310
p,(1.01)=0+0.95310(1.01-1)+ 0.41495(0.01)(0.09) = 0.00990
p,(1.01) = 0+0.95310(1.01 1)+ 0.41495(0.01)0.09) - 0.48150(0.01)0.09)0.19) = 0.009982

Segun tablas Ln(1.01) = 0,009950
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VI INTERPOLACION POR FUNCIONES
RACIONALES.
68 Se supone que se quieren efectuar interpolaciones entre

valores de la base mediante una expresion racional del tipo

2 3 k
_ 8 taX+a,x’ +agx +. 4+ a,X
1+bXx+b,x* +...+b, x’

Naturalmente el problema a resolver es determinar los
coeficientes a del polinomio numerador y los coeficientes b del polinomio
denominador (obsérvese que bo se ha hecho igual a uno)

69 Si la funcion racional comprende la totalidad de los puntos de la
base, debera cumplirse

2 3 k
A, +a,X; +a,% " +agX” +...+aX

1+0,X; +b,%° +...+ b’

para que la funcién racional "pase” por todos los puntos

70 La expresion anterior puede escribirse

‘ _b1Xi Yi _b2Xi2yi _"'_bjxijyi

2 3
Vi =8, +a X, +a,X" +a3,X," ...+ 3, X

Como la base consta de n+1 elementos, existirdn n+1 ecuaciones
que, en el caso que sea n = j + k, pueden ser escritas como

1 X, Xo°o oo Xo =X Yo —Xo VYo o —Xo Yol @ Yo
2 k 2 j

10X X o X =XY, =XV, e =X [ _| N
2 k 2 j

1 x X7 o xS =xy, —=x°y .. =x'y |b Ya
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La solucién entonces estd dada por

2 2
e 1 Xo %o = X —XoYo %o Yo Xo™ Yo Yo
2 k 2 i
a _ Lo X" X XY XY -XY Y1
2 k 2 i
bj 1 Xy X, e Xy — X Yn X Y — X0 Ya Yn
71 Como primer ejemplo se encuentra la funcién racional de

interpolacién para los puntos (O, 1), (1, 4), (2, 12), (3, 70) ya utilizados en
pdarrafo 4?. Se elige como funcidn racional la siguiente:

2
_ A +aX+3,X

1+b,x
72 De acuerdo a la expresién general de parrafo 70, corresponde
resolver el SEL
1 Xo Xé —XoYo || & Yo
1 Xy X12 XY | & _ Y1
1 X, X§ =X ¥, | & Y2
1 X3 st —X3Ys3 bl Ys
100 0 [a] |1
111 -4 |a| |4
12 4 -24|a,| |12
1 3 9 210 b, 70

Resolviendo el SEL se tiene ao = 1; ai
con lo que la funcién racional de interpolacién es

_1+1.7x+0.1%?
1-0.3x

=17,a2=01ybi=-0.3
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73 La representacion grdfica de esta funcion junto a los puntos

que interpola es

—w%

mE
L |
L )
&0 F
s f
4k /
wf Vi
a0 f

Jugs

Obsérvese que "pasa” por los cuatro puntos (pero que resulta muy mala para
extrapolaciones). Véase qué ocurre para x > 3

so b
}
g0 b /
J
I ;
40 r
Ot [1 5]= 20 _— ------____ -
-—.-|—|—|-|—r._|f'|'_|_|_|_|_|_| PRI T N S T RN AU TRPU TN N S 1 AP |
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
_m [
_an L

iAparece una asintota verticall

74 Como segundo ejemplo se presentan cdlculos efectuados sobre
la tabla de velocidades de camidn, limitando a veinte puntos la base de
interpolacién por los importantes problemas numéricos que se presentan.
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10, 0. 0. o. 0. o. o. [
1 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 1.x107% 1.x107" 1.x10°°

1 0.2 0.04 0.00% 0.0016 0.00032 0.000064 0.0000128 2.56x 10°°

1 0.3 0.09 0.027 0.0081 0.00243 0.000729 0.0002187 0.00006561
1 0.4 0.16 0.064 0.0256 0.01024 0.004096 0.0016384 0.00065536
1 0.5 0.25 0.125 0.0625 0.03125 0.015625 0.0078125 0.00390625
1 0.6 0.36 0.216 0.1296 0.07776 0.046656 0.0279936 0.0167962

1 0.7 0.49 0.343 0.2401 0.16807 0.117649 0.0823543 0.057648

1 0.8 0.64 0.512 0.4096 0.32768 0.262144 0.209715 0.167772

1 0.9 0.81 0.729 0.6561 0.59049 0.531441 0.478297 0.430467
11. 1. L. 1. 1. 1. 1. 1

1 1.1 1.21 1.331 1.4641 1.61051 1.77156 1.94872  2.14359

1 1.2 1.44 1.728 2.0736 2.48832 2.98598 3.58318  4.29982

1 1.3 1.69 2.197 2.8561 3.7129% 4.82681 6.27485  8.15731

1 1.4 1.96 2.744 3.8416 5.37624 7.52954 10.5414 14.7579

1 1.5 2.25 3.375 5.0625 7.59375 11.3906 17.0858  25.6289

1 1.6 2.56 4.096 6.5536 10,4858 16.7772 26.8435  42.9497

1 1.7 2.89 4.913 5.3521 14.1986 24.1376 41.0333  69.7576

1 1.8 3.24 5.83z 10.4976 18.8957 34.0122 61.222  110.2

1 1.9 3.61 6.859 13.0321 24.761 47.0453 89.3872  169.836
Y su inversa

L 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.
-IN0250 837986 -170.88 398.323 -763.32% 1326.04 -1395.5% 194,952
w16 12253 2039 -18142 179007 -ST048 981649 -60, 5638
168278 8647.04  -l16L9T.2 797A.63 L0303 4470.02 -437E0.1 -9286.01
£145.24  -35368.6 728749 -4055L.6 -47284.5 -2236L.6 221734, 31667.7
145156 92252.9  -2044%4. 137995, 775467 19467l -8L3890. - 14279,
U2 162958 9984, -280047. -60915.2 -SM466L. L.E43ALx10° 257999
300395 200560 486420, 67N, 21LI0A GEREIR -2.700710 -338261
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Pero lo verdaderamente grave es que
1.79986x 10-2° iiMuy chicol! Lo cual es de mal augurio

A pesar de esa reduccidn, la matriz del SEL es

el determinante vale
para la solucion y, si a
eso se suma que la norma de la matriz es 16750.6 estdn claras las
dificultades numéricas para este tipo de trabajo.

Con estos elementos se trataron distintas relaciones entre grados de

numerador y denominador de las funciones racionales de interpolacion
obteniéndose distintas expresiones que, a continuacién se representan
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100

o,
J(ﬂ_

a0 -

40+ ef

20 Hli

0.5 1.0 1.5

Claramente se observa que las distintas curvas pasan por los
puntos de la base pero aparecen asintotas verticales debidas a los ceros del
denominador que plantean problemas fuera del alcance de estas pdginas.

VII METODOS DE INTERPOLACION PARA ABSCISAS
TIGUALMENTE ESPACIADAS

76 Resulta bastante comdn, en la prdctica, que las abscisas de la
base estén igualmente espaciadas, es decir se verifique que Xi.1 - Xi = h

constante. Esto, en general es debido a la forma en que se relevan los datos.

77 Por ese motivo existe un nimero importante de métodos de
interpolacion para este tipo de abscisas adecuados a distintas necesidades.

VII.1 Método de interpolacion en avance de Gregory Newton

78 Dada una base {(x,,y,)f; con valores de abscisas igualmente

espaciadas, se plantea el polinomio de grado n mediante la siguiente
expresion:

IDn (X) =a, +a1(x_ Xo) +a, (X_ Xo)(x_ Xl) +a3(x— Xo)(x_ Xl)(x_ Xz) +..+a, (X_ Xo)---(x_ Xn—l)
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79 Debiendo ser, en todos los casos P,(x,) =Y, se tiene
P.(X) =2, =Y,
- A
P(x)=a,+a,(X,—X,)=Yy, =>a = Yi—Yo _ AYo

X, — X, h

yz B yo _ZAyo _ AZyo

P.(x;) =a, +a,(X; = Xp) +a, (X, =X ) (X, = %) =Yy, = a, =

(2h)h  2n?

80 Repitiendo este procedimiento puede llegar a demostrarse que
_ A"y,
" nih"

Con lo cual el polinomio de interpolacion en avance queda

Ay A'y
P.(X)=Y, + 5 (x xo)+ . h2 9 (X —Xo)(X=X,)+ 2 h30 (X_XO)(X_Xl)(X_XZ)+"'+Th:(x_xo)"'(x_xn—l
. (x=x,)
81 Haciendo q=""- queda
(X=X%,)=gah

(X=%) = (X=X, —h) = (x=x,) ~h = gh—~h = h(q ~1)

(X=X,)=(X=X%X, —2h) =(x—X,) —2h=gh-2h =h(q-2)

(X=%,4) = (X=% = (n=Dh) = (x=x;) = (n=)h =gh - (n-I)h = h(q - (n 1))

Con lo cual el polinomio queda

An
P, 0% + M) = Yo + AV, +a@-D Y0+ a@@ D@D 220+ AYo () (x—x,)
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82 La siguiente tabla contiene las diferencias directas de la

Capitulo V - Interpolacién, Aproximacion

funcion In(x) con x variando entre 1y 2 de a décimos.

K Xk Yk AYk = Yke1-Yk A%y = Ay =
Ayk+1-Ayk Azykq -Azyk

0 10 0.00000 0.095310 -0.008299 0.001331

1 1.1 | 0.095310 0.087011 -0.006968 0.001033

2 12 | 0.182321 0.080043 -0.005935 0.000820

3 1.3 | 0.262364 0.074108 -0.005115 0.000660

4 14 | 0.336472 0.068993 -0.004455 0.000642

5 15 | 0.405465 0.064538 -0.003913 0.000446

6 1.6 | 0.470003 0.060625 -0.003467 0.000376

7 1.7 | 0.530628 0.057158 -0.003091 0.000328

8 1.8 | 0.587786 0.054067 -0.002763

9 19 | 0.641853 0.051294

10 2.0 | 0.693147

83 Para calcular In(1.05) con los valores de la tabla anterior

resulta necesario efectuar las siguientes operaciones

x—X, 105-1.00 005

= =05
h 0.1 0.1

q:

Obsérvese que este valor de q es el nimero de pasos que se
deben dar, a partir de xo para llegar al punto en el que se desea calcular la
aproximacion por interpolacion, en este caso medio paso.

Luego, debe calcularse

A%y, A’y
—N(g-2)=—2° —
> +9(q-D(q-2) 5

Py(X) =y, +0Ay, +a(q-1)

—0.008299 0.001331

=0.000000 + 0.5*0.095310 + 0.5* (0.5 — 1) * +0.5*%(0.5-1)*(0.5— 2)*

=0.000000 +0.047655 +0.001037 + 0.000083 = 0.048775

De tablas el In(1.05) = 0.048790
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84 A la misma expresién puede llegarse, con mucho menos trabajo,
mediante procedimientos simbdlicos. En efecto, puede verse en el Capitulo
Aproximacién de la Derivada la deduccién de la expresién:

e =1+A

Entonces, calculando la potencia q de esta expresion, se puede

escribir
e¥ = (1+A)
Desarrollando el segundo término segun el Binomio de Newton
se tiene
@+A) = i O lyo-s px
o\K
a)_ 1y _d@-1a-2).(a-k+1)
(k] - k!g(q )= k!
85 Teniendo en cuenta que
hD ' 1 " 2 1 m
e y(Xy) = Y(Xo)"‘ y (Xo)h +Ey (Xo)h +§y (Xo)"'--- = Y(Xo + h)
Es

1 1
eyt = Y05y )+ ¥ iy o+ © o ]+ Ly, o . = (s, + o)

Entonces
q A%Y, A,
V(%o + o)=L+ A) y(x )= Yo +GAY, +a(@-D = = +a@-D@-2) =+
que coincide con lo ya demostrado.
86 Esta formula de interpolacion es especialmente Util para ser

utilizada en el principio de una tabla o registro de datos. En efecto, el punto
de partida es el primero de la serie de registros mientras que q, por la
forma en que ha sido calculado, indica el ndmero de veces que debe contarse
el paso constante h para llegar al punto en donde se quiere encontrar el
valor de la funcion. Esto también explica la denominacion como interpolacién
directa, o en avance, de Gregory Newton.
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VII.2 Método de interpolacion en retroceso de Gregory Newton

87 Cuando la interpolacién debe ser hecha con los datos del final
de una tabla o registro de valores se utiliza el método de interpolacion
inversa o en retroceso de Gregory Newton. Como la teoria correspondiente
a este caso no agrega nada a lo ya hecho, salvo algin signo, los puntos
siguientes sélo tratardn el fema en forma simbdlica.

88 Tomando la expresién e ™ =1-V se calcula
e =(1-v)
y de esta dltima, desarrollando el binomio queda

9= g2, _9la-1fa-2)

3
o N 3 Vi, +...

y(xn _qh) = (1_v)q Yo =Ya _qun +

como expresion de interpolacién inversa o en retroceso de Gregory Newton

VII.3 Métodos de interpolacion central

89 Cuando la interpolacion debe realizarse en la parte central de
una tabla, varios métodos de interpolacion estdn disponibles. Los principales
serdn someramente descriptos a continuacion.

90 Para ello es necesario recordar el operador Ay sus "potencias”
ya utilizado con anterioridad, cuya definicién es Ayi = yi1 - yi, A%yi = Ay -
Ay; y similares para potencias mds elevadas.

91 Sea entonces xo un punto central de la base en consideracién e
yo el correspondiente valor asociado al mismo, estando este punto precedido
por otros de subindice negativo y seguido por otros de subindice positivo.
En estas condiciones se construye la siguiente tabla:
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X y Ay A%y Ay Aty Ady
X-5 y-5

Ay-5
X-4 y-4 Ny 5

Ay-4 Ny 5
X-3 Y-3 AZY-4 A4y-5

Ay-3 Ny 4 Ny s
X-2 y-2 A?y3 A'y4

Ay-2 Ny 3 Ny.4
X1 y-1 Ny Ay s

Ay-1 Ny, Ny.3
X0 Yo A%y Ay,

Ayo Ny Ny,
X1 y1 Ny A%y

Ayi N3yo Ny
X2 y2 A%y Ao

Ay Ny A
X3 Y3 Ny, Ay

Ays N7
X4 y4 A?ys

Ays
X5 Y5
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VII.3.1 Método de interpolacion de Gauss

e §

4

P 8
F {&

Carl Friedrich Gauss, 30 de abril 1777 Brunswick - 23 de febrero de 1855
Gottingen, llamado “principe de las matemdticas”

92 Teniendo la base, donde el punto (xo, yo) es central y a sus
lados puntos con subindices positivos y negativos, igualmente espaciados h

{(Xf(n—l) Y (n1) )' (X—(nfz)’ Y-(n-2) )’"-' (sz Yoo )’ (Xfl’ Y )’ (Xo Yo )r (Xl Y1 )’ (Xz Y2 )’--" (Xn + Yn )}

Se plantea el polinomio de grado 2n (iobservar subindices
negativos!)

p(X)= a, +a1(x_ Xo)"' az(x_ XO)(X—X1)+a3(X—X_l)(X— Xo)(x_ X1)+

a, (X = Xy )X =X X = X, X = X5 )+ @ (X = X_, (X = X, X = Xo X = X, X = X, )+ ...
et 8y (X — X_(n-y) XX —X_(n-2) )(X — X4 )(X = Xo )(X - X )(X — X )(X - Xn—l)+
a,, (X - X—(n—l) XX - X—(n—2) )(X —X4 )(X —Xo )(X —X )(X —Xpa )(X - Xn)

Debiendo cumplirse que

p(xo): Yo =28,

- A
p(x )=y, =a, +a,(x, +h—x,)=y, +ah =a, = Y hYo :%
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Haciendo luego x = x-1 = X0 - h resulta

p(x,)=y, =a, +a,(x, —h—x,)+a,(x, —h—x, X, —h— (X, +h)) =

- a, = = =
2 2h? 2h?

=Y, +%(—h)+a2(—h)(—2h) Y= Yo +AY, _Ya= Yot Yi— Yo

Y, - 2yo +Y; — AYO _Ay—l — AZ Y
2h? 2h? 2h?

Continuando de esta forma se puede demostrar,
laboriosamente, que

3

0 = Vs

3h
Ay,
MERVITE
Ay,

* 5lh®

Aznflyi(nil)

93 Haciendo, como antes

q:

queda finalmente como primera expresion de interpolacién por polinomios de
Gauss
q(qzl— Dy 4@ 1)g|(q Dy @ 1)Q(Q4: 1)q-2)

p(x, +ah)=y, + Ay, + Aty , +

L (a+2fa+2a@-2)a-2) s, (a+2fa+1)a@-1q-2)q-3)

6
5! 2 6! MYyt
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94 Resulta interesante marcar, en la tabla anterior, los factores A
que intervienen en el cdlculo.

X y Ay A%y Ay Aty A%y
X-1 y-1 Ny Ay

Ay-1 Ny, N3
Xo Yo N’y Ay,

Ayo Ny Ny,
X1 y1 A?yo Ay

Ay1 Ndyo Ny

95 Dando otra estructura al polinomio de grado 2n propuesto en el

pdrrafo 84 precedente y repitiendo para el mismo los pasos dados se
obtiene la segunda expresidn de interpolacion por polinomios de Gauss

Dk, +ah)= v, + qay , + 9P ey, (@+Lla-1)

2 3
L @+2)a+2a(@-1) o, (@+2)a+Da(q-2fa-2) s

Ay, +

n y,+ 5 Yoot
96 Los factores que intervienen en la misma se destacan en la
siguiente tabla:
X y Ay A%y Ay Aty Ady
X1 y-1 Ny Ay s
Ay-1 Ny Ny3
X0 Yo Ny A%y,
Ayo Ny Ny,
X1 y1 A?yo Aty
Ay1 Adyo Ny
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VI.3.2 Método de interpolacion de Stirling

97 La férmula de interpolacion por polinomios de Stirling es
simplemente el promedio aritmético entre la primera y segunda férmula de
interpolacidon por polinomios de Gauss. Su expresion es la siguiente

Ay—:l_ +Ay0 +£A2y +
2 2 1

9o’ -1 Ay, +Ay,  a*(a°-1)

4
3l 2 41 AYot

p(x, +ah)=y, +q

Lo -2fe’ -2?) Ay + Ay,

oS! 2
98 Las diferencias que intervienen en su cdlculo se destacan en la
siguiente tabla:
X y Ay A%y Ay Aty A%y
X1 y-1 Ny Ay s
Ay-1 Ny Ny3
X0 Yo Ny Ay,
Ayo Ny Ny,
X1 y1 A?yo Ay
Ay1 Adyo Ny
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VII.3.3 Método de interpolacion de Bessel

Friedrich Wilhelm Bessel (22 de julio, 1784 - 17 de marzo, 1846)

99 El método de interpolacion de Bessel se obtiene promediando la
primera férmula de Gauss comenzando en xo y la segunda férmula de Gauss
comenzando en x1. Se alcanza asi la siguiente expresion.

q- 1JOI(Q -1)

_ 2 2 [
p(XO +qh):%+(q_%jAyo + Q(q 1)A Yy, +A%Y, . 2

3
2 2 3 AVt
(a+2a(a-1Na-2)( A"y, + A%y, ) (a+2fq+1a(q-1fq-2)+(a+)a(@-1ha-2)a-3) A%,
41 2 ol 2
100 En la tabla siguiente se destacan los elementos que intervienen
en el método de interpolacion de Besse
X y Ay A%y Ay Aty Ady
X-1 y-1 Ny Aty
Ay-1 Ny N3
Xo N N’y A%y,
Ayo Ny Ny,
X1 y1 A?yo Aty
Ay1 Adyo Ny
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VII.3.4 Método de interpolacion de Everett

101 Esta formula se obtiene a partir de la de Bessel
reduciendo las diferencias de orden impar a expresiones con diferencias de
orden par. Se obtiene asi la expresién:

-1 1)g(q-1
Q(QZI )A2 y o+ (q+ )gl(q )(Azyo —Azy,1)+

N +1)q(q4? 1a-2) . v+ (9+2)q +1)g!(q -1{a-2) (a'y Aty )+

(@+2)a+Lal@—1fa-2)g-3)
6!

P(X, +ah) = Yo + 0y, — Yo )+

AY o+

102 En la tabla siguiente se destacan los elementos que
intervienen en el método de interpolacién de Everett

x y Ay A%y Ady Aty A%y
X-1 y-1 A%y, A%y 3
Ay-1 Ny-2 Ny3
X0 Yo A%y Ay,
Ayo Ny Ny,
X1 y1 A?yo Ay
Ayi Adyo Ny

103

requerimientos de las mismas:

Para ejemplificar

uso de estas férmulas de
interpolacion se transcribe la tabla de pdrrafo N 82 adaptada a los
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DYk = Yie1-Yk

Dzyk =

Dsyk =

D4yk =

D5yk =

Aﬁyk

5 1 0
0,09531018

4| 11| 009531018 -0,008298803
0,087011377 0,001330133

3| 12| 018232156 -0,006968669 -0,0002962
0,080042708 0,001033934 8,19008E-05

2| 13| 026236426 -0,005934736 -0,000214299 -2,64864E-05
0,074107972 0,000819635 5,54144E-05

41| 14| 033647224 -0,005115101 -0,000158885 -1,68292E-05
0,068992871 0,00066075 3,85852E-05

0| 15| 040546511 -0,00445435 -0,000120299 -1,10456E-05
0,064538521 0,000540451 2,75396E-05

1| 16| 047000363 -0,003913899 -9,27597E-05 -7,45586E-06
0,060624622 0,000447691 2,00837E-05

2| 17| 053062825 -0,003466208 -7,26759E-05 -5,15753E-06
0,057158414 0,000375015 1,49262E-05

3| 18| 058778666 -0,003091193 -5,77497E-05
0,054067221 0,000317266

4] 19| 064185389 -0,002773927
0,051293294

5 2| 069314718

104 Se determinard el valor de In(1.58) aplicando las férmulas de

Gauss (1y 2), Stirling, Bessel y Everett.
Para ello primero se calcula

Y con este valor se calcula:

X=X, 158-15

q:h

0.1

1°) Interpolacion de Gauss, primera férmula

p(x, +0ah) =y, + gAY, +

, (@+2)a+ala-1)a-2)

2!

ol

ala-1)

Yo+

AZ y, + (q +1)q(q _l) A3 y.

(g+2)a+Lalg-1(a-2)a-3)

0.8

L (a+1)a(q-1)g-2)

1

4l

o!

Ay +...

Ay, +
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Los valores de la tabla que intervienen son

-0,00445435 -0,000120299

0,40546511
0,000540451 2,75396E-05

0,064538521

Con los que resulta

p(1.58) = 0.40546511 + 0.8x0.064538521 + % (—0.00445435) + 0.8+ 1)0é8(0'8 =1 0.000540451

)+ (0.8+2)0.8+1)0.8(0.8-1)0.8 - 2)(2_75396* 10°)
120

) (0.8+1)0-8(C;j—1)(0-8‘ 2)(_ 0.000120299

=0.457424854

2°) Interpolacién de Gauss, segunda férmula

p(x, +ah) =y, +0Ay_, + %Az y,+ %A‘* Yy, +

L @+2)a+ta@-1) o (a+2fa+Dala-Ua-2) o,
A - 51 s

Los valores de la tabla que intervienen son

0,068992871 0,00066075 3,85852E-05
-0,00445435 -0,000120299

0,40546511

Con los que resulta

w (-0.00445435) + 28+ OéS(O'S ~20.00066075

)+ 0.8+ 2)(0.8+1)f2.§(0.8—1)(0.8 -2) (3.85852+10°%) =

p(1.58) = 0.40546511+ 0.8x0.068992871 +

(0.8+2)0.8 ;41)0-8(0'8 ~1) (£ 0.000120299

=0.457424854

3°) Interpolacién de Stirling

Ay, +A ? Pl Ny, + AN \9° -1
bt +ah) -y, + 222 yo+q7Azy_1+q(q3' ) Vo y_1+0|(q4I Lty s

Ll -2fe’ -2?) Ay + Ay, |
5! 2
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Los valores de la tabla que intervienen son

0,068992871

0,00066075

3,85852E-05

0,40546511

-0,00445435

-0,000120299

0,064538521

0,000540451

2,75396E-05

Con los que resulta

p(1.58) = 0.40546511+ 0.8

0.068992871+ 0.064538521 N 0.8°

0.8(0.8% —1) 0.00066075 + 0.000540451 N 0.8°

2

2

6

2

24

0.8(0.8% —1)0.8? — 2) (3.85852*10°° + 2.75396 *10°°)

120

=0.457424854

+ 1
p(x, +ah)= %{q _EJAYO +

(+Da(a-1)g-2)

Ay, +A'y,

2

4°)Interpolacién de Bessel

1
q(q _1) APy |+ APy, X Lq —ZJQ(Q _1)

(~0.00445435) +

(08’ _1)(— 0.000120299) +

Ay, +

2 2

3
L (@+2)q+1aa-1g-2)+(q+1a(@-Na-2)a-3) Ay,

p(L.58) =
, 0:3*08*(q-1)

|

)

ol

Los valores de la tabla que intervienen son

2

0,40546511

-0,00445435

-0,000120299

0,064538521

0,000540451

2,75396E-05

0,47000363

-0,003913899

-9,27597E-05

Con los que resulta

0.40546511+ 0.47000363

0.000540451 +
(0.8+2)0.8+1)0.8(0.8—-1)(0.8—2)+(0.8+1)0.8(0.8 —1)(0.8 — 2)(0.8 - 3)

2

+0.3x0.064538521 +

0.8(0.8-1) [-0.00445435 + (-0.003913899]

2

(0.8+1)0.8(0.8—-1)0.8 - 2) [- 0.000120299 + (— 9.27597 *10°° )]+

24

2

120

(2.75396%10°° ) = 0.457424801
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5°) Interpolacién de Everett

) a(q-1) (9+2)alg-1)
p(XO + qh) =Y t q(yl - y0)+ 21 T

,(@+2a@-2fa-2) ., , (@+2)a+1ala -1 -2)

A? Yat (AZ Yo — N Ya )+

(A4 y—l_AA Yo, )"‘

4l oS!
(a+2)a+2)a(@-1)a-2)a-3)
Y g+
6!
Los valores de la tabla que intervienen son
0,40546511 -0,00445435 -0,000120299
0,47000363 -0,003913899 -9,27597E-05

Con los que resulta

p(1.58) = 0.40546511+ 0.8(0.47000363 — 0.40546511) + w (—0.00445435) +

0.8+1)0.8(0.8-1)0.8-2) (

L (08+108(08-1) [(~0.003913899) — (— 0.00445435)] + ( ~0.000120299) +

6 24
L (08+2)08 +1)102'?)(0'8 ~1)08-2) [(-9.27597*10° )~ (- 0.000120299)|+ ... = 0.457424854
105 Por dltimo se tabulan estos resultados a efectos de

permitir una apreciacién (numérica) de la bondad del valor de interpolacién
alcanzado, siendo el “valor exacto” 0.457424847

FORMULA VALOR INTERPOLADO Ln(1.58)-valor
interpolado
GAUSS PRIMERA 0.457424854 6.787073*10°°
GAUSS SEGUNDA 0.457424854 6.787073*10°°
STIRLING 0.457424854 6.787073*10°°
BESSEL 0.457424801 -4.5747103*10°®
EVERETT 0.457424854 6.787073*10°°
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VIII FENOMENO DE RUNGE - POLINOMIOS DE CHEBISCHEV

106 Se ha hecho referencia en varios pdrrafos anteriores al
denominado Fendmeno de Runge, consistente en fuertes oscilaciones del
polinomio de interpolacion en los extremos del intervalo de interpolacion. Se
analiza el fema y se presenta una eficaz remediacién para dicho fenémeno.

107 Denominando norma de la funcién f(x) a

[0 = mex| (]

a<x<b

Se espera que el polinomio de interpolacién tenga la siguiente
propiedad

lim | f (x)— p, (x)| = lim|Jr, (x)] = 0

n—o0 N—o0

Es decir, que cuanto mds alto sea el grado del polinomio, mds
cerca de la funcién encuentre. Sin embargo, existen casos patoldgicos
donde esto no sucede.

108 Por ejemplo, la funcion valor absoluto en [-1,1] para la cual una
interpolacion de paso constante h, diverge (Bernstein),

109 El siguiente grafico corresponde a la superposicion de una base
para valor absoluto de x en [-1,1] fomando valores equidistantes con h = 0.1
y el polinomio de interpolacion resultante.
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110 Los siguientes tres grdficos corresponden a la misma funcidn
(valor absoluto) con diferente nimero de puntos para la interpolacion.

Fuente: iChebyshev, ruge! Nicolds Diaz Pais, Argentino, Ingeniero de
Software, ITBA.

o8| —
06f | vogd
P I\.‘" " : 7 VA

02f

Polinomio de Lagrange con 11 puntos igualmente espaciados.

35

25l | | |

sl |/ —

Polinomio de Lagrange con 27 puntos igualmente espaciados
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111 Por su parte, Runge estudié con nodos igualmente espaciados la
interpolacion de la funcion

1
f (X) = 2
1+x
Cuya grdfica es
1 l,:-l"-"'-,
|II - llll
fE
pat \
."'I a6l |\
/ ot \
oo
.-"; o4k \
.-"r - "‘x'x
s - ,
e nar ™,
.-""'.-’ r \\N" e
Ty -3 2 f

Observando que en [-5,5]

lim | f (x)— p, (x)| =

N—o0

1.5

T
L

-05

-1.0

pero que, en intervalos mds pequefios el fenémeno no se producia.
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Ph
A
JoonEF
I.f':: 06| x‘*-,‘
.zxf B \L\x
Vi 04 “x\\
/ [ ~
-~ 0zt ~
= =) 1 2
112 Este fenomeno (Runge) fue estudiado, entre otras materias,

por Chebyshev, (Pafnuti Lvovich Chebyshov (TTapHyTuii JlbBOBUY
Yebbrwes), 16 de mayo de 1821 Borovsk, Kaluga-8 de diciembre de 1894, San

Petesburgo, matemdtico ruso)

113 Para ello, teniendo en cuenta que la estimacion del error en la

interpolacion de Lagrange es

- T Py
()= pu(0)= " 1)

el minimo corresponderd al minimo de

n

[TE=x)=(%x=x, X =%, X=X, ).(X—x,)

k=0

supuesta la constancia de los otros factores.
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114 Cabe aclarar que para este estudio, las funciones se consideran
definidas en el intervalo [-1,1] y esto se hace sin perder generalidad puesto

que el cambio de variable
a+b b-a

= %

2 2

lleva a toda funcién (de x) definida en [a,b] a otra funcién (de t) definida en
[-1,1].
g(t) = f[x(t)]

115 Un teorema demuestra que, de todas las elecciones posibles de
n+1 puntos en [-1,1] la que corresponde a los valores

k+ 1)z

t, =cos| —=— k=0123,...,n
n+1

n
Produce un polinomio [ [(f-t,) cuya norma es menor o a lo sumo
k=0

igual que la de cualquier otro polinomio de grado n+1 definido en el intervalo.

< ”q n+1 (t]|

ﬁ(t‘—tk)1

k=0

Ademds

=2"

” (f—q
k=0

116 Los valores tx corresponden a los ceros de los denominados
Polinomios de Chebishev, a los que se los define mediante la siguiente
expresion:

T.(x)=cos[narccos(x)]  x e[-11] n=012345,..

Con esta definicion es evidente que

T, (x)=cos(0) =1

T, (x) = cos[arccos(x)] = x
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117 Con estos dos polinomios resulta sencillo construir toda la
familia de polinomios de Chebishev. En efecto, siendo

T (x)= cos[narccos(x)]
El cambio de variable & =arccos(x) produce
T, (cos@)=cosnd

Se calcula

cos(n +1) + cos(n —1)8 = cos(n@) cos & + sen(nd)sen & + cos(nd) cos & — sen(nd)send =

=2cosdcos(nb)

Volviendo a la variable x resulta
T ., ()+T, . (x)=2T,(x)T, ()
de donde, por ser T,(x)= x
T ,(x)=2xT (x)-T,,(x)
118 Como Toy T1 son conocidos, la expresidn anterior permite

determinar los polinomios de Chebishev en forma recurrente. Los cinco
primeros son:

To(x)=1

Ti(x) = x
To(x)=2x°-1
T3(x) = 4x° - 3x,

Ta(x) = 8x*-8x% +1
Ts(x) = 16x° - 20x3 + 5x.
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119

120

representa los valores de la funcion
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La representacidn grafica de estos polinomios es la siguiente:

/N st

Se interpola a continuacidon la funcion estudiada por Runge
utilizando para ello nodos dados por las raices de Tsi(x). El grdfico siguiente

1 . .
> en correspondencia con dichas
X

raices. Nétese que los puntos no estdn igualmente espaciados pudiendo
apreciarse una hotoria concentracién de los mismos en entornos de los
extremos del intervalo [-1,1]

ik,

Lt 0a bk .

06t

o * [

04k

02b
1 L 1 1
-10 -3 0.3
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121 A continuacion se agrega al grdfico anterior el polinomio de
interpolacién calculado con los puntos anteriores. Se observa una notable
coincidencia en todo el intervalo considerado.

L
e F Rt
- .,
,-l"f’. [ h.__x\
P 0.s .
e e
- .,
- L .,
e 06+ .
-~ [ e
04 —
0.2 N
-10 — I—EI.S — — 0.5 — 1.0
122 De la misma fuente mencionada en pdrrafo 110, se presentan

las aproximaciones a la funcién valor absoluto de x con nodos tomados segun
raices de polinomios de Chebishev.

Obsérvese la notable mejora en la aproximacion a la funcién y
la desaparicion de las fuertes oscilaciones existentes en los extremos del
intervalo.

08
06+
04r

02r

Polinomio de Lagrange con 11 nodos de Chebishev
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08

06

0.4

02

L
-0.8

I AN I L L L
-0.6 -04 -0.2 0 02 04 0.6 08

Polinomio de Lagrange con 19 nodos de Chebishev

0.8

06

0.4

0.2

-08

-06 0.4 -0.2 4] 02 0.4 06 0.8

Polinomio de Lagrange con 27 nodos de Chebishev

[Cap. V] 54



Calculo Numérico Capitulo V - Interpolacién, Aproximacion

IX INTERPOLACION POR SPLINES

123 Para unir puntos mediante una curva suave se utilizaba y utiliza
un instrumento de dibujo denominado pistolete. He aqui una familia alemana
de esos instrumentos (fuente Wikipedia)

Fig. 6. Kurvenlineale von Gebriider
Wichmann, Berlin,

124 Era -o es- responsabilidad del dibujante hacer coincidir alguna
curva de algun pistolete con una serie de puntos consecutivos a interpolar,
trazar la correspondiente linea curva y luego empalmar, sin quiebres, esa
linea con otra serie de puntos, trazar la correspondiente linea y asi, hasta
terminar el dibujo o la interpolacion.

125 Algo parecido ocurria en enormes salas de dibujo donde se

trazaban lineas de nivel de cascos de buques. En estos casos las “reglas”
tenian plomo en su seccidn, de tal forma que las mismas podian ser curvadas
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segln un patron preestablecido en el papel y, una vez lograda la curva
deseada, se procedia al trazado de la linea correspondiente, tiralinea
mediante.

126 Las curvas logradas mediante pistoletes o reglas con plomo
tienen las siguientes caracteristicas:

= Son continuas

= Al no presentar quiebres en su trazado, su derivada
primera fambién es continua.

» Si el trazado es correcto, muy probablemente, la
curvatura también sea continua.

127 Lo expresado en el punto anterior toma distancia del dibujo y
se acerca a la matemdtica de forma tal que aparece como licita la pregunta
¢podrd interpolarse una base de forma tal que los requisitos mencionados
sean satisfechos?

128 La respuesta es afirmativa. Son los splines (Segin APPLETON
CUYAS DICTIONARY, fifth edition revised: tira o faja flexible para
dibujar curvas). Los splines son polinomios trazados entre puntos
consecutivos de la base. Su grado determina la bondad del ajuste,
entendiendo por bondad el grado de ajuste de derivadas.

129 Para ilustrar lo expresado se utilizardn los datos del pdrrafo
correspondientes a las velocidades del camién que, partiendo del reposo, se
estabiliza en una velocidad de aproximadamente 80 km/hora. Utilizando

polinomios de primer grado (rectas) uniendo puntos consecutivos, se obtiene
la poligonal

LI S
4':' _l

a0H

0.5 1.0 1.5 20 2.5 3.0
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130 Que es continua pero que presenta discontinuidades en la
primera derivada, que en este caso, por tratarse de un grdfico velocidad
tiempo, corresponde a aceleraciones del camidn. Resulta evidente que no
puede darse una situacién como la siguiente:

Velocidad linea llena

Aceleracién linea punteada

Tk tx Thet

v

Tiempo

Por la sencilla razén que no hay sistema fisico capaz de soportar una
variacion de aceleracion como la que corresponde al tiempo t«

IX.1 SPLINES DE SEGUNDO GRADO
131 En consecuencia, corresponde establecer una interpolacion por

polinomios que asegure la continuidad de la derivada primera. Para ello se
utilizan splines de segundo grado, del tipo:

sd()=a,(x=x ] +h (x=x)+c,
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De tal forma que la funcién de interpolacion sea S(X)

() [xx]

() [xx,]

;00 D%l

S(X)=1 oo,
s (x) X %]
500 XX, ]

132 Debiendo cumplirse, por continuidad, que
s (% )=5,.(x )=V, 2,34,...N

de donde, inmediatamente ¢, =y,

Ademds, por ser

S (X ) =a (X =X ) +b (X, =X )+Cy =V,
Llamando h, = x, — X, , resulta
y, =a_h’+b_h +vy.,

dado que también c, =V, ,

Despejando ak-1 queda

Ye = Yia
h k-1
a, = . k=234,...,n
h
133 Por su parte, la derivada primera de las pardbolas en los trozos

considerados es

s, (x)=2a, (x—x,)+b,

Sk (X) =2a,, (X - Xk—1)+ by 4
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Entonces
S|,< (Xk ) = bk
S|,<71 (Xk ) = 2ak—1 (Xk - Xk—l)+ bk—l

Por continuidad de la derivada primera, deberd ser
Sk (Xk ) =S4 (Xk ) = 2a,, (Xk - Xk—l)+ b, =b,

De donde, igualando valores de ak-1

Ye = Yea
bk—l
bk B bk—l hk
Ay = =
2h, h,
Operando se llega a
b, +h,, =T Yk k=1234,..,n
hk
134 Teniendo en cuenta que los valores yk son datos del problema y

que hk fambién se calcula en base a esos datos, lo anterior no es, ni mds ni
menos, que un sistema de ecuaciones lineales de n filas y n+1 columnas, o sea
se trata de un SEL con una incégnita mds que el ndmero de ecuaciones

yl_yO
hl
b, b, 11 Yo
b, b, h,
b, b, Y=Y,
% b B y4h—3y3
h4
i I I
yn_yn—l
L hn .
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135 Para resolverlo, por recurrencia, simplemente se ADOPTA un
valor como derivada en el punto cero, asignando ese valor adoptado a bo.
Hecho esto, se calcula bi; con b: se calcula bz; con bz se calcula b3 y asi
sucesivamente hasta calcular by,

136 Con los valores hallados de bk se calculan los correspondientes
ak y se tienen los coeficientes de las sucesivas pardbolas de segundo grado
que unen los puntos de la base con continuidad en la funcion y en su derivada
primera. La continuidad de la derivada segunda (curvatura) no estd
considerada en este cdlculo.

137 En determinadas aplicaciones hace falta también dar
continuidad a la derivada segunda, y su correlato geométrico, la curvatura,
hecho que naturalmente lleva a considerar pardbolas cibicas como elemento
de interpolacién entre dos puntos de la base.

138 A titulo simplemente ilustrativo se menciona que, un caso de
ingenieria donde es necesario dar continuidad a la curvatura (derivada
segunda) se presenta cuando en un trazado ferroviario es necesario unir con
una curva dos alineamientos rectos.

139 El tramo curvo entre los dos alineamientos rectos es, por
supuesto, un arco de circunferencia, pero si de un alineamiento recto se
pasa con continuidad de tangente, a un arco de circunferencia en forma
abrupta, la fuerza centrifuga hace su aparicién en forma instantdnea
causando efectos inadmisibles en personas o cargas transportadas por
trenes.

140 Para evitarlo, se construyen curvas, denominadas transiciones,
cuyo objetivo es variar con continuidad la curvatura desde un valor nulo
correspondiente al alineamiento recto hasta un maximo correspondiente al
arco de circunferencia, del cual el tren sale mediante otra curva transicion
- de salida- construida con el objetivo de hacer variar la aceleracién desde
el maximo hasta el valor nulo correspondiente al otro alineamiento recto,
respetando las normas existentes al respecto, para pasajeros y carga.
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Transicion de
entrada

Transicion
de salida

Arco de
circunferencia

Alineamiento
recto

Alineamiento
recto

Fuerza centrifuga
A

Con transicion

Sin transicion

/
/
/
Desarrollo de la curva
IX.2 SPLINES CUBICOS (SPLINES DE TERCER GRADO)
141 La idea es similar a la expuesta con los splines de segundo

grado, con la diferencia que en este caso la funcion de interpolacion es el
polinomio de tercer grado.

Sk(x):ak(x_xk)3+bk(x_xk)2 +Ck(x_xk)+dk
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142 Las derivadas, que juegan un papel decisivo para el cdlculo,
valen

s (x)=3a,(x—x, ) +2b, (x—x, )+C,
sy (x) = 6a, (x—x, )+ 2b,

143 Como en el caso anterior, la funcidon

s,(x) [%,:%,]

52 (X) [Xl ! X2 ]

S3 (X) [XZ ! X3 ]

S(X)=1 e
5 (%) X1 %]
500 [, ]

debe cumplir las siguientes condiciones

w

(x, )=y k=0123,.

S(x) debe ser continua en [x X, |
S'(x) debe ser continua en [x,,x, ]

S"(x) debe ser continua en [x,,x, ]

144 De la primera condicion se tiene
s (x)=a, (% —x )’ +b (x, —x. ) +c, (x,—x)+d, =d,
145 Por la continuidad de la funcion S(x) debe ser
s (%) =351(x)
y, de esta

Sk (Xk ) = ak—l(xk — Xy )3 + bk—l(Xk — X )2 + Ck—l(xk - Xk—1)Jr d,, =d,
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Suponiendo equiespaciados los valores de las abscisas y
llamando h al paso constante, se tiene abreviadamente

d =a_h*+b_h*+c _h+d _,

146 Para que la curva sea continua en su derivada primera (suave)
debe cumplirse que

st (%) =s14(x,)

Pero, por la ecuacién del parrafo 132 serd

SI'< (Xk ) =Cy
Y
51171 (Xk ) = 3ak—l (Xk — X1 )2 + 2bk—l(xk - Xk—l)+ck—l: Cy
De donde
¢, =3a,_,h*+2b_h+c, ,
147 Por dltimo, como la derivada segunda también debe ser
continua

se(x) =51 (%)
Pero siendo s/ (x, )= 2b, resulta
sy, (%, )=6a, (X —X_,)+2b,_, =2b,
y, de esta Ultima
2b, =6a, ,h+2b,,
148 Desde este punto en adelante es necesario desarrollar un largo
proceso algebraico que permite, en Ultima instancia, la determinacion de los

coeficientes de los trozos de pardbolas cubicas que interpolan los puntos
dados con continuidad funcional y en las dos primeras derivadas.
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149 El primer paso de este proceso consiste en establecer una
nueva variable denominada qk definida de la siguiente forma:

Qy = 2bk

con lo que b, = q?k

Nota: el autor reconoce la chispa inspiradora de quien planted
este elemental cambio de variable que simplifica notablemente el desarrollo
siguiente.

150 Despejando ak-1 de la dltima ecuacion del pdrrafo 147, se tiene

6a, ,h=2b, —2b,
de donde, y teniendo en cuenta la nueva variable q, se tiene

0y Oy
22— —-2—"—
q b, -2b,, "2 2 _ % O«
k-1 = = =
6h 6h 6h
151 Teniendo en cuenta que

d, =a_,h®+b, ,h*+c, h+d,
Se despeja

Ck—lh = dk—l - ak—1h3 - bk—lhz - dk

_—a;h*-b,,h?—d, +d,

C, . =
k-1 h
d,—d_
Chy = _ak—1h2 —byh _%
Coy =— O — ks h? — Ayt h— Yia — Y
6h 2 h

Yi = Yir O +20,
Coy = khkl_ k ; k-l
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152 Se tiene ahora
O — 0k
a, = —~——~=+
k-1 6h
qk—l
b . — k1
k-1 2
C, . = Ye =Y Ok + 20 h
h 6
dk—l = Yia
153 Tomando la expresién

¢, =3a,_,h*+2b_h+c, ,

reemplazando por las expresiones del parrafo anterior, queda

3 Ok — ks h2 +2qk—l ha Y=Y Oy + 20, heYer =Yk Qs + 20, h
6h 2 h 6 h 6

Operando sobre esta Ultima se obtiene
6
Oug +40, + 04y = h_z(yk+l ~2Y, + Vi) k=123,..,n-1

154 Esta dltima expresion constituye un sistema de ecuaciones
lineales de n-1 filas y n+l columnas, es decir es indeterminado. Para
resolverlo se deben imponer dos condiciones. Esto da lugar a distintos tipos
de splines cubicos.

Qo 4q1 q, Yo — 2y1 +Y,
a, 4q2 s Y, — 2y2 +Y;
g, 4q3 q, Yo — 2y3 + Y,
Us 4q4 Us Ys — 2y4 +Ys
Q4 4q; Qs _6
4 40 h®
L qn—z 4qn—1 qn i _yn—2 - 2yn—1 + yn_
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155 La bibliografia sobre el tema considera tres tipos de splines
segUn la adopcidén de las dos condiciones mencionadas. Ellos son:

1° SPLINES NATURALES: se adopta q,=q, =0. Esto significa

que la curva de interpolacion se extiende como una recta (curvatura
cero) fuera del intervalo de interpolacién

2°  SPLINES PARABOLICOS: Se adopta q,=¢, Y q,=0,,. Esta

eleccidn significa que la curva de interpolacién se comporta como una
pardbola de segundo grado en los extremos.

3°  SPLINES CUBICOS: Se adopta q,=20,-0; Y 4, =20, — 0, ,-

Esta eleccidn significa que la curva de interpolacién se comporta como
una pardbola cubica en los extremos.

Para cada una de estas opciones el sistema de ecuaciones lineales se
transforma en un sistema determinado.

156 Para la primera opcion, los splines naturales, el sistema del
pdrrafo 144 se transforma en el siguiente sistema tridiagonal determinado

4 1 a, Yo —2Y;+ Y,
1 41 d, Y1—2Y, + Y,
1 41 ds Y, =2y, +Y,
1 4 1 d, Ys—2Y, + Y5
14 1 45 | _ 6 ===
1 1 g | h?| --——-
1 4 1]4q,, ————
i 1 4]49.,] | Yoo =2Yoa +Ya

Una vez calculados los valores gk las expresiones del parrafo 129 y los datos
del problema permiten determinar los splines cubicos buscados.
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Calculo Numérico

Por ejemplo, para el caso de las velocidades del camién durante

su recorrido durante tres Horas, resulta este sistema

157

—-36
-3

-5
-4
-3

-3

-2

2
-1
-1

2
-2

-3
-3

-5
-2

-3

-5

6
h?

410000O0O0OO0ODO0OO0OO0ODO0OO0OO0OOOOOOOODOO0OOODOOO OO O|q
14100000O0O0OO0ODO0OO0OO0ODO0OO0OOOOOOOODOOOOGOGO0|Ga
0141000000000O0O0O0OO00DO0OOO0OOOO0OOOGOOO0]|0q
0014100000O0O0O00O0O0OO0ODO0OO0OOO0OOOOOOOGOG®O|Qa,
0001410000O0O0O00O0O0OO0ODO0OOOOOOOOOTO OO0
000O0O141000O0O0O0O0O0O0OO0ODO0O0OOOODOOO OO OO OO0 009
000O0O0O141000O0O00O0O0OO0OO0ODO0OOOO0OODOO0OOOOGO OGO OGO
000O0O0OO0O141000O0O0O0O0OO0OO0OOOOOOOO OO OO OO0 O]|0d
000O0O0OOO14100O000O0O0ODO0O0OOOOOOO OO OO OO0 00
000O0O0OOOO11410000O0O0O0O0OOOOOOUOUO0OO0O0 0faqy,
000O0O0O0OO0OO0OO0O1I41000O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OOOOGO OO OO|Q0q,
000O0O0O0OOO0OO0OO0O141000O0O0O0DO0OO0OO0OO0OOOO OO OO OO O]qg,
000O0O0OO0OOO0OO0OOO1I41000O0O0O0O0OO0O0COTO OO OO OO 0 O0]|0qy,
000O0O0OO0OOOOOOO1I4100O0O0O0O0OO0OO0COGO OO OO OO OO0|Qqy,

000O0O0OOOOOODOO11I41000O0O0O0O0TO0®OO OO OO0 O0|0gs|=
000O0O0OOOOOOOOOOI1I41000MO0O0O0O0TGO0OTUO0O0O0 0fa,
000O0O0O0OOOOOOOOOOI1I41000O0O0O0O0OTO OGO OO 0O0]|qy
000O0O0OOOOOOOOOOOOIL41000O0O0O0TO0GO0O0O0 0]0qy,
000O0O0OOOOOOOOOOOOOTILI4100MO00O0UO0TGO 0O 0 O0]0qy,
000O0O0OOOOOOOOOOOOODOT1LI 410000000 0]ay
000O0O0OOOOOOOOOOOOOOOI1I 41000000009y
000O0O0OOOOOOOOOOOOODOOOI1 4100000 0]ay
000O0OO0OOOOOOOOOOOOODOOOOIL410000 00y
000O0O0OOOOOOOOOOOOOOOOOOTL 41000 0]ay,
000O0O0OOOOOOOOOOOOODODOOOODOT1I 4100 0]ay
000O0OOOOOOOOOOOOOOOODOODOOT1 410 0fay
000O0O0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO11I4 1 0]0qy
00O0O0O0OOOOOOOOOOOO OO ODODOOOODOOUOUO0 1 4 1|ay,
000O0O0OOOOOOOOOOOOOOOOOODOOUODOOT1 4|ay,

Se da noticia que se lo escribe al sdlo efecto demostrativo ya

que los sistemas tridiagonales como el expuesto pueden ser tratados de

ficaz de otra forma, como se demuetra en

ds econdmica y e
el capitulo sobre sistemas de ecuaciones lineales.

7/

forma mucho m

Resuelto el SEL iterativamente se obtienen los siguientes

158

resultados

[-5599,08, 796,31, 613,836, -851.654, -207,219, -719.471, 1285.1, -520.941, 198.661,

76,2981, -303.853, -10.B853, 347,394, -178.692, -232.626, 509,195, -604.154, 707,421, -425.53,

_B05.301, 1846.73, -1181.64, 120,181, 462.364, 70.7256, -745.266, 1110.34, -1296.09, 1074.02)

a partir de los cuales se determinan las pardbolas de tercer grado buscadas.
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159 Se grafican a continuaciéon los puntos relevados y
interpolacion hecha sobre los mismos mediante estos splines.
SD -_ - - ® & - L] L]
75k .
Ta -— -
s 10 15 20 25 30
a2k
L I""‘-I
- A Y oA
L / "'u_l || [ I'. I|' | | |I
ED__ _,l": t'. ."{_ \*".' ,:‘A"_‘ |II ‘i I l', .'? I| II II |+
> R v A I L VA Ve
! | | |
. | V
8 ! | |
| 1]
| | i |
76 o v
L ; |II II|
74 [\
- |
I|
||| L " " L " " 1 " " 1 " " 1
lo.s 1.0 1.5 2.0 2.5 30

160
determinado es
51
1 4 1
1 4
1

Para la

1 4
1

segunda opcidn, los splines

O y0_2y1+y2

4, y1_2y2 Y3

Qs Y2 _2y3 +Y,

4, y3_2y4+y5

Os | -

G | NP -
1]4, -
5__qn—l_ | Yoo~ Zyn—l + Y

{-4415.85, 479,266, 698,788, —874,417, -201.119, —721.105, 1285.54, —821.058,
195.692, 26.2897, 303,851, ~10.5859, 347.395, -178.692, -232.626, 509.195, -604.154, 707.421,
_425.53, -805.3, 1846.73, —-1151.62, -120.265, 462,677, 69.5556, -740,9, 1094.04, -1235.27, 547.0551

la

parabdlicos, el sistema
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a0 e e T e T
— -’
.-'rf
6l -
.//
40t .'I
|
I
.II
1
wH
|
I
I
[
I I:I.jl IlllillII 1.5III EIIII 2.5I I3.IZI
161 Por dltimo, para la tercera opcién se tiene
6 1 Gy Yo =2Y1 t Y,
141 a, yl_ZY2+YS
141 Qs Yo =2Y3+ Y,
1 41 a, Ys—2Y,+Ys
14 1 Us 6 ———-
1 1 g, | h? ———
1 4 1fa, -
1 __qn—l_ _yn—2 2yn—l + yn

[-3645.47, 272.644, 754.098, -869.235, -197.148, -722.169, 1265.83, -821.155, 196,713,
Z6.2842, —303.549, -10.6865, 347.395, -176.602, -232.626, 509.195, -604,154, 707.421, —425.531,
-§05.299, 1846.72, -1181.6, -120.32, 462,882, 68.7935, -735.057, 1083.43, -1195.68, 699, 28]
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——
e

EU- /_h'/_

40

1.3 2. 3.0

0.5 1.0

Llevando a un mismo grdfico los splines naturales, los

162
parabdlicos y los cubicos, se tiene, para las velocidades del camién:
M\/—\//-\‘\_/W

a0 -

20 H

30

0.
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APROXIMACION
X APROXIMACION. INTRODUCCION
163 Hablar de aproximacion requiere diferenciar dos aspectos.

Por un lado la necesidad de aproximar con una determinada
clase de funciones un conjunto de datos resultado de alguna experiencia.

Por el otro, la necesidad de aproximar funciones conocidas
mediante otras mds sencillas; de mds fdcil evaluacion con menores
requerimientos de cdlculo; mds rdpidas en su procesamiento; mds
econdmicas en sus requerimientos de memoria o algin otro criterio para
incrementar eficacia.

164 En las ciencias experimentales o fdcticas y en la ingenieria es
necesario medir variables que algin fendmeno determina.

165 Medir, con los instrumentos mds modernos y sofisticados y por
mds cuidadosa que sea efectuada la medicién segln protocolos establecidos,
entrafia un error. Es decir que aquellas variables medidas para analizar un
fendémeno estardn afectadas por un error cuya cota puede, en general, ser
establecida.

166 El estudio de la dilatacién de un material, requiere llevar un
registro de temperaturas y otro de dimensiones lineales a efectos de
establecer la relacién existente entre temperaturas y dimensiones.

167 La germinacion de una semilla requiere un registro de tiempos;
humedades y lapsos de luz, junto a una medida adecuada del tamafio y
estado de la semilla en estudio y, cuando corresponda, de su brote.

168 El dafio que puede provocar un granizo, requiere estimar su
masa y la energia de su impacto en el nivel del suelo.

169 El dimensionamiento de un alcantarillado requiere un registro
de lluvias caidas junto a un estudio de la permeabilidad del suelo. Ambas
variables son aleatorias porque la lluvia no es igual en cada uno de los puntos
en los que cae y la permeabilidad varia por las caracteristicas del suelo y la
obra del hombre.
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170 Los expuestos son sélo algunos de los fenémenos sobre los
cuales se deben llevar registros de datos. Una caracteristica de todos ellos,
como se ha dicho, es estar afectados por un cierto error.

171 En rigor de verdad puede decirse que las ciencias fdcticas,
simplemente consisten en observar fendmenos y descubrir las leyes que los
rigen. Aunque para ello sea necesario el gran colisionador de hadrones, por
ejemplo.

172 Sea cual sea el fendmeno en estudio, el analista dispone, luego
de las mediciones o cdlculos previos, tablas donde estdn consignados los
valores de las “variables” del caso.

173 En general estas tablas tienen muchos mds elementos que los
necesarios para una determinacién juiciosa de la relacion existente entre
las variables.

174 Descartados por los problemas antes mencionados los
polinomios que “pasan” por ftodos los puntos de la tabla (en realidad no son
puntos, son entornos de magnitud proporcional a los errores de medicién o
cdlculo previo efectuados, (en todo caso son puntos “gordos”) el esfuerzo se
centra en la determinacion de funciones sencillas que optimicen
determinado criterio de ajuste.

175 Por ejemplo, el siguiente grdfico muestra el resultado de algin
experimento. Los “puntos” han sido dibujados con un didmetro proporcional
a los errores de medicion y/o de cdlculo previo.

176 El corazon del problema de aproximar datos relevados consiste
en determinar una funcion que “mejor aproxime el resultado del
experimento”. Es decir, encontrar una expresién que permita establecer una
relaciéon funcional entre las variables relevadas o calculadas cuya
representacion grdfica se tiene

P
v
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177 Asi planteado, el problema tiene infinitas soluciones. Con algtn
criterio de aproximacion puede obtenerse la funcién cuya representacion
sea la linea de puntos; con otro, la de trazos pequefios. Con otro muy
utilizado, la linea recta en trazos largos. Resulta obvio decir que el analista
puede elegir, a su criterio el tipo de funcién con la que va a aproximar los
datos relevados. Notar que el grdfico anterior “huele” a pardbola con
coeficiente principal negativo o tal vez, a cuarto de elipse o quizd a
logaritmo con argumento hegativo, o a trozo de funcién trigonométrica vy,
¢por qué no? a un arco de cicloide o, de nuevo, un polinomio que no
necesariamente pase por todos los puntos relevados para que no haga
bellaquerias tipo fendmeno de Runge.

v

178 Sin embargo hay una certeza. Existe un polinomio que aproxima
uniformemente a la funcién (desconocida en estos casos) en el intervalo
[a,b]. ¢Por qué tan rotunda afirmacion? Porque el alemdn Karl Theodor
Wilhelm Weierstral (Weierstrass), Ostenfelde, 31 de octubre de 1815,
Berlin, 19 de febrero de 1897, llamado el “padre del andlisis matemadtico
moderno” demostré un teorema, llamado precisamente Teorema de
Weierstrass que establece que toda funcion continua en un intervalo
cerrado [a,b] puede ser uniformemente aproximada por un polinomio, es
decir

[f(x)-p(x)<e &>0  xelab]

Este teorema no es constructivo, sélo indica la existencia de un
polinomio sin especificar la forma de obtenerlo y, si bien hace recomendable
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la utilizacion de polinomios como funciones de aproximacion no exime a los
polinomios de interpolacién para una dada base de sus bellaquerias, como
demostrd Runge

Arces 4%%

Karl Theodor Wilhelm Weierstraf

X.1 EL METODO DE LOS CUADRADOS MINIMOS

179 El método de los cuadrados minimos es conceptualmente
aplicable para aproximar mediante una clase de funciones a un conjunto de
datos relevados. La introduccién al fema se hard mediante polinomios cuyo
grado se supone menor o mucho menor al nimero de datos disponibles.

180 Se supone la existencia de una tabla de valores x e y de m
elementos y un polinomio de grado n, siendo n << m (mucho menor). Se adopta
como criterio de ajuste que la sumatoria del cuadrado de los errores en
cada punto de la tabla sea minima.

181 Podria utilizarse el criterio de minimizar la sumatoria de los
valores absolutos de esos errores, pero el manejo algebraico de dichos
términos resulta verdaderamente problemadtico.

182 La sumatoria de los errores debe ser descartada, puesto que
ellos pueden ser de distinto signo, compensarse y, el algln caso extremo,
dar nulo la sumatoria de los errores cuando existen notorios alejamientos en
uno y otro sentido entre los datos relevados y la curva que se supone los
aproxima.
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183 En cambio, la sumatoria de los cuadrados es algebraicamente
tratable y no hay lugar para las compensaciones. Todos los términos son
positivos y se busca un minimo de la correspondiente sumatoria.

( Punto relevado
de coordenadas

:@\\ Xk, Yk

Error en el punto k

Arco de polinomio de
grado n

v

184 Sea entonces pn un polinomio de grado n. El error en el punto
genérico k serd. (recordar que Xk e yk son datos del problema)

€ = pn(xk)_ Y =8, +a X +a2Xk2 +"'+anxkn = Y
-2 c 2 - 2 n ’
E(aolal’aZ""’an):Zek :Z[pn(xk)_ Yk] ZZ(a0+alxk T X X _Yk)
k=0 -

k=0 k=0

el error en cada punto de la base y la sumatoria de sus cuadrados,
identificada por E como funcién dependiente de los coeficientes del
polinomio de aproximacién a determinar.

185 Obviamente se trata de la determinaciéon de un extremo de una

funcion de varias variables, hecho que requiere, la anulacién de las derivadas
parciales primeras para la determinacién del punto critico.

[Cap. V] 75



Calculo Numérico Capitulo V - Interpolacién, Aproximacion

E(a,,a,,8,,...,8,) & n
OB (ay,a,,3, .) Z(ao+alxk Fa,X, A X, —yk)1=0
oa, k=0
Elay,a,8y,48,) < "
0 ( 0r 1> 72 ”) Z(ao +a, X, +a2xk +...+a,X, —yk)Xk =0
oa, k=0
OE(ay,a,,a,,...,a S n
(@0.2,8,...8,) Z(a FaX, +a,X, et A, X, —yk)xk2:0
oa, k=0
E C n n
OE(2y, 8,3, 2, Z(a +a X, FAX, et A, X, —yk)xn =0
oa, k=0
186 Queda asi determinado un SEL de nxn cuyas incégnitas son los

coeficientes del polinomio de grado n que mejor ajusta por cuadrados
minimos los puntos relevados. La formulacion matricial es la siguiente:

m m m 2 m m
n
Y1 X% D% DX, Ve
k=0 k=0 k=0 k=0 m k=0
S . 2 < 3 c n+1 ao c
Z Xk Z Xk z Xy Z Xy a, Z X Yk
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
"2 NOL 3 &4 N one2 || Ay G2
Zxk Zxk Zxk Zxk B Zxk Yi
k=0 k=0 k=0 k=0 = k=0
a‘n
c n . n+1 . n+2 c an |7 c n
Xk Zxk Zxk Zxk Zxk Yk
| k=0 k=0 k=0 k=0 | k=0 |
IR
187 Con la notacién de Gauss, [x ]: D x* se tienen las que suelen

denominarse ecuaciones normales.

b x ][] ] Tae] [ D]
] ] ] a || [xy]
X2 Xs] [sz] a, [Xzy]

b’ peel) =] bey]

be] ] ] ber]Lan ] byl
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188 A titulo de ejemplo, se aproxima la curva de poblacién de la
Reptblica Argentina mediante un polinomio de segundo grado.

Afio Poblacion al 30 de junio
1869 1.877.490
1895 4.044.911
1914 7.903.662
1947 15.893.811
1960 20.013.793
1970 23.364.431
1980 27 .947 .446
1991 32.615.528
2001 36.260.130
2010 40.518.951

La matriz del sistema es

10 19536 38189473
19536 38189473 74688548623
38189473 74688548623 146145519172405

El vector término independiente es

210440153
416775028558
825590377229014

La solucién de este sistema es

a, = 5.0849*10°
a, = —5.50656*10°
a, =1491.07
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Con estos valores, el polinomio de segundo grado que aproxima
los datos de poblacidn es

p,(t)=5.0849*10° —5.50656*10°t +1491.07t*

Cuya grdfica, superpuesta a la poblacién es

4207 | / .

L 1-.-"'";
3107 |- yd

L "

.ff/
/‘/
2107 A
.i'""’""

1107 | 7

L ) e

— -
- 1 1 | I T TR T (N TR TN SN NN S SN SN N SN TN S S SN S S S ST
1900 1920 1940 1960 1920 2000

Observar atentamente que la curva representativa del
polinomio NO PASA por todos los puntos. En otra escala podria llegar a
apreciarse si lo hace por alguno de ellos.

X.2 REGRESION LINEAL
189 Un caso especial de aproximacién por cuadrados minimos se
tiene cuando el polinomio de aproximacién es un polinomio de primer grado,
es decir, una recta.

pl(x): a +aX

190 En este caso las ecuaciones normales son
m m m
Zl Z Xk a Z yk
k=1 k=1 0 (_| k=1
m m 2 al

| m
2 %Y
k=1
Con la notacion de Gauss quedan

[

b1 bl
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Con lo que
m m , m m
zykzxk _zxkykzxk
a. = k=1 k=1 k=1 k=1
0 _ . ;
mz Xy = (z Xy J
k=1 k=1
m m m
mzxkyk _zykzxk
a, = k=1 k=1 k=1

k=1 k=1

(5]

Debiéndose tfomar en cuenta que ao es la ordenada al origen de

la recta y que ai es la pendiente de la misma,

191 Aplicando regresién lineal a los datos sobre poblacion se

obtiene la siguiente matriz

10 19537
19537 38189473

Y el siguiente término independiente (obviamente ambos son parte de los

calculados para la aproximacion mediante una pardbola)

210440153
416775028558

Se resuelve el SEL de 2x2. La recta de regresion lineal resulta

r =-5.28722*10° + 281397t
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Superponiendo grdficos se tiene

4107 F .
. .____.-"
_,-""
- .-"'-'

I o

3107 -
-
L .-___,.-',.
.-"'--'
-
- .
.-'"'-'

2107 | .

I P

- =
-
-
—

I -

12107 -
-
L o M
-
-
.-"'-'
"
1 1 1 " 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 L
ol lgse 1900 1920 1940 1960 1980 2000
-
-~
="

Donde es claro que la recta de regresion marca una tendencia pero NO
PASA por los puntos de la base (afio, poblacién)

X.3 OTROS AJUSTES

192 En ocasiones, la experiencia junto a la intuicion del analista (es
decir, su olfato) sugiere que la aproximacion de los datos relevados sea
hecha mediante funciones del tipo:

y = ae”

y =ox”
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Es decir, mediante exponenciales o potenciales. Resulta dificultoso aplicar
el criterio de los cuadrados minimos a este tipo de expresiones, puesto que,
para encontrar minimos de

m

(e, f)= Y o™ ~y, |

=~
o

(axk /- Y« )2

NgE

E(a, 8)=

=
I
o

es necesario calcular las derivadas parciales primeras y, al hacerlo aparecen
términos no lineales que sélo permiten resolver el problema en forma
aproximada.

O SO

O

aE(aC; IB) — Zi (aeﬁxk — Y, )O(Xkeﬁxk =0

o

0, en el segundo caso

OE(a, ) _ sz:(axkﬂ . %ﬂ 0

oo k=0

aE @, ﬂ ZZm:(an ~Y, )axkﬁ In(x,)=0
k=

193 Estos sistemas se pueden resolver en forma aproximada
mediante alguno de los métodos senalados en el capitulo Sistemas de
Ecuaciones no Lineales. Sin embargo siendo dichos métodos singularmente
pesados, puede intentarse fransformar en lineal el problema mediante
cdlculo logaritmico, debiéndose tener en cuenta que, si bien es un camino
para resolver el problema, no es el método de los cuadrados minimos
propiamente dicho.
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194 Hecha esa salvedad, se toman logaritmos y se hace

In(y)=In(a)+ px
In(y)=In(a)+ BIn(x)

y se aplican a las nuevas variables criterios emergentes del cdlculo mediante
cuadrados minimos.

Bl= Y [n(@)+ px, ~In(y, JF

k=0
0
F[In (e Z[In )+ AIn(x.)—=In(y,)f
195 Para mimmlzar en el primer caso queda
oF I
ar;n Z[ln (@)+ px ~In(y,)]=0
oF [In(a), 5]

- S @)+ px, ~n(y, I, 0

y. en el segundo

FIEL]_ S tnfa)e i) (s )]0

oF[In(a), B] _ Zm:[ln (e)+ BIn(x.)—In(y, )]In(x,) =0

196 En el primer caso resulta el sistema

i Fll |

ol o1l |l vt

y en el segundo

[Cap. V] 82



Calculo Numérico

197

Capitulo V - Interpolacién, Aproximacion

Para los datos de poblacion con los que se viene trabajando se
tendrd, en el primer caso:

Matriz de coeficientes

{[i] [E(Z]ﬂ{wlsos? 3813:93;73}

Vector de términos independientes
[In(y)] ] _[165.271
[xIn(y)]| | 323320

Resolviendo el sistema de 2x2, bastante mal condicionado y

tomando antilogaritmos se obtiene

p(t) — 0.2278*1(0 1200214649 t

Se debe tener presente que, para la aplicacién de esta férmula,

el tiempo t debe ser expresado en afios calendario: 1945; 1980; 2001; etc.

198

La representacion grafica de esa exponencial junto a los

puntos de la base poblacidn luce de la siguiente forma, debiéndose reiterar
que el ajuste no es estrictamente hablando, un ajuste por cuadrados

minimos.

sx10f | /
[ /
L I:I_"
43107 | /
[ A~
3:107 [ //
| ‘;/
2 107 [ d
- .--d_."
-
1107 _—
'l :___——r
1 1 1 1 L 1 1 L 1 1 | I S TN TN NN S TN SN NN SN S S S T
1900 1920 1540 1560 1980 2000
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199 Para efectuar un ajuste potencial, se tienen los siguientes
datos

Matriz de coeficientes
il [n(] ] [ 10 757722
[n(x)] [an(x))2]| | 75.7722 574.147
Términos independientes
In(y)] | [165.271
[In(x)In(y)]| [1252.52
Resuelto este sistema, tomando antilogaritmos resulta

p(t) — 8.29495 *107131 X4l.7106

200 La representacidn grafica de esta curva, superpuesta a los
datos del relevamiento de poblacién es la siguiente

5:107 F ;
L K
.-'r;
4107 |
- /{
L L
3107 o
e
[ o
2x 107
+..--___.-""
L __.-"'d-
1107 | __—
il :_____'
" " 1 " " " 1 " " " 1 " " " 1 " " 1 " " " 1 " "
1900 1920 1940 1960 1280 2000

Se repite que esta curva nho es una curva hallada por el método de los
cuadrados minimos en forma estricta.
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201 En el siguiente grafico, para concluir el tema, se superponen los
puntos representativos de la base, el polinomio de segundo grado segtn el
criterio de minimos cuadrados y la aproximacion exponencial y potencial.
Estas dos (ltimas, prdcticamente coincidentes (el trazo es mads grueso)

430107

330 107

| oo 190 140 1s60  1s80 2000
X.4 MATRIZ PSEUDO INVERSA
202 La aproximacién por funciones racionales permite el cdlculo del

polinomio de aproximacién mediante la denominada matriz pseudo inversa.
203 Recordando la expresién ya utilizada
2 3 k 2 j
Yo =8y +a X +8,X° +aX +..+a,X —bxy —bx Ty, —..—bxy,

Como la base consta de n+1 elementos, existirdn n+1 ecuaciones
de este tipo.

1 X, Xoo oo Xo =XYoo —Xo VYo o —Xo Yol @ Yo
2 k 2 ]

1o X o X =XY, =XV, e =X & _| N
2 k 2 j

1 X, X° o X, =XY, =X’y .. =x'y |b; Ya
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204 En el caso de ajuste por cuadrados minimos, el nimero de
ecuaciones excede, y en ocasiones largamente, al grado del polinomio con el
que se desea hacer el ajuste.

205 Se tiene entonces la matriz
2 k 2 i
Xo Xo o X —Xo¥Yo X0 Yo - X0 Yo
2 k 2 i
A= i X e X XY XY o XY
2 k 2 i
1 Xn Xn Xn - Xn yn - Xn yn e Xn yn

y el vector de incégnitas en el que se encuentran, primero, los coeficientes
del polinomio numerador y, a continuacién, los coeficientes del polinomio
denominador.

El vector de términos independientes es, por supuesto, el de
las ordenadas

Yo
Y1
Y,
Y =
LY
206 El sistema AX =Y no es un sistema determinado porque el

grado del polinomio numerador r mds s, grado del polinomio denominador es
menor que h o mucho menor que n.

207 En cursos de dlgebra se demuestra que, para cada matriz A de
n filas y m columnas, existe otra matriz, llamada pseudo inversa, escrita A
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de m filas y n columnas y que el problema de aproximacion por cuadrados
minimos puede hallarse mediante

X =AY

208 La matriz A* puede calcularse computando

A" =[AT AJ" AT

209 Por ejemplo, la aproximacién de la evolucién de la poblacién de
la Argentina por un polinomio de segundo grado (denominador de la funcion
racional igual a uno) tiene la siguiente matriz

e

Su traspuesta es

1 1 1
AT =| 1869 1895 1914
3493161, 3591025 3663396

1869 3493161
1895 3591025
1914 3663396
1947 3790809
1960 38841600
1970 3880900
1980 3920400
1991 39644081
2001 4004001
2010 4040100 |

1 1 1 1 1 1 1
1947 1960 1970 1980 1991 2001 2010
3790809 3841600 3880900 3920400 3964081 4004001 4040100

La traspuesta por la matriz original es la matriz

10

19537 38189473

ATA=| 19537 38189473 74688548623
38189473 74688548623 146145519172405
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La inversa de esta ultima es

471980  —486.538 0.125315
[ATA]" =| - 4865538 0501597  —0.000129206
0.125315 —0.000129206 3.32855x10"°

Esa inversa por la traspuesta es la matriz pseudo inversa

384.091 —2.10942 -177.189 -266.235 —-226.376 —166.892 —82.3457 39.603 176.781 321.671
At = [AT AF AT =|-0.391628  0.005249 0.184805  0.274945 0.23319  0.171353 0.083674 0.0426182 —0.184563 -0.334408
0.000099 -2.1071x10° -0.000048 -0.000070 -0.0000599 0.000043 -0.000021 0.0000114 0.000048  0.000086

Y el producto de esta Ultima por el vector de términos independientes es el
vector

X =[5.0849x10° —5.50656x10° 1491.07]
Con lo cual el polinomio de interpolacién de segundo grado es

p,(x)=5.0849x10° —5.50656x10° x +1491.07x*

Que coincide con el calculado anteriormente

4= 107 | /

L 2
32107 | e

L }_/

//
/ﬁ//f

2:107 |

L .....____.-"
1107 o

L ..-".-.--

R e T S T S T S T S S R S

ok leso 1900 1520 1940 1960 1920 2000
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210 Siguiendo la misma metodologia se busca ahora aproximar los
p . o . . Px .
datos de poblacién mediante una expresién racional del tipo 1(x) es decir
Q, (%)

mediante un cociente entre un polinomio de primer grado y otro de segundo
grado.
211 La matriz correspondiente es

1 1369 -3509028810 -6 5583745455890

1 1395 -7665106345 -145Z537a523775

1 1914 -151276090658 -Z2595424375615:2

1 1347 -30945:250017 -60250401733099

1 1%60 -39:227034280 -768534957 15584800

1 19370 45027222070 -206875020<2a7 200

1 1%50 -55335943080 -109565167 2595 400

1 1991 -649375162458 -129:290594549 765

1 2001 -72556520130 -1451855957380 130

1 2010 -31443091510 -163700613935 100

Se calcula su matriz fraspuesta
et ]

y luego el producto de esta dltima por la matriz inicial. Resulta asi la matriz

10 19537 -416 775026 553 -022 580377229014
19537 33189473 -625590377229014 -1635744729 501612934
-416775028558  -B25590377229014 24091224047 169202 %08 242 47951 5254596545820 106029638

212 Luego su inversa y por dltimo el producto de esta tltima por la
traspuesta ya calculada. Resulta asi como matriz pseudo inversa

1.72255*10 7
—~9.26144*10
-3.23993*10°*

1.53038*10*

—3.68151*10”"
1.9792*107*°
6.86246*10*°

—3.23993*10%

23273.9
—12.4872
—3.68151*10”"
1.72255*107*°

~12.4872
0.00670002
1.9792*107

—-9.26144*107™

El producto de la matriz pseudo inversa por el vector poblacion
da los coeficientes del polinomio numerador ao y a1y los del polinomio
denominador b1y bz (recordar que bo = 1)

[Cap. V] 89

-625390377229 014 -1635744729 301 6la 334 47951 325459834020 106029636 35453 050862 762 306 106 992324354




Calculo Numérico Capitulo V - Interpolacién, Aproximacion

Resulta asi
o(t) = P(t)  —818771+445.166t
Q,(t) 1—0.000989756t + 2.4537t>
213 La representacién grafica de esta funcion racional y los puntos

representativos de la evolucion de la poblacién es la siguiente:

43107 |
///1-
| r
3w 107 i 'f,.-' 4
7
A
L //M{
107 F e
et | P -
D__T_I_BTEEII I IIDIIZIIIII I IlDIEIZII I IID-IHIII I IlSl:SIZII I IID;EIZII I IEIZI:IIIZII I
Se puede apreciar una buena aproximacion
214 Haciendo lo mismo pero para una funcién racional del tipo
P (t .
p(t) = (1) se tiene
Q(t)
olt) = P(t) —1773.43+1.18443t

Q,(t) 1-0.00151336t + 7.63503*10 "t —1.28411%10

Cuya capacidad de interpolacién se puede apreciar en el siguiente grdfico (
no es tan buena como la anterior o como aquella efectuada mediante un
polinomio de segundo grado)
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s 107 | I8
A I_;’
L] ///
310 F -
2107 F
1x10” [ _.f"'ﬁ
- s
—a——l'_.___.__-‘.‘-- [ R RS SRS R R
ol lEE0 1200 1220 1240 1260 1230 2000
XI APROXIMACION DE FUNCIONES
215 El criterio de minimos cuadrados puede aplicarse a la

aproximacion de funciones mediante otras mds sencillas o mds adecuadas a
requerimientos de calculo establecidos. Las funciones a aproximar deberdn
estar definidas en un intervalo cerrado [a,b] y ser .....

216 En esas condiciones, sea f(x) la funcion a aproximar en el
intervalo [ab] y p(x) la funcién de aproximacion. El criterio de los
cuadrados minimos en este caso hace necesario minimizar el funcional

[ 17 ()= P ox

donde la sumatoria utilizada con datos discretos se ha transformado, como
corresponde, en una integral definida al intervalo considerado.

Ese minimo serd calculable mediante la resolucién del sistema
resultante de la anulacién de las derivadas primeras del funcional con
respecto a los pardmetros de la funcion p(x) que se elija como funcién de
aproximacion.

217 Si se foma como funcién de aproximacién un polinomio de grado
n, serd

k=n
p.(X)=a, +ax+a,x’ +..+a,x" => ax*
k=0
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Y el funcional a extremar

E (22,8502, )= [ [F(X)- pn(x)]zdx:j:{f %)~

:J’:[f(x)—(ao +ax+a,x +...+a,x" [ dx

218 Desarrollando el cuadrado se tiene

=N =N 2
E(a,,a,,a,,..,a,)= I | dx — 2] )kZakxkdx+J‘:[kZakxk} dx
k=0 k=0

Derivando la funcién de n+l variables E con respecto a cada una de sus
variables (ao, a1, az, ..., an) se tiene el sistema

oE(a,,a,,a,,...,a;,.

- ke _—2j ‘dx+2j(2ak ]jdx:o, j=0,n

j

Escrito en forma matricial queda

dx " xdx " x2dx " x3dx R o A A |
foox  foxac ] I X[ (x)x
I: xdx J': x*dx I; x*dx I: x*dx Lb X" dx a: : xf (x)dx
_[ X I£x3dx LZ x*dx L: x°dx J:;x“*zdx a, J';xzf(x)dx
I X L x*dx L x> dx L x°dx ) x"3dx || 3 [T [Py3 s (x)dx
Lb X" dx
o e [io Peva L o) | fetion

Debiendo sefialarse que la matriz del sistema resulta mal condicionada

porque al calcular
n+j+1 n+j+1
Ib X"+jdx = b;a
a N+ j+1

se genera una matriz similar a la matriz de Hilbert, que como se sabe es la
"bete noir" de las matrices en materia de mala condicién y
consecuentemente mala respuesta en inversion y solucién de SEL.
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219 A titulo de ejemplo, se aproxima la funcion cos(x) en el intervalo [O,

n/2] mediante un polinomio de segundo grado.

z T
all = IOZ dX :E

n .
8 =8y = .[02 xdx = e

z, 37’
Ay =8y =8, = J'OZ x“dx = 4

> 4r*
83 =83 = IOZ x*dx = ”

z 57°
a33 == J‘Oz X4dX = E

Con lo cual la matriz del sistema es

LA
2 4 24
7r_2 rd  Art
4 24 64
az® 4Ar* 5x°
| 24 64 160 |

El vector de términos independientes es

b, = LE cos(x)dx =1
b, = J'gxcos(x)dx _r=2
2 0 2

b, = _|.0E x? cos(x)dx = 2%_8
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1
T—=2
2
27 —8
4

Resolviendo el SEL se obtiene el polinomio de segundo grado

p,(x)=1.01937 — 0.133133x — 0.33824x’

220 Representando en un mismo grdfico la funcién dada y el
polinomio aproximante de segundo grado se tiene:
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Para finalizar el ejemplo se agrega el grdfico de cos(x)-pa(x).
Obsérvese la escala.

0l b _.-". —

-0.02

221 Se trata ahora de desarrollar el mismo ejemplo pero
aproximando la funcién coseno con un polinomio de tercer grado. Efectuados
los cdlculos correspondientes, se tiene:

Matriz del sistema

z = =z
2 4 24 64
R AR AR
4 24 64 160
= 7t xS
24 64 160 384
AR AR AR
164 160 384 896 |

Vector de términos independientes

1

=2

72 -8
4
3

637+
8

Resuelto el SEL resulta el polinomio de tercer grado

0.997307 +0.035443 x-0.606537 x4+0.113869 x3

como polinomio de aproximacion.
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223 Las correspondientes graficas son:

IR
06
04

02

1 1 L
0.5 1o 15

La grdfica que permite apreciar la bondad del ajuste es la
siguiente, donde las ordenadas marcan la diferencia entre la funcién coseno
y el polinomio de aproximacion de tercer grado. Obsérvese la escala vertical
y compdresela con del grdfico homélogo del presente construido para el
polinomio de segundo grado.

0.0025

0.0020

0.0015 | |

ool o |

u.uuusi \ /,;/ \\‘\\ II."
! I"-I I|:r|5 1.Ic~|\ \ . 13
-omoos |\ / /
-0.0010 - K\ _// \“h_,_
XI.1 POLINOMIOS ORTOGONALES
224 La aproximacién alcanzada ha sido hecha en base a la familia de

funciones {1 X, X2, %%, x4, X" } que obviamente da origen a polinomios.

225 Con dnimo de generalizar puede pensarse en aproximar la
funcién dada mediante otro tipo de familia de funciones de forma tal que
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dada {p,(x),;(X),@,(X),.... ?, (x)..} pueda escribirse, como aproximacidn.

p(x) = kZ:(; Ay Py (X)

226 Siendo conocidas las funciones gx(x) serd necesario determinar
los coeficientes ao ,a1, az, ..., g ,...,an que minimicen el funcional

Desarrollando el cuadrado se tiene

2

E(ay,a,,a,,..,4a,) = j: [f(x)] dx - Zj: f (x)iz;: a o, (x)dx + Jj {g a.o, (x)} dx

Derivando con respecto a gj se fiene

: e iv %) —J‘: f (X); (x)dx + I:CZ_; a.o, (X))(pi (x)Jdx=0, j=0,n

227 Esto da lugar al SEL cuya matriz es
I e A R Py o v
Fouo()ix [ o, [ oaklo ) [ oaklo 0k . [, (b (1)
[} 20X, (¢ [ (), (XN [, (), (X [ 0y (<, () ... [} 20 (X ()¢
j: o (X5 (x)alx Jj 1 ()2, (X )elx Jj @, ()2, (x)dx _[: 5 (X)o, (x)dlx _[: @, (X, (X)elx
0,00 [0, (00 [0, (0, (00 [, ()0 000 [, (b, )
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Y cuyo vector de términos independientes es

228 Resulta obvio apreciar como mds complicado el cdlculo de los
elementos de la matriz y del vector de términos independientes, aunque
ciertas simetrias en la matriz simplifiquen algo el procedimiento.

XI.2 FAMILIAS ORTOGONALES

229 Las familias de funciones .{(DO(X),(pl(x),q)z(x),...,(pj(X),..} se utilizan

cuando sus elementos constituyen lo que se denomina una familia ortogonal
de funciones. Corresponde aclarar qué es una familia ortogonal de funciones.
O, en forma mds elemental todavia, ¢Cudndo se dice que dos funciones son
ortogonales?.

230 De inmediato vienen al discurso temas de dlgebra vectorial. En
esta materia, dos vectores en el plano, de la forma

P=pl+p,J
4=a,l+q,J

son ortogonales cuando su producto escalar es nula: peg=p,q, +p,q, =0

(y se cortan formando un dngulo recto)
En el espacio de tres dimensiones, los vectores son de la forma

p=pd+p,J+pK

q=q,l+q,J +q,K
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Y son ortogonales cuando su producto escalar es nulo.
ped=p.q,+p,q,+p,d, =0 (y son perpendiculares entre si en el plano por

ellos determinado)

En espacios de mds dimensiones, los vectores son

p= z Py €y
Pl

q= quék
k1

Siendo los ex los respectivos versores del espacio de n dimensiones. Los
vectores p y q son ortogonales en ese espacio si

ped=> pa, =0
k=1

Es decir, si su producto escalar es nulo. Y es indtil intentar visualizar algin
dngulo recto. Son ortogonales porque su producto escalar es nulo, sin
aditamento geométrico alguno.

231 Dos funciones, f y g, definidas en el intervalo [a,b] pueden ser
consideradas isomorfas con vectores. ¢Acaso su suma f+g no se obtiene
sumando las respectivas ordenadas como se lo hace cuando se suman
vectores, sumando ordenadamente componentes? (Acaso al ser
multiplicadas por alguna constante o sus ordenadas no son o veces mayores,
como lo son las componentes de un vector multiplicado por o?

232 Claro, falta definir producto escalar. Para ello obsérvese la
expresién del mismo en el espacio de n dimensiones. Es la sumatoria de los
productos de las componentes. Si n crece, el concepto no cambia: sumatoria
de producto de componentes.

233 Ahora, el salto a la abstraccion. ¢Cudntas componentes tienen f
y g en el intervalo [a,b]? Tratdndose de funciones reales, tienen infinitas
componentes, una para cada himero real del intervalo. Naturalmente f g es
el producto de sus componentes. Y recordando definiciones de integral
definido, se define como producto escalar de las funciones f y g a:

f(x)eg(x)=(f,g)= _[: f (x)g(x)dx

[Cap. V] 99



Calculo Numérico Capitulo V - Interpolacién, Aproximacion

234 Basdndose en esta definicidn, se dice que las funciones f y g
son ortogonales si

(f.9)= f(x)g(x)dx=0

a

Siendo la definicion anterior nada mds (y nada menos) que una
generalizacion de las definiciones correspondientes a vectores en En a
espacios E.

235 Para algunas familias es necesario agregar la denominada
“funcion de peso" que, ademds de hacer ortogonales a dos miembros
distintos de la familia, dan dentro de la integral, mds peso a algunas
ordenadas. En estos casos la ortogonalidad viene dada por

(.9)=[ W(x)f (x)g(x)x =0

a

Siendo w(x) la funcién de peso mencionada.

236 Si la familia .{(DO(X),(pl(X),(pz(X),...,(pj (x)...} es ortogonal, la matriz
del sistema se transforma en la siguiente dado que

(X, () = [ 2, (), <X>“X={an ()

Donde |, (x)| es la norma de la funcién (asociar con médulo)
Si esta norma es igual a la unidad, la familia se dice ortonormal.

[oo®eo(ax
[oatax
[o.p,(ax
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No habiendo variantes en el vector de términos independientes

237 El anterior SEL es un sistema desacoplado en el cual las incégnitas
pueden ser calculadas en forma directa mediante las siguientes expresiones

[ (X)ax  (£,00)

T P aeolax @)

[ f0o (Xex (£ ,,)

a, = =

Este hecho constituye, sin lugar a dudas, una enorme
simplificacion al problema de aproximacion de funciones.

238 La pregunta pertinente ahora es ¢qué familias de funciones son
ortogonales y en qué intervalo lo son?

239 La respuesta es amplia. Se agrega una lista de funciones
ortogonales y sus respectivos intervalos.
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Polinomios de Legendre
1d"(1-x)
P(x)=——+ 21 =1 [-11
n(x) 2n an W [ ]
Polinomios de Hermite

H,(x)=(1ye’ 9 e wee’ R

n

Polinomios de Laguerre
d n
L,(x)=e*——(x"e™ w=e"* | =[0,
Polinomios Asociados de Laguerre

()= (exiwe—wj woxme 1 =[0)

dx™ dx"

Polinomios de Chebyshev

T.(x) = cos(narccos(x)) W=

Funciones trigonométricas

{1, cos(@,t), sen(m,t), cos(2a,t), sen(2w,t) cos(3m,t), sen(3aw,t),... cos(ka,t), sen(kawyt), ..}

XI.3 METODO ORTOGONALIZACION DE GRAM SCHMIDT
240 El método de Gram Schmidt permite calcular, a partir de
una base o familia de funciones (vectores linealmente independientes) dada

otra base en el mismo espacio que sea ortogonal.

241 Para ello se considera la familia de funciones no
ortogonales en su intervalo de definicion

uo. 0,005,000, .
Y se busca otra, en el mismo intervalo
(00,0002, 0300,}
Cuyos elementos sean ortogonales entre si.
242 El respectivo algoritmo consiste en tomar como primer
elemento de la familia ¢ el primer elemento de la familia u, como segundo
elemento de la familia ¢ una combinacién lineal del segundo elemento de la

familia u y el primer elemento de la familia ¢ de tal forma que estos dos
elementos de la nueva familia sean ortogonales entre si. El tercero se
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calcula con el tercero de la familia u y los dos ¢ ortogonales anteriores,
haciendo a este tercero, ortogonal a los dos primeros. El cuarto se calculard
ortogonal a los tres primeros y asi sucesivamente hasta obtener la familia
ortogonal.

243 En simbolos
1° ©0 = Uo
2° 1= u1-C10 Qo

Donde corresponde calcular el coeficiente cio de forma tal que
(¢1,90) = 0

(¢1'¢0):(ul’¢0)_010(¢0’¢0): 0

(ul’¢0)

(0. 95)

ClO -

Con lo que resulta

(ulv(oo)
(0. 9,)

¢, =U — ®q

3° 2= U2 - C2000 - C21P1
Calculando c20 y c21 para que @2 sea ortogonal a eoy ¢1
((02’%): (u2’¢0)_C20(¢01¢0)_021(¢1’¢0): 0

Dado que ¢o y o1 son ortogonales, resulta

(uz’(Po)
(20, 05)

Cyp =

De la misma forma resulta

(u2'¢1)

(@1 0,)

C21 -
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Finalmente resulta

0, =U, - (uz:%)% _(U2'§”1)¢1
((P07§00) ((Pl’(Pl)

4° y sucesivos. Continuando este desarrollo se llega a

o =U, _Z(uk’¢i)¢i

~(0.9)
Constituyendo la familia ¢, una familia ortogonal.
244 Si en cada paso se opera de tal forma que cada uno de los
elementos de la familia ¢ tenga norma unitaria, la familia obtenida se
denomina ortonormal.

XI.4 APROXIMACION DE PADE

245 Una funcién analitica puede ser representada dentro de su
circulo de convergencia por una serie de Taylor o de Mac Laurin

f'(z,) f(z,) 2, £"(zo) 3 f)(z,) . "
f(z):f(zo)+T(z—zo)+ ” (z-2z,) + 3 (z-2,) +..+ " (z-2,)" +0(z-z,)

' " m (n)
f(z)= (0)+ f (O)z+ f (O)z2 o (0)z3+...+ f (O)z” +0(z)™
il 2! 3 n!

La serie de Taylor constituye un desarrollo alrededor de un
punto genérico zo mientras que la serie de Mac Laurin es el mismo
desarrollo pero alrededor del punto z = O.

El circulo de convergencia se extiende, en general, hasta la
singularidad mds proxima al punto zo o O, segun el caso.

246 Estos desarrollos aproximan la funcion f(z) en un entorno
de zo (o de z = 0) junto con sus n primeras derivadas. La convergencia de
estas series puede ser acelerada, y segln algunos trabajos consultados
"dramdticamente acelerada” y, en ocasiones extendida hasta puntos fuera
del circulo de convergencia mediante el denominado Desarrollo de Padé.
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El matemdtico francés Henri Padé, (17 de diciembre de

1863, 9 de julio de 1953, discipulo de Charles Hermite) publica en 1892 un
articulo sobre la aproximacion de funciones mediante funciones racionales.

248

Henri Padé

Para construir dichas funciones racionales como de

aproximacion de una funcion analitica se buscan dos polinomios Pm(z) y Qn(z)
tal que su cociente coincida con la funcion y sus m+n primeras derivadas en
el punto considerado, zo en el caso de tener expresada la funcién mediante
su serie de Taylor y z = O en el caso de tenerla bajo un desarrollo de Mac

Laurin.

249

f(z)=c, +c,z+c,2> +¢,2° +¢,2* +...+ ¢, 2™ +O(z

Sea entonces f(z) una funcién analitica y

m-+n+ f(k) 0
1) c, = k!( )

su correspondiente serie de Mac Laurin.
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Haciendo.

Cataz+a,zi+az’+.+a,z”
1+bz+b,z° +0,2° +...+b, 2"

m+n

Co+CZ+C2° +¢,2° +¢,2 +..+C, . 2

Obsérvese que el coeficiente bo se hace igual a 1,
debiendo cumplirse que

f(zo): Rr:n(zo)
f ’(Zo): R (Zo)
f ”(Zo): R:m(zo)

entonces

(co +Cz+C,2° +¢2° +¢,2" +..+C;2 +.4C z”‘+”X1+b12+b222 +b,2z° +...+bnz”):

m+n+

=a,+a,z+a,z* +a,2° +..+a,z"

250 Desarrollando el producto e igualando se tiene, en una primera
parte

Co =8

c, +bc, =a,

c, +bc, +b,c, =a,
c, +bc, +b,c, +b,c, =a,

c,,+bc,,+b,c, ,+bec, ,+..+b, ,C,=a,,
c,+bc,,+b,c. ,+beCc ,+...+bC, . =a,
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La segunda parte corresponde a la igualacién del producto
R™"(z2)Q,(z) cuando ya el polinomio P, (z) “se acabé”

C,, +bc, +b,c. , +bcC, ,+..+bcC .., =0
Cniz TDiCriy +b,Cp +D5C +.. 4D C, 1, =0
Cm+3 + b1Cm+2 + bZCm+1 + b3cm +o+ bn Cm—n-¢—3 = 0

251 Este conjunto de expresiones puede escribirse como sistema
de ecuaciones lineales, de la siguiente forma:

Cn Cra Cn2 Crnonia bl Cra
Cm-f-l Cm Cm—l m-n+2 bZ Cm+2
Cri2 Crit m Crnnss bS == Chss
_Cm+n—l Cm+n—2 Cm+n—3 Cm _ _bn _ _Cm+n i
252 Una vez resuelto este SEL, se vuelve a las igualdades del

pdrrafo 250 y se calculan los coeficientes del polinomio Pn(z) mediante el
producto de una matriz por un vector

c, O 0 0 |1 a,
c, ¢C, 0 0 | b a
C, € Co 0 2 |=| &
_Cm Cm—l Cm—z Cm—n _ _bn . _am .
253 Como un primer ejemplo se toma la funcién analitica e?

cuyo desarrollo de Mac Laurin es

2 3 Z4 ZS

f(z):1+z+z—+—+—+—+0(zs)
2 6 24 120

y se busca su aproximacién mediante una funcién racional cuyo polinomio
numerador sea de tercer grado y su polinomio denominador de segundo
grado, de forma tal que la suma de ambos grados sea igual a la potencia mds
alta del desarrollo en serie de la funcion dada.
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2 3
R3(2) = a, +a,2+a,z° +a,z
1+b,z+h,z?

Para el cdlculo de los b's se plantea el sistema

bc, +b,c, =—C.
b,c, +b,c, =—c;

TR T
6 2° 24
Ly lp_ 1
2 6 120

Cuya solucién es

b, =—0.4
b, =0.05

Con estos valores se calcula el producto

1 0 O
- 1
1 1 0| 1
1 0.6
= 1 1]-04|=
2 0.15
1 1 0.
i1y 0.016667
L6 2
254 Con esos valores puede escribirse

o oLt 0.6z +0.152% +0.0166672°
1-0.4z +0.052?

Con esta funcidn racional, haciendo z=1 se obtiene 2.71795, mientras
que evaluando la serie se obtiene 2.71667 lo que indica una mejor
convergencia de la funcion racional hacia el valor e = 2.718182...

255 Para completar el tema se agrega a continuacion una tabla de

doble entrada en la que las filas corresponden al grado del denominador de
la expresién racional, mientras que las columnas hacen lo propio con el grado
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del numerador. La primer fila, m=0 corresponde al desarrollo en serie de
Taylor/Maclaurin de la funcién exponencial en estudio.

256

257

En la parte inferior de cada casilla se agrega la aproximacion
humérica a e obtenida haciendo x = 1 en cada caso.

Las aproximaciones mediante funciones racionales a la funcién
exponencial han sido obtenidas mediante el comando de MATHEMATICA

PadeApproximant[funcién a aproximar {variable{grado numerador, grado
denominador}}]

Pn(x
PO pe n=2 n=3 n=4
Q. (%)
g z 3 £ 3 4
m:O l+x l+x+x? l+x+%+% l+x+%+%+:_4
2.00000 2.50000 2.66667 2.67500
l+§ l+2—”+£ l+g—”+£+i l+4—”+2”2+£+x—4-
— : F T £ I1n 15 1z
me1 : 3 - -
3.00000 2.75000 272222 2.71875
l+§ 1+ 245 l+3_3'c+£+_g l+2_x+£+£ ﬁ
— : 1z 5 0 0 P 5 a0 260
- 1- Z_:-c = o :-c2 om :-c2 b3 :-cZ
m=2 : T B 1- 2+ & 1-2, -4 2
2.66667 2.71429 2.71795 2.71825
l+§ l+2_x+£ l+f+£ x_g l+2+£+£+x_4-
— PR T 1 1z PR 0
- 1- 2_:.: = = 2 m 2!2 I :-c2 :-c2 2w :-c2 :-c2
m=3 R -+ 5 - -+ o -+ hL-mw
2.72727 2.71875 2.71831 2.71828
l+;'c l+5+£ l+g_°'°+£+°'c_2 l+f+£+£+”_4_
—— PR F I TRTT] i 28 #4  Llgs
- 1- *—x ?i— L i :-c2 :-cg I 4 :-c2 i:-cg = ?:-c2 :-c2
m=4 N EER T S e M T Tl S Tl PR T
2.71698 2.71823 2.71828 2.71828

Con esta tabla, el lector interesado podrd optar por la
aproximacion racional que sea mds conveniente a sus intereses

[Cap. V] 109



Calculo Numérico

Capitulo V - Interpolacién, Aproximacion

258 Cabe sefialar que, para un trabajo de estas caracteristicas las
aproximaciones racionales de Pade dejan un amplio campo para estudios mds
profundos y adn para investigacion. Dos preguntas corroboran esta

afirmacion.

10

20

¢Por qué, cuando el grado del numerador es mayor que el
del denominador no se frabaja con el cociente?

¢Por qué, en algunos casos, aparecen asintotas verticales
sin que afecten demasiado a la aproximacion que se logra
mediante la expresion racional en zonas alejadas de la
asintota?

Dut[25]=

3x 107 |

6= 107 F

4w 107 F

ax107 |

e

L el
Asko_1sen 1930
—2w07 |

4107 b

1
1960

1
1940

1
2000
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XITI MATHEMATICA
259 Matriz

Ortografia
Nombre (puede omitirse)={{primer fila} {segunda fila},..{n-ésima fila}}

Exordio: los elementos de cada fila se separan por comas: {ai1, a1z,..., Qin}

260 Ejemplo N°1
a={{2,4, 1}, {9, 2,4}, {0, 1, 0}}

g, 4, 7k, {5, 2, 4}, {0, 1, 0}}
Para poder verla como es usual en dlgebra

a fFf MatrixForm

24 7y
|92-’-1
o010

Ejemplo N° 2

a={{1,2,3,4),4{.9, .8, .7, .6}, {5, 6,17, 8}, £.4, .3, .2, .1}}

({1, 2, 3,4y, {0.9, 0.8, 0.7, 0.6}, {5, 6, 7, &)}, (0.4, 0.3, 0.2, 0.1}

a ff MatrixForm

1 Z 3 4
0.9 0.8 0.7 0.8
3 & 7 B
0.4 0.3 0.2 0.1¢

Ejemplo N° 3 Matriz de Hilbert de séptimo orden. Cada elemento vale

a(i, j)= ﬁ Es una matriz muy mal condicionada. Suele ser usada para
_+_ —
probar la bondad de métodos de inversion de matrices

a1, 2,

=
=1
——
-

N
.

=1 =
on
o

N

L)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
{Eraril EJ’EJ’EJ’ é}r{érir EJ’ EJ’EI B_J' é}r

{1 11 1 1 1 1} {1 11 1 1 1 1

4" 5" 6" 778 9" wl s " 7" 8" 9" 10’ 1117
11 1 1 1 1 1 111 1 1 1 1
{_J'_J' -r -F T _F T _}I{_I -r -r — — _}}
"7 8" a" 10" 117 12 778 8" w117 127 13
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La misma matriz anterior, en aritmética de t-digitos

ut [5] bt Farm=

1. 0.5 0.333333

0.25 0.2
0.5 0.333333 0.25 0.2 0.166667
0.333333 0.25 0.2 0.166667 0.142557
0.25 0.2 0.166667 0.142557 0,125
0.2 0.166667 0.142857 0.125 0.111111
0.1l66667 0.142857 0.125 0.111111 0.1
0.142557 0.125 0,111111 0.1 0.0909091
261 Inversa de una matriz
Ortografia
Inverse[matriz o hombre la matriz]
262 EjemploN°1

a={{2, 4,7}, {9,2, 4}, {0, 1, 0}}

{2, 4, 7, {8, 2, 4}, {0, 1, 0}}
b = Inver=e[a]

2

4 7 2 9
{{'E’ o E}’ 0,0, 1}, {E’ i

b ff MatrixForm

S T
T TN
] ] 1
3 T
55 B5  E§

Verificacion
a.hb

{41, 0,0}, 40, 1,0}, {0,0,1}}

Matriz unidad de orden 3

0.1e5667
0.142857
0.125
0.111111
0.1
0.0902091
0.0833353

32

35

i3

0.142857
0.125
0.111111
0.1
0.0909091
0.0833333
0.07692351 |
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Ejemplo N° 2
111 1 1 1 111 111 1 s

= @ Inverse[{{1, 50 5o g gl i 5 a5 6 10 el

{1111111}{111111 1}

37a"s" 6" 17" 8" 9V a5 6" 778" 9" wl’

{111111 1}{11111 1 1

56 7 8 9" w 11l e 778" 97 10" 117 121’

{1 11 1 1 1 1}}]

778797 10" 117 127 13

o= {49, -1176, 8820, -29 400, 48510, -38808, 12012},
{-1176, 37632, —317 520, 1128960, —1940400, 1596 672, 504 5041,
{BE20, -317 520, 2857680, -10 584000, 16711000, -15717240, 5045040,
(_20400, 1128960, —10584000, 40320000, -72 765000, 62092800,
-Z0180160%, {48510, -1940400, 158711000, -72 765000,
133402 500, —115259 760, 378378001, (38608, 1596672,
_15717240, 62092800, 115259760, 100590336, —33297 264),
{12012, -504504, 5045040, -20160 160, 37 637600, -33 297 264, 11099 0861}

d ff MatrixForm

49 -117a 820 -29400 45 510 -3588083 12012 e
-1174a 37632 -317 520 11289260 -1340400 1596872 -504 504
ggZo -317520 Z§57680 -10554000 13711000 -15717:240 5045040

-29400 11239260 -10554000 40320000 -72765000 6Z0%2800 -E20180160
43 510 -1940400 13711000 -72765000 133402500 -115E259760 37837800
-388058 1596672 -15717240 g2092800 -1152597%60 100590336 -33:297:264
lz201z -504504 5045040 -201830160 37837800 -33297264 11032088 |

c.d

{{1,0,0,0,0,0,0}, {0,1,0,0,0,0,0},
{o,o0,1,0,0,0,0}, {0,0,0,1,0,0,0;},
{o,o,0,0,1,0,0}, {0,0,0,0,0,1,0}, {0,0,0,0,0,0,1}}

Debe prestarse mucha atencion al resultado obtenido. Se ha
trabajado con una aritmética en la que se consideran todos los digitos de
cada nlmero, en consecuencia la verificacion c.d es perfecta.

Véase lo que ocurre cuando se trabaja, como es usual, en aritmética
de t digitos.

z A f MatrixForm

1. 0.5 0.333333 0.25 0.2 0.1e6667 0.142857
0.5 0.333333 0.25 0.z 0.166667 0.1425857 0.125
0.333333 0.25 0.z 0.166667 0.142857 0.125 0.111111
0.25 0.z 0.166667 0.142557 0.125 0.111111 0.1
0.z 0.166667 0.1425857 0.125 0.111111 n.1 0.0202091

0.166667 0.1425857 0.125 0.111111 0.1 0.0902081 0.0333333
0.142557 0.125 0.111111 0.1 0.0909081 0.0833335 0.0769231

InfE= o = Inverse[z]
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ol {{49., -1176., 8820., -29 400., 48 510., -38808., 12012.},
[_1176., 37632., -317 520., 1.12896x10°, -1.9404x 10°,
1.5966710°, -504504.], [8820., -317520., 2.85768x10°%,
-1.0584x10°, 1.6711%x10", -1.57172x 107, 5.04504x10°},
[_zaa00., 1.12896x10%, -1.0584x10°, 4.032x 107, -7.2765x 10,
6.20828x107, -2.01802x10"}, [48510., -1.9404,10°, 1.8711%107,
~7.2765x 107, 1.33403x10°, ~1.152610°, 3.78378107},
[-38808., 1.59667x10%, ~1.57172x 107, 6.20928% 10", ~1.152610°,
1.0059x10°, -3.32973x10"}, [12012., -504504., 5.04504 % 10°,
-2.01802x107, 3.78378x 10", -3.32973x10", 1.10991x10"}]

Verificacion.

owpl {{1., 1.07684x 107, -7.68341x 107,

no es

3.398933 107, -5.96046 107, 5.40167x 107, -1.74623x107],
[7.60338x107", 1., -5.47152x107, 2.28174x 107", -4.37722x 107,
4.00469 %107, -1.39698x107 ), [-6.57565% 107", 6.8394x 107",

1., 176951107, —3.63216x 107, 3.0268x 107, -1.0943 1071,
[_5.80485x 107", 5.82077 107", -3.66708x107, 1., -2.84053x107,
2.468x107, ~8.61473x107 ), [-5.19776x 107", 5.16593x 107",
-3.20142x107, 1.35042x107, 1., 2.18861x 107", -7.21775x 107 |,
[~4.70436: 107", 4.22006x 107", -2.44472 107, 1.21072 %107,
~2.08548107, 1., -6.40284x 107", [-4.30077x107", 3.85626x107",
~2.38651% 107, 9.77889x 107, ~1.86265% 107, 1.76951x 107, 1.]]

Obviamente, esta NO es la matriz unidad de orden 7, se parece, pero
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Ejemplo N° 3

a={{1,2,3,4}, (.9, .8, .7, .6}, {5, 6,7, 8}, £.4, .3, .2, .1}}

(11, 2,3, 41, {0.9, 0.8, 0.7, 0.6}, {5, 6, 7, &}, {0.4,0.3, 0.2, 0,111

a ff MatrixForm

1 2 3 4
0.9 0.8 0.7 0.6
5 = 7 g
0.4 0.3 0.2 0.1+

b = Inverse[a]

Inverse;:luc: Resulk for Inverse of badly conditioned matrix
1,2, 3, 45105, 08 0.7, 068 {5, 6,7, 8, {04,035 0.2 0.1}
may contain significant numerical errors, =

[12.13677x10%, -8.51059 107", -1.18236 %107, 9.62912x 107},
4.14081 =10, 7.885510%%, —2.08205 10, —1.41114 % 10%¢
5.58213x 10", 21.55217=10%, 3.9635.10%%, —5.64636 « 101t

385045 % 10%°, 7.71829 » 1077, -2.57293 % 107, 5.14688x 107 )]

E
1

{
[-
[-
{

a.hb

(4., -12., 4., 0.}, {-2., 4., 1.25, _0.51,
{-12., -40., 12., §.}, {-0.8125, —2.25, 0.486875, 1.0625)]

Out [12]#Mdatrix Form=
-4, -1z, 4, 0.
-2, -4, 1.25 -0.5
-1z. - 40, 1Z. &

-0.8125 -2.25 0.46875 l.l:ll.525 i
Absolutamente nada que ver con la matriz unitaria de orden 4
263 Comando Interpolation
Ortografia
Interpolation[{yo, y1, y2, ...,yn}]

Construye una funcién de interpolacion entre los valores yo, yi, ... ,yn
suponiendo valores de x iguales a 1,2, 3, 4, ..., n+1

Interpolation[{xo, yo}, {x1, y1}, ... , {Xn, yn}]

Construye una funcién de interpolacion por los puntos indicados.

[Cap. V] 115



Calculo Numérico

Capitulo V - Interpolacién, Aproximacion

Interpolation[{{{xo, yo, 2o, ... }, fo}, {x1, y1, z1,..}, f1}, .. }]

Construye la funcion de interpolacién en varias variables.

260 Ejemplos

{n 1 2z 3 4 &5 & 7 8 9 10
Tz s" 0" 177 26" 377 50’ 657 82" 101"
11 1z 13 14 15 16 17 18 1% zu}
12z 145" 1707 197" zz6’ 2577 290 3257 ez’ am
0.5F -
osf .
ozl .
naf .
n1f
| A N N NN I NN RN N S RN N N N S R S S S S R
5 10 15 an
Intermolationffo. T 2 3 & 5 6 7 8 3 10
n[fi4]= &= nerpualun[{ —y my ——y ——p m—y —y —y — —
il "2’ 5" 10" 177 26" 31" 50’ 65 827 101’

11

12

13

14

15

16

17

18

19 20 }]

1227 145" 1707 1977 226" 2577 290 325° 362 401

n[15]= g2 = Plot[s[u], {fu, 0, 24}]

nsF oy
e
L | 1
a4fE |
o "‘-..
r |
LR | LY
E N
ozf | \\.\_
o
olp | T——
| . . . . .
s | 5 10 15 20
-01F |
-nz2f
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261 Comando InterpolatingPolynomial

Ortografia

InterpolatingPolynomial[{lista de valores a interpolar}, variable del
polinomio]

InterpolatingPolynomial[{{xo0,yo}{x1,y1}, ... , {Xn,yn}}, variable del
polinomio]

262 Ejemplos

Ejemplo N° 1

In[1= t =Table[nf {n"2+ 1), {n, 0, 20}]

{n 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10
out[1]= sy m—e —— —— — — —
f] "zt s’ 177 z8" 37" 50’ 657 B2’ 1oL
11 1z 13 14 15 16 17 18 19 z0o
1227 145" 1707 1977 226" 257”7 zon’ az5’ 3s2” aml

Inz]:= 5% = InterpolatingPolynomial [t, x]

BRI
ol | =+ [-— +
e 2 10

[ 1 { 2 [ 19 [ 21 [ 331 [ 9 [ 281
—+ |- —+ | —+ |- + + |- + +
10 Ga 4420 32708 4085 500 1022125 335257000

[ 2387 [ 10873

- + +
33560957000 2065515377000
[ 130589 { 12178

- + +
37437 520583 125 5899 000329330000
[ 119389

- +
1153003 064875010000

41 443
+
1025716945 555010000
394259
+
428365 875890286051 250

[
[_
[_ 1185403
[
[

+
34269 270071 222 554 100000
2921193

+
445 500510925 897 493300000
2725703

- +
4743 270145740435 016 900000
319601 239 (-20 +x) ]

G083 7158 145676141 490301 525000

(1940 18430 (-17430] (-16+
0| (15 C1aem| (1300
(—12+xj] (—ll+xj] (=10 +X)]
(540 8o ] T4 (64x]

(—5+xj] (—4+x)] (—3+xj] E—2+xj] (-1 +%)

[Cap. V] 117



Calculo Numérico Capitulo V - Interpolacién, Aproximacion

Este resultado es absolutamente incémodo para trabajar, razén por la
cual se lo lleva a una forma polinomial clésica.

g = Expand[=ss]

73301 27478384247041205881
- +
14631 164064937 812652 130
17655545 755324935630514 944 299225 158616613 100912 430 591 x*

lele7d3620 1756258298 060365 32334872583 512 565961 207 300
721089496834534149720746 021x*  371559754174370512 9001255839 x4
161674362917 562529306036 500 2768743 901 582004873 975925 000

1225922320 362 072 601 249 101 »° 97756 593 553158 951 250 995 209 x°
5360 555799653939 980306 250 16167 436 291 756 262 980 603 650000
142 529747215338 987699 157 557 95790 544436 151 684877601 231 »°
16167 436 291 756 252980603 650000 * 32 334672 583 512 565961 207300 000
110 206609 445357 063 064 599 x° £ 867623 856 467 406 973 587 x°
191330607 003032934651 700 000 ¥ 55768 892 704463 039684900000

21056371178936 53gg24291 xtt B67 524139 160642 353 491 xHF
2487297691 039 428 150862 100000 | 1 243 648 945 519 714075 431 050 000
730 444669 740 462 483 867 x 1 158 566740 200 055 586 059
16 167 436 201 756 282 950 603 650 000 & 083 718 145 678 141 490 301 825 000
12646188027 531 531 =1° 55297 242915472171 x1®
1308374450791 002 430 457 962 500 32334 872 583 512 565061 207 300000
8853300682327 & 30096 757696 763 k¥
146 311 640 648 378 126 521 300 000 32 334 572 583 512 565 961 207 300 000
287046200 111 x** 319601 289 x*"

+
JZ2334872 5583512565961 207 300000 S 0537158145375 141 490301325000

Y se obtiene un polinomio cuyos coeficientes son “exactos”. Llevandolo a
una expresion con aritmética de t digitos se tiene

_5.00994 + 10.9204% -9, 25395 x% + 4.46014x%° - 1. 33296 x* + 0. 228693 %" -
00604651 x° - 0.00853441 x° + 0. 00296245 x° - 0.00057600L =" +
0000800713 %™ - 8. 46556 % 10~° x4+ 6. 97564107 x¥ 4,518« 10~ x™¥ 4
20681« 1077 %1 _ 0, 07353 2 10" 1 1¥ 4 273070 10718 R 1E

L05099: 107t L9 30783 w107 Y _ 5. 57729 107 1T 4 305384 1070

Lm VT o B s B

0
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I
04 - Y
0z — | ",
0.2 - | .

o1f | T—

Ejemplo N° 2 Se encuentra el polinomio de interpolacién de un
conjunto {t,y} construido en forma arbitraria.

d = InterpolatingPolynomial [
{41, 3}, {3, 2}, {4, 5}, {5, 7}, £7,. 9}, {9, 13}, {12, 15}, {13, 20},
{15, 25}, {16, 26}, {18, 30}}, t]

El polinomio de interpolacién tal como aparece como resultado
out[i}= 3+ [—é + [E + [—i +

& 1z
[11 [ 25 [ 259 [ 107 [ 645 [ 5111
—+ |- + + + |- + -
144 ZBB0 \6652Z80 1774080 31933 440 L1245 404160
EE57 [-16 + ©)
—] (-15+1;:|] (-13+1;)] (-12+1;)]
9623577600

(—9+tj] (—?+tj] (—5+tj] (_4+tj] (—3+tj] (-1+1)

El mismo polinomio
41639 6707911541t 183800805103 t% 418139808511 t°
SR T g T TZzasnaaso | 735134400 | 3528645120
699941 528053t 1743995 415+t* 2544537363 ¢f
21171870720 302455286 15122784800
495159967 7 446258587 f 33119 ¢ 5557

- + -
10585935360 21171870720 BZZ702080 9623577600

Superposicién del grdfico de puntos y del polinomio

40 :_ II._..-'\.II
- - 1
L __l' |
0k S
5 ]
a e |
F o
wf L o l
Oufl=  F e I
L il 1 1 L
[ 5 10 15 |

—1U5—| |

| |
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Calculo Numérico

262 Comando Fit

Ortografia

Fit[datos, funciones, variables]

Escolio:
busca mediante el método de los cuadrados minimos.

1) datos son los valores o pares de valores cuya aproximacion se
2) Funciones son las funciones con las que se busca la

aproximacion de los datos
3) Variables son las variables de la o las funciones de

aproximacion.

263 Ejemplo N°1
t = Table[n/ (n"2+1), {n, 0, 20}]
5 6 7 8 9 10

65" 8z’ 101"

139 20

{n 1 2 3 4

T2t 5’0’ 177 26" 377 507 65
11 1z 13 14 15 16 17 15

— — — I p— - r e —— ——

170" 197" zze’ 257" zo0” 325’ sz’ anl

1227 145

Se busca la aproximacion de la lista + mediante potencias de x

(de 0 ab)

ze=Fit[t, {1, x, x"2, x*3, x4, x~ 9}, x]

_0.270749 + 0.497946 x - 0. 12931 x° +
0.0133705 %% - 0000610196 %% + 0. 0000102274 %°

L

owfi1= gal
an

-0.2

e — =
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El ajuste no se aprecia como bueno, razén por la cual se prueba con

otras funciones.
cc=Fit[t, {1, 17x%, 17 x"2?}, x]

1.91645 1.9543

-0.0592804 - +
=t =
.
04 L I.' "
o \\
| a,
F | o,
0.2 g
[ | - " ?_.__1__1_
| -+_"‘——‘\—_t . s . s s
| 5 10 15 0
-0z k
i
Ejemplo N° 2

Se construye una tabla de valores de la funcién i’ entre 0.1y 1

con paso 0.1
u=Table[{i, i'}, {i, .1, 1, .1}]

{{0.1, 0.794328), {0.2, 0.72478), {0.3, 0,696545],
(0.4, 0.693145}, {0.5, 0.707107}, {0.6, 0.7360221,
(0.7, 0.779056}, {0.8, 0.836512}), {0.9, 0.909533}, {1., 1.1}

Se ajusta, segln el criterio de cuadrados minimos, con una pardbola

de 2 grado

v=Fit[u, {1,1i,i"2}, i]
0.842766 - 0.7131231 + 0.875803 1°

10F

0.8 F s ]

0.4
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Ejemplo N ° 3

Se construye una tabla de valores de la funcién Sen(x) entre Oy n/2
con paso n/20

t = Table[{x, Sin[x]}, {x, 0, Pi/ 2, Pi/20}]

{000, {Z sunl T}, {2 4 (1)),
(5l DL - L S f e

7 3 2 (5 -5 a9
s 2N S L e 20 (2]

Se aproxima la funcién seno con un polinomio de cuarto grado
obtenido segln el criterio de los cuadrados minimos

nfz1]= c=Fit[t, {1, x*2, x*3, x4}, x]
Outfpi)e 0.0714306 + 2. 67400 %" - 2, 63155 % + 0. 7465 x*

1o e

|:|.|5-_ -
L /

Dt [23]=

nzt e

0.5 1.0 1.5

Se considera que NO puede operarse con esta aproximacién. Se la
incluye solamente a efectos demostrativos.

A volver al Indice General
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