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EXORDIO

Fisicos e ingenieros trabajan habitualmente con modelos
matemdticos de los fendmenos o sistemas cuyo comportamiento necesitan
simular, predecir o verificar.

En gran parte de los casos, esos modelos son relaciones en las que
figuran las variables independientes, las dependientes y tasas de cambio
de estas con respecto a las primeras.

En matemdtica esas relaciones se denominan ECUACIONES
DIFERENCIALES. Resolverlas es encontrar la o las funciones que
satisfacen idénticamente esas ecuaciones.

Historicamente fueron resueltas aquellas ecuaciones diferenciales
cuya solucion era posible mediante combinacion de funciones con
pardmetros a determinar, sustituciones y otros artificios algebraicos que
permitian encontrar la expresién analitica de la funcién incégnita buscada.
Varias hipdtesis fueron necesarias para ello de forma tal que los modelos
que esas ecuaciones diferenciales representaban eran una extrema
simplificacion de realidades fisicas en estudio.

Durante afios solo se ensefiaron esas ecuaciones diferenciales en las
escuelas de ingenieria dejando lamentablemente de lado un tratamiento
del tema desde un punto de vista mds general y abarcativo.

La mayoria de las ecuaciones diferenciales que modelan fenémenos o
sistemas de interés para fisicos e ingenieros no tienen una solucion como
aquella que pertinazmente se ensefiaba a través del tiempo, dando
equivocadas apreciaciones sobre la eficacia de esos modelos matemdticos y
restringiendo su campo de aplicacién a unos pocos casos que encuadraban
en los tipos estudiados y analiticamente resueltos.

Felizmente nuevos aires soplan para el tema y aparecen con derecho
propio en la escena métodos aproximados graficos y analiticos que algunos
viejos textos de matemadtica aplicada no desdefiaban porque era imperioso
encontrar soluciones a los problemas que tanto la fisica como la ingenieria
planteaban actuando como motores para el desarrollo tecnoldgico.

Estas pdginas intentan ser una introduccién a este tipo de enfoque
para el fratamiento de las ecuaciones diferenciales.

Incluyen algunos métodos grdficos notablemente facilitados por la
capacidad grdfica de lenguajes algebraicos como el utilizado y métodos
numeéricos cldsicos. La aplicacién de estos métodos en el "estado del arte"
requiere el uso de un laboratorio de cdlculo y simulacién, donde se
combinen las facilidades grdficas y de cdlculo de tal forma que aquellos
fendmenos o sistemas puedan ser ensayados y comprendidos en su
totalidad, alcanzando la mejor solucién posible, cuando ese sea el caso.

[Cap. VI] 1



Calculo Numérico Capitulo XI - Solucién aproximada de Ecuaciones Diferenciales

CASOS

La pregunta pertinente en este capitulo seria la siguiente ¢existe algin
sistema de la ingenieria y cada vez mds de otras especialidades cuyo
comportamiento no esté regido por ecuaciones diferenciales?

La respuesta es fdcil. Salvo aquellos modelados por ecuaciones lineales,
ningln sistema de la ingenieria y de otras disciplinas es dificil que no esté
modelado por ecuaciones diferenciales.

A continuacidn, se presentan a consideracion de los interesados en el tema
distintos sistemas cuyo comportamiento estd modelado por ecuaciones
diferenciales.

Para que se aprecie mejor la amplitud de los campos en los que las
ecuaciones diferenciales o los sistemas de ecuaciones diferenciales han
permitido la modelacién matemdtica de los fenémenos que en ellos ocurren, se
agregan a continuacién ejemplos correspondientes a sistemas bioldgicos y a
sistemas de conflicto bélico.

Después, se afiaden ejemplos comunes emergentes de la fisica.

I SISTEMAS BIOLOGICOS

A mediados de los afios 1920 el bidlogo italiano Umberto D'Ancona
estudiaba las variaciones de poblacion de varias especies de peces que
interactuaban entre ellas.

Para ello buscaba los porcentajes de cada una de las espacies bajo estudio
en distintos puertos de pesca del Mediterrdneo en un periodo que comprendia la
primera guerra mundial.

En el puerto de Fiume encontrd las siguientes proporciones de seldceos
(tiburones, rayas, etc.)

1914 1915 |1916 |1917 1918 |1919 |1920 |1921 |1922 |1923

11.9% | 21.4% | 22.1% | 21.2% | 36.4% | 27.3% | 16.0% | 156.9% | 14.8% | 10.7%

Su razonamiento de entonces fue que el menor nivel de pesca comercial de
peces comestibles debido a la guerra provocaba el aumento en la poblacién de
seldceos, pero no respondia a la pregunta ¢cémo afecta la pesca a las poblaciones
de diferentes especies de peces?
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Lo Unico claro en ese momento era que la poblacién que aumentaba durante
la guerra correspondia a la clase de peces predadores pero no estaba claro que
ocurria con los peces comestibles, presas (alimento) para los primeros.

No encontrando una explicacién bioldgica posible para este fenomeno, llevé
el problema a su suegro, el matemadtico italiano Vito Volterra.

Este dltimo propuso como modelo para el fendmeno en estudio un sistema
de ecuaciones diferenciales no lineales dividiendo la poblacién total de peces en
dos grandes familias. Por un lado, las presas y, por otro, los predadores.

El razonamiento fue el siguiente: si no existen los predadores, la poblacién
de peces comestibles sigue la ley de crecimiento exponencial (Malthusiana)

de(t)
dt

=ac(t)

donde a es una constante positiva.

De la misma manera, propuso para los predadores, en ausencia de presas
como alimento y descartando el canibalismo

dp(t)
7 t
dt yp(t)
donde y también es una constante positiva. Obsérvese que, en ausencia de

alimento (presas) la poblacion de predadores tiende a desaparecer.
Ahora bien, ambas poblaciones interactlan y las presas disminuyen segin
los contactos entre ambas poblaciones mientras que los predadores aumentan

también segln esos contactos.

El sistema de ecuaciones diferenciales no lineales propuesto es entonces

W0 — ety - e
dz—?) = —yp() +dc(®)p(t)

donde nuevamente By & son constantes positivas emergentes de la biologia.
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Se demuestra que las soluciones de este sistema son periddicas y que el
retrato de fase del sistema corresponde a lineas cerradas.

Por supuesto el modelo puede ser mejorado o modificado a fin de ajustarlo
a distintos requerimientos.

MODELO CON EXTRACCION (PESCA)

Por ejemplo, si hay extraccion (pesca) el sistema a estudiar es

dfi(tt) = ac(®) - B c(®OP® — e c(t)
% = —yp(t) + 8 c(Op(t) — e p(t)

donde € es un pardmetro que tiene en cuenta la cantidad de naves pesqueras y
redes de pesca tendidas en un cierto dmbito.

El estudio de este sistema indica que, mientras el pardmetro “€" sea menor
que el "a" la extraccion es beneficiosa para la poblacién de peces comestibles.

Fdcilmente se comprende la importancia de un andlisis de este tipo para las

empresas pesqueras y los organismos con competencia para la preservacion y
conservacién de los recursos naturales.

MODELO CON NUMERO DE PRESAS LIMITADO POR EL AMBITO

Si los peces comestibles tienen su ndmero limitado por los recursos
existentes en su dmbito, el sistema toma la siguiente forma

d
T ac®(1-52) - pewp
% = —yp®) +8cOp®)

donde N es la mdxima poblacién posible segun los recursos.
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MODELO CON PRESAS DE HABITOS MIGRATORIOS

Si la presa tiene hdbitos migratorios el sistema de ecuaciones
diferenciales se plantea de la siguiente forma

d
J (ci(tt) = ac(t) (1 - CI\(I?) —Bc®)p(t) — usen (wt)
dp(t) _

\  — Yp@®+sc®p®)

MODELO EN EL QUE LAS PRESAS COMPITEN POR EL RECURSO

Este modelo se plantea para el caso en que los recursos del entorno
para presa y predador sean escasos, en cuyo caso compiten entre si por ellos,
seglin una ley que depende de la interaccién entre ellos, de alli los factores c?(t)

y pA(t)

de(t) =ayc(t) - (ZZCZ ) — B c(p(t)
dt
d
Z(tt) = —y, p(t) — ¥.p*(@) + 6 c()p(t)

MODELO DE COOPERACION

Existen ejemplos bioldgicos segtn los cuales dos especies colaboran
entre si para su desarrollo en un determinado dmbito. El modelo que se propone
en esto casos es

d

A — e+ pewp®
d
PO v o + 8@

Naturalmente estos modelos son motivo de andlisis y discusién para
bidlogos, que consideran que alguno de ellos no refleja adecuadamente la
evolucion de las poblaciones en estudio. Sin embargo, todos ellos suministran
valiosa informacion sobre dichas poblaciones.
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II MODELO DE COMBATE.

Informe realizado por la Ing. Laura Gelsi, Profesora Ordinaria como
trabajo final correspondiente a su participacion en el Seminario de
Ecuaciones Diferenciales. General Pacheco, 2014, bajo direccion del autor.

Durante la Primera Guerra Mundial, Frederick William Lanchester
construyd algunos modelos matemdticos para el combate aéreo, de los cuales
esperaba que pudieran obtenerse los resultados de una accién de combate,
dichos modelos se han ampliado a una situacién de guerra general, no solo la
aérea.

Las ecuaciones de combate analizadas en este trabajo, fueron propuestas
por Lanchester en el afio 1914, quien publicé dos ecuaciones diferenciales que
permitirian modelar un combate segln las variables de tamafio y eficiencia o
rendimiento de cada ejército. La generacion de modelos ayuda al ser humana a
mejorar la toma de decisiones diarias.

Mediante las ecuaciones de Lanchester, no sélo se hace el estudio de quién
serd el posible ganador del combate, sino que ademds, estos modelos
matemdticos muestran cudl serd el nivel de bajas que tendrd que sufrir un
ejército para alcanzar la victoria o resignarse a la derrota.

En dicho modelo se hace la diferencia entre dos tipos de combate, de aqui
surgen dos ecuaciones; la primera, puede emplearse a conflictos con fuego
directo, de modo que las posiciones de las unidades enemigas son conocidas
(combates entre tanques o infanteria, por ejemplo). Este es el caso de una
fuerza convencional. Las ecuaciones que describen este estado de guerra,
conducen a la llamada 'ley cuadrdtica’. La segunda variante, es aplicada cuando no
es posible la punteria, debido a que no existe certeza de las posiciones del
enemigo (fuego indirecto, como casos de bombardeo o guerrilla). Sus ecuaciones
conducen a la 'ley lineal’ de Lanchester.

Los modelos simplificados no son reales, si se incluyen las tasas de

pérdidas antes del combate y las de refuerzo se introduce un cierto elemento de
objetividad y entonces si podria compararse el modelo con batallas histéricas.
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CONSTRUCCION DE LOS MODELOS

Supdngase que una “fuerza x" y una “fuerza y" se enfrentan en un
combate. Se denota con x(t) e y(t), respectivamente, al poderio de cada una de
ellas en el instante 1, donde t se mide en dias desde el inicio del combate.

Si bien es dificil cuantificar el poderio, que incluye: el nimero de
combatientes, su habilidad para la batalla, el tipo y ndmero de armas, calidad de
liderazgo, etc., se supone que es posible cuantificarlo, y que x(+) e y(t) son
funciones derivables. Entonces la rapidez de variacion de cada una de estas
cantidades es igual a la tasa de refuerzo, menos la tasa de pérdidas
operacionales, menos la tasa de pérdidas en combate.

x"(t) = Tasa de Refuerzo - Tasa de Pérdidas Operacionales - Tasa de
Pérdidas en Combate

y'(+) = Tasa de Refuerzo - Tasa de Pérdidas Operacionales - Tasa de
Pérdidas en Combate

donde la tasa de Pérdidas Operacionales representa a las pérdidas debidas a
contratiempos que no ocurren en el combate, debidas a enfermedades,
deserciones, efc. En el presente trabajo se consideran encuentros donde la tasa
de pérdidas operacionales es despreciable.

La Tasa de Pérdidas en Combate son debidas al enfrentamiento con la otra
fuerza, se toma como condicién “ideal” el considerar a la fuerza x como una
fuerza convencional que opera en campo abierto (comparativamente hablando), y
que todo efectivo de la misma esta dentro del alcance de las armas del enemigo
y, de esta manera, tan pronto como la fuerza convencional sufre una pérdida, el
fuego se concentra alrededor de los combatientes restantes.

En condiciones ideales, la tasa de pérdidas en combate de una fuerza
convencional x(t) es igual a a y(t), para alguna constante positiva a. Esta
constante se conoce como coeficiente de efectividad en combate de la fuerzay.

Por dltimo, la Tasa de Refuerzo de una fuerza de combate es la tasa segln
la cual se incorporan nuevos efectivos (o son retirados) del campo de batalla. Las
tasas de refuerzo de las fuerzas x(t) e y(t) se denotardn por f(t) y g(1)
respectivamente. Se supone, que dichas tasas de refuerzo dependen sélo del
tiempo, no del poderio de cada fuerza (ésta suposicién es discutible).
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Segln lo dicho anteriormente, es posible escribir los modelos de combate
de Lanchester para el enfrentamiento entre dos fuerzas convencionales:

La situacion para la tasa de pérdidas en combate es muy diferente si x(t)
es una fuerza de guerrilla.

Si x(1) es una fuerza de guerrilla, la cual es invisible a sus oponentes e y(t)
ocupa una region R.

La fuerza y(t) hace fuego hacia la regién R pero no puede saber si causa
bajas a sus oponentes. Por ello, la Tasa de Pérdidas en Combate para una fuerza
de guerrilla x(t) debe ser proporcional a x(1), ya que cuanto mayor sea x(t), tanto
mayor serd la probabilidad de que un disparo del oponente sea certero. Por otro
lado, la tasa de pérdidas en combate para x(t) también es proporcional a y(%),
pues cuanto mayor sea y, tanto mayor serd el ndmero de aciertos sobre x(t) . Asi,
la tasa de pérdidas en combate para una fuerza de guerrilla x(t) es igual a a x(t)
y(t), donde la constante a se conoce como coeficiente de efectividad en combate
del oponente y.

De esta manera, es posible escribir los modelos de combate de Lanchester
para el enfrentamiento entre una fuerza convencional (y) y una fuerza de
guerrilla (x):

9%%2:-a-xa)-yﬂ)+f(0
dyt) =
== b-x(t) + g(t)

COMBATE ENTRE DOS FUERZAS CONVENCIONALES SIN
REFUERZOS

Inicialmente se considera el caso especial en que las tasas de refuerzo son
iguales a cero. Tal situacién se presenta cuando las dos fuerzas estdn aisladas.
En este caso el sistema se reduce a uno mds sencillo:

dx(t)=_
d%)— a-y(t)
Yy _ 4.
o b-X(t)

El grdfico 1 representa el campo de direcciones del sistema anterior:
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Grafico 1. Campo de direcciones.

Resolviendo queda:

dy _bx
dx ay

Integrando la ecuacién resulta:
ay’—bx* =k €))

La ecuacidn (1) se conoce como “Ley de Lanchester de los cuadrados”, y el
sistema que definio dicha ecuacion se denomina “"modelo de la ley de los

cuadrados”, ya que el poderio de las fuerzas enemigas aparece en forma
cuadratica en (1).

La ecuacion (1) indica que el punto (x(1) ; y(t)) se mueve a lo largo del arco
de una hipérbola a medida que avanza el tiempo. En el grdfico 2 se graficé la
familia de hipérbolas en el plano xy, para distintos valores
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L& K = 0; hay empate
k > 0; y gana o e

k 'x

b
Grafico 2. Hipérbolas definidas por (1).

Las flechas sobre las curvas indican el sentido o direccién de cambio de los
poderios a medida que pasa el tiempo.

Se adopta el criterio de que una fuerza gana la batalla si la otra es
eliminada primero. Entonces y gana si k es mayor a cero, pues la fuerza x es

eliminada cuando y(t) desciende al nivel /X . Andlogamente, x gana si k es menor
que cero.

La fuerza y buscard siempre una situacion en la que los pardmetros
garanticen que k> 0. La fuerza y demanda que se cumpla la desigualdad

ay >bx;
Esto puede lograrse incrementando a.

COMBATE ENTRE UNA FUERZA CONVENCIONAL CONTRA UNA
FUERZA DE GUERRILLA SIN REFUERZOS

Para este caso se considerard a x como una fuerza de guerrilla, e y serd
una fuerza convencional. Entonces el sistema de ecuaciones resulta:
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dx(t)
N aax)- vt
gt() a-x(t)-y
y(t
WY pox(t
it X(t)
De donde:
dy b
= 2
dx a-y (2)
El gréfico de direcciones de dicha ecuacion es:
y
46 - KA///‘/A/A%/“//“//
Al 4 « [////‘/A/A/A//A//
L - 4 4/4/4/‘///‘/‘/‘/‘/‘//
A 4 4 4 /////‘/‘/‘/‘//
4411//////‘/‘/‘/‘/
26 A A 4k x

R
L N e

Pl
1; O /////////
S A N A " ///////
Py oy ¥ ¥y oy ///
A A A A A T B Py
L AN S S T A B R

Resolviendo la ecuacidn (2) se llega a:
a-y’-2-b-x=k (3)

Las curvas (3) definen una familia de pardbolas en el plano xy. En el grdfico 3 se
muestran sus curvas.
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YA
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e
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Grafico 3. Curvas definidas por (3).

La fuerza y gana si la constante k es mayor que cero, ya que la fuerza x es

\F
eliminada en el momento en que y(t) desciende al nivel '@ . Andlogamente, x gana
si la constante k es menor que cero.

COMBATE ENTRE DOS FUERZAS DE GUERRILLA AMBAS SIN
REFUERZOS

Considerando el caso de dos fuerzas de guerrilla, queda el sistema:

dx
Py =—a-x(t)-y(t)

Y _ pox.-
Fraiel ORI

Quedando:

y_b (4)

dx a

El grdfico de direcciones de (4) es:
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Resolviendo (4) queda:
a-y—-b-x=Kk (5)

En (5) se tiene una ley lineal; que implica que la fuerza de un ejército es
proporcional a su famafio. En el grdfico 4 se muestran sus rectas.

YT y
K> o; 4y gana

<o

=]

K<o;xga

Grdfico 4. Rectas definidas por (5).
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La fuerza y gana si k es mayor que cero, siendo la fuerza x eliminada cuando y(t)

. kK
llega al nivel —.
a

Correlativamente, x gana si la constante k es menor que cero.

COMBATE ENTRE DOS FUERZAS CONVENCIONALES AMBAS CON
REFUERZOS

Hasta el momento, se ha analizado a Lanchester suponiendo que las
fuerzas iniciales no reciben mds soporte de personal luego de iniciado el
combate. Para el caso en que dentro del desarrollo del conflicto exista la
posibilidad de incorporacion de nuevos combatientes, se trabaja de manera
similar al modelo anterior, quedando las ecuaciones que modelan la situacion de la
siguiente manera:

Y bx+90

COMBATE ENTRE UNA FUERZA CONVENCIONAL CONTRA UNA
FUERZA DE GUERRILLA AMBAS CON REFUERZO

Para este caso se considerard a x como una fuerza de guerrilla, e y serd
una fuerza convencional. Entonces el sistema de ecuaciones resulta:

dx
E:_a.x(t).y(t)—l— f(t)

dy .
pra b-x(t) +9(t)

COMBATE ENTRE DOS FUERZAS DE GUERRILLA AMBAS CON
REFUERZOS

Considerando el caso de dos fuerzas de guerrilla, ambas con refuerzos,
queda el sistema:

‘;’t( ——a-x(t)-y) + f ()

Y _ oy
MEELRORTORI0
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CONCLUSIONES

Generalmente resulta imposible determinar de antemano los valores
numéricos de los coeficientes de combate a, b, c y d. Pero es posible determinar
valores adecuados para estos coeficientes usando informacion de la batalla
misma. Una vez que se tienen estos valores para un enfrentamiento, se conocen
los valores para todos los demds combates que se desarrollen en condiciones
similares.

Los modelos matemdticos de Lanchester, alin son utilizados y estudiados
por la doctrina de la mayoria de las fuerzas armadas del mundo. Si bien cada
escenario de batalla presenta condiciones distintas y por lo tanto los resultados
presentes en ellas pueden ser muy diferentes, se cree que las ecuaciones de
Lanchester presentan una buena aproximacién para caracterizar y entender el
combate. La forma mds comin de validar estas distintas ecuaciones propuestas,
es mediante el andlisis de batallas historicas acontecidas, siendo el gran
problema que se presenta en este sentido, la escasez y poco nivel de detalle
numérico que expone la actual literatura militar.

IIT PENDULO

El péndulo es, tal vez, uno de los sistemas fisicos mds simples.

Consiste, como es fdcil imaginar, en un peso P suspendido de un cordel de
longitud |, inextensible, fijado sin rozamiento en un punto O. La posicion estdtica
es la vertical del lugar. Si al peso P se lo aparta de su posicién de reposo un
cierto dngulo 0 y se lo suelta, el mismo tiende a buscar su posicién de reposo
vertical, pero como no hay rozamiento alguno (hipotesis), llegado a la vertical
continda su trayectoria circular hasta alcanzar nuevamente una posicion definida
por el dngulo 6 en sentido opuesto al inicial.

Llegado a ese punto recomienza su movimiento al que no resulta dificil
caracterizar como oscilatorio, pero seria muy arriesgado decir que es oscilatorio
arménico.
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Pcos(6)

Psen(0)

Para encontrar la ecuacion diferencial del sistema anterior se aplica el
principio de conservacion de la energia.
La velocidad de la masa m cuando se la libera en su punto de madxima

14 ds de . I
elongacién es v = i IE La energia cinética es
T—l , 1 lz(de)z
2" T 2™ \a

Por su parte, la energia potencial es
V=mgh=mgl(1—cos@)

Debe ser
2

T+V—1 lz<de) +mgl(1 0)=cC
—Zm it mg cos0) =

Derivando con respecto a t se tiene

1 0,d00%0 o do
2 M4 agz T M9sen gy =
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y de esta Ultima, simplificando se obtiene la ecuacion diferencial del péndulo

d°0 + 9 6=0
— T —Sénuv =
dez 1
Esta es una ecuacion diferencial de segundo orden no lineal razén por la
cual sélo puede ser resuelta por métodos numéricos o por medio de desarrollos
en serie de potencias.

Sin embargo, en los textos de fisica, teniendo en cuenta que

e 6> o7
sen9=0—§+a—ﬁ+---

para 6 suficientemente pequefio puede aceptarse que sen0~6 con lo cual la
ecuacion diferencial anterior se transforma en la ecuacién diferencial lineal

2
%§+%9=0
cuya solucion exacta es conocida y, en este caso el movimiento es oscilatorio
armaénico.

A titulo simplemente ilustrativo se incluyen a continuacion dos grdficos. En
ambos se superponen dos curvas, una correspondiente al modelo matemadtico no
lineal del péndulo y la otra correspondiente al modelo linealizado.

El primero de ellos estad calculado con una elongacién inicial de 6, = %, para

la que resulta totalmente fuera de lugar la linealizacién, mientras que el sequndo
tiene 0y = % valor para el cual es mds aceptable admitir que sen 6 ~ 6
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05

-05

AAAAA

Obsérvese como en el primero de los casos las oscilaciones se separan

mientras que en el segundo casi ni se aprecia la separacion.

IV COHETE

Se considera el caso de un cohete de las siguientes caracteristicas.

Peso total 1500 Kg
Peso del combustible 1000 Kg
Tasa de quemado 20 Kg/seg
Empuje 3000 Kg
Coeficiente de resistencia 0.00363

[Cap. VI] 18



Calculo Numérico Capitulo XI - Solucién aproximada de Ecuaciones Diferenciales

Resistencia al avance.
D=0.00363 v

Peso. W= 1500 - 20 t

/LN

A

Empuje T= 3000

Para establecer la ecuacion diferencial del sistema, se escribe donde m(t)
es la masa (variable) del cohete

T—-D-W(t) =m(ta

W(t
T—ky?-—wW() = T()y”

donde m(t) es la masa (variable) del cohete.
Con los datos del caso, resulta

2 1500 —20¢
3000 - 0.00363 y'* — (1500 — 20 ) = —o—— ¥

Evidentemente se trata de una ecuacion diferencial no lineal cuya solucién
se encuentra por aplicacion de alguno de los métodos numéricos incluidos en el
presente.
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A continuacién, se incluye el diagrama espacio - tiempo del cohete en
estudio obtenido mediante el método de Runge Kutta

1500

10000
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I INTRODUCCION

1 Se presentan en este trabajo métodos comunes para resolver grdfica y
nhuméricamente problemas de valores iniciales correspondientes a ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO).

2 Estos métodos son absolutamente necesarios en las aplicaciones puesto
que la mayoria de las ecuaciones diferenciales y sistemas de ecuaciones
diferenciales que modelan problemas de la fisica matemadtica, de la ingenieria, de
la biologia y de otras ciencias no tienen solucion exacta, es decir una solucion que
pueda ser hallada mediante cuadraturas.

3 Para homogeneizar terminologia y nomenclatura se recuerdan las
siguientes definiciones:

Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO)

Se denomina EDO a una expresion en la que figura la variable
independiente y la dependiente junto a sus primeras n derivadas.

F[x, y(x), y'(x), y"(x),..., y™ (x)]: 0

%SX) = 1 [ y(), Y0 y O (%)

Orden

Se denomina Orden de una EDO a el orden de la derivada de mayor orden
que figura en la expresion que la define.

Solucion General
Se denomina Solucion General (SG) de una EDO a una funcién ye(x) que

reemplazada en la expresion propuesta la tfransforma en una identidad, es decir
una igualdad que se verifica para todo valor de x en el intervalo de solucién.

0]

F[x, v, (0, ¥4, (), ¥2 (s v, P (%)

dnngn(X) = £ [x, v, (%), ¥4 (3)mrs v, " (%))
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La SG de una EDO de orden n contiene n constantes arbitrarias de
integracion. Por eso suele escribirse como expresion analitica de la SG la
siguiente y= yq(x, c1, C2, C3, ... , Cn ) donde los c¢i son las constantes que
aparecen en cada paso de integracion.

Solucion Particular

Se denomina Solucién Particular (SP) de una EDO a la SG cuando en base a
condiciones impuestas en un punfo o en distinfos puntos del intervalo de
definicion de la misma es posible calcular el valor de las constantes arbitrarias ci.
Problema de Valores Iniciales

Se denomina Problema de Valores Iniciales (PVI) al conjunto formado por
una EDO de orden n junto a n condiciones impuestas en el punto xo. Estas n

condiciones permiten calcular los n valores ci que permiten obtener la SP que
satisface el PVI

92Y0D [, y(x), y' 60, Y7 (s y 0 ()]

dx"
y(Xo ) = Yo
y,(xo ) = Yo
y”(xo ) = Yo

Problema de Contorno

Se denomina Problema de Contorno (PC) al conjunto formado por una EDO
de orden n junto a n condiciones establecidas en puntos distintos xo y x1 del
intervalo de definicion de la S6. Estas condiciones permiten calcular en algunos
casos los valores de las constantes ci para obtener la SP que satisface el PC.

Solucion Singular
Se denomina Solucién Singular de una EDO de orden n a una solucién

posible cuando no se cumplen hipétesis del Teorema de Existencia y Unicidad
(TEV) de las soluciones.
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Sistema de Ecuaciones Diferenciales

Se denomina Sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (SEDO) a un
conjunto de EDO relacionadas entre si por sus variables.

d’;(” f,(t, x(t), y(t), z(t))
dy_(t) = f,(t, x(t), y(t), z(t))
dZ(t) f4(t, x(t), y(t), z(1))

dt

N

“
el SEDO es auténomo si las funciones fk no dependen de t en forma directa.
Ecuacion Diferencial en Derivadas Parciales

Se denomina Ecuacién Diferencial en Derivadas Parciales (EDDP) a una

expresion donde figuran las variables independientes junto a las derivadas
parciales de la funcién incdgnita

Fl x y, 200y) G2 y) zlxy) S2xy) dalxy)  2'2xy)|_
P Ty o axay T oxPoyt e

4 En este trabajo se considerardn casi exclusivamente las EDO PVI de
primer orden. A ese tipo pueden reducirse otros problemas de EDO's

{y’(X) =[x, y(x)]

y(Xo)= Yo

5 En todos los casos considerados se supone que las hipotesis del TEU se
cumplen.
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ITI METODOS GRAFICOS
Adherencia

6 Dada una funcién y = f(x) y un punto Po de la misma de coordenadas xo,
yo=f(xo) donde la funcion es derivable, se denomina adherencia de f en Po a un
segmento de tangente geométrica a la curva representativa de la funcion
centrado en Po.

7 Dada la EDO y' = f(x,y) de primer orden su solucién general serd una
familia simplemente infinita de curvas del plano x,y. Cada una de las infinitas
soluciones posibles corresponde a cada uno de los infinitos valores posibles de la
constante arbitraria de integracion. La representacion grafica de las adherencias
a algunas de esas curvas constituye el denominado Campo de Direcciones de la
EDO.

8 Sea, por ejemplo la ecuacién diferencial y' = x% - y2 . Si en una malla de
puntos del plano x,)y se dibujan las adherencias correspondientes a esta EDO
resulta el siguiente Campo de Direcciones.

SN S
P U N N U U S
RN U R N
A N N A
;//,_\\1:\\\_,//?
VAV - k- -7/
////'/',__-__,_/////
[/ ¢ I el
|
////',_\;\_,////
///,_\\-\\\_,///
A NN NN A
//_\\\\:\\\\_//
i—\\\\\_2_\\\\\\—i
A A U TR A UR U
9 Se debe observar que el tamafio de la adherencia estd relacionado con la

magnitud de la derivada en cada uno de los puntos de la malla y que una solucidn
particular cualquiera debe necesariamente seguir el Campo de Direcciones
porque, segln el teorema de unicidad por cada punto del plano pasa una y solo una
curva solucién y por ese motivo no cabe la posibilidad de un punto de cruce entre
curvas solucidn.
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10 Como segundo ejemplo se presenta el Campo de Direcciones
correspondiente a la EDO y' = sen ( x2 +y?)

P

/\\

AY
I’V\{l/ N
v
o
W
AY
¢
i\*w ¢
\
w
7
\
¥
®
\;7
\(v/
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\
/
1
N
N
R
N
AN
\»:55&
VAl
(I
\\ 4
o
v,
/
00
\ N

/TW LY

N
e

IR . 7S
N A N~ R RN A AT AL A
e A A R T e N5 53 5 DN NN > 0 7N
= e Ny ~AN AL\~ '~ -~ TN
I AN NN ) A NN/ AN /A AN
R A N A SR NA AN WAV ANAD
SANTEN X A D NN N NN NN NS
O N N AN NN N o d ,f/f%/-_\\\,//\\,f\\/,\,,\/:,,
e N A NN NN 2 Ol NN NN NI SN
N N AN NS NN e L N NN NN,
NI NI N DO N e AN qf,_ - 5 N
e N N/ N /N NS/ rm ko [ /ol D NP N
NN N T s et 1 N T NSAANANA N
ERCIATAT e S AN A A

N X NZENA
B S A A A N A 2 A NN NN NN AN
N RN NN LR NN \:;;};:Ef\;:

SEBEBT ~\,>\{,>>‘§§-':_£:¢ 7
N2 ;:ﬁq_&_/;;’fﬁw;;};\‘“—* S
N N N e - S R A A o a

J
N
2
«
<
<
¢

11 Como ejemplo de lo expresado en pdrrafo 6 anterior, se grafica a
continuacién el Campo de Direcciones y una SP que sigue o copia las pendientes
de dicho Campo.

-~ -~
SO0 S T T Tl e T x>
> = > > oy o P '
RS T T T S s T o S SN
i cote te s e s N e v et e s et
A SR S e e = e o N
S n e T O S N MR NS
ot . 2 AD-De e >N NN A>_ 2N Il 7=
A A e N S N NS
S ee o> ey N~ s~ ~ TN >
S e S AR S 7z N S N S NS
/'\),>7__>7\ > S S L /7> \_/'7> > >J>,;\/‘
A ZE 2NN N \\\\\«,,/7?5;' SIS
N AN AN AR NS NS S s NN N IANSTA
ST A SIS 77 5 772 A T
FO A LA 22NN 220 S0 N NS N AN
PNZE LU LR AN Z N 728 (O N AN NG
P NV NN TN, ttt\\\«/ﬁk\_/"\ VNS S
\\\\—f/'

NG N = N s e L A NN
,;\,:%ff\:,/,\\ W TS P NN NG \/,\,-,\/g/

/'\g;}-/\/:\’/:\_//“\\«/ /,,_:_M////',\\\-j/\fv\_/\f’\/
=
A N N AN P NN 2o NN

S SN SRS o
IO >3 ,x;;;ff»xx» -»>->=>=>;f>=’—>>=;>;>7_’>3’>, >
Bt et S W _>>->->:—:£'-_“::»->-7” AR NS
B> (TS

12 La informacién que puede extraerse de este tipo de grdficos se
incrementa si se usan recursos del andlisis matematico para el estudio de curvas.
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Por ejemplo, graficando sobre un Campo de Direcciones el lugar geométrico
donde la derivada sea nula, se tendrdn lugares donde las soluciones tendrdn, en

principio, extremos relativos.

13 El siguiente grdfico combina el Campo de Direcciones de y' = x? - y? con las
rectas y = X e y = -x que son las curvas donde se anula la derivada que figura en la
EDO dada. Si la derivada segunda no se anula en puntos de dichas rectas, sobre

las mismas habrd mdximos o minimos segln corresponda.

|
NN SN TS TSRO TS YN Y
VSN S SSRNSSS SN
YN SSKNSSSNY
YN S SSERRYSSS NN
N \\.\\&'\.\\\\.\\

14  También puede utilizarse la derivada segunda, aunque en ocasiones sea de
engorrosa obtencién a partir de la EDO dada. En efecto, siendo y' = f(x,y) serd

y'' = Elxy) + Fiylxy) ' = FixOy) = £y0xy). fixy).

15  Si ademds existe la posibilidad de graficar esta funcién, se tendrd el

posible lugar geométrico de los puntos de inflexién de las soluciones.

16  Este es el caso del ejemplo en desarrollo donde al grdfico del punto 10

anterior se le adiciona el grdfico de la curva correspondienteay'' = 0

NN
TSSO Y

N N~ "= NN N
~ M~ s\
YNON N NP N N N Y

VN SN SN S S S

NN N TSNS
NN S SR
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17 Conociendo el CD, las curvas donde las SP tienen extremos relativos y
ddnde presentan puntos de inflexidn, no resulta demasiado dificil trazar a mano
alzada una posible SP

18  En el grdfico siguiente puede observarse una SP que satisface la condicién
inicial y(-2) = -0.7. Claramente se identifican un maximo relativo, un minimo
relativo y los puntos de inflexion sobre las curvas correspondientes.

AR 7
I S NN AN B
AV NN NN Y s
;/ = N ,//7
//'/, A gy S -~/

/ /s - [ -y [ /
[/ . [/
£ s oA /7
/o _ vl
A ;oo - - AN /7 /
/ - \\\71\\ 4
;S NN NN -~/
Y d
A O U W AN

19  Otra posibilidad consiste en graficar curvas denominadas isoclinas del
griego ... o curvas de igual pendiente para la EDO dada. Con ello se logra
una representacion que permite fambién analizar el comportamiento de varias SP.

20 A continuacidh se agrega el campo de direcciones de la EDO y'=x? + y? ,
tres isoclinas y la linea donde y'' se anula.

FrArrsrrrsr 0/
rrrrs7rr 7/
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obsérvese que salvo el origen de coordenadas, no hay otros puntos donde las
soluciones puedan tener extremos relativos. Las circunferencias concéntricas
son isoclinas. Sobre cada una de ellas las adherencias tienen pendiente constante

21 Este tipo de procedimientos para aproximar soluciones a una EDO de
primer orden dan una muy buena idea global de la forma de las soluciones de la
misma, pudiendo en muchos casos analizarse mediante estos simples recursos el
comportamiento de sistemas fisicos cuyo modelo matemdtico sea la EDO dada.

IIT METODO DE LA SERIE DE TAYLOR

22  Ingresando ahora en el campo numérico, se verd la solucién de EDO PVI
mediante el desarrollo en Serie de Taylor (ST). Se aclara que este, como todos
los métodos numéricos que siguen, se basan en la determinacién de las
coordenadas de un punto préximo al inicial por donde deberia pasar la SP buscada

23 Sea entonces el PVI

YO _ t1x,y(x

y(xo ) = Yo

desarrollando en ST la SP que satisface la condicidn inicial dada, resul+ta:

’ 1 ” 1 n l nn
Y(Xo +h): y(xo)+y(x0)h+5y (Xo)h2 +§y (Xo)h3 +Ey (Xo)h4 +..

24  Eligiendo un valor de h se pueden encontrar las coordenadas del punto
préximo buscado. Las coordenadas serdn x1 = xo + h e y1 el valor que resulte de
evaluar un ndmero determinado de términos de la ST. Debe observarse
especialmente, porque es tema central en todo este trabajo, que la bondad
de la aproximacion depende fundamentalmente del nimero de términos que
se consideren en el cdlculo. Siendo convergente la ST y sin tomar en cuenta
problemas emergentes de la aritmética de t digitos utilizada, puede afirmarse
que, a mayor nimero de términos, mejor aproximacion al verdadero valor de la SP
en Xi.

25  Sin embargo, los problemas operativos que se presentan son de tal
magnitud que obligan a cortar el desarrollo de la ST después de unos pocos
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términos, lo que a su vez obliga a un cuidadoso estudio del significado de los
términos despreciados porque ellos indican el error del procedimiento, error
denominado, por obvias razones, error de fruncamiento.

26  Observando el desarrollo en ST del pdrrafo 23 se puede afirmar que
y(x0)=yo es la condicién inicial dada, y'(xo) es el valor f(xo, yo) de la funcion en el
punto dado como condicidn inicial. De alli en mds corresponde lo siguiente:

y'(x) = fx y(x)]

y(x)= [x y(X)] [Xé;(X)] y(x)= af[><a,)zf(><)]+6‘1‘[><éyy(><)] £[x, y(x)]
y(9=2 f[X 0L, 2RO ¢y | 2RO, 2D gy oy
of [XJ(X)] {6f [><é )E/(X)] Lot [Xé;/(X)] £[x, y(x)]} _
:szaii,y) azg(gyy) Fx, y)+wf (x, y)+6fg;y)6f(a>;y) (af;yxy)jzf()(,y)

27  Evaluando estas derivadas en xo,yo se tendrdn los coeficientes del
desarrollo en ST. Se comprende fdcilmente la naturaleza improba del trabajo a
realizar, razén por la cual se han desarrollado métodos que evitan el cdlculo de
las derivadas sucesivas de la funcién dada.

28  Sin embargo, como todo tiene un costo, se evita el cdlculo de las derivadas
sucesivas al precio de un ndmero mayor de evaluaciones de la funcién f(x,y). como
se verd mds adelante.

29  El desarrollo en ST es util como referencia sobre la bondad de los
distintos métodos de aproximacion. En ese sentido opera como un patrén de
medida que indica hasta que términos del desarrollo en ST es coincidente el
método en uso y tan importante como eso, indica el orden de los términos
despreciados.

30 Por ejemplo, un método de primer orden coincide con la ST hasta los
términos de primer orden en h y se desprecian los términos desde h? en
adelante; un método de segundo orden coincide con la ST hasta los términos en
h? y se desprecian los términos desde h*® en adelante y asi para los distintos
métodos.
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31  Un método muy utilizado de los varios métodos de Runge Kutta es el de 4°
orden para EDO PVI, es decir un método cuyos valores coinciden con los de la ST
hasta los términos en h* y los términos despreciados son O(h°)

32 Concretando

! 1 14 1 m 1 nn 1 mn
Y(%, +h)=y(x;)+ (% )n "'Ey (%, )h? "'gy (%, )n° "‘Ey (¥ )n* "‘gy (X,)h +..
y(x, +h)=y(x,)+ y'(x, h+O(h?)

1
y(Xo + h): y(xo)"' y'(xo )h +5 y"(xo )h2 +0(h?)

4 1 4 1 n
Y% +h)= ylxo)+ y'(x 0+ 2y (%0 Jn* + 2y (%, )h* + O(h*)

4 1 4 1 " 1 nn
Y(%o +h) = y(x,)+y'(xo )+ 2y (% )n* + 2 y"(x0)h® + 2 y""(x)h* + O(h?)

la primer expresion corresponde a la ST, la segunda a la aproximacién lineal, la
tercera a la aproximacién cuadrdtica, la cuarta a la aproximacion cibica y la
dltima a la de cuarto orden.

33  Tomando ahora como ejemplo la EDO PVI

dy(x
HE)_ sz y2
dx
y(—2)=-0.7
resulta la siguiente aproximacién por ST, truncada en el término de h® o (x+2)°,
con O(h®)

—0.7+3.51 (2 +%) +0.457 (Z+:)° -
3.5601 (Z+x)° —2.04807 (2+x) ¥4+ 4.38315 (2+30°

34 Haciendo h= 05 resulta y(-1.5) = 0.733207 vy, con estos valores como
valores x1 , y1 se calcula la nueva ST, truncada en el término h°

0.733207+ 1.7124L (1.5 +%) - 2. 75555 (1.5 +x)°% +
0.702812 (1.5+x)% + 2.10166 (L. 5+x0 - 2. 61630 (1.5 + 31"
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35 Haciendo nuevamente h = 0.5 resulta y(-1.0) = 1.03797 y, con estos valores
como valores xz , yz se calcula una nueva ST, truncada en el término h®

1.03797 - 0.0773742 (1. +x) -0.919688 (1. +x1 % +
0.702812 (L. +3)° + 2.10166 (1. + X1 - 2.61639 (1. +x)°

36  Continuando con este tedioso método puede llegar a calcularse una serie
de valores (xk, yk) por los que se supone "pasa" la SP correspondiente al valor
inicial dado. Cabe afiadir que, ademds, el método es de riesgosa y pesada
evaluacién de coeficientes, sobre todo cuando se trata de derivadas de orden
superior. El avance de la solucién aproximada puede apreciarse en el siguiente
grdfico, donde se han representado los tres trozos de curva dados por las
distintas ST consignadas en los pdrrafos anteriores:
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IV  PROBLEMA CENTRAL DE LA APROXIMACION

37 Por la ST del pdrrafo 31 se ha calculado el par ( x1, y1 ), por la ST del
pdrrafo 32 se ha calculado el par (xz, y2 )y por sucesivas aplicaciones se de esta
procedimiento se pueden calcular los pares (xk, yk). Estd claro que, salvo errores
emergentes de la aritmética de t digitos utilizada, los sucesivos valores de x son
los que corresponden al paso de cdlculo h elegido (del cual se hablard mds
adelante), valores que se encuentran fdcilmente computando

X, =X, +h

en cambio los valores de yk son necesariamente aproximados porque en cada paso
se frunca la respectiva ST. Por ello el punto xi, y1 no es un punto de la SP que
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pasa por Xo, Yo Sino que es un punto de otra solucion que se supone cercana (o muy
cercana) a la misma. Por la misma razén xz, yz ho es punto de esta otra solucion
sino de una tfercera que también se supone proxima a la primera y asi
sucesivamente.

38  En las condiciones descriptas la quebrada de aproximacién trazada por los
puntos Xk, yk se aleja de la SP buscada. El problema central es mantener bajo
control ese alejamiento y que la quebrada de aproximacion represente lo
mejor posible a la SP buscada.

39 Es en este tema donde tiene peso definitivo el paso de cdlculo h que se
elija. Las ST que se han venido utilizando -arbitrariamente- comprenden hasta
los términos en h>, teniendo en consecuencia un error de tfruncamiento del orden
de h®, error que se ha simbolizado O(h®)

40  Si se supone que el nimero M representa una cota del coeficiente de la ST
correspondiente al término en h® en el desarrollo en ST la siguiente tabla ilustra
sobre el efecto del valor que se elija para h en el cdlculo.

h O(h®)

1.0 M

0.5 0.015625M
0.25 0.000244M
0.125 0.0000038M
0.0625 0.000000059M

0.03125 0.00000000093M
0.01] 0.000000000001M

41 Es obvio que, a menor valor de h, menor es la cota del error, pero también
debe ser obvio que cuanto menor sea h mayor es el trabajo para avanzar en la
determinacién de puntos xk, yk. La eleccién del paso de cdlculo h es entonces un
delicado problema para el analista.

42  Debe observarse también que, siendo O(h®) el error de truncamiento de la
ST los términos siguientes en el desarrollo de la serie, carecen de peso relativo

frente al de orden seis.

43  Para ejemplificar lo expresado en pdrrafos anteriores se agrega el
siguiente grafico (exagerado)
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Y2

Y1

Yo

Poligonal de Aproximacion

X2

v

44  Como se expresara en pdrrafo precedente, la poligonal de aproximacién
debe mantenerse lo mds préxima posible a la SP buscada, debiendo notarse que
existe un efecto acumulativo que incrementa el alejamiento en cada paso.

v METODO DE EULER

45 El método de Euler es, tal vez, uno de los métodos mds antiguos,
estudiados y conocidos para resolver EDO PVI. Se trata de un método de primer
orden, es decir se trata de un método cuyos valores coinciden con los términos
lineales del correspondiente desarrollo en ST. Naturalmente, el error de
truncamiento del método es O(h?)

46  De acuerdo a lo expuesto con anterioridad serd:

14 1 n l n 1 nn
Y(Xo + h)= Y(Xo)+ y (Xo)h +§y (Xo)h2 +§y (Xo)h3 +Zy (Xo)h4 + .

y(Xo +h)=y(xe)+ y'(xo )
con un error de tfruncamiento dado por
1 14 1 /4 1 v
zy (% ))n? +§y (%o )h® +Zy (%o )N* + ...

donde el término dominante (infinitésimo de menor orden) es el primero. En
consecuencia, para el método de Euler

r=0(h?)
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47  De acuerdo a esto puede escribirse para el método de Euler

dy(x)
v f(x,y)

Y(Xo) =Y

{xm =X, +h
Y = Vi +hf (X, ¥,)

48  Eligiendo h y comenzando en xo, yo mediante las férmulas recurrentes
anteriores pueden calcularse muy fdcilmente xi1 e yi, con estos valores se
obtienen xz e y2 y asi sucesivamente.

49 A continuacion y con fines demostrativos se resuelve el PVI

W) _ f(x, y) = y(x)
dx

y(X,)=Yy(0) =1

cuya solucion exacta es y(x) = e* como puede demostrarse por métodos
elementales. Se aplicard el método de Euler con distintos pasos h a efectos de
ver la influencia del mismo sobre la aproximacidn que se obtiene.

50  Se adopta en un primer caso h = 0.1y se construye la siguiente tabla
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k Xk Yk Y 'k hy' Yk
O] (3] (D+(2)
0 0.0 1.0 1.0 0.1 11
1 0.1 11 11 0.11 1.21
2 0.2 121 1.21 0.121 1.331
3 0.3 1.331 1.331 0.1331 14641
4 0.4 1.4641 14641| 014641 161051
5 05 161051] 161051 0161051] 1771561
6 0.6 1771561]  1771561] 01771561 1.948717
7 0.7 1948717| 1948717| 0.948717| 2.143588
8 0.8 2.143588|  2.143588| 0.2143588| 2.357946
9 0.9 2.357946| 2.357946| 0.2357946| 2.593740
10 1.0 2.593740| 2.593740| 0.2593740| 2.853114

51  La representacion grdfica de la poligonal determinada por los puntos xx e
yk Se muestra a continuacion para apreciar la separacién entre la solucion exacta

y dicha poligonal.

52  Efectuando el

representacién grdfica:

mismo cdlculo con h =

?

5 se obtiene la siguiente
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en la que es notorio un mayor alejamiento entre ambas curvas.

53  Cuando el PVI no tiene solucién exacta, cosa que ocurre en la mayor parte
de los casos y es razon suficiente para el desarrollo del cdlculo aproximado de
soluciones de EDO, este tipo de comparaciones no puede ser realizada, razén por
la cual se vuelve importante estimar una cota para la misma.

54  Para ello se considera a los puntos (xk, yk ) de la poligonal de Euler y a los
puntos (xk, Yk) fomados sobre la solucién exacta del PVI.

Yea = Y T hf (Xk’yk)

Y, =Y, +hf(x.,Y, )+ f) h?

Xk = 5 = Xk+1

Y = Y = (Yk - yk)+ h[f(xk’Yk)_ f(Xk’yk )]+%(98)h2

55 Si se supone que la funcién f es Lipstchiziana (hipdtesis del TEU de las
EDO PVI de 1° orden) en la segunda variable serd:

‘f(xk’Yk)_ f(xkaK] < L‘Yk _YK‘
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donde L es una constante. Nétese que esta es una condicion mds débil que la
derivabilidad con respecto a la segunda variable. La desigualdad anterior tiene el
aspecto del teorema del valor medio, donde en lugar de la derivada o su cota,
figura la constante L.

56  En base a esa desigualdad puede plantearse la siguiente

Y"
‘Yk+1 - yk+1‘ S ‘Yk - yk‘ + hL‘Yk - yk‘ +¥h2 =
=Y = yi@+hL)+ T 2(5) h?
teniendo en cuenta que, para x positivo es
2 3 4
l<leix<lext ot 42 4 =¢
2 6 24

puede escribirse

h*M
2

|Yk+1 — YK+1| < |Yk — Yk |ehL +

donde M es una cota de la derivada segunda en el intervalo considerado.

57  Por otra parte, sea la sucesién {ai} = {ao, a1, az, a3, a4, as, ..., ak}. Se
demuestra a continuacion que si

a

i+1

<@+s)a +t

entonces

: [ t
a,, <els L— + aOJ — =
S S

58  Para ello se plantea que

a,<(+sla +t<(@+s)1+s)a +t]+t<@+sfl+sfl+s)a_, +t]+t}+t<...
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siguiendo con este "anidamiento" hasta llegar a ao se tiene en definitiva

a,,<@+s)"a, + [1+(l+ s)+(@L+s) +@+s) +...+ @1+ S)i} =

1-(1+s)™

1 i+1
@L+s)"a, + @ s)

t=>0+s)"a, +%[(1+ s)™ _1} -

S

L+ s)i”(g + ao] _t

59  Volviendo a la desigualdad del parrafo 55 queda finalmente

. t t
a  <els| — 4L g |- =
1+1 (S OJ s

que es la desigualdad buscada.

60  Volviendo al problema de la aproximacion entre la solucién exacta y la
poligonal de Euler en los puntos nodales, se toma la sucesién ai= Yi- yi, s=hL
y t= h2M/2, con lo que resulta:

h*M h2M
+ 2 hM [ .
‘Yk+l - YK+1‘ = e(k R h—2|_ + (Yo - yo) - h2L = oL (e(" Lht —1)

dado que Yo = yo por ser el punto inicial del PVI tratado.

61  Ademds siendo
e(k+1)h|_ _ e(xkﬂ—xO)L

resulta finalmente

‘Ykﬂ Vil < hz_l\c [e(xw—xo)L _1]
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que da una cota de la bondad del ajuste en el punto k+1 en funcion de su abscisa,
de la cota M de la derivada segunda en el intervalo considerado y de la constante
L de Lipschitz.

62  Varias cosas importantes de esta desigualdad deben ser destacadas.

La cota M de la derivada segunda puede ser de dificil obtencién.
La constante de Lipschitz L puede ser de dificil obtencion.
El error en el paso k depende linealmente de h.

El error se hace cada vez mds grande a medida que se progresa en
el cdlculo.

Este error, lineal en h, no debe ser confundido con el error de
truncamiento del Método de Euler que es del orden de h? en cada
paso.

63  Entonces, se tienen los siguientes errores que afectan los resultados

El error de truncamiento. Es el que resulta de utilizar sélo alguno de
los primeros términos de la correspondiente ST al pasar de un punto
cualquiera al siguiente. En el caso del método de Euler, los dos
primeros. En este trabajo se denomina t

El error que se va acumulando, en pasos sucesivos, a partir del error
de fruncamiento en el primer paso. A este se le suma el del segundo
paso y asi sucesivamente. Este error puede alejar la solucién
numérica de la exacta de una forma inaceptable para la variable
independiente suficientemente alejada del valor inicial xo. En este
trabajo se denomina &x(h)

El error de redondeo motivado por la aritmética de t digitos
utilizada para efectuar los cdlculos.
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64  Puede llegar a demostrarse que el error emergente de la aritmética de t
digitos utilizada es del tipo O(h) con lo que, el error total en el método de Euler
serd de la forma

M T (0 1
gT (h) = ‘Yk+1 - yk+1‘ < I[e( cao )t _1]+ OLEJ

65 Por ese motivo

lim & (h) —> oo

y queda planteado el delicado problema de hallar el valor optimo para el paso h.

66  Si bien existen expresiones que permiten apreciar este valor, las mismas
involucran a las constantes M y L de dificil estimacién y otras cotas derivadas de
la aritmética de t digitos utilizada, razén por la cual este tipo de expresiones
son raramente utilizadas y se prefiere resolver el PVI dos veces con distintos
valores de h y comparar los resultados en los puntos comunes a ambos pasos de
cdlculo.

67  En resumen, el método de Euler es un método poco usado pero permite
sefialar algunas caracteristicas comunes a varios métodos que serdn
desarrollados a continuacién:

e Es en método de un paso. Es decir, conociendo los valores de la SP en el
punto Xk, yk se puede determinar el punto xk.1, Y1, al precio de evaluar una
vez la funcidn f(x.y) en el punto k.

e Es un método que arranca solo. En efecto, estando el PVI definido por el
punto Xo, Yo es inmediato aplicar las férmulas de recurrencia que definen al

método.

® No es necesario calcular derivadas sucesivas de la funcidn incognita
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68 A continuacion como nuevo ejemplo se resuelve el PVI

% =sen[x, y(x)]
y(5)=5

tomando h=0.25se obtiene la siguiente tabla de valores

Esos puntos definen

tiene:

T T T T
: ST S e TN
1.75F T T U Y Y
F ///////_,\\\
: PSS e DIIIIY
1.5F A A A AN
. A A I SN
1.25 P S SS LS e TS
—~r S S S VA A -
xS S S S S e D
- 7 A -
a ':5/// /////’§/§/
0.75} A VAV A AV A A A AV A 4
C R 4 AT S S
0.5E = - A LSS ST

Un valor menor para h seguramente suaviza la representacion grdfica de la

SP buscada.

una poligonal, aproximacién a la SP buscada.
Superponiendo esa poligonal al campo de direcciones de la EDO en estudio se

0.5 0.5

0.75 0.561851
1. 0.664108
1.25 0.818197
1.5 1.03158
1.75 1.28151
2. 1.47718
2.25 1.52372
2.5 1.453
2.75 1.33514
3. 1.20875
3.25 1.09227
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VI SORPRESAS, LOS NUMEROS DAN SORPRESAS

69 A continuacién se agregan casos que indican que, en ocasiones, las cosas
pueden salir muy mal.

70  Como primer ejemplo se analiza una curva logistica representativa de una
determinada poblacion. Luego de las simplificaciones del caso el modelo
matemdtico del problema es el siguiente:

donde m depende de la poblacién y p(t) denota el nimero de individuos de la
misma en el tiempo t. Obviamente el modelo tiene dos soluciones de equilibrio.
Una p(t) = O carece de interés pues es poblacion nula permanente y otra es una
solucion de equilibrio en p(t)=1 (centenares, miles, decenas de miles, centenas de
miles, millones, etc. ) individuos. A ella debe tender cualquier PVI que se inicie
con y(o) = yo # O pues es la solucion de equilibrio de la poblacién con su entorno.

71  Aplicando a ese modelo el algoritmo de Euler resulta:

dp(t
Por = Py +h%= p. +hmp, (- p,)

p(O) = Po

72  Tomando po = 1.2 y hm = 1 resulta

V 10 20 30 40 50

puede observarse que, luego de una pequefia oscilacidn inicial, la aproximacion es
excelente.
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73  Tomando ahora mh=2.7 resulta (notar que este valor puede ser el
resultado de un valor suficientemente pequefio de h que, junto a otro de m -que
no es elegible pues depende de la poblacién en estudio- da ese valor.

donde los valores oscilan alrededor de p(t)=1 pero aparentando repetir ciclos.

74  Para finalizar con este ejemplo se incluye el comportamiento del modelo
cuando mh=2.645

1 .2.-.'0 . . .. . . ., ] ® . . . ..... .
s . 100 . 200 300 400 500

0-8 B . . " . . ° ° .

0.6F" . i " .

0-4 B . . ° ° ° . ° T . ° * . - ® .

resultado que puede interpretarse como el ingreso al comportamiento caético.
75  En ocasiones es importante analizar el comportamiento de la solucién del

PVI a largo plazo. Eso es sinénimo de estudiar qué ocurre con la SP cuando x (o t)
tienden a infinito.
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76  Por ejemplo la EDO

d)(;—gX) = x(1— xsen(y(x)))

y(0)=1.2

tiene soluciones de equilibrio en x=0 y donde sen(y) = x! . Esta dltima, cuando x
—, tiene la solucién y = O entre otras.

Aplicando el método de Euler con h=0.12 resulta el siguiente
comportamiento.

80000

60000 R
f‘s.

40000 T8
! e

20000 & g -

50 TH0 1o 3%t 2do.
-20000 o %ﬁ? 3 ;?’ i "
¥ K

-40000 2% N E
¢ W
-60000 g

que no tiene nada que ver con la solucién a largo plazo y=0

77  Como Ultima sorpresa se plantea resolver el PVI

{dy—(x) — [y(P

dx
y(0)=-1

78  Aplicando el algoritmo de Euler se obtiene la siguiente aproximacion.

[Cap. VI] 44



Calculo Numérico Capitulo XI - Solucién aproximada de Ecuaciones Diferenciales

-10F
-12.5F

sk

-17.5

79 El problema es que el PVI planteado tiene solucién exacta y esta es

1
X) =
y(x) X1
que tiene una asintota vertical en x=1

100 |

50 F

C 0.2 0.4 0.6 0.8 ] 1 4
-50 F
100}

La quebrada de Euler, directamente pasa por encima de la asintota, ignordndola.

LA MEJOR RECOMENDA’CIéN ES PENSAR MUCHO ANTES DE APLICAR
CIEGAMENTE ALGUN METODO NUMERICO DE SOLUCION DE EDO PVI
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VI METODOS DE RUNGE Y KUTTA

79  Los métodos de Runge y Kutta alcanzan coincidencia con mayor nimero de
términos de la ST sin necesidad de calcular derivadas de orden superior. Para
ello, el precio es un mayor nimero de evaluaciones de la funcidn f(x,y)

80  El planteo es el siguiente. Se considera en primer lugar el desarrollo en ST
hasta los términos en h?:

h2
View =Y+ F 06 YO+ [ 1000 ¥+ 1 v £, (v [ O?)

y se plantea una aproximacion del tipo

Yk = Y + h[a:l. f (X, yo) +a, F (X +bh,y, +b,hf (X, y, ))]

donde los valores a1, az, b1 y b2 deben ser calculados para lograr coincidencia de
valores entre la ST y la expresién planteada como aproximacion. Bien entendido,
con error de truncamiento O(h3)

81  Se desarrolla en ST la expresion

f(x, +bh,y, +b,hf (X, y,)= (X, y.)+bhf (X.,y. )+
b,hf (X, Vi) f, (X, ¥ ) +O(h?)

Reemplazando en la aproximacién planteada, queda:

Ve = Vi +hla, f O, Vi) + 2, (F 06, Yi) +BihE (% v + B0 (6, Vi) F, (% v ]

igualando resulta
2

h 1
a2b2h2f(xk'yk)fy(xk’yk) :? f (X Y ) (XL Y ) = asb, :E

half(xk’yk)+ha2f(xk’y|§)=hf(xk’yk):>a1+ai=1

h
a2b1h2 fx(xk’ yk) :7 fX(Xk, yk) — a2b1 :E
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82  Endefinitiva, el sistema a resolver es el siguiente

a +a, =1

N

aZbl — A

|

en el que hay tres ecuaciones y cuatro variables. Eso indica que se puede elegir
arbitrariamente una de ellas y, a partir de esa eleccién, encontrar el valor de las
restantes.

VII RUNGE KUTTA - PUNTO MEDIO O(h3)

83  Dos casos son tipicos. El primero, denominado "punto medio" parte de
elegir a1 = 0, con lo cual a2 = 1, b1 = 1/2 y bz = 1/2 con lo que resulta la siguiente
expresion de recurrencia

X1 =X, +h

1 1
Yk = Yk +hf|:xk +§h’yk +§hf(xk’yk):|

~

84  Obsérvese que el argumento de la funcién f estd fomado en el punto medio
del intervalo [X«k , Xk-1] y que su valor mide la pendiente de la tangente geométrica
en el punto medio de dicho intervalo. La proyeccién con esa pendiente desde el
punto Xk, yk hasta la vertical por xk.1 da la ordenada y«.1, como se esquematiza en
el siguiente grdfico:
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(xk+h/2, yk+ h/Zf(Xk,Yk)

yk+hf(xk+h/2,Yk"’h/Zf(Xk,Yk))

Tk

Xk, Yk

v

85 A continuacion se agrega un ejemplo. Se busca la SP del PVI

El cdlculo se efectida para h=.5; .25; .125 y .0625 obteniéndose las siguientes
poligonales de aproximacion a la SP buscada
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estas poligonales, superpuestas al campo de direcciones dan

[

N X _xX © < <
N :o% I ¢ Cbu 0B - b
\ NN YN N X N e =
0.9 NN\ N N N Y Y e =T
" NN N N R = s
X X N S
NN S

0.8 X N X S\ < D Y -
X N NN N\« = - - -~
NN N YN - =~ =~ =~ = = ol
0.7 < < Ny < < N - - - > ' ’d >
. -« W W e o~ - E R N 4
€« W w - = = >~ 7 S
€« w w w w o= >y~
0.6 = Sa Sa N A - - ” /

Este tipo de grdficos permite apreciar "la bondad del ajuste" vy,
consecuentemente el h que se adopte.

VIII RUNGE KUTTA PROMEDIO O(h3)
86  Otra eleccion, entre las infinitas posibles, es tfomar bz=1 con lo cual
a1=a2=1/2 y bi=1. Reemplazando queda:
1 1
Yiia = Yk +§hf (Xk’yk)+§hf [Xk +h,y, +hf(xk’yk)]:

:h{f(xk,yk)+ f[xk+h,yk+hf(xk,yk)]}
2

donde resulta claro que se promedian pendientes obtenidas en ambos extremos
del intervalo considerado. No es dificil reconocer el método de integracion de los
trapecios en esta expresion

87  El siguiente grdfico ilustra lo dicho.
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Xk, Yk

v

La secuencia de pasos a dar para pasar de un punto al sucesivo es:

e Se calcula la pendiente en el punto xk, yk evaluando f(xk, yk). Punto 1

e Con esa pendiente se obtiene el punto 2 cuyas coordenadas son Xk« = Xk
+h e yki1=yk+ h f(xk, yk)

e Se calcula la pendiente en el punto 2 evaluando f [xk + h, yk + h f(xk,
yK)1

e Se calcula el promedio {f(xk, y)* f [xk + h, yx + h f(xk, y)1} / 2.

e Con esa pendiente promedio, se traza por el punto 1 una recta hasta
cortar a la vertical por xw1. Se obtiene el punto 3, punto tfomado como
solucién del problema.

88 Como ejemplo se resuelve para distintos valores del paso de cdlculo h el
PVI

dy(x) _
dx
y(0)=1

x* = y(x)*

con h= 0.25 se tiene
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0 1
0.25 0.8125
0.5 0.714083
0.75 0.699239
1. 0.76906
con h=0.125
0 1
0.125 0.890625
0.25 0.806587
0.375 0.745033
0.5 0.70472
0.625 0.685336
0.75 0.687036
0.875 0.710063
1. 0.754423

89  Con esos valores se obtienen las siguientes poligonales:
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90 Estas poligonales de aproximacidn, superpuestas al correspondiente campo
de direcciones permiten apreciar lo siguiente:

[Isy

AN AV AV o 4 ¢

¢

x
X
Y
N
N

- _— > > -

(VA A A V4

- > = - >

- - = >

Friderr

R S

NN NNEY /44
NN NNy S

- - . - > - = -

NNN NN N Y

- - - - A > -

de lo que se infiere que la primera (h=0.25) si bien "sigue" al campo, su
aproximacion no es tan buena como la restante.

91  Notese que tanto el método del punto medio como el método del promedio
son métodos con error de truncamiento del orden de h3, es decir son métodos
que coinciden con el desarrollo en ST hasta los términos de segundo grado en h.
Ambos requieren dos evaluaciones de la funcién f(x, y) que interviene en la
definicién del PVI, sin necesidad de evaluar derivadas de orden superior.

92  Como hecho curioso que no ha podido ser aclarado, cabe mencionar que la
totalidad de los textos de Cdlculo Numérico consultados denominan al método
Promedio como Método de Heun, excepto Andlisis Numérico de Richard L.
Bourden y J. Douglas Faires, autores que denominan de esta forma al método en
el cual a1=1/4 , a2 = 3/4, b1 =2h/3 y bz = 2h/3 con lo cual, para estos autores, el
método de Heun seria el dado por la siguiente expresién de recurrencia:

X =X +h

h 2 2
Yiia = Yk +Z{f(xk'yk)+3f|:xk +§h, Y« +§hf(xk, yk):l}

X METODO DE RUNGE KUTTA DE CUARTO ORDEN O(h%)
93  Resulta obvio que pueden plantearse otras aproximaciones a los desarrollos

en ST que alcancen una mayor coincidencia con la misma. Si el planteo se efectia
para que exista coincidencia con la ST hasta los términos en h* puede escribirse:
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y(x + h) = y(x)+ h(ak, + bk, + ck; + dk, )+ O(h®)
k, = f(X,y)

k, = f(X+mh,y +mk,)

k, = f(x+nh,y +nk,)

k, = f(xX+ ph,y + pkj;)

94  Efectuando los correspondientes desarrollos e igualando se obtiene,
después de un muy pesado trabajo algebraico, un sistema de ocho ecuaciones con
siete incognitas (recordar que en el caso anterior se obtenia un sistema de tres
ecuaciones con cuatro incégnitas) lo que da una cierta flexibilidad para elegir
distintas combinaciones de valores. Una de ellas, que se incluye a continuacién, es
el cldsico y popular método de Runge y Kutta de cuarto grado ( llamado habitual y
simplemente "método de Runge y Kutta"), el de Gill que minimiza el uso de
memoria, el de Ralston que minimiza la cota de error, entre los infinitos posibles.

95 El "método de Runge y Kutta" toma m=n=1/2, a=d= 1/6 y b=c= 1/3 con lo
cual las expresiones de recurrencia para este método son:

k, = f(xk’yk)
h h
k2 - f[Xk +E,yk +§k1j
h h
k3 = f(xk +§’yk +§k2j
k, = f(x, +h,y, +hk;)

h
Y = Yx +g(k1 + 2k, + 2Kk, +k4)
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96  Geométricamente, los valores ki, i=1,2,3,4 son pendientes. El factor
(ki+2ka+2k3+ks)/6 representa un promedio ponderado de pendientes tfomadas en
distintos puntos del intervalo [xk,xk+h]

Yk

Xk xk+h/2 Xk + h

97 A continuacion se incluyen ejemplos de EDO PVI resueltos con el método
de Runge Kutta. El primero de ellos es la bisqueda de la SP del EDO PVI

Aplicando el algoritmo de Runge Kutta para h=0.4 se obtiene la siguiente tabla de
valores

-1 0

-0.6 0.249905
- 0.2 0.287641
0.2 0.262765
0.6 0.302317
1. 0.502605

y la siguiente quebrada de aproximacion
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Afinando el paso de cdlculo a h=0.2 se obtiene la siguiente tabla

O O O O

g O O O O =

O o DN

1.
cuya representacion grdfica es la siguiente:

.55112 1017

.160712
.250344
.286195
.288134

.274887
.26316
.26793
.30264
.378526
.50283

N B Oy ©

O O O O O O OO o o o

0.5}

bastante parecida a la anterior pero mucho mads "suave".
Superponiendo ambas poligonales al campo de direcciones del PVI dado se

tiene:
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Puede apreciarse la aproximacion de ambas, particularmente la
correspondiente a la poligonal obtenida con h=.2

98  El segundo es la solucién del EDO PVI

dy() _ oy *
Zj—x—sen[x y(x)]

y(8)=6

Un primer cdlculo con h= 0.5 produce la siguiente tabla de valores

0.8 0.6
1.3 0.951948
1.8 1.396
2.3 1.45683
2.8 1.27738
3.3 1.07131
y la siguiente quebrada de aproximacién
1.4}
1.2}
1.5 2 2.5 3
0.8
/

Calculando nuevamente con h=.1 resulta la siguiente tabla de valores
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o0

.6
.650642
.710835
.781314
.862244
.952707
.05011
.14981
.24542
.33007
.39813
.44655
.47506
.48544
.48052
.46339
.43695
.4037
.36569
.32462
.28183
.23839
.19513
.1527
.11157

o)

O 0 J o O b Wi

O 0 J o O b Wik

W ww NN+ PP RPrPERERERERPRERPRERPRERER OO
'_l

PR R RPRPRPRPRERRERRPRRPRPRPRPRPERERREREREREOOOCOODO

N

y la siguiente poligonal de aproximacién

superponiendo esas grdficas con el campo de direcciones queda
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XI NOTAS SOBRE ERRORES

99  Como ya ha sido dicho, resulta de la mayor importancia estimar de alguna
manera el error luego de un nimero determinado de pasos de cdlculo, error que
se denomina error acumulado &k(h). Se recuerda una vez mds que los métodos de
Runge y Kutta (el de Euler entre ellos) tienen un error de truncamiento O(h")
dado por la parte de la ST despreciada en cada caso. El método de Euler tiene un
error de truncamiento O(h?) de orden h?, el método del punto medio y el del
promedio tienen un error de truncamiento O(h3) de orden h® y el cldsico
método de Runge y Kutta tiene un error de truncamiento O(h%) de orden h®.

100 El problema es que ese error de truncamiento O(h") por algin oscuro
trayecto dentro del algoritmo se propaga y eventualmente potencia a través de
los sucesivos pasos de cdlculo, cada uno de los cuales aporta también su propio
error de truncamiento al problema y, mientras ese error acumulado se
mantenga dentro de lo aceptable podrd continuarse hacia adelante pero, si se
hace inaceptable, habrad que repetir cdlculos con otro valor del paso h.

101 Resulta enfonces de real importancia poder estimar el error acumulado
para tomar las decisiones que correspondan en lo relativo al paso de cdlculo h.
Para el método de Euler ya se ha demostrado que este error acumulado es de
orden de h (Punto V, pdrrafos 58 Y 59 ). Siendo el error de truncamiento causa
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fundamental para dicho error, resulta necesario estimarlo de la mejor forma
posible.

102 Una forma de hacerlo es considerar el desarrollo en ST alrededor de xk y
considerarlo compuesto por dos partes. La primera es la que se toma como
aproximacion al valor yk:1 y la segunda es el resto que genera el error de
truncamiento .

y(x, +h) = Zy(l)(Xk) h = zy(')(xk) hi+ z y(l)( k)h. S (Xk,h)+ Rn(xk’h)

i=n+1

103  Por lo expuesto sera

Sy ) YT (v eh)

T = Rl )= Z—k (n+1)y

i=n+1 i!

y entonces, el error acumulado en su peor caso serd

hn+1 k=N n+l

= ;Ti = z Ri (Xi ) h) :Z% h+L — (n +1)' Z y(n+1) (Xk + 31) ( h+ 1)' y(n+1) (C)

y. en definitiva recordando que h=(b-a)/N resulta finalmente

(b-a)y"? ()., "
é = D) h" = Kh" = O(h")

que indica que, en regla general, el error acumulado es infinitésimo un orden
menor que el error de truncamiento.

105 En el cldsico método de Runge y Kutta el error de truncamiento puede

estimarse utilizando la expresion dada por Collatz en Numerische Behandlung von
Differential Gleichungen (MacCraken - Dorn dixit) computando

lk; —kq|
k — k|
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y, si este valor resulta superior "a algunos cientos" corresponde hacer una
disminucion de h. No se aclara el significado de algunos cientos

106 Otra forma de estimar el error de truncamiento en los métodos de Runge
y Kutta es suponer suficientemente uniforme la derivada que figura en el primer
término despreciado de la ST con lo cual O(hP) = K hP. Entonces, suponiendo que
Yk es el verdadero valor de la SP en xk y que yk es el valor aproximado calculado
con un paso de cdlculo h. Entonces:

Y, =vy." +Kh"

h p
Y, =y 2+ K(gj

restando y despejando resulta como estimacion del error de truncamiento

p_ h
Kh = 22p 1[yk‘2) - yk‘“)}

107 Debe notarse que esta estimacidn se logra a costa de un enorme trabajo
pues hay que resolver dos veces en forma aproximada el PVI para llegar a tener
una estimacion grosera del error de truncamiento y, por supuesto, ninguna sobre
el error acumulado que es el que en definitiva interesa y que permite ajustar el
valor de h.

108 Sin embargo, debe estar claro que disminuir h a la mitad reduce

significativamente el error acumulado. Por ejemplo en el método de Runge Kutta
de cuarto orden se tendra

£My = Kh*

h 4 4 (h)
B, K(n) _Kh_ gt
2 16 16

lo que indica que el error acumulado en b es dieciséis veces menor que el que
resulta del cdlculo con paso h
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XII ESTIMACION DE h

109 Para poder estimar valores de h aptos para el PVI en estudio y su eventual
modificacién durante el cdlculo, necesariamente hay que efectuar un doble
trabajo de cdlculo aproximando la SP mediante dos series de valores (xk,yk)

110  Resulta necesario introducir un nuevo error, relativo este a la precision
con que se ajustan pendientes en la aproximacién. Obsérvese que tanto el error
de truncamiento como el error acumulado se obtienen como diferencias o cotas
de diferencias de ordenadas entre la solucion verdadera Yk y su aproximacion yk
en el punto xk, mientras que este ahora introducido se obtiene como diferencia
de pendientes.

111  Este error, que se denominard error local de rumbo se define mediante la
siguiente expresion

Pk+1:yk+1—h_yk_f(xk’)’k)

112 Segun esta definicion, el método de Euler tiene un error local de rumbo
dado por

2 3

h 14 h m
7)’ (Xk)+Fy (X )+ ...
h

e
P k+l =

que evidentemente es infinitésimo de orden h.

113 Por su parte, el método de Runge y Kutta promedio tiene un error local de
rumbo de

h
Z{f(xkak)"' f[xk +h,y, +hf(xk’yk)]}_yk

ppk+1: h _f(xk’yk)

recordando que el método de Runge y Kutta promedio tiene un error de
truncamiento O(h 3) resulta:

3 4

h m h nn
— X, )+ — X, )+...
6 y" (%) 24y (%)

h

ppk+l =
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y, de esta Ultima queda claro que el error local de rumbo es infinitésimo de
orden h? para este método.

114  Se supone ahora calculada la solucion aproximada del PVI dado mediante el
método de Euler y el método de Runge Kutta promedio. Las correspondientes
ordenadas se denominan y©® e y®. Como siempre, Y denota la solucién exacta.
Nétese que son necesarios dos cdlculos llevados en paralelo.

115  El error &x.1 en el método de Euler es

§k+1 = Yk+l - yk+1(e) = Yk+1 - [yk(E) + hf (Xk ) yk(e) )] = hpk+1(e)

de donde

pk+1(e) = %(qu - yk+l(e) ) = %(Ykﬂ - Yk+1(p))+ %(qu(p) - yk+1(e))

pero el primer término de la expresién anterior es O(h?) y el segundo es O(h)
razon por la cual puede suponerse que

<1

(e) (p) (e)
Pra1 ® h (yk+1 ~ Yva )

es término dominante para la estimacién de error local de rumbo

116  En general el error local de rumbo de un método de orden n puede
estimarse conociendo las aproximaciones calculadas por dicho método y por otro
de mejor aproximacion.

<1

pk+1(n) ~ h (yk+1(n+1) - yk+1(n)): O(hn)

donde los superindices indican los dos métodos antes mencionados.
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117 Si se dispone de esas dos series de valores aproximados y se introduce un
pardmetro s que afecta al paso h puede establecerse

n n 1 n+ n
o) = " = (31" =y,..")

s
h

(n+1)

pk+1[K(Sh)n]: xs"h" = (yk+1 - Yk+1(n))< €

de donde, siendo & la tolerancia asumida como aceptable

gh

(n+1) (n)

yk+l - yk+l

XIII METODO DE RUNGE KUTTA FEHLBERG

118 El método de Runge Kutta Fehlberg utiliza un método de Runge Kutta de
orden cuatro para estimar una serie de aproximaciones y simultdneamente otro
de orden cinco para estimar una serie de mejores aproximaciones. La ventaja que
tiene es que solamente (1) requiere la evaluacion de la funcion f seis veces en
lugar de las diez o mds que requieren otras combinaciones. En base a estas dos
series de aproximaciones puede estimarse el paso de cdlculo h mediante el
pardmetro s calculado por la expresion dada en el parrafo anterior. Debe tenerse
en cuenta que en ocasiones el trabajo extra de cdlculo queda compensado por un
mayor valor de h que mantiene acotado el error y que hace progresar mds rdpido
el cdlculo.

119  El método de Runge Kutta Fehlberg requiere calcular, en cada paso

k1 = hf(xkvyk)

h k
k,=hf| x. +—,y, +—
2 k 4 yk 4j

3h 3k, 9k

Ky =hf| X +—, Yy +——+—=2=

3 k 8 yk 32 32 j

k, = hf| x, +%, . + 1932k, B 7200k, N 7296k3j
2197 2197 2197

13
k= hf[x +hy, + 431K, 8k, + 3680k, 845k4j

216 513 4104
Bk gy 354k, 1850k, 1lk,
27 2565 4104 40

h
ks = hf xk+E,yk
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y luego calcular dos aproximaciones

y Oy, 16k 6656k 28561, Ok 2K
135 ' 12825 56430 50 55

25k, 1408k, 2197k, K

y(‘”m = y“"k +
216 2565 4104 5

120 Con estos dos valores se calcula s para un & adoptado como tolerancia

&h

(5)
yk 1 yk +1

s<

(4)

y se continua o modifica h segln sea el resultado.
XIV METODOS DE VARIOS PASOS

121  Los métodos vistos hasta ahora parten del punto de coordenadas conocidas

Xk, Yk Y mediante distintas expresiones permiten obtener las coordenadas del
punto Xk«1, Ykst .

121 En ese sentido se comportan como si entre las verticales por xk y Xk«
tuviesen todas las opciones posibles para la ubicacion de la ordenada yks1.

zona donde puede quedar
determinado el punto xk.1,
yk-1 por aplicacion de métodos
de un paso.

Yk

0
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123  Sin embargo, si el método en uso ya ha arrancado y se dispone de un
conjunto de puntos que pertenecen a la SP buscada, las opciones se reducen dado
que, en un paso cualquiera de xk a xk:1= Xk + h si bien es posible, es muy poco
probable un salto brusco de la funcién incognita hacia valores poco coherentes
con la secuencia ya encontrada.

124  En otras palabras, los valores ya encontrados definen una curva suave que
estimativamente permite predecir el valor de ordenada que alcanzard al
avanzarse hasta xx.1. En otro campo, se podria decir que la historia y el presente
condicionan el futuro posible, pero esto no entra dentro del Cdlculo Numérico.

125 El siguiente grdfico ilustra lo dicho

zona donde la "historia" de la

funcion permite apreciar que

estard el punto Xi.1, Yke1 e
-4

126 Existen dos métodos para aprovechar esta circunstancia. Primero los
denominados explicitos y segundo los implicitos y, entre estos, los muy eficaces
llamados predictor corrector.

XV METODOS EXPLICITOS
127 Los métodos explicitos utilizan los puntos cuyas coordenadas han sido

calculadas con anterioridad para encontrar un polinomio de interpolacion que
permita efectuar el siguiente cdlculo.
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128 Sea dado el PVI

Y _ g

dx
Y(Xo) =Y

entonces, para pasar de un punto k a otro k+1 corresponde calcular

ka“ dy(x) = J‘::” f[x, y(x)Jdx

Yk

de donde

Ve = Y+ [ £l y()lx

pero como y(x) no se conoce (es la SP buscada) lo que se hace es aproximarla
mediante un polinomio aproximante que involucre una cantidad determinada de
puntos previos.

129 El grado de este polinomio dependerd del nimero de puntos previos
considerados, los que nhecesariamente deberdn ser hallados mediante algin
método de un paso.

130 El mds sencillo de todos es el que corresponde a un polinomio de primer

grado, es decir una recta determinada por los puntos Py Q de coordenadas
{xk-1, F[Xk-1,y(xk-1)1 } ¥ { x«, f[XK,y(xk)]} como se indica en el siguiente grdafico.

| fIx,y(3)]

v

Xk-1 Xk Xk+1
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131 Debe observarse especialmente que el grdafico anterior no representa
puntos sucesivos de la SP buscada. Sus ordenadas son valores de la funcién f
evaluados en los puntos xk1 , Xk los que, por razones de brevedad de escritura
serdn indicados fk-1, fk. La recta por ellos definida tiene por ecuacidn

X=X _ Y-t
X = X fk - fk—l

y de esta lltima

f — f
y= %(X_ X))+ fa

132  Volviendo a la integral del parrafo 118 se tendra

f _f Xk+1 Xk+l
Yior = Vi +— h kil_[ (X=X )dx+ f_, dx =

=Yt

fo—f Xy — %) (X =% _,)?
ey (szl) (% Zkl)}f“h

133 Recordando que xx1 = Xk + h resulta finalmente la siguiente expresion,
denominada de Adams Bashforth de orden dos porque para iniciar su aplicacién
se requieren dos puntos iniciales y(xo) = yo e y(x1) calculado con alguno de los
métodos de un paso vistos.

h
Yiir = Vi +E[3f (kaYk)_ f(Xk—l’ yk—l)]

134 Se aplica como ejemplo este sencillo algoritmo al PVI

dy(x)
2=y
y(0)=1

Se adopta h=0.1y se calcula por EULER y(0.1) =1+ 0.1 x 1 = 1.1. Desde este punto
en adelante se construye fdcilmente la siguiente tabla
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x Y
0.0 1
0.1 1.1
0.2 1215
03 1.34225
0.4 1482837
05 1638101
0.6 1.801918
0.7 1.982109
0.8 2180320
0.9 2.408262
10 2.649088

135 De la misma forma pero mediante procedimientos mucho mds laboriosos se
obtienen las expresiones de Adams Bashforth de tres, cuatro y cinco pasos.

ADAMS- PUNTOS
BASHFORTH | REQUERIDOS EXPRESION ERROR
PASOS
DOS Y(Xo0)=Yo Y(X1)=Y: YiazYier h/2(3fk - i) 5/12y3h?
TRES YO0 YOOV |y ovi v h/12(23Fi-16fir+Bfiz) |
y(x2)= y2
CUATRO YO0 YOXVi |y iovie h/24 (55fi-59f1+37 |25V 72
y(x2)=y2 y(x3)=ys fk—2‘9fk—3)
CINCO Y(Xo)=Yo Y(X1)=Y1 Yk+1:Yk+h/720 (1901 - 2774 95/288Y©®
(x2)=y2 y(x3)=ys h®
Vocr T | frr2616fica-1274fic3+25 fice

[Cap. VI] 68




Calculo Numérico Capitulo XI - Solucién aproximada de Ecuaciones Diferenciales

136 El error consignado en la cuarta columna se obtiene integrando el término
complementario del polinomio interpolante determinado por los puntos
precedentes correspondientes a cada uno de los casos.

137 Como ejemplo se resuelve el PVI

YO _ sz iy
praaR ¢

y(=2)=.7

aplicando el método de Adams Bashforth de dos y tres pasos. Los resultados son
los siguientes:

138 Tabla de valores para h= .1y valores iniciales por Euler punto medio
-0.7

-0.34726
.000651546
.324652
.603112
.822737
.980048
.08
.13236
.14814
.13731
.10797
.06621
.01653
.962194
.905613
.848599
. 792587
.738768
.68819
.641829
.600635
.565559
.537573
.517675
.506876
.506184
.516561
.538878
.573839
.62191
.683233
. 757552
.844163
.941902
.04918
.16411
.28459
.40857
.53417
.6598

R N W 0oy 1 0o

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '
OO0 OO oo ooo0ooOoOrFr HFEFFRPFRPFEFRERREREREREDN
N Wb 0oy J 0 W

=

.38378 ° 10°1°

O 00 J o U W N

O 00 J o U b W N
PR RPRPRPRPRPOOOOCOCOOCOOCOODOO0ODOCDOD OCOLDODOCODOOHRFRRFRERPERFRREREREOOOOO

NP RPRPRPRERRPRPRPRPRPRPRERRPRRPRPROOOOCOOOOOO
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139 La representacion grdfica es la siguiente:

140 Aplicando ahora el método de Adams Bashforth de tres pasos se obtiene
-2 -0.7
-0.34726
0.00799565
.293987
.574345
.797357
.958779
.06285
.11889
L1377
.12926
.10174
.06136
.01271
.95915
.903153
.846585
.790914
.73736
.68699
.640794
.599733
.564765
.536869
.517046
.506312
.505677
.516106
.53847
.573475
.621587
.68295
.757308
.843957
.94173
.04904
.164
.28451
.40851
.53412
.65977

N W s 0oy - 0 w0

'
O 0O 000000 ORRERERERRE R BB B P

O 00 J o U b W N
P P P PP PO OO0 000000000000 oo FERFRFRFFP Oooo o

NP, PP RPRPRPRPRRPRRPRPRRPRPRPRPOOOOOOOOOO
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141 La representacién grdfica de esta poligonal superpuesta al campo de
direcciones es la siguiente:

t Y HErae—

\ t/FFAa

[ \\\\\\&v\\\\\\\\r
A Y NN NNNNNIN N Y]
O Y YNYRYNY F PR
CF P UNNNANNNYNY RS
A Y NN NNNNNN NN T
RN NN NN O O S S

AP YN N N PNy

L S I B B N B U B

LA A I B
PO A A A |
Ao £ Kbt
K KA
P N BN N A |

XVI METODOS IMPLICITOS
142 Los métodos implicitos permiten determinar la ordenada yk.1 buscada
extendiendo el polinomio de interpolacion hasta el punto de coordenadas Xk:1, yk+1

para luego efectuar la integracién consignada en pdrrafo 128 previo.

143 Naturalmente la ordenada yk.1 buscada aparece en ambos miembros de la
expresion resultante, hecho que justifica el nombre asignado a estos métodos.

144 Los mds comunes son los siguientes

Adams - Moulton de tres pasos

h
Yiir = Yk +E[5f (Xk+l’ yk+1)+8 f (Xk ' Yi )_ f (Xk—l’ Yia )]

con un error de

1 3
_1 h
o (1)

Adams Moulton de cuatro pasos
h
Yer = Y F Z[g f (X0 Yk+1)+19 f (Xk . Yk)_ Sf (Xk—l’ yk—1)+ f (Xk—Z’ Y2 )]

con un error de

19 o v
_ 2 h
gV (1)
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Adams Moulton de cinco pasos
h
yk+l = yk + 7_20[251f (Xk+1' yk+l)+ 646 f (Xk’ yk)_ 264 f (kal' yk71)+106 f (Xk72’ ykfz)_lg f (Xk73’ yk73)]

con un error de

3 5
__° h
260" (u)

145 Obsérvese que, como ya se ha dicho, los primeros términos de las
expresiones entre corchetes contienen la ordenada incégnita yk.1. Para
encontrarla se debe aplicar algin método iterativo (supuesta su convergencia) o,
si la expresion de f lo permite, puede despejarse este valor en funcién de los
restantes componentes de la misma y efectuar las operaciones resultantes.

146 Como ejemplo de lo expresado se aplica a continuacién el método de
Adams - Moulton de tres pasos para resolver el PVI

% = f[x, y(x)]=sen[x, y(x)]
y(-7)=12

Para ello se toma h= 0.2 y se calculan x1, y1 y X2, y2 utilizando el método de Euler
con lo que se obtienen los tres puntos necesarios para iniciar la aplicacién de este
método mediante la expresion de recurrencia

h
Yier = Yk +E[5f (Xk+1' yk+l)+8 f (Xk Y )_ f (Xk—l’ yk—l)]

siendo, como siempre, Xk«1 = Xk + h.
147 Una vez obtenidos esos tres valores, se itera cinco veces sobre el valor y2

estimando que se trata de un nimero de ciclos suficientes para el problema dado.
En base a esas consideraciones se obtiene la siguiente tabla de valores:
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O OO OO R PP FEFREPEEPDNDMNDNDDNDDNDDNDDT

W hNhNDNMDdDDNDNEPE R P RPRE PR OO O OO

.94159
. 74159
.54159
.34159
.14159
.94159
. 74159
.54159
.34159
.14159
.941593
. 741593
.541593
.341593
.141593
.0584073
.258407
.458407
.658407
.858407
.05841
.25841
.45841
.65841
.85841
.05841
.25841
.45841
.65841
.85841
.05841

cuya representacion grdfica es

P PP P EPEPDNDDNDNDNDDNDNNMNNDNNMNNNERERPREFERERPNDNDNDMNDMNMDMNDMNDMNNNRERERARRRREBRE
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.31756
.46035
.61934
.78918
.96377
.13631
.29752
.43204
.51471
.51345
.40994
.22926
.0348

.88249
. 79644
.78153
.83768
.96216
.14119
.33536
.48099
.52828
.47693
.35907
.2056

.03594
.8612

.68866
.52446
.37421
.24205
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148 Superponiendo este grdfico con el campo de direcciones se tiene:
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que permite apreciar una buena aproximacion a la solucién del problema
planteado.

XVII METODOS DEL PREDICTOR CORRECTOR

149 Los métodos implicitos se utilizan generalmente en combinacién con
métodos explicitos que permiten una primera estimacion del valor buscado. Con
este valor como valor inicial se puede efectuar un proceso iterativo para hallar la
ordenada buscada. El método explicito se denomina “predictor" y el implicito
siguiente "corrector". Ambos operan en conjunto.

150 Un predictor elemental, pero suficiente para explicar el método, foma en

cuenta los puntos de coordenadas (xk-1, yk-1 ) Y (X«, yk), para obtener yk.1© donde
el superindice (0) corresponde al valor de yk:1 predicho.

yQu1 =y, , +2hf(x,,y,)

151 Esa expresion corresponde a la siguiente interpretacion grdfica

/ Yk*l(o)

v

Xk-1 Xk Xk+1
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152  Con esa primera aproximacion a yk:1 se establece el método implicito

yk+1(i) =Y +g[f (Xk+l’ Yk+1(i71))+ f(xk’yk )]

y se plantean varias preguntas. Una de ellas es si el proceso resulta convergente.
Otra, es el error de truncamiento resultante.

153  Se analiza a continuacién la convergencia del método. Para ello se escribe

(i+1) _

Yis = Yk +2[f (ka yk+1(i))+ f (Xk’ Yy )]

Yk+1(i) = Yk +g[f (ka yk+1(i_l))+ f(Xk’ Yk )]

(i+1)

i h i i—!
Via = Vi = E[f (Xk+11 Vit ))_ f (Xk+11 Vit )]
Si la funcién f cumple las condiciones del TEU se puede escribir

(i+1)

(i )]= hof (Xk+1'ﬂ)(yk Oy l(ifl))
5 . .

- Yk+1(i) = g[f (Xk+1’ yk+1(i))_ f (ka Y oy

yk +1

y llamando M a una cota de la derivada se tiene

(i+1) (i-1)

i Mh i
yk+l - yk+l( )‘ < 7‘yk+l( = yk+l

Aplicando el mismo razonamiento a la diferencia obrante en el segundo
miembro resulta

i+ i Mh )\’ i i-
yk+1( Y- yk+1( )‘ < (7} ‘yk+1( Y- yk+1( 2

Continuando con el procedimiento se llega finalmente a

i+ i Mh i
yk+l( Y- yk+1( )‘ < [7] ‘yk+1(l) - yk+l(0)
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154 Mediante esta dltima desigualdad se puede analizar la convergencia de los
valores y®. En efecto

- (i+1) 0]
.Ilm Vi Y |5 0
1—>00

si se cumple que

Mh

dado que yk1® - yk1©® es una constante obtenida como diferencia entre el primer
valor corregido y el predicho.

155 Ademds la condicion de convergencia obtenida brinda una primera
estimacion de h conociendo la cota M de la derivada de la funcién f con respecto
ay en el intervalo de integracion del PVI considerado.

h<£
M

Esta estimacién no es posible en los métodos de un paso vistos en los
puntos anteriores.

156 Una advertencia es fundamental. Con un valor de h calculado segin la
expresién anterior o menor, la sucesién {y®.1 } es convergente, pero nada dice
que sea convergente hacia el valor correspondiente a la solucién del PVI en ese
punto. La diferencia, nuevamente, es el error de ftruncamiento el cual se trata a
continuacidn.

157 En lo que respecta al error de fruncamiento corresponde analizar el del
predictor y el del corrector antes de arribar a alguna conclusion. Se comienza
con el del predictor.

Y1 =y, +2hf(x,,Y,)

efectuando desarrollos en ST para yk:1 e yk-1. Resulta

()

v o Yepy Yipe
yk+l_yk+l|h+2!h + 3

o Ven Ve Y1)
T h
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158 Restando miembro a miembro se obtiene

3

! h m m
Yier — Y = 2%h +§[y (ll'll)_'_ y (,Uz)]

Suponiendo aceptablemente constante a la derivada tercera en el intervalo
considerado, se tendrad finalmente, recordando que y'= f(x,y)

3

h m
Yier = Vi + 2hf (Xk! yk)+ 3 y (/U)

159 De donde se deduce que el error de truncamiento del predictor es

160 El error de truncamiento del corrector es (ver CAPITULO Integracion
Aproximada) teniendo cuidado con el orden de las derivadas

dado que se ha utilizado como corrector una férmula que corresponde a la
integracién aproximada mediante el método de los trapecios.

161  Suponiendo como hasta ahora se ha hecho que Y representa "verdadero
valor" de la solucién, puede escribirse

3

Yk+1 — y(O)k+1 +%y/r!(ﬂ)

3

i h "
Yeu = Yea =5 ¥"(e)

162 Restando y considerando nuevamente aceptablemente constante la
derivada tercera en el intervalo en estudio, resulta

3 3

y(i)k+l - y(o)k+1 = h_ y"'(€)+ h_

5
m _ - h3 m
5 y" () y"(s)

3 12 [Cap. VI] 77
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y de esta Ultima, el error de truncamiento del corrector resulta

h3
(0) o ym(g)

_Lie,
Tc y k+1 y 12

5

k+1‘ =

163 Esta Ultima expresidon debe ser destacada especialmente. Ella da el error
de truncamiento del corrector sin necesidad de ningin cdlculo extra.
Sencillamente la diferencia entre el valor calculado en el paso "i" y el predicho
permite esa evaluacién. En otras palabras, el método de prediccion correccién
brinda en forma automatica a lo largo del proceso de cdlculo informacion sobre el
valor del error de truncamiento sin necesidad de otro cdlculo que el requerido
por el propio método.

164 Naturalmente esta propiedad se utiliza para controlar sin mayor esfuerzo
de cdlculo dicho error, aumentando el paso de cdlculo h cuando el error sea muy
chico o disminuyendo su valor cuando se supere la tolerancia fijada para el error.
No todo es gratis. Como ya se ha dicho este tipo de métodos nho arrancan solos
dado que son necesarios varios puntos aparte del inicial del PVI . Cada vez que se
cambia el paso de cdlculo h hay que recalcular las coordenadas de esos nuevos
puntos por métodos de un paso para reiniciar el procedimiento predictor
corrector. Por supuesto debe haber coherencia entre los errores de uno y otro
método.

165 A continuacion se incluyen las expresiones correspondientes a los métodos
del predictor corrector de Adams Moulton y de Milne Simpson para el PVI

y'=f(x.y), y(x0)=yo

yPa =y, + %(55 f—59f, , +37f_,-9f _,)

: h
y(l)k+1 = Yk "‘ﬂ(g fi, +19f, —5f  + fk-z)

y Oy = Yozt %(2 fo—fa+2 fk—Z)

, h
y Vi = Yia Tt E( fyq +4f + fk—l)
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161 El lector interesado puede buscar en la bibliografia y seguramente
encontrard otros pares de expresiones predictor corrector con ventajas y
desventajas relativas entre cada una de ellos.

159  En resumen, los métodos de varios pasos

e Tienen en cuenta la "historia" de la funcion. Esta informacion esta disponible
a costo nulo.

® No arrancan solos, siendo necesario aplicar métodos de un paso para obtener
los puntos necesarios para aplicar el método seleccionado.

e En el caso de utilizarse un método predictor corrector la obtencién del error
de fruncamiento es inmediata. En base al mismo puede cambiarse el paso de
cdlculo h. Lamentablemente, deben hacerse arrancar de nuevo en cada cambio
de paso.

e Los métodos implicitos, cuando no es posible despejar la ordenada incégnita,
requieren iteraciones. También requieren iteraciones las expresiones
correctoras en los métodos del predictor corrector. La bibliografia indica que
existe una "fuerte evidencia empirica" para que dos iteraciones sean
aceptables.

XVIIT SISTEMAS DE EDO PVI (SEDO)

160 Una cantidad de fendomenos naturales o antropogénicos se modela
matemdticamente mediante sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden. Ademds, las EDO de orden superior se pueden reducir a sistemas
de EDO de primer orden. Claramente esto indica que los sistemas deben ser
tratados por métodos numéricos especificos para resolverlos dado que la mayoria
de los que se presentan en la prdctica no tienen solucion analitica.

161 De la misma forma que para las EDO, los SEDO admiten un tratamiento
grdfico y otro analitico. El grdfico brinda muy buena informacion sobre el
comportamiento de las soluciones del sistema dado que, aparte de ellas mismas
permite visualizar los retratos de fase correspondientes, mediante los cuales se
puede apreciar la relacién de las variables dependientes del sistema entre ellas.
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162 Por ejemplo, el SEDO auténomo

) _ (o) y )]

dt

dy_(t) = g[x(t), y(t)]

dt

sujeto a las condiciones iniciales

{X(to) =%

Y(to) =Y

permite determinar las curvas x(t) e y(t) y, paramétricamente el retrato de fase
[x(1),y(1)] como se verd en el ejemplo siguiente.

163  Se supone una poblacién de conejos y zorros compartiendo un determinado
habitat. La velocidad de crecimiento de la cantidad de conejos evoluciona segun
una curva logistica determinada por la cantidad de conejos vivos en cada instante
y de su nimero madximo posible en el hdbitat menos los que son alimento para los
zorros, término que depende de la interaccion entre las dos poblaciones. No se
tiene en cuenta la mortalidad natural de los conejos. Los zorros, por su parte, por
no ser canibales, sin conejos que comer, decaen hasta la extincion. Como tienen
conejos a su disposicion, se alimentan de ellos segln sus interacciones. Tampoco
se tiene en cuenta la mortalidad natural de los conejos.

164 En esas condiciones, llamando c(t) a la cantidad de conejos el tiempo ty
z(t) a la cantidad de zorros en el mismo, se tiene el siguiente SEDO como modelo
simplificado.

de(t) c(t)
e 2.c(t)[ ‘EJ —18c(t)z(t)
% — _32(t) + L.5c(t)z(t)

165 Resolviendo este SEDO por alguno de los métodos numéricos que se verdn
mds adelante, se tienen las curvas c(t) y z(t) para c(0)= 6 y z(0)= 6 (centenares,
miles, etc.)
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Conejos y zorros en funcién del tiempo en un mismo grafico

166 Pero ademds se obtiene el siguiente retrato de fase que, con mayor
claridad que los dos grdficos anteriores indica que las dos poblaciones
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evolucionan hacia un punto de equilibrio donde pueden cohabitar conejos y
zorros.

Tormos
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167 Si esta ultima curva se superpone al campo de direcciones correspondiente
al SEDO todavia estd mds claro la existencia de un punto de equilibrio para
ambas poblaciones.

T
[ |I|l ~
I|I r * ™ - - - L] = . - - - ™, ‘“\-\.
|
II F F - - - - - h ] = ", =, > “- ‘\
[
_|| L S T T . T
4 -| r > - - ~ - - - - - - - R W
rl ¥ > - - - - - - - - - w - x,
1

168 Otro ejemplo es la EDO de segundo orden representativa de un sistema
masa resorte amortiguado, sin excitacion externa (o un circuito RLC) con
desplazamiento inicial unitario x(0)=1y velocidad inicial nula x™ (0)=0
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2
md Xz(t) +C dx(t) +kx(t)=0
dt dt

donde m es la masa suspendida del resorte, ¢ es el coeficiente de
amortiguamiento y k es la constante del resorte, supuesto lineal. Para el cdlculo

se fomard m=10, c=1.2y k=15

169 Esa EDO de segundo orden se transforma en un SEDO de primer orden
haciendo x'(t)= v(t) donde v(t) es una nueva variable. Con esa transformacion la

EDO del pdrrafo 157 se transforma en el SEDO

dx(t) _ )

dt
dz_it) — S £ )

con las condiciones iniciales

170  El campo de direcciones para este SEDO es

- = = - — — 04 —_ - - N~~~
— - = = = = L - — - - - —V- <
- - - - - — - - < - - < <
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Y W o0y s
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ - ~ — - - . P
AN AN ~ ~ ~ ~ _Q-2 - - - — — — —
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~ ~ ~ ~ ~ ~ __9. I — — — — — —
- 7/ .
en funcién del tiempo son las

171 La elongacion (espacio) y la velocidad
siguientes ( sim, ky c no dependen de t, el problema tiene solucién exacta)
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espacio
1

0.75
0.5

0.25

-0.25
-0.5

/\ tiempo

velocidad

0.2
0.1 //ﬁ\\
. /\ . — tiempo

10 W 30 N\ 40 50
~0.1

172  Larelacién espacio velocidad es el retrato de fase del sistema masa
resorte. Obsérvese el punto de arranque de la curva, relaciondndolo con las
condiciones iniciales tomadas para el cdlculo.

velocidad

espacio

173  La superposicion de esta Ultima curva con el campo de direcciones produce
el siguiente grdfico:
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donde se observa la evolucidn del sistema hacia el valor final de equilibrio, de
reposo en el origen de coordenadas.

XIX PUNTOS DE EQUILIBRIO

174 Para los SEDO autonomos, es decir los sistemas en que las funciones fi no
dependen explicitamente de la variable independiente, resulta cualitativamente
importante determinar los puntos de equilibrio. Estos son los puntos en los que
las funciones fi consideradas como sistema, se anulan.

dx(t) _ [x(t), y(t)]

dt

dy_(t) = g[x(), y(t)]

dt
En el caso anterior, el sistema a resolver para hallar los puntos de
equilibrio es el siguiente;

{fhﬁ)yﬁﬂ

0
a[x(t). y(t)]=0

175 Por ejemplo, los puntos de equilibrio del SEDO

ax(®) _

it y(t)
dy(t) _ . 2
at x(t) - [x()]
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son los puntos donde se satisface el sistema (no lineal)

{ya)zo
x(t)-[x®)f =0

es decir, los puntos y(1)=0 y x(1)=0 e y(t)=0 y x(+)=1.

176  El campo de direcciones del SEDO permite observar esos puntos y una
curva solucién particular para la cual x(0)=-0.3 y y(0)=0.5

NS TP T T T T T TN
NN T[T T T T T T S NN
A S T N
A | ~ e\
S vy
b ¥ 0. £
Lo Lol
[ ¢~ .
/4 < </
/L </
/S L s
s - 7
ST T s

y y(0)= permite observar con mayor claridad

177 Otra SP para la cual x(0)=
el comportamiento de las soluciones en las cercanias del punto singular (1,0)
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178 Un dltimo ejemplo completa el tema. Sea el SEDO

ox(t) _
i y(t)

ay(® = sen(x(t))

7,0):(2x,0):(- 2x,0):... hechotp%t;fec‘ramen‘re visible en el siguiente campo de

direcciones. o ,
Los puntos de equilibrio estardn dados por los puntos (0,0); (r,0);(-
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180 Se agregan a continuacion dos soluciones particulares que indican que el
comportamiento de las soluciones en los puntos equilibrio es diferente.
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Obsérvese que la SP que rodea al punto (-r,0) tiene un comportamiento que es
diferente al comportamiento de la SP en el punto (0,0). Estos temas entran
dentro del gran capitulo de estudio cualitativo de EDOs y SEDOs, que no es

objetivo de estas pdginas.

181 Se tratan a continuacion métodos numéricos para la solucion de SEDOS

PVI.
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XX METODO DE EULER PARA SEDO

182 Sea el SEDO de primer orden

d)g)((x) = £[%, ¥,(x), Y5 (X),.... yo (X)]
BE0) o)), 1)
dy;)((x) = £3[% Yo () Yo (%) Vo (0)]
d-‘/dnix) = £, % 11 (%), Y, (%) ¥ (¥)]

0, en notacidn vectorial

183 EI PVI en este caso estd dado por el SEDO anterior y las condiciones

Y1(Xo) = Yo
Y2(Xo) = Yo
Y3(Xo) = Yos

0, en notacién vectorial

184  Con esas condiciones iniciales el método de Euler progresa mediante el
siguiente esquema de cdlculo
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Yika = Yo +hfy (Xk Yoo Youor Yoo yn,k)
Yokia = Yok T hfz(xk Yo Yoo Yok yn,k)
Yakia = Yax T hf3(Xk Yoo Youor Yok yn,k)

Yoka = Yax +hf, (Xk Yoo Youor Yoo yn,k)

o, en forma mds compacta

Yiraa = Yix + 0, (Xk’ Yiks Yok yn,k)

XXI METODO DE RUNGE KUTTA PARA SEDO

185 Dado el mismo SEDO del pdrrafo 171y las condiciones iniciales del parrafo
172, el PVI se resuelve en forma aproximada mediante el método de Runge y
Kutta de la siguiente forma:

h
Yiks1 = Yik +6(Ki,l +2K,, +2K 5 + Ki,4)

donde

Ki,l = fi (Xk Yo Youor Yok yn,k)
h h h h h
Kiz= fi(xk "‘E’ Yik +§K1,1’ Yok +§K2,1’ Yax +§K3’1,..., Ynk "’E Kn,lj
h h h h h
Ki,3 = fi(xk +E’ Yix +EK1,2’ Yok +§K2,2’ Yax +§K3,2’---’ Ynk "'E Kn,zj

Ki,4 = fi (Xk +h, Yik T hK1,3’ Yox T hK2,3’ Yar + hK3,3’---’ Yok T hK3,n)

cuya estructura es formalmente similar a la correspondiente al mismo método en
EDO PVI visto en punto precedente con demostracion que excede largamente a
estas pdginas (y a la de la bibliografia consultada pues en ella no se ha
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encontrado nada al respecto) a menos que se piense en términos vectoriales y
todo el problema se reduzca a un problema de notacidn.

XXII NOTA SOBRE ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES

186 Una de las tantas preguntas que pueden plantearse al analizar el
comportamiento de las soluciones de una EDO o de un SEDO estd relacionada con
el comportamiento de las mismas cuando hay pequefias variaciones en los valores
correspondientes a las condiciones iniciales.

187 Concretamente, si y(x) es la SP correspondiente a los valores iniciales xo ,
y(x0) = yo , ¢serd la SP correspondiente a los valores iniciales xo, zo = yo + p
cercana a y(x) para todo x?

188 La respuesta a esta pregunta es importante puesto que, en un gran nimero
de casos las condiciones iniciales de una EDO o de un SEDO provienen de
mediciones las que inexorablemente estdn afectadas por error. Si este error,
simbolizado por el nimero p, no aleja a la solucion de la correspondiente al valor
yo, el sistema serd estable. En caso contrario, no lo serd. Dicho de otra forma,
una solucién es estable si depende continuamente de los valores iniciales.

189 Desde el punto de vista matemadtico, habra estabilidad para las soluciones
si la solucion y(x) correspondiente al valor inicial yo permanece préoxima a la
solucidn z(x) correspondiente al valor inicial zo - z(x0)=yo + . El fema se formaliza
de la siguiente manera:

|2(x) - y(X)| < &

12(%o) = Y(Xo)| < &, /\ 2(x)

y(x)

»

Si se satisfacen ambas condiciones la solucién y(x) es estable

190 Si se cumplen las condiciones anteriores, la solucion es estable. Ademds, es
asintoticamente estable si, ademds de ser estable, se cumple que
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lim|y(x) - 2(x)| =0

es decir que el comportamiento final de ambas es igual. Si la variable
independiente representa al tiempo, es claro que, en el largo plazo, el sistema
responde de la misma forma.

191 También es importante el estudio de la estabilidad de las soluciones para
el andlisis de los puntos de equilibrio de un SEDO. Dos ejemplos demuestran la
importancia del tema.

192  Sea z(to0) una poblacion de zorros y c(to) una poblacion de conejos en un
determinado hdbitat que se supone en equilibrio en un punto de su retrato de
fases. Dos zorros mds ingresan al hdbitat. ¢qué pasa? ¢desaparecen los conejos y
luego los zorros si no son canibales? ¢se alcanza otro punto de equilibrio? La
respuesta a estas preguntas puede ser trascendente para comprender cémo
interactdan poblaciones predador presa en un determinado hdbitat.

193 Sea un péndulo fisico constituido por una varilla rigida de peso
despreciable y longitud | con una masa m en su extremo sujeta a un punto sin
rozamiento. El modelo matemdtico de este sistema es el siguiente:

" Omgsene P

:mg

d?6
| —+gsen@ =0
dt? 9
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como SEDO

v g9
— =—=sen(¢
dt I (0)

194 Los puntos de equilibrio de este SEDO son v=0y 6 =0y 6 = . El primero
corresponde a la posicién de reposo con la masa m pendiente de la varilla de
longitud | (como en la figura de andlisis). El segundo es la posicién de equilibrio
con la varilla vertical y la masa m en su extremo superior. Esto, naturalmente es
una idealizacion matemdtica puesto que es prdcticamente imposible - salvo para
un malabarista de circo con el extremo de la varilla en su dedo indice- colocar a
un péndulo en semejante estado de equilibrio, pero el modelo es dtil a los fines de
este punto.

195 Si se aparta de su posicion al péndulo desde su primera posicion de
equilibrio oscilard hasta detenerse si hay rozamiento o permanecerd
indefinidamente oscilando alrededor de la posicion de equilibrio si este no existe
(imposible fisico). El punto de equilibrio es estable.

196 En cambio, si se aparta al péndulo de su segunda posicion de equilibrio,
experimentard violentas oscilaciones que nunca lo llevardn nuevamente a la
posicién de equilibrio inicial. El punto de equilibrio es inestable.

197 El tratamiento analitico de este tema requiere incursionar en la teoria de
Liapunov, cosa que estd completamente fuera de lugar para estas pdginas.

198 Ademds de los casos vistos existen otros tipos de puntos de equilibrio
cuyo estudio estd completo para sistemas auténomos lineales y pueden ser vistos
en cualquier texto que trate propiedades cualitativas de las soluciones de SEDO.

XXIII ESTABILIDAD NUMERICA

199 El estudio critico que interesa es de la estabilidad numérica de las
soluciones que, como se ha visto en el punto SORPRESAS, LOS NUMEROS DAN
SORPRESAS pueden ser causa de rotundos fracasos. La definicién de estabilidad
dada en el parrafo 178 significa en definitiva que una solucion es estable ante
cambios pequefios en los valores iniciales si las soluciones correspondientes a
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estos valores iniciales afectados de variaciones se mantienen dentro de un "¢ -
tubo" cuyo "eje" sea la solucién calculada para y(xo) = yo

200 Entonces el estudio puede llevarse a cabo de la siguiente forma:

Sea el PVI
dy(x) _
i f[x, y(x)]
Y(Xo) =Y,

Su solucién mediante el método de Euler se obtiene computando
Yiea = Vi +hf (%, ¥,)
partiendo del punto (xo,yo) y eligiendo un valor apropiado de h.

201 El mismo problema, pero con otro valor inicial puede simbolizarse de la
siguiente forma:

dy(x) _
i f[x, y(x)]
V(Xo) = yo

Su solucién mediante el método de Euler se obtiene computando
Vi =Yic +hf (%, %)
202 Calculando
Vi = Yiea = Vi = Vi +hlf (i, vi0) = F(x, 9]

Suponiendo que la funcion f es Lipchitziana en la segunda variable puede
escribirse

|Yk+1 - yk+1|S|Yk - yk|+h|—|yk - 7k|=(1+h|—])’k - yk|

203 Aplicando el mismo procedimiento al segundo factor del dltimo término se
tiene:
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|yk - 37k| S|yk—1 - yk—1| + hL|yk—1 - yk—l| = (1+ hl—) Y — yk—1|

Yy, en consecuencia

|Yk+1 - yk+1|S|yk - yk|+h|—|yk - yk|:(1+h|-)yk - yk|S(1+hL)2|yk—1 - yk—l|

reiterando el procedimiento de cdlculo se llega finalmente a

|yk+1 - yk+l| S(1"' hL)k|YO - yo|
204 Pero, siendo

Yo =Yoo= M

212 313
ehL:1+hL+h L +h L +

resulta finalmente

|yk+l - yk+l| < :uehkL

Para un adoptado valor de h. Si se hace pe'™ = ¢ resulta que

—Xo)L
Xo) =c

Vieew = Viea| < 1™ = 1%
para
o = Vol < 1=,
de lo que se deduce que el método de Euler es estable.

205 Si ademds en la funcion f se cumple el teorema del valor medio en la
variable y serd L = f,'(x,y) entonces
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i )

|yk+l - 7k+l| < ue v

si esta derivada es negativa, el método es asintoticamente estable.

206 El andlisis de otros métodos multipaso es extremadamente complejo pues,
ademds del error en el/los valores iniciales, estd el error de truncamiento en el
conjunto de valores necesarios para el método que se elija.

XXIV ECUACIONES "RIGIDAS"

207 Una importante clase de problemas técnicos estd modelada por EDOs
cuyas soluciones presentan un estado transitorio que rdpidamente deja de tener
valor significativo para dar paso a la solucién estacionaria del problema. Este tipo
de EDO se denominan "rigidas" o "stiff" en la bibliografia en lengua inglesa.

208 Tipicamente eso ocurre con sistemas eldsticos amortiguados, circuitos

eléctricos y ciertas reacciones quimicas. En general las soluciones para ese tipo
de problemas son del tipo

y(t) = et = e” (cos(A) +isen( A))

209 Para que el sistema no colapse, el factor e*' debe decrecer con el tiempo y,
para que ello ocurra, debe ser o < O, es decir debe existir un factor de
amortiguamiento dado por una exponencial negativa.

210 Cuando esto ocurre en EDOs cuya solucion deba hallarse por métodos

numéricos, se presentan muy severos problemas de aproximacion de gravedad
creciente con |a|. Como ejemplo de lo dicho se resuelve el siguiente PVI

20— 40y
dx

y(0)=1
y se determina el valor y(1). La solucién exacta es y(x) = e™0x

211 Resolviendo el problema anterior utilizando el Método de Euler y
distintos valores de h se obtiene la siguiente tabla
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h 5 .25 .125 .0625 .03125 .01 .001
N 2 4 8 16 32 100 1000
Y(1) 32761 | 2.82576 | 2.72491 | 2364.03 | 1.62019 | 1.78193 | 4.29531

10° 107 10°° 10" 1018

teniendo en cuenta que el verdadero valor de y(1)= 4.24835 1078 puede
apreciarse que, recién cuando h se toma igual a un milésimo el resultado es
aceptable. Simultdneamente debe apreciarse la magnitud del trabajo que es
necesario realizar para lograr ese resultado aceptable.

212  El siguiente grdfico pone en evidencia el problema. Debe observarse que en
los ejes coordenados se han representado los valores de los logaritmos decimales
de los elementos de la tabla. Los valores en ordenadas son, en consecuencia,
exponentes de diez que ilustran sobre la magnitud del problema

logarittg emor Telatine
BTN
wf

15F )
Out[s]= g \

10 \

213 Una primera conclusién puede ser entonces, que los métodos de un paso
pueden resolver problemas modelados por EDO Rigidas pero a un altisimo costo
operativo puesto que es necesario fomar valores muy finos de h, con el agravante
que, al comienzo del cdlculo se desconoce la finura necesaria para obtener
resultados aceptables.

214 El problema queda expuesto utilizando una EDO de prueba como la
presentada como ejemplo.
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dy(x) _
Tax Ay(x)
Y(Xo) =Y

215  Aplicando el método de Euler de un paso queda:
Yer =Y hf (Xk7 yk) =Yt h/Wk =Y (1+ h/ﬁt)

Calculando yk, Yk-1, Yk-2, ..., Y1 con este método resulta finalmente

Y = (1"' hﬂ“)kﬂ Yo

216  El error absoluto en el paso k serd

e :‘eﬂ'h" ~@+ha) ‘|y0|

como A es negativo la exponencial tiende a cero para valores de k crecientes.
Para que el error ek no sea inaceptable, el término (1+h)) también debe tender a
cero cuando k crece. Para que eso ocurra debe ser (1+hi) < 1y, en consecuencia

2

4

L+hA| <[] +]hi|<1=>h<

que da una estimacion inicial para h debiendo destacarse que solamente se puede
tener una estimacién de A lo que, sin duda, complica mds todavia este tipo de
EDO

XXV PROBLEMA DE CONTORNO

217 Este tema se presenta en EDOs de segundo orden o superior o en SEDOs
de primer orden representativos de esas mismas EDO.

218 Bdsicamente el problema consiste en que la solucidn, en el caso de existir,

debe satisfacer condiciones dadas en distintos puntos del intervalo de definicion
de las mismas.
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219 Por ejemplo el estudio del tiro en el vacio con la tierra supuesta plana e
inmévil lleva rdpidamente a un sistema de EDO cuya solucién es:

e, =V, cos(a, It

e, =V, sen(a )t —%gt2

donde ex es la expresion paramétrica del espacio segin el eje x, e, es su
homélogo segln el eje y, vo es el mddulo de la velocidad inicial del proyectil y oo
es el dngulo con respecto al eje x con que el proyectil es disparado.

Vo

Qo

»
»

220 Para un valor constante de vo el alcance depende del dngulo ao con que se
efectla el disparo. Si se desea alcanzar un punto situado a una distancia "b" del
origen de coordenadas, la EDO deberad ser resuelta para satisfacer las siguientes
condiciones y(0)=0 e y(b)=0

Q
v

221 Obsérvese que las condiciones que permiten encontrar la SP
correspondiente estdn dadas en dos puntos distintos del intervalo de
definicion de la solucion. Este es el hecho fundamental que diferencia al
problema de contorno (PC) del PVI
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222 Se supone que vo = 500 m/seg y se desea alcanzar un punto situado a
15.000 m del origen de coordenadas. Para ello se efectia un "disparo" con oo =
n/6 . Con este valor se obtiene la siguiente trayectoria.

3000
2000 |

1000 Ff
; 5000 10000 15000 20000 \\\
-1000}

donde es fdcil apreciar que se superan los 20.000 metros.

223 Se disminuye el dngulo coal valor /12 y se obtiene

500

2500 5000 7500 10000 1250 15000

—500
-1000

-1500
donde se observa un alcance muy poco superior a los 12.500 metros.

224 Una interpolacion lineal entre el exceso motivado por el dngulo n/6 y el
defecto generado por n/12 permite el siguiente "disparo".
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1250
1000
750
500

250

2500 5000 7500 10000 12500 150R0
-250

-500

donde se alcanza el valor O en 15.000 metros, como era requerido en el problema.
225 Se suele decir que, en artilleria, acertar un blanco requiere "uno largo,
uno corto y el tercero pega" El lector puede sacar sus propias conclusiones

sobre el nombre que la bibliografia asigna a este método: Shooting.

226 Para mejor ejemplificar lo dicho, se agrega un grdfico con la trayectoria
"larga”, la "corta" y la que resuelve el problema.

3000}
2000 f

1000 f

5000 10000 56@Q\ 20000

-1000 f

227 Si la EDO es lineal basta con dos soluciones para calcular, por
interpolacidn, el valor del pardmetro que soluciona el problema. Si la EDO no es
lineal se hace necesario resolver varias veces (con todo lo que eso significa en
esfuerzo de cdlculo) el PVI para distintos valores del pardmetro y decidir en
consecuencia.
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228 El siguiente ejemplo tedrico ilustra lo expresado en el parrafo anterior.
Sea el PC de segundo orden:

yﬂ — f(X, Y, yr)

(%,

y(x,)
y(x,)

a
b

calculada la solucién como PVI para y(xo)=a e y (xo) = y'1 se obtendrd un valor
y(x1) = y1. Calculada nuevamente la solucién del PVI para y(xo)=a e y (xo0) = y 2 se
obtendrd Y(x1)= y2 . Un nuevo cdlculo para el PVI con y(xo)=a e y (xo0) = Y3
permitird obtener y(x1) = y3. Todos estos valore permiten graficar

Y3

y2

Y1

v

' Y2 ¥'s
y obtener un valor de y'(xo) que, con una buena aproximacion, resuelve el
problema de obtener y(xi1) = b.
MATHEMATICA
229 Comando ParametricPlot
Ortografia

ParametricPlot[{componente "x" de la funcidn, componente "y" de la
funcién} { variable pardmetro, valor minimo, valor mdximo}]
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Pi}]

t[{Cos[t], Sin[t]}, {t, 0,6 2

ParametricPlo

In[1]:=

Ejemplo N° 2

nn%Ov& 0

'll.

0000 000&
......&v&..»..

s
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231 Comando ListPlot
Ortografia

ListPlot[yo, y1, Y, ..., Yn]
Grafica los puntos yo, y1, Y2,...,yn suponiendo abscisas 1,2,3,...., n+1

ListPlot[{xo, yo},....{Xn,yn}]
Grafica los puntos

232 Ejemplos

Ejemplo N° 1

n[io:= ListPlot[{1.", 0.80920169943749475° , 0.30901699437494745" ,
-0.309016994374947745 , -0.§0901699437149475°, -1.",
-0.5090169943749475° , -0.30901699437494745° , 0.30901699437494745" ,
0.5090169943749475° , 1., 0.8090169943749475° , 0.30901699437494745" ,
-0.30901699437494745° , -0.§09016992437149475°, -1. ",
-0.5090169943749475° , -0.30901699437494745° , 0.309016994374947145° ,
0.5090169943749475° , 1.7 }]

lO0F = . .

0ap

Out[10]= T S
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Ejemplo N° 2

n[i5= ListPlot[{1.", 0.8090169943749475" . 0.30901699437494745"

Dut [15]=

-0.30901699437494745", -0.8090169943749475°, -1.",

-0.5090169943749475" , -0.30901699437494 745", 0.309016994371494745"
0.3090169943749475° , 1., 0.80901699437494757 , 0.30901699437494745" ,

-0.30901699437494745" , -0.8090169943749475°, -1.",
-0.5090169943749475° , -0.30901699437494745°
0.5090169943749475° ; 1. "}, Joined — True]

1o - : ;

-1.0F

, 0.30901699437494745" |

Escolio obsérvese, al final del comando, la simbologia Joined->True que
causa la graficacién de los puntos unidos por segmentos de recta

Ejemplo N° 3
ngze= ListPlot[{{1.", 2."}, {1.5"
{2., 1.7320508075688772"
{3.°, 1.5874010519681994"
{4., 1.4953487812212205"
{5.", 1.4309690811052556"
{6., 1.3830875542684884"
{7.°, 1.3459001926323562"
{8., 1.3160740129524924"
{9., 1.2915496650148839"

» 1.5420157493201932" ),

¥}, 12,
¥}, 13
¥, 14
¥}, 15,
¥}, {6,
| R
¥}, {6,
¥}, 190

5

L I~ B B = B B~ |

,

,

1

e e e e

1.

65054442394 59884°
.5368523544529802°
L6053 T89663173296°
.2054080231024022°
. 36340477209497702°
330210905 714344°
L3032457T1715190013°
28083625005297153

{10.°, 1.2709816152101407" }}, AxesOrigin— {0, 0}]

i0E

#
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Para la versién en uso de MATHEMATICA resulta necesario poner
operativo un programa de graficacion de campos vectoriales. Esto se logra con el

siguiente comando

234 Comando VectorFieldPlot
Ortografia

VectorFieldPlot[{componente "x" del vector, componente "y

In[z]:= Heeds["YectorFieldPlots""]

wo.n

del vector}, {variable x, valor minimo de x, valor mdximo de

x} {variable y, valor minimo de y, valor mdaximo de y}]

VectorFieldPlot[{componente "x" del vector, componente "y"
del vector}, {variable x, valor minimo de x, valor mdximo de x,
incremento dx} {variable y, valor minimo de y, valor mdximo de
y, incremento dy}]

235 Ejemplos

Ejemplo N° 1

= VYectorFieldPlot[{1, =2 -y~ 2}, {x, -2, 2}, {¥, -2, 2}]

Ot [7]=

-

T, e, e, T e T T T e, e, Tw, &
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w

W Ta e e e e e Ta w7

.\

T

*

#E e e

A e a

»

rd

P

—— e a

- &

TR TR TR T Tva Tva Tw m, & T

5

L

#

-
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T

[Cap. VI] 106



Calculo Numérico

Capitulo XI - Solucién aproximada de Ecuaciones Diferenciales

Ejemplo N° 2

n[11]:= WectorFieldPlot[{1, Sin[x¥]1}, {x, -3, 3}, {¥. -3, 3}]

~ NN\ NN
=N\ SN
XN s
SOONNNT T oSS
NN N R T T

A S NN

T s =
S NN S
NS SO\
N SN
N N TN

Ejemplo N° 3

n[iz= YectorFieldPlot[{Cos[x¥], Sin[x¥]1}, {x, -2, 2}, {¥. -2, 2}]

N\— A .

Out[13]=

_.,«f'/f\ ::_f:
\ N—
o/ AN
4 \5\ S A
______,.d_r-ﬁ,--"’//
AR

B L e e I T e

.-"'r,-'".-f"',r’..--*_._-r_._.-_,__ ———
\ {/{/fﬁ AR
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236 Comando ContourPlot

Ortografia

ContourPlot[funcion de dos variables independientes, {primer
variable, valor minimo, valor mdximo}, {segunda variable, valor
minimo, valor maximol}

ContourPlot[funcion de dos variables independientes ==
funcién (otra) de dos variables independientes, {primer
variable, valor minimo, valor mdximo}, {segunda variable, valor
minimo, valor maximol}

237 Ejemplos

Ejemplo N° 1

ContourPlot[Sin[xv], fx, -P1, Pi}, {v, -Pi, Pi}]
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Ejemplo N° 2

ContourPlot[Sin[2 x ] Sin[3¥], {x, -Pi, Pi}, {v, -Pi, Pi},
ContourShading — False]

L B L LI L R B R R D L L R B R L R
s i
ak 4
1+ -
ok -
-1k _
Ak [ 4
iy . 4

1 1 1 PP 1 1 1

-3 -2 -1 0 1 2 3

Escolio: observar el agregado de ContourShading -> False para que no
incluya colores en el grdfico

Ejemplo N° 3

nfE:= ContourPlot [Sin[x ¥] == Cos[y], {x, -Pi, Pi}, {v, -P1i, Fi}]
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Escolio: las lineas indican los puntos del plano donde Sin[x y] es igual a
Cos[y]
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238 Comando NDSolve
Ortografia

NDSolve[{ecuacion diferencial, valores iniciales}, funcion incognita,
{variable, valor minimo, valor mdximo}]

Escolio 1: calcula una solucién numérica de la ecuacién diferencial dada,
problema de valores iniciales, con variable definida como funcién incégnita
segln la variable de iteracidn en el rango definido entre “valor minimo" y
“valor maximo"

Escolio 2: da como resultado una funcion de la variable definida como
incdghita mediante una funcion de interpolacion determinada por los
puntos hallados en el proceso de cdlculo.

239 Ejemplos

Ejemplo N° 1

n[o]= ec = HDSolve[{x''[t] +.2x '[t] + 9x[t] == 0, x[0] == 1, x'[0] == 0}, x[t], {t, 0, 30}]

out[g)= {{x[t] = InterpolatingFunction[{{0., 30,3}, <=] [C] )}

nzo)= Plot[ x[t] /. ec, {t, O, 30}]

1.0
| fi
ol

[ 1
u.5-| || [l fi

Escolio 1: obsérvese que la funcidon incdgnita ha sido definida
explicitamente, en el comando, como funcidn de la variable t.
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Escolio 2: el grdfico de la solucién x[t] se construye evaluando la
funcién mediante los caracteres /. que, en MATHEMATICA, indican valor
numérico.

Ejemplo N° 2

)= edl= HDSolwe[{x''[t]+x[t]Cos[t+x[t]] == 0, x[0] == 2, x'[0] == 0},
x, {t, 0, 30}]

out[]= {{X— InterpolatingFunction[{{0., 30.}}, «=]}}

nfE:= g1 =PFlot[Evaluate[x[t] f. edl], {t, 0, 30}]

ir

-5 _ I"x\ o _h\\_

-10 | YA
Ot [f]= [ VA Fal

n[F:= g2 = ParametricPlot [Evalvate[{x[t], x'[t]} f. edl], {t, 0, 30}]

POV A A
AR AATAYAYAY AYa
)

Out[7]= =30 - 2 -13 - | ks ) /5
I | |I51I || f | L L Y A N 3 /
I III !t It :I \ / lI|'II II'I. ."II ) /K L "/z
| | ) ) S o —
. m'" """"\ w'“Hx }fx Ay
\ ": II,'lJI _)"'-\_,. \_/F\—f i -G F

Escolio 1 en este caso la funcién incégnita se ha definido mediante el
nombre de la misma sin especificar explicitamente la variable.

Escolio 2 para graficar la funcién incdgnita y el respectivo retrato
de fase es necesario utilizar Evaluate[expresion]
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Ejemplo N° 3

Infz]= ed2 = HDSolwe[{y'[t] + ¥[t] Cos[t + ¥[t]1] == 0, ¥[0] ==1}, ¥, {t, 0, 30}]
outfEl= {{¥— InterpolatingFunction[{{0., 30.}}, «=]}}

n[i0]= 3 = Plot [Evaluate[¥[t] /. ed2], {t, 0, 30}, PlotRange — All]
a0 -_ Ilﬁlll
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F |
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r |
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. L e Oy ey ) e )
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n[19]:= g4 = ParametricPlot [Evaluate[{¥[t], ¥'[t]1} f. ed2], {t, O, 33},
PlotRange — A111]
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240 Comando Show

Ortografia
Show[gl, g2,..., gn]

gl, g2, .., son "nombres" asighados a grdficos que se desean
representar superpuestos en un solo dibujo.

241 Ejemplo
oA e ¢ } T P R
TN e  d T A e e ¢ d LI N N -
AR NS T T U T S
14w e i T v o e v 7 i T 4 & e
VA S e e o s } R S S T T
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LR T L T
VA A s e e e g i i L R
omd= ¥V % A e e e ¢ 4 1 } R . T
T4 % s e e e ¢ o & L I L S
L e T T T e P A T B "'T b
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L L T . . T e e N e e
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gl Un campo de direcciones,
|II
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\
e [31]= .
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a.____ﬂ
10f o —
0.3 10 15 —

g2 Una solucién particular de la correspondiente ecuacion diferencial
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Show[gl, g2]
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El resultado de la superposicién de ambos grdaficos

A volver al Indice General
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