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PROLOGO

Es habitual que los alumnos de ingenieria tfomen contacto con los distintos
conjuntos numéricos en alguna de las asignaturas iniciales de la carrera.

Asi, partiendo de la necesidad de contar objetos, se abstrae el conjunto de los
ndmeros naturales N; simbolizando la nada se pasa al de los naturales ampliado con el
cero, No, luego al de los enteros Z incluyendo para ello a los ndmeros negativos, luego
debido al problema de la medida, se introducen los racionales Q que pueden ser
expresados como el cociente entre dos enteros y mads adelante se completa el cuadro
incluyendo a los irracionales, es decir aquellos que no pueden ser expresados como el
cociente, o razén entre dos nimeros enteros.

Racionales e irracionales constituyen el conjunto de los nimeros reales R,
fundamento y base para el andlisis matemdtico y problemas relacionados con su
fundamentacion. R completa la llamada con justicia, recta real, siendo biunivoca la
relacién entre ambos conjuntos: los puntos de la recta y los elementos de R.

Los grandes problemas de fundamentaciéon fueron tratados, entre otros por
Weierstrass, Dedekind, Cantor quienes consolidaron el edificio iniciado por Fermat y
llevado a su mdximo esplendor por Leibniz y Newton en el siglo XVIII.

La necesidad de resolver problemas donde aparecen cuadrados negativos dio lugar
a la consideracion, desde la época de Cardano, de una categoria especial de nimeros
llamados primero "imposibles", "irreales" y, por fin imaginarios conformando con ellos el
conjunto de los nimeros complejos C. Los trabajos de Riemann y Cauchy le dan carta de
legitimidad a estos nimeros que hoy se denominan complejos.

De esta forma, un alumno de ingenieria conoce de qué se habla cuando se habla de
N,No, Z,Q,RyC.

Sin embargo y sin desmerecer un dpice la enorme contribucién de cada uno de
estos conjuntos al dlgebra y al andlisis matemdtico, cotidianamente se trabaja
sencillamente con "ndmeros". Se los escribe, se los registra, se los guarda en la memoria
de una mdquina, se opera con ellos, con ellos se obtienen resultados que se interpretan y
que se aplican en la solucién de problemas concretos.

Estos "nlmeros" tienen una caracteristica distintiva: sélo contienen "t" digitos y
llevan implicito, por ese motivo, un error.

Con estos "nlimeros" de "t" digitos se hacen operaciones y, al hacerlas, sus
inseparables errores pueden dar desagradables sorpresas.

Estudiar estos "nimeros", sus errores y su forma de propagacion es requisito
indispensable para iniciar cualquier curso de cdlculo numérico.

Estas pdginas han sido escritas para eso.

General Pacheco, Noviembre de 2007. Ing. Jorge J. L. Ferrante

Profesor Titular
Calculo Numérico



I DEFINICIONES PRELIMINARES

1 Sea "a" un ndmero real. Se expresa este nimero en la base de numeracién b
escribiendo:

a:d1d2d3,d4d5d6d7 ds...

siendo d; digitos del sistema de numeracién elegido

di 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 en el sistema decimal (b=10)

di 0, 1 en el sistema binario (b=2)

d; 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A,B,C,D,E, F en el sistema hexadecimal
(b=16)

d; 0,1,2,3,4,5,6,7 enelsistema octal (b=8)

Por ejemplo

a=(375,4834..)10 6 375,4834...
a = (101110111,01111011110000000001101...),
a=(177,7BCO1A36E2EB1C432);
a=(567,36740032155...)s
2 Notar que solamente se permite no consignar explicitamente la base b cuando no
hay lugar a confusion, es decir cuando se usa el sistema aritmético decimal (el de todos
los dias , el que la humanidad utiliza por la simple razon de tener diez dedos (digitos) en
Sus manos).

3 Esa notacion significa:

a-s= d1 dz d3 ,d4 d5 d(, d7 dg veem



=d;.b% d, . bl+d; . b%+ds.bl+ds.b2+de.b3+d;.b*.dg. b7+

4 Esta descomposicién del nimero a segln potencias consecutivas de la base b es la
clave de la notacién posicional y significé un avance trascendente en la historia del
pensamiento matemdtico.

5 Como todo avance, no fue sencillo. Durante dos siglos convivieron y combatieron
(academicamente) entre si numeristas y abacistas. Los primeros, defendiendo esta
notacion, los otros, el idbaco!. Corresponde a la renacentista Italia, el mérito de haber
sido la puerta de entrada de esta notacion a Europa, notacion que el lector seguramente
le escuché a su maestra de la escuela primaria cuando ésta le ensefiaba

unidades 10° (b°)
decenas 10! (b!)
centenas 102 (b?)
unidades de mil 10® (b3)
décimos 101 (p?)
centésimos 102 (b?)
milésimos 103 (b3)
etfc, etc,...
375,4834...
centenas 4‘41 ‘— diez milésimos
decenas milésimos
unidades — - centésimos
décimos

3.10°+7.10'+5.10°+4.10'+8.102+3.103+4 . 10"+ ...
6 El mismo ndmero a puede escribirse

a=b%0,did>ds; ds ds dg d7 dg ...; di = O donde b es la base del sistema de numeracidon
elegido g es un exponente. La secuencia d; d> d3 d4 ds d¢ d7 dg se denomina mantisa.

a=3754834 .. -10%.0.3754834...



mantisa 3754834...

7 Entrando brevemente en criptografia puede hacerse la convencién que, si la base b
es siempre la misma y que si las mantisas comienzan por izquierda con un digito distinto
de cero, pues si asi no fuese se modificaria q hasta lograr un primer digito por izquierda
distinto de cero, no es necesario consignar explicitamente b y los caracteres 0. (cero
punto) con lo cual

I 1

10° 0,.3754834... = 3 3754834

siendo el dltimo nimero escrito descifrable si se conoce la convencidn anterior.

8 Como a los nimeros se los usa, se los escribe y se los almacena en la memoria de
una computadora las mantistas no pueden tener infinitos digitos del sistema de
numeracion elegido, como indica el simbolo matemdtico ... (tres puntos consecutivos), por
la muy sencilla razén que no hay medio fisico ni tiempo alguno en aptitud de “soportar
infinitos digitos".

9 En consecuencia, hay que efectuar un corte en alguna parte de la mantisa y este

corte se hace luego de t-digitos (de aqui el nombre del tema) con lo cual, ahora ya en
aritmética de t-digitos.

a=10%0.8; 82 83 84 &

t-digitos

donde los digitos se han escrito con el simbolo & en lugar del simbolo d para diferenciar y
permitir las deducciones que mds adelante se incluyen.

10 Cabe sefialar que, en la jerga de los especialistas en computadoras la aritmética de
t-digitos se denomina aritmética de punto flotante porque el exponente q hace “flotar” al
punto decimal hasta colocarlo en su posicién.correspondiente



11 Asimismo corresponde sefialar que, al trabajar con aritmética de t-digitos (o en
punto flotante) el continuo real no existe. Para un dado q luego de la mantisa d; dz ds ...
d: existe la mantisa di d> ds ... di +1 sin posibilidad de escribir algin otro nimero
intermedio.

II ERRORES
12 Naturalmente, al cortar la mantisa, se introduce un error que depende del criterio
con que se haga el corte y que, inexorablemente estard presente en todo nimero de t-
digitos que se utilice y que, ademds, tendrd la perversa propiedad de propagarse a través
de las distintas operaciones en que intervenga dicho ndmero, siendo necesario evaluar en
qué medida lo hace y en qué medida se potencia para tener idea sobre la bondad de los
resultados a obtener.
13 Error en la técnica de Corte
Sea a un ndmero real
a=109 x 0.d; d» d3 ds.. .d1- df+1 df+2._. ;di 20
y C (a) el “cortado” de a en t-digitos
C(a)=1090.8; 3, 63 84, &+ ;8120

donde 3= d; parai =1, hasta t

14 Es decir que, en esta técnica, la mantisa del nimero a se corta impiadosamente
luego de t digitos sin importar cual sea el valor de di.1

Siendo a=10%.0,29871999. ..
el C(a) en aritmética de t = 5 digitos es
C(a) = 10%.0,29871

sin importar la secuencia de nilmeros siguientes (que indudablemente tientan a
transformar en dos al uno final).



15 El error en la técnica de corte se puede estimar de la siguiente forma
El error absoluto en la técnica de corte es
ecq) =|a-C(a) =109.0.0000...0dui dr2 diez . . .
suponiendo que d.; # O resulta
eca) = 1077 0. dia1 draz dras . .

y. el correspondiente error relativo

eC(a) loq_to'dt+ld t+20I tegeee
a _ 10%0.d,d,dd,...

Ec(a) =

16  Si bien no hay problema con el cociente de exponentes, el cociente de mantisas,
por tener un divisor menor que la unidad puede dar un cociente mayor que uno lo que
dificulta la acotacién de este error relativo.

Sin embargo, puede hacerse
0.did>d3zds...= 10! di.d>ds ds. ..

y siendo d; #0, el ndmero d;. d> d3 d4 serd mayor que uno lo que garantiza un cociente
menor que la unidad.

De esto resulta

10(1—'( O'dt+ldt+2dt+3"'

—. < 101—1’
10°7 d,.d,dd,..

Ee(a) =

Ecla) < 10"

Desigualdad que permite acotar el error relativo de cualquier nimero expresado en
aritmética de t-digitos “cortado” , error que depende exclusivamente de la cantidad de
digitos de la mantisa (1) y no del ndmero a.



17 Cualquier ndmero expresado en aritmética de t-digitos “cortado” tiene
inexorablemente asociado un error relativo cuya cota es 10 @ que afecta a todas las
operaciones en que dicho nimero interviene.
18  Error en la técnica de Redondeo
Sea a un ndmero real
a =109 . 0. d1d2d3 d4 .. .df df+1 dnzm , d1 0
R (a) el "redondeado” de a en t digitos
R (a)=1090.8; 8, 63 84.. &+
donde di= di parai=1hastat-1
8t =di+1 si dy.1>H
81 = df Si d1-+1 <H
19  Es decir que, en esta técnica, todos los digitos de la mantisa se hacen iguales al del
ndmero a dado, excepto el dltimo de ellos cuyo valor se establece segtn sea el valor del
primer digito de a ubicado en la posicidn t+1.
Siendo a = 10° . 0. 29871999. . .
el R (a) en aritmética de t = 5 digitos es

R (a) = 10°. 0. 29872

porque dn.1=d¢=9>5=085=ds+1=1+1=2

20  Elerror enla técnica de redondeo se puede estimar de la siguiente forma

Como ya ha sido dicho, en la aritmética de t digitos el continuo real no puede ser
expresado, teniéndose una situacién como la siguiente:



- i ' i s eje
real

r=1090. 618,83 ... 5+ s=1090.818,83...8++1
donde ry s son dos niimeros consecutivos en dicha aritmética.
21 Suponiendo que el real a esté representado en el eje real por el punto a, su
aproximacion en t digitos redondeado estard dado por r; mientras que si esta

representado por f3, su aproximacion serd s.

22 Notar que segln la técnica de corte los nimeros reales representados por oy p se
aproximan ambos mediante el nimero r.

23  Por eso, heuristicamente, puede decirse que

1 )
R, 10"

III PROPAGACION DEL ERROR:

24  Habiendo quedado establecido que a cada nidmero expresado (o almacenado en la
memoria de una computadora) en aritmética de t-digitos se le asocia un error relativo,
corresponde ahora analizar cémo se propaga dicho error en las operaciones aritméticas.
25  Para ello, solo se considerardn las cuatro operaciones fundamentales: adicion,
sustraccion, multiplicacion y division; con la siguiente notacion: letra sin subindice,
verdadero valor; letra con subindice t, nimero representado por la letra, expresado en

aritmética de t-digitos y e con letra de subindice, error absoluto correspondiente.

a=ar+eq

Adicidn:

Sea calcular



Z=X+Yy

con X = Xt + ey
e Y=Yt+ey

Z=Xttex+tyrt+tey =Zy+te;

donde Zt = Xt + Yy

y e;=ex+ey

En términos de error relativo

_&  &T& e N €y €y §+ & y X y

az- = = = . o= Sy
z X+Yy X+Y X4y X+Y X X+Yy Yy X+Vy X+Yy

X

de donde, el error relativo de una suma es igual a la suma del error relativo de las
sumandos afectados por coeficientes de ponderacion iguales al valor del sumando dividido
por la suma.

X y
éz = €x 8y
X+Y X+Y
Sustraccion:
Sea ahora calcular
Z=X-Yy

con la misma notacién anterior, resulta
z=Xr+ex-(yr+e)=xi-yr+(ex-ey)
donde Zt = Xt - Yt

ez:ex'ey



En términos de error relativo

e ex—e_e_ey_exl_ey
X—y X-Y X-Yy X-Y X X-Yy’

y X y
== &, — €
y X-y x-y "’

de donde, el error relativo de una resta es igual a la diferencia de los errores
relativos de minuendo y sustraendo afectados por coeficientes de ponderacion iguales a
cada uno de ellos dividido por la diferencia.

Cuidado: se han respetado los signos matemdticos resultantes de la deduccion
pero debe tenerse en cuenta que, el caso mds desfavorable se presenta cuando los
errores relativos de minuendo y sustraendo son de distinto sigho, razén por la cual el
error relativo de la diferencia serd la suma de los términos de la expresién anterior.

Lo dicho en el pdrrafo anterior no es nada comparado con esta verdadera
catdstrofe:

Sea xy = 10° . 0. 9876578

e yt+ = 10% . 0. 9876577

ambos en aritmética de t = 7 digitos.

z; = X - yy = 10% . 0. 0000001 = 10 . 0. 1000000

Dado que tanto x como y llevan asociado un error relativo de corte 10, por la
aritmética utilizada, resulta:

10°0.9876578 ., 10°0.9876577 ,
£, = 22 0
1040000000 10401000000

de donde



&, =197.53155

y.en %

Alerta roja. Jamds reste nimeros parecidos o muy parecidos porque pasan este
tipo de cosas y, de alli en mds, ningun resultado tiene sentido.
Multiplicacion:
Sea ahora calcular
z=X.Yy
con la misma rotacién anterior, resulta
Z=(Xr+ex) (Yr+ey)= Xtyr+ Xt ey +Yyrex+exey
donde z: = Xt y+
€;= Xt ey +Yiextexe
Se puede suponer que, si todo estd razonablemente bien, ex y e, son pequefios, y
que, en consecuencia su producto ey . e, es mucho mds pequefio y no serd catastrofico
olvidarse del dltimo término de la expresidn anterior.
Cuando se haya decolado y se adquiera nivel de vuelo de crucero se dird
simplemente que ey e, es infinitésimo de orden superior al de los otros términos y se

logrard el mismo resultado.

Entonces, en términos de error relativo

‘- e, XEHYE X Y,
27 2 X.y Xy Xy

de donde, aproximadamente



€z =Ex +&y

Divisién:
Sea, por fin, calcular

X
z= —
y
en este caso resulta

X, +€e,
Yy +e,

efectuando la division y olvidando términos relativamente muy pequefios (en vuelo de
crucero, depreciando infinitésimos de orden superior), resulta:

X, e, X
z= —+—S-—5e,
yt yt yI
donde
X
ZT—_t
Y
eX XI
y e;= - ——;e,
Yo Vi

y, en términos de error relativo

E2=8& - &



IV UN DETALLE OPERATIVO
Sean x e y ndmeros en aritmética de t = 5 digitos con los siguientes valores:
x = 10° 0. 37425
y=1070. 43258
Si se tiene que calcular z; = x; + y+ ambos nimeros deben estar expresados con el
mismo exponente. Para ello hay que desplazar a derecha la mantisa de y hasta que su
exponente sea 2 pero, teniendo en cuenta que desplazar a la derecha equivale a dividir,

habria que multiplicar por la potencia de diez que corresponde para que su valor no
cambie, y se obtenga un exponente igual a dos, entonces:

10" 0. 43258 = 10°. 0. 00043258

— ise caenl!

Al hacer esto, en aritmética de t = 5 digitos, hay digitos que se pierden!. Literalmente se
caen del registro en el que estaban grabados por la muy sencilla razén que el registro no
tiene lugar donde grabarlos. Solamente pueden registrarse en él t = 5 digitos.

Por este motivo cuando se hacen adiciones y sustracciones en aritmética de t
digitos se hace lo mismo que al trabajar manualmente: se habilita mds lugar para
minimizar el problema.

Usualmente se toman para estas operaciones una aritmética de 2t digitos con la
cual

X2+ = 102 0. 3742500000
y2+ = 10° 0. 0004325800
Zo+ = 102 0. 3746825800

Una vez hecha la operacidn, se vuelve a la aritmética de t digitos, introduciéndose
un error por esta reduccién de mantisa.



Algo similar ocurre al calcular el producto x: y;. El exponente es la suma
algebraica de los exponentes dados 2 + (-1) y la mantisa es el producto de las mantisas de
los ndmeros dados. Esta operacién tiene, en general, 2t digitos que deben ser
considerados antes de proceder a su reduccién a t digitos, con el consecuente error.

Lo mismo ocurre en las sustracciones y divisiones, razén por la cual, en general,

puede decirse que cada una de las operaciones fundamentales lleva asociado, también, un
error. Que en lo sucesivo, se notardn:

Gl & Gx Y E%

Con estos elementos se estd en condiciones de establecer como se propaga el
error.

V  GRAFICO DE PROCESOS:

Cada una de las cuatro operaciones fundamentales se representa mediante el
siguiente esquema:

oper, Eoper )7/ >

op 2, éopZ
coeficiente

En el lugar de los operandos se coloca al hombre de los nimeros (o los nimeros)
que intervienen en la operacién; en el lugar del operador se coloca el simbolo



correspondiente + ; -, Xx o %, en coeficiente los coeficientes de ponderacion
mencionados al analizar la propagacién del error relativo y un error &. ; &_; & x 0 &x.

Asi, para la adicion

v

Para la sustraccion

v

para la multiplicacion

+1

v

+1



y para la divisién

+1

v

%.,E%

Combinando entre si estos grdficos surge la secuencia de operaciones a realizar, se
obtiene un medio apto para analizar el error relativo en el resultado.

Para estudiar, por ejemplo el error resultante de la suma de cuatro ndmeros,
pueden establecerse los siguientes grdficos:

a+b a+b+c+g



a/(a+b)

T~ (a+b)/(arbrcrd)

v

(c+d)/(a+b+c+d)

que representan dos formas distintas de efectuar la adicién de a, b, c y d. Se han
escrito, también, los coeficientes correspondientes a la propagacién del error relativo en
la operacion de adicidn.

El error en el resultado es, para el primer esquema

a b a+b c a+b+c d
g, + &, &, + g, te, + &y téE, =¢,
a+b a+b a+b+c a+b+c a+b+c+d a+b+c+d

Suponiendo que &g = & = Ec = E4 = 0 queda



(a+b ) a+b+ec
- & + € + € = &
a+b+c ° “Ja+b+c+d

(a+Db) a+b+c
a+b+c+d8+ a+b+c+d

(a+b)e, +(a+b+cle, +(a+b+c+d)e,
a+b+c+d

(3a+3b+2c+d)e, =(a+b+c+d), =¢e,
Finalmente
e, = (3a+3b+2c+d)e,

de donde, exagerando /la suma efectuada de esta forma depende del orden en que se
toman los sumandos/

Si los sumandos mds grandes en valor absoluto se colocan primero, al estar
multiplicados por 3 producen un valor distinto a aquel que se obtiene cuando los mismos
se colocan al final de la operacion.

Los Sefiores y Seforas Profesores de Algebra se hechan ceniza en la cabeza y

rasgan sus ropas cuando oyen esto. Sin embargo es asi. Puede apreciarse calculando las
siguientes sumatorias.

En el segundo caso, en cambio, resulta:



( a N b N ) a+b J{ c . d . ) c+d e
at+h ® at+b P "% Jarbtctd \ctrd ot T cad T Jarbrctd o o
de donde

a b 2+Db c d c+d
e, + €, + e, + E.+ e, + e
a+b+c+d ® a+b+c+d ® a+b+c+d * a+b+c+d ¢ a+b+c+d ¢ a+b+c+d *

=82

Suponiendo que &g; &b, Ec Y Eq= O queda:

a+b c+d
—¢ +————¢_ +
a+b+c+d © a+b+c+d © 7 z

2a+b+c+d)e, =e

z

para tranquilidad de los Sefiores y Sefioras Profesores de Algebra.



