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4 Cuaterniones

Cuaterniones

Los cuat er ni ones son una ext ensi 6nde | os naner os r eal es,
simlaraladel osnunerosconplejos. Mentrasquel os
nuner os conpl ej osson unaextensiondel osreal espor | a
adi ci 6n dela unidad i magi nariai, tal que i?=-1, |os
cuat er ni ones son una ext ensi 6n gener adade maner a anal oga
afadi endol as uni dadesi magi narias: 1, J y kal osnumeros
realesytal quei?=j2=k?>=-1

Definicion

Un cuaterni 6n es un nunmero de |la forna
q=a+ail+ayj+ask / a,a;,a,,as € R.

a" se denom na parte real o parte escalar, y

%

ali +a2j+a3K

se denomina parte Imaginariao
parte vectorial ".

Ejemplo 1

q=2-3i +5] +4k esuncuaternion

Cuaternion nulo

Es aquel enque a=a; =a, =az = 0

Cuaternion conjugado

Dadoel cuaternion q= a+aii +as] +az k sucuaternion
conjugadoesq=a-a;i -a»j -ask

Ejemplo 2

Dadoq=2-3i +5] +4K > q=2+3i -5j -4k

Lic Adriana Favieri



Cuaterniones

Cuaternion opuesto

Dadoel cuaternién q= a+azi +a2j-+a3R su cuat er ni 6n
opuestoes -gq= -a-aji -a»j -ask

Ejemplo 3

Dadoq=2-3i +5] +4k - -g= -2+3i -5] -4k

Valor absoluto o norma de un cuaternion

Dado el cuaternion q = a+a1i+a2j+a3Rsedﬂinesu

nor na o val or absol ut ocono

g :\/a2+a12+a22+a32

Ejemplo 4

Dadog=2-3i +5] +4K

q :\/ (-2)2+3%2 + (-5)2 + (-4)?

qi=+ 54
ql =36

Cuaternion unitario
Es aquel cuaterni 6n cuya norma o val or absol uto es uno.
Normalizaciéon de un cuaternion

Dado un cuaterni 6n cuya norma no sea igual a uno

podenos normalizarl o defini endo un nuevo cuat er ni on,

asoci ado al primero, nediante | a siguiente operacion:
q

TR
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6 Cuaterniones

Ejemplo 5

Dadoq::2-3f-+5f-+4R el cuaternidnunitarioasoci ado
aestees:

jaf=3v6
g
q:—
TR
qlz—ii—(2_3f+5f+4k)
36
2 3 5 4
g1 = - I+ ] + k
3/6 346 36 36
2 1 5 4
gi = - I+ j + k

Inverso de un cuaternion

Dado un cuat erni 6n g defi ni nosel cuaternioninverso, que
desi gnar enps q ! cono

- q
qt-=
CRE
Ejemplo 6

Dadoq= 2-3i +5] +4Kk el cuaternioéninversoes:

; q
qt=
[q 2
jaf-=3ve
lq 1% =54
L1 P
q _52(2—3l+5j+4k
1.2 3¢50 4y

I+ —] +
54 54 54 54



Cuaterniones

., 1 1. 5. 2

= I+ —] +
27 18 54 27

Algebra de cuaterniones
Suma
Dados

Q1= a+aii +azj +agk ygo=b+byi +byj +bgk

se define su suma cono

gi+0Q2=(a+b) + (a;+by) i + (az+bz) | + (ag+bs) k
Ejemplo 7
Dados

Q= -3+6i +7] -8K ygp=1+12i -7j -11k
Qi +Q2= (-3+1)+ (6+12)i + (7-7)j + (-8-11) k

qi+Qp = -2 +18i 19K

Resta
Dados

Q= a+aii +a2j +ask ygp=b+byi +byj +bgk

se define su resta cono |a suma del prinmer cuaternién
mas el opuesto del segundo

Qi+ (-02) = (a-b) + (a1 -b1) i + (az-by) | + (az - bs) K
Ejemplo 8
Dados

Q1= -3+6i +7] - 8K yqgy=1+12i -7j -11k

Qo =-1-12i +7j +11K
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(-3-1)+ (6-12)i + (T+7)j + (-8+11) K

qi1 - 92

Qi -2 = -4-6i +14j +3K

Propiedades de la suma de cuaterniones
La suma de cuaterniones es conmutativa.
Dados

g1 = a+a1iv+a2jv+a3I2 y Qo = b+b1iv+b2jv+b3|2 -
qi+ 2= Q2+
Denobstraci 6n

qi + Q2 =

= (a+b) + (a; +by) i (a2+b2)jv+ (az + bg) k
por connutatividad de |a suna de nuneros real es

A\

(b+a)+ (by+ar)i + (by+az)j + (bg+ag) K
= 02 +01

Ejemplo 9

Dados

Q1= -3+6i +7] -8K ygp=1+12i -7j -11k
verificar |a propiedad connutativa
qi1 + (2 =

3+6i +7] -8k 1+12i -7 -11k

+

_2+18i -19k [A

Jz2 + g1 =

- 1-F12f-7f-11k)+ _34+6i +7] -8k

~24+18i -19k [B

Lic Adriana Favieri
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Al=|B

La suma de cuaterniones es asociativa
Dados

d:1 = a+a1iv+a2jv+a3I2 v Q2 = b+b1iv+b2jv+b3l2 Yy
s = C+C1i +Cpj +C3K

- (1 + 02) +Q03 =01 + (2 +Q3)
Denpst raci on

(1 + Q2) +Q3 =

(a+b) + (a; +by) i+ (a2+b2)jv+ (az + bg) K + C+Cliv+Czjv+03|2

v

((a+b) +c) + ((ar+by) +C1) i + ((az+ba) +C2) | + ((az+bs) +c3) K

por asociatividad de | a suma de nuneros real es

v

(@a+ (b+c))+ (ar+ (by+cC1))i + (az+ (bp+Cz))j + (az+ (bz+ca)) k

A\

a+a1iv+a2jv+a3I2 + (b+c) + (bg +cq) i+ (b2+C2)jv+ (bs +c3) Kk

=01+ (02 +03)

Ejemplo 10

Dados

Q1= -3+6i +7j -8K, gp=1+12i -7j -11ky
gs = -8-27i +14 - 22k

verificar |a propi edad asoci ativa

(01 + 02) +03 =qz + (02 +Q3)

(1 + Q2) =

= (-3+6i +7] -8k 1+12i -7j -11K

J’_

- -2+18i - 19Kk

Lic Adriana Favieri



10 Cuaterniones

8270 +14j - 22k

J’_

(Q1 + Q2) + Q3 (_2+18f_19K

~10-9i +14j -41k [A

(1 + d2) +03
(J2 +Q3) =

_ 1+12f_7f_1lk)+ _8-270 +14] - 22k

- -7-15i +7j -33k

O1+ (g2 +q3) = -10-9i +14j -41k [B

Al=|B

Suma de un cuaternidn y su conjugado.

La suma de un cuaternion y su conjugado es un nunero
real e igual al doble de |a parte real de dicho
cuat er ni on.

(a+gq) =2a R, siendoalapartereal deq.
Denostraci on

Sea q=-a+a;i +a,j +ask

s qQq=-a-aji —a»j -aszk

Vv A\

g+ Q= (a+a)+ (ag-ag)i + (az-az)j + (az-az) kK

q+qg=2a
Ejemplo 11
Dado

g = —3+6iv+7jv—812

verificarque (q+q) = 2a

(a+q) = }3+6f+7f_8k

+(—3_6f_7f+8k
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(a+a) = -6

Producto de cuaterniones
Dados

g1 = a+a1iv+a2jv+a3l2 Y (2 = b+b1iv+b2jv+b3l2

se define su producto, que indicarenps con
asterisco "*", cono

qi+0z = (ab-a;b; —as b, —azbs) + (aby+baj; +asbs-—azbhy)i +

+(ba2+ab2+a3b1—alb3)jv+ (ba3+ab3—a2b1+a1b2)R

Propiedades

El producto de cuaterniones no es conmutativo

1 Q2 # 02 * Q1

Qi*Q2= (ab-a;b;-a,by-azbs) + (aby +ba;+aybs-azghy) i +

+(ba2+ab2+a3b1—a1b3)jv+ (ba3+ab3—a2b1+a1b2)R

J2*Q1 = (ab-a; by -axby,-azbs) + (ba; +aby +az by -as bz) iv+
—(ba2+ab2+a1b3—a3b1)jv+ (ba3+ab3+a2b1—a1b2)lé

en |l os distintos col ores puede apreciarse | a desi gual dad.

ElI producto de cuaterniones es asociativo
Dados

Q1= a+ayi +azj +ask , go=b+byi +bhyj +bhgky
s = C+C1i +Cpj +C3K

- (1 * g2) *Q3 =q1 * (2 *x(3)

Denpstraci 6n

(1 * Q2) * Q3



12 Cuaterniones

= {(ab—albl—azbz—agb@ + (bay +aby -az by +asbs) iv+

t(bap+azb;+aby-a;bs)j + (bag-asby +a; by +abg) K

|

= (abc-caijby-cayby,-cazbsz-bajcy-abicy+

+a3b2C1—azb301—b8202—83b1C2—ab202+

+ai bscy,-bascs+asbycs-a;bocg-absgcs) +
+(bcaj+acb;-caszby+cabz+abcy-aibicq -
—azbzcl—agb3C1—ba302+a2b1C2—alb2C2—

C+Cyl +Coj +03RH

~absco+baycz+azbicg+abycz-ag;bszcy)i +
+(bcay+cazby+achy-cajbs+baszcy-axbycy +
+a;b,cy+absci+abceco-aj;byco-arsbyco -

\2

~agbzcy-bajcs-abycg+azbocz-azbscs)j +
+(bcag-cayb;+cajb,+acbhs-baycy-azbicq -
~abocy+aibsci+bajco+abico-azbyco +

+ta,bscp+abcs-ajbicz-asbycs-azbscs) k

|

a+a1iv+a2jv+a3I2H{(bc-blcl—bgcz—bgcg) +

Vv

t(chby+bcy-bscy+bycs)i + (chy+bsci+bey-bics)j +

+<cb3_b2c1+b1c2+bc3>ﬂ

g1 * (g2 xQ3)

Productos principales

>(_

I
A<
>(_

I

|
=

A<
>(_
1]
N
*
<
1
|
N
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Cuaterniones

Método practico para hallar el producto de cuaterniones

Para hallar el producto de dos cuaterni ones podenos
ayudar nos del uso de una disposicion grafica, de una
tabla, y teniendo en cuenta | os productos princi pal es.

Armarenos | a tabla de |l a siguiente manera :

en | a col uma ubi carenps | as conponentes del prinmer
cuaternion y en la fila | as conponentes del segundo
cuat er ni on.

Dados

di1 = a+a1iv+a2jv+a3l2 Y (2 = b+b1iv+b2jv+b3l2

gquerenoshallarq; = g2 = p

\ \%

gi\ Oz b bii | baj | bs
a

N <

ali

ay |

ADVERTENCIA : Conp el producto de cuaterni ones no es
conmut ati vo debenps tener cui dado con | a ubicaci 6n de

| os cuat erni ones; sienpre debe escribirse en | a columa
el primer cuaternion.

Lic Adriana Favieri
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Ahor a

Cuaterniones

conpl etanos | a tabla

a\gy| b by i b, j bs k

a ab abyi abyj a bs k

aii |aibi |aibyi «i la;byi «j |a;bsi «k
ayj |axbj |azbij «i lasbyj xj |axbsj «k
aglé agblz agbllz*iv agbzlz*jv agbglz*lz

usando | os productos principal es y obtenenos

qi\ g2 b byi baj bs k
a ab | abyi | abyj | absk
aii |aibi | —a;by | aibak | —a;bsj
aj |azbj |-azbik| —azby | asbsi
ask |azbk| azbyj |-asbyi | -azbs
ahora sumanos todos | os productos que contri buyan a |l a

parte real del producto, todos |os que contribuyan a |l a
parte vectori al "f", a la parte vectori al "f" y ala
parte vectori al "k". Para ellos podenos reordenar | a
tabl a asi
di+dz| P pri | pz2i ps k

ab | abyi | abyj | absk

—a;b; | aibi |-a;bsj | a;bsk

—ayby | asbsi | asbj | -asb;k

—asbs | -asbyi | azbij | asbk
P =010z
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p = (ab—albl—azbz—a3b3> + (ab1+ba1+a2b3—a3b2) iv+
+(bas+abyrazbh;—a;bs)j + (bag+abs-asby +a; by) K

gue es la m sna expresi on que habianps escrito
ant eri or nent e.

Ejemplo 12
Dados

Q1= -3+6i +7] -8K ygp=1+12i -7j -11k

hallar p =01 xQ>
Usar enos el método préacti co.

g\ e | 1 12 7 “11k
-3 -3 (-3) 120 | (=3) (-7)j | (-3) (-11) k
6i 6i (-6) 12 6 (-7) k (-6) (-11) |
7 79 | (-7 12k | (-7) (-7) 7 (-11) i
8k | (-8) k| (-8)12] | -(-8) (-7)i | -(-8) (-11)
g\age | 1 | 120 | -7 | -11k
3 | -3 | -36i | 21j | 33k
6i | 61 | -72 | -42k | 66]

7i | 7] | -84k | 49 | -77i

Vv

"8k |-8k| -96] |-56i | -88

r eor denando
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dixG2 | p | pii | p2i | pak
3| -36i | 21j | 33k
72| 6i 66j | -42k
49 | -771 | 7] | -84k
88| -56i |-96] @ -8k
P=01~*02

P=(-3-72+49-88)+ (-36+6-77-56)i +
+(21+66+7-96)j + (33-42-84-8) k

qi+Qp = -114 - 163§ -2 - 101k

Producto de un cuaternidon y su conjugado.

El producto de un cuaternion y su conjugado es un
nunero real e igual al cuadrado de la norma o val or
absol uto

g«q=a’+aj+aj+ajz
Sea q=a-+aii +apj +ask

> q=a-ai -aj -ask

q\ q a —agi —azf _ag k

a aa a(—al)f a(—a2>f a(—a3>§
a1i |ajai | -aj (-a1) | a1 (-az) k | -a3 (-as)
aj |azaj |-ay (-a1) k| -az (-a2) | @ (-ag) i
ask |azak | asz (-a1)| |-as (-az)i | -az (-ag)

r eor denando

Lic Adriana Favieri
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g+q| p p1 i P2 ] ps3 K
aZz| -aaji —~aasj ~aaszk
a2 | aasi ajasi . k
1 1 143z aj a,
a2 | —a,asi aa,i K
5 2 Az 2 ) aj az
a2 | a,asi | —ajasi K
3 2 Az 143 aas

q+«q=a’+a%+a3+a3 R

Ejemplo 13

Dado

q= -3+6i +7j -8k

qg= -3-6i -7j +8k

verificarquegq«g=-a’+a%+as+a3 R

r eor denando

g\ q -3 6 7 8 k
-3 (-3) (-3) (—3>(—6>iv (-3) (-7 (—3)8&
6i | 6(-3)i (-6) (-6) 6 (-7) K (-6) 8]
7i | 73] (7)) (=6) k | (-7) (-7 781
"8k | (-8) (-3) k| (-8) (-6)] 8 (-7) i 8 8
g\q| -3 | -6i | -7j 8 k

3 9 | 18i | 21 | -24k

6i |-18i | 36 |-42k| -48j

7i | -21j | 42k | 49 | s56i

8k | 24k | 48] |-56i | 64
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— Vv A\ \

qxqg | p | p1i P2 ] ps K
9 | 18i | 21j | -24k

36 | -18i | -48] | -42k

49 | 560 | -21j | 42k

64 | -56i | 48] | 24k

qx0=3+36+49+64

q+Q=a’+af+aj+aj3

Conjugado de un producto

El conj ugado de un producto de cuaterniones es igual al
product o de | os conj ugados en senti do opuest o.

Dados

d1 Y 02 - 01 x Q2 =201

Denobstraci 6n

qr * Q2 = (ab—albl—azbz—a3b3) + (ba1+ab1—a3b2+a2b3) iv+

r(baz+agby+aby-—a;bs)j + (bag-ax by +a; by +abs) K

d:r * Q2 = (ab—albl—azbz—a?,bg) - (ba1+ab1—a3b2+a2b3) iv+

~(bay+asby+aby-a;bs)j - (bag-ayby+a; by, +abs) K

0. * 2= (ab-a;b; -—a,by-asbs) + (-bay -aby +asb, -as bs) i
+(-bay-asby —aby+a;bs)j «+ (-bag+ayb; —a; b, —abs) Kk

=02 » Q1

Ejemplo 14

Dados

Q1= -3+6i +7j -8k yqgp=1+12i -7j -11k

verificarque 1 = 02 =2 x (1
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g1 *+ g2 = -114 - 163§ - 2] - 101k (ver ej enpl 010)

i * 2= -114 +163i +2j +101k [A

Go=1-12i +7) +11K

gr= -3-6i -7] +8k

0\ a1 -3 6 7 8 k
1 -3 (-6) i -7V § 8 k
S120 | (=12) (=3) 0 | -(-12) (-6) | (-12) (-T) k | - (-12) 8]
70 | 7T(-3)] | —(T)(-6)k | (-T) (-7) | T7-8i
11k | 11 (-3)k 11 (-6)j | -11 (-7)i | -11(8)
w\ar| -3 | -6i | -7] | 8k
1 3 | -6i | -7j | 8k
~12i | 360 | -72 | 84k | 96]
7i | -21j | 42k | 49 | 56i
11k |-33k | -66] | 77i | -88

r eor denando

Q2+01 | p Dliv Dzjv ps k

v v v

3| -6i | -7j | 8K

A\

~72 | 360 | -96] | 84k

\

49 | 560 |-21] | 42k

v v v

88| 77i | -66] | -33K

P=02~+01
P=(-3-72+49-88) + (-6+36+56+77)i + (-21-66-7-96)| +
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p--114+163i +163] + 101k [B

Al =|B

Representacion de puntos a través de cuaterniones

Todo punto del espacio tridi nmensional puede ser
represent ado nedi ante un cuaterni 6n cuya parte real
es cero.

Si P(Py, P, P3) > P=0+Pii +Pyj +P3k

Ejemplo 15

Representar el vector P (-7, 4, 6) conp un cuaternién

P-0-7i +4j +6Kk

Representacion de vectores a través de cuaterniones

Todo vector del espacio tridinensional puede ser
representado nedi ante un cuaterni 6n cuya parte real
es cero.

- Y% Y% v v Vv \%
Sl v=vii +Vyj +vzk - v=0+Vvii +Voj +Vv3Kk

Ejemplo 16

\%

j - = k conpun cuat er ni 6n

U] 00
N w

- 3
Representarelvectorv::§-|+

Lic Adriana Favieri



Cuaterniones 21

Importancia de los cuaterniones unitarios

Lainportanci adel os cuaterni onesunitariosresi deenque
através deell ossepuedenrepresentar rotaci onesentres
di mensi onesde maneranuy sencilla. Si ges uncuat ernion
unitario, éstepuedepensarseconobunaesferaderadiolen
el espaci 04 D. Ypodenosrepresentar unarotacionen el
espaci 04 D, endonde (ai, ap, az) sonl as conponent esde
cual quierejearbitrarioyael angul oderotaci on.

Representacion de rotaciones en el espacio alrededor
de un eje.

., . . —
Unar ot aci 6n al rededor deunvector unitariony
un angul o © puede pensar se cono un cuat er ni on.

Sean=nii +nyj +n3gk //}ﬁ} -1lyunanguloe

el cuaterni én que representa | a rotaci 6n al rededor
del eje es

- sl (i im0

Conpr obenbs que es un cuaternion unitario

|q|JCos2

ConD nl + N2 + N3 ) = 1 pues }ﬁ} -1

lQl\/CDS 5

+ (n12+n22 + N3 ) Si nz[g}

+ Si nz[g}

Ejemplo 17

Repr esent ar nedi ant eun cuat er ni 6nunar ot aci 6n de 90°
al rededor del ejex.

~ . - -
Ehejexescritoconbunvectores: n-= |

Lic Adriana Favieri



22 Cuaterniones

= 45°

N[O

y

el cuaternidén que representa | a rotaci on es

q:Cos[g

+(n1iv+n2jv+n3R)Sin{§]

Transformacion de puntos
Pararotar unpuntoenel espaci oal rededor de unvect or

. . — - . . . . .
unitarion yunangul oosesigueel siguienteprocedi mento:

Dadoel puntoP, el vector ejeconrespectoal cual sedesea
rotar y el anguloarotar, el transformadodel puntoPes: P

Ejemplo 18
Rot ar el puntoP (0, 3, 2) 90° al rededor del ej e x.

el cuaternidén que representa | a rotaci on es

—\/?Jr\/?iv e_—\/?—\/?iv
2 2 4= 7 2

el punto P escrito conp cuaternion

q

P:O+0iv+3jv+2lz
P =q+xPxq
P..=q=*P
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g\ P |0 |Oi 3j 2 k
\/7 3 2.\/ \2
YZ 0] 0 | 23Ej | 2k
Zilolo | ¥Zk | -2
0j (0| o 0 0
Ok |00 0 0
r eor denando
q«P|p |pii | p2j ps K
0 | 22 | 2k
0 | V2 | ¥k
0 0 0
0 0 0
P**_(gﬁ]f+(\/?+3f)k
P**=£jv+5\/?lz
2 2
P,:P***q_
JZ 2
2 2
_ \/7 r.v e v
P..\ T v - Y2 0] K
0 0 0 0
0 0 0 0 0
| vz vz vz vz
al B e ol _T(_T)k 0 0
VZ || sVZ vz vz
522k 522 22k ng_ (_ 22)J 0 0
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P.\T | Y& Kk
0 0 0
0 0 0
SR 0
5v2 | 5 |

r eor denando

P =q+xPxq

P(0,-2,3)
‘777_ |

“2j +3k
escrito cono punto

P (0, -2, 3)
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Distintas perspectivas

Al realizar rotaciones con cuaterniones pueden adoptarse
dos perspectivas distintas. Una consi derando fijos |os
ej es del marco de referencia, y otra considerando fijo
el punto a rotar.

Si consi deranosfijoel marcodereferencia, el producto
gxPxq representaunarotaci ondel puntoensentido
antihorario, yel productoq «P=xgrepresentaunarotacion
del puntoensentidohorario.

Esteti pode perspectivasuel el | amar se rotacidn con
perspectivacentral.

En canbi osi consi deranpsfijoel punto, el producto
gxPxq representaunarotaci 6ndel marcode referenci aen
sentidohorario, yel productog x PxqQqrepresentauna
rotaci ondel marcodereferenci aensenti doanti horari o.

Esteti pode perspectivasuel el |l amar se rotacion con
perspectivaaxial.

Cuadro resumen

Rot aci 6n con per specti vacentr al
q+P+T rotacionensentidoanti horario
qx«Pxq rotacionensentidohorario

Rot aci 6n con per specti vaaxi al
P+« rotaci 6nensenti dohorario
Pxq rotacionensentidoanti horario

q *
q x

Rotacion de rectas

Medi ante |l a rotaci on en el espaci o con cuaterni ones
| as rectas se transforman en otras rectas.

Denostraci 6n
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Unarectaenel espaci oque parapor el puntoA (A1, Ay, A3)
yesparalelaalvectorG::(aL a,, az) escritaenfornmm

paramétri caes:

X=~A+ayt
y:A2+a2t
Z =Az+ast

Para sinplificar |a denpstraci on vanos a aplicarle
una rotaci 6n al rededor del

eje x de un angulo o .

El cuaterni on que representa |l a rotaci 6n es :

q:Cos[g

y vanpos a considerar a P conp un cuaterni on en el
Sus conmponentes son :

cual

+Sin[9} L - @s{g} _Sin[g}i

2

Vv

P=0+ (A +agt) i+ (A2+8.2t)jv+ (A3+a3t)I2

su transfornmado sera

P =q«P«T
g\ P (A +art)i | (Av+azt)j | (As+ast) K
Cos [ 7] Cos |3 ] « Cos 3] » Cos[3] «
(Ar+ait)i | (Ap+ast)j | (As+ast)k
sin[¢]i 0] -sin[2]« |Sin[Z]« _sin[g] «
(Ag +apt) (A2+a2t)lz (A3+a3t)jv
0j 0 0 0 0
0k 0 0 0 0
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r eor denando

Cuaterniones

q+P p p1i P2 ps k
Cos | 2] Cos|[ %] « Cos[9] =
(A1+a1t)iv (A2+a2t)j (A3+a3t)k
-Sin|[ 2]« 0 -Sin[g] « Sin[g] =«
(Ar+agt) (As+ast)] (A +apt) K
0 0 0 0
0 0 0 0
. 1607 6 v
PH=—3H_§_UM+&I)+QB{§}UM+MI)I+
=R . 16 6 o v
+t(QB_E_az—&n{z]&J+(QB{—}AQ—&H[§}AJJ+
. [0 o 6 o y
+t (SI n_z_ a2+Cos{§] 83) + (SI n{ﬂ A2+Cos[§} A3) k
P =P, xq
P\ Cos[2] |-sin[2]i |0j Ok
—Sin[g] (A +apt)
Cos|[5]| (Ap+ait) i
t (Cos[Z]az-Sin|[Z]as) +

(Cos[Z] Ao -Sin|Z] As)]

v

t (Sin]

| az+Cos|5] as) +

(Sin[ ]A2+Cos[§]A3) k

'
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Por cuesti onesde espaci ol atablaseiraconpl et andopor

col umas
P.\ T Cos [ ]
-Sin[Z] (AL+art) -Sin[Z] Cos[g] (Ar+art)
Cos[Z] (Av+art)i Cos|[Z] Cos[5] (Ac+art)i
t (Cos[g]az-Sin[Z]as)+ |(t (Cos[5]az-Sin[5]as)+
(Cos[5] Ae-Sin[3]As)i | (Cos[5] A -Sin[5] A)) Cos[5]]
t (Sin[Z]az+Cos[Z]as)+ | (t (Sin[g]az+Cos[5]as) ~
(Sin[$] Ay +Cos[Z] As) k (Sin[S] Ac+Cos[Z] As)) Cos|5] k
P\ O -Sin[g]i
-Sin[S] (Ar+art) Sin[g]sSin[g] (Av+art)i
Cos[2] (Av+art)i Cos[2]Sin[g] (A+art)
t (Cos[Z]az-Sin[Z]as)+ | (t (Cos[5]az-Sin[5]as)~

(Cos[g] A -sin[g] Ad)j

2] As)) sin[5]

—

(Cos|S] A-Sin

t (Sin[§]az+Cos[g]as)+ | (t (Sin[§]az+Cos[Z]as) ~
(Sin[2] A+ Cos[2] As) k (Sin[9] A +Cos[2] As))Sin[2]]
P\ 0j | Ok
-Sin[2] (Ar+art) 0|0
Cos|[5]| (Ap+ait) i 0| O
t (Oos[%}az—Sin[g]ag)+ 0 0
(Cos[5] Ae-Sin[5] As) )
t (Sin[g]az+Cos|[Z]as)+ | O | O
(Sin[2] A+ Cos[2] As) k
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Sinplificando y ordenando

P p pyi P2 j p3 K
-Sin[g] Cos[9]« | Sin’[¢] « Cos|[ 7] « Cos [ 2] =
(Av+at) (A1+a1t)f U&+a2t)f (Ag+agt) k
Cos[g2]Sin[5]« |Cos?[2]« -Sin[g] Sin[Z]«

(Ar +ap t) (A1+a1t)iv (ABJraBt)jv (A2+a2t)|2
0 0 0 0
0 0 0 0

P -0+ (tag+A])i + [t (Cos[6]a,-Sin[6]ag) + (Cos[6] Ay -Sir
[t (Sin[6]as+Cos[6] ag) + (Sin[e] A, + Cos[6] Ag) ] K

| | amando

b, = (Cos[e]a,-Sin[e]lasz) C = (Cos[6] A, -Sin[e] Ag)

b, = (Sin[6] a, + Cos[6] azg) C = (Cos[6] A, + Sin[o] Ag)

P =0+ (t a1+A1>iV+(t b + Cl)jv+(t b, + G) K
se pone en evidencia que es una recta.

En forma simlar puede realizarse | a rotacion
al rededor de | os otros ej es coordenados.

Ejemplo 19

Rot ar el segnentoqueunel os puntosP (0, 3, 2)vy
Q (3, 2, 0) 90° al rededor del ejex.

el cuaternidn que representa | a rotaci 6n es

V2 A2 A2 A2 .
2 " ' 7Y !

| os puntos escritos conb cuaterniones

g =

P-0+0i +3]+2k  Q=0+3i+2]+0k

P =q+«PxT Q =qxPxT
Transformanos sol o | os extrenps del segnento ya que
henmos denostrado que | a transformda de una recta es
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una recta, y el segnento esta incluido en |a recta.

P --2j +3k (del ejenpl015)

Q =q+QxT

Q. =0x*Q

g\Q | 0| 3i 2i | ok
V2o lo i v2i | o
V2 i lo|-32 | 2k | -0
0j o] o 0 0
ok (0| O 0 0

Q =P..»T

_\/2— ‘\/Z_v \ v
P.\NQ | 5> | -%1|0j 0k
3] 51 oo
3vV2 |3 3
=51 ] 5 > 0 0
V2 k 0| 0
2k | k| - ol o

r eor denando

Q =3i +2Kk
Transformado: segnent oque pasa por
P (0, -2, 3)y Q (3, 0, 2)
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P (0,-2,3)
P(0,3,2)

I
|
!

Q(3,2,0)

Cuaterniones con el programa Mathematica 6

Para trabajar con cuaterniones en el Mathematica 6 debe-
nos prinmero cargar el paquete correspondi ente que se

| | ama " Quaternions", y se carga de la siguiente
maner a:

<< Quat erni ons’
Ejemplo 20
| ngreso de cuat er ni ones

Para ingresar un cuaterni on se procede asi:

Si q=2-3i +5] +4k
q = Quaternion[2, -3, 5, 4]
Quaternion[2, -3, 5, 4]

Si alainstruccio6n |e agreganos dos puntos antes del
sinmbol o igual se carga el cuaternidon en | a nenoria pero
no o escribe en | a pantall a.

q:=Quaternion[2, -3, 5, 4]
Ejemplo 21

Encontrar el cuaterni 6n conjugado de ( = 2-—3f-+5f-+4ﬁ
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Conj ugat e[q]
Quaternion[2, 3, -5, -4]
Ejemplo 22

Encontrar el cuaterni 6n opuesto de g = 2-—3f-+5f-+4ﬁ
-q
Quaternion[-2, 3, -5, -4]
Ejemplo 23
Encontrar val or absol uto de q.
Abs [q]
3+/6
Ejemplo 24
Normal i zar el cuaterni on g

q
Abs [q]

Jg__ 1 5 2 ]
3’ Nﬁ;’ 3Nﬁ;’ 3

N

Cpaternion[

Ejemplo 25
Hal | ar el cuaternioni nversode q.

_a
Abs [q]?
Quat er ni on —Eﬂ __}_, Ei, 2
27 18 54 27
Ejemplo 26
Hall ar | a suna de

Q1= -3+6i +7] -8k yqgy=1+12i -7j -11k
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Quaternion[-3, 6, 7, -8] + Quaternion[1, 12, -7, -11]
Quaternion[-2, 18, 0, -19]
Ejemplo 27

Hall ar | a resta de

qr= -3+6i +7] -8k yga=1+12i -7] -11k
Quaternion[-3, 6, 7, -8] -Quaternion[l, 12, -7, -11]
Quaternion[-4, -6, 14, 3]

Ejemplo 28

Verificar |a propiedad connutativa de | a suma con
| os cuat erni ones del ejenplo 23.

Quaternion[-3, 6, 7, -8] + Quaternion[l, 12, -7, -11]
Quaternion[-2, 18, 0, -19]
Quaternion[l, 12, -7, -11] + Quaternion[-3, 6, 7, -8]
Quaternion[-2, 18, 0, -19]

Ejemplo 29

Suma de un cuaterni 6n y su conj ugado.
g + Conj ugat e[q]
Quaternionf4, 0, 0, 0]

Ejemplo 30

Hal | ar el producto de

qu= -3+6i +7] -8k yga=1+12i -7] -11k
Quaternion[-3, 6, 7, -8] *xQuaternion[l, 12, -7, -11]
Quaternion[-114, -163, -2, -101]

Ejemplo 31

Verificar que el producto de cuaterni ones no es connutati

Quaternion[-3, 6, 7, -8] »» Quaternion[1l, 12, -7, -11]
Quaternion[-114, -163, -2, -101]
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Quaternion[l, 12, -7, -11] »» Quaternion[-3, 6, 7, -8]
Quaternion[-114, 103, 58, 151]

Ejemplo 32

Hal | ar el producto de un cuaterni én por su conjugado.
g ** Conj ugat e[q]
Quaternion[54, 0, 0, 0]

Ejemplo 33
Rot ar el puntoP (0, 3, 2) 90° al rededor del ej ex.
Quat er ni on[v_ vz_ 0, 0] x% Quaterni on[0, 0, 3, 2] *=*

(Y2 X2 o, o]

Quaternion[0, 0, -2, 3]

Conj ugat e[QJat er ni on

P(0-23
P0.3.2)
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