Ecuaciones Diferenciales
de Orden Superior

Parte VI

Ecuaciones Diferenciales
De Derivadas Parciales

Ing. Ramon Abascal

Profesor Titular de Analisis de Sefiales y Sistemas
y Teoria de los Circuitos 11
en la UTN, Facultad Regional Avellaneda
Buenos Aires, Argentina

2006






Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior. 6.3
Parte VI - Ecuaciones Diferenciales de Derivadas Par ciales.

6 - Ecuaciones Diferenciales de Derivadas Parciales:

6.1 - Ecuaciones de Derivadas Par ciales:

En la literatura especifica estas ecuaciones suelen ser llamadas "ecuaciones diferenciales
parciales', denominacion impropia en estricto sentido literal. En realidad se trata de ecuaciones
diferenciales en las que las derivadas son parciales y no totales como en las ecuaciones
diferenciales ordinarias. Es por esto que preferimos llamarlas Ecuaciones Diferenciales de
Derivadas parciales, o en forma simplificada, Ecuaciones de Derivadas parciales.

En tales ecuaciones aparecen, por regla general:

e unavariable dependiente, o funcion.
e dos 0 més variables independientes, y
e unao mas derivadas parciales de lafuncién respecto de las variables independientes.
Ejemplos:
z(x,y) = aa_z + bﬂ
0 X oy

2
0 Z(X,y) + cy = 0
0 X?

La solucion de la ecuacion consiste precisamente en determinar € valor de la variable
dependiente, z en los dos gjemplos anteriores. En otras palabras, encontrar lafuncion

z=1(xYy) (6.1)

El orden de la derivada parcial més elevada define el orden de la ecuacion. En los dos ejemplos
mencionados, |as ecuaciones son, respectivamente, de primero y de segundo orden.

Al igual gue las ecuaciones diferenciales ordinarias tienen soluciones que en general introducen
constantes arbitrarias, las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales presentan soluciones
gue introducen una o mas funciones arbitrarias de las variables independientes. Veamos €l
siguiente gjemplo obvio: Sealaecuacion

9209 = g (xy)

0 X
Su solucion es

z(xy) =) o(xy)dx + ¢(y)

6.2 - Generacion de Ecuaciones Diferenciales:

Las Ecuaciones en derivadas parciales de primer orden constituyen familias de curvas en el
plano, o de superficies en el espacio, que tienen un parametro en comun.
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Como preparacion a su estudio, veremos aqui como generar una ecuacion diferencial ordinaria®:
Ejemplo 1: Sea una circunferencia con centro en el origen de coordenadas, y radio r. Su ecuacion
en €l plano es, como sabemos:

XX+ vy =1 r = cte. (6.2)

Si derivamos esta ecuacién respecto de x, tenemos.

ox +2y 9Y —ox+2yy =0

dx
De aqui surge la ecuacion diferencial ordinaria:
X+ yy =0 (6.3)

Pero también
2xdx+2ydy =0

Esta es la ecuacion diferencial de lafamilia. Al integrar, vemos que efectivamente, la (6.2) es la
solucion de esta ecuacion:
2]xdx+2jydy:x2+y2+C=O donde C=-r2

La (6.2) es, obviamente, solucion de dicha ecuacion, cualquiera sea el valor de la constante r; es
decir que la ecuacion (6.3) tiene infinitas soluciones que difieren entre si precisamente en el valor
de la constante r: En este caso, las infinitas circunferencias de centro en el origen constituyen en
sentido estricto una familia muy particular, pues lo Unico que tienen en comun es precisamente €l
centro en el origen. El Unico parametro comun que comparten es por tanto el punto (0,0). El valor
de"r" identifica a cada uno de los miembros de lafamilia.

Ejemplo 2: Consideremos en segundo lugar la ecuacion de una circunferencia con centro en un
punto cualquiera P, de coordenadas a, b:
P(ab)
Laecuacion de tal circunferenciaes:
(x-a)> + (y-b)? =12 r = cte.
Derivando como en el primer gemplo, resulta:
2(x-a) + 2(y-b).y'=0
y'(y-b) +(x-a) =0

(1) Esusua estaformadeintroducir €l estudio de las ecuaciones diferenciales, porque proporciona un panorama
méas completo en el que confluyen el concepto de familia de ecuaciones, y su solucion.
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que es también una ecuacion diferencia ordinaria, de primer orden, que caracteriza a una nueva
familia de circunferencias: las de centro en P. Los parametros de |la misma son obviamente ay b.
También en este caso "r* es & elemento que individualiza alos diferentes miembros de aquella.

6.3 - Ecuacion de una Familia de Superficies en el Espacio.

Consideraremos a continuacion € caso de una familia de superficies en e espacio. Como
sabemos, a igual que una funcién de dos variables representa una linea en € plano, una funcion
detresvariables

¢ (xY,2)

representa una superficie en e espacio. Una funcion como ésta puede representarse también en
forma explicita respecto de una cualquiera de | as variables independientes. Por gjemplo,

z(xy) =0

El hecho de que z seaunafuncion de"x" e "y", z = f(x,y), implicaque, para para cada par
de valores de las variables x ey, dentro del dominio de lafuncién z, existira uno (o mas) valores
de z, tales que el punto P de coordenadas (X, y, z), pertenece ala superficie S, como se muestra
en lafigurasiguiente:

> Y

..................... . (X1, ).’1)

X

Decimos "uno o més" valores de z, porque la superficie puede eventualmente tener una, 0 més de
una, "hojas’. De otraforma, si x ey varian en forma continua, €l punto P describira una hojade la
superficie S.

Si lafuncion no tiene término independiente, la ecuacion homogeénea:
¢(xy,z)=0 (6.4)

representa a una superficie cénica que contiene a origen de coordenadas. Esto quiere decir que
las directrices de dicha superficie conica pasan por e origen. En efecto, podemos verificar 1o
dicho con ayuda de un gjemplo cualquiera.
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Sea la ecuacion:
F(x,y,z) =2x +3y-z2=0
zZ=2x+ 3y
Entonces, si x = 0, estamos en presenciade larectadirectriz  z = 3y,
situadaen el plano zy y que pasapor €l origen. Lomismo,s y = 0, entonces z = 2X

esunarectadel plano zx. Finalmente, si z =0, y por tanto,
y = - i X,
3
tenemos una recta ubicada en el plano xy

Lafigura siguiente muestra las tres rectas directrices, correspondientes a cada plano cartesiano, y
obtenidas haciendo nula cada una de las tres variables x, y, z:

Z A

x=0
z=3y

M

A continuacion representamos un conjunto de puntos en e plano xy, y su imagen sobre la
superficie representada por la funcion. Para una mejor visibilidad se ha aumentado la escala
correspondiente a las coordenadas x ey, sin modificar la que corresponde a z:
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Tablade valores de las coordenadas 7 A

Punto
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Nota: La linea gruesa cortada
corresponde a la ordenada (linea
denivel) z= 6.

Los puntos gruesos identifican las
inter secciones de dicha ordenada
con las directrices de la superficie.
Ver el grafico dela pég. siguiente.

La figura, limitada a primer octante, permite observar la conicidad de las directrices de la
superficie, alin cuando ésta es, en este caso, un plano inclinado, de extension infinita, que
contiene a origen de coordenadas, como puede verse en la figura siguiente, que muestra las
proyecciones sobre € plano xy de las lineas de nivel correspondientes a distintos valores de z
constante. Las lineas de nivel mencionadas corresponden a distintos valores positivos de la
variable z.

A

Ejemplo, tablaparaz = 8 > Y

z | x|y i
8 | 0183 .
8 |1 |6/3 |
812 |44 Lalineadenivel (z=6) |
8 | 3|23 ,
s a1 0 esta r_epresentada a

titulo ilustrativo en €l

gréfico anterior.
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Esta ultima figura, por razones de claridad, esta limitada a primer cuadrante, Unicamente. El
plano representado en ella por las proyecciones de las lineas de nivel para z = constante,
obviamente se extiende, lo mismo que las lineas de nivel, alos cuatro cuadrantes.

Las lineas AZg y AZc, en la primera figura, y sus prolongaciones en ambos sentidos,
corresponden a la interseccion de la superficie representada por la ecuacion que estamos
analizando,

zZ=2x+ 3y
con los planos zx y zy, respectivamente.

6.4 Ecuacion Paramétrica de la Superficie:

Una segunda forma de definir una superficie es la siguiente: Si las variables x, y, z, pueden ser
expresadas en funcion de un parametro t,

X = x(t)
y =y(t)
z=12z(t)

al variar t en formata que X, y, y z varien en forma continua, las sucesivas posiciones de un
punto P ( X, y, z ) describen una superficie. Por 1o que podemos decir que las tres ecuaciones del
sistema anterior representan también la superficie, pero en forma paramétrica.

Si derivamos z respecto det, recordando gque es funcion de x ey, obtendremos la ecuacion:

dz _ 0z dx , 0z dy
dt ox dt oy dt
O, multiplicando por d t:

dz= 9Z dx + 9Z dy =z, dx + z, dy
0 X oy

Para simplificar su escritura, se acostumbra designar con "u" y "v" alas derivadas:

Zy = u Zy =V (6.5)
Detal forma, la ecuacion anterior se escribira asi:

dz= udx +vdy

Una familia de superficies esta representada por una ecuaciéon similar ala (6.4), pero incluyendo
un pardmetro "a’, caracteristico de lafamilia, y que por consiguiente, la define:

o(XYy,za)=0
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Despegjando z en esta ecuacion, volvemos a encontrar la relacion (6.1), que liga z con las
variables independientes x e :

z="1(xYy)
Esta igualdad puede escribirse también, en formaimplicita, como:
z-f(x,y)=0 (6.6)

Ejemplo 1. Sealaecuacion:

o(xYy,z,a) =5x-y+z-4=0

s z=f(x,y)=y-5x+4

o también
z-(y-5x+4)=0

6.5 - Familia de Ecuaciones Diferenciales:

Haces o redes de superficies:

Lafuncién
F(X,y,z,0,B) =0

representa asimismo una familia de superficies. En este caso es funcién de dos parametros, a. y 3,
que la caracterizan. Esta ecuacion, que para distinguirla de la anterior, en lugar de familia
[lamaremos "haz de superficies', asociadaala (6.1), nos permite escribir €l sistema siguiente:

F(x,y,z,0,B) =0
(6.7)

z=2z(%xY)
Derivando F con respecto de x e y, se obtienen, respectivamente, las dos ecuaciones siguientes:
(6F , 0F 0z _ g

0 X 0z 0OX
< (6.8)
oF ., OF o0z _ 0

oAY oz 0y

Justificacion:

Descompongamos la funcion F en otras dos, F1 y F, en la primera de las cuales no aparece la
variable z, mientras que la segunda es exclusivamente funcién de z:

F(x.y,z,0,B) = Fu(Xy,a,B) + R2[z(x,y)] =0 (6.9)
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Si derivamos respecto de x hallamos:
oF , 0F 0z _ 0k , OF 0z (6.10)
0 X 0z OX 0 X 0z O0X
Pero de la (6.9) surge laigualdad
Fo(x,y,o,B) = - F2[2(Xy)]
Derivando respecto de x:
OF. — _ 0F 0z
0 X 0z O0X
Estaigualdad prueba que el segundo miembro de la (6.10) es nulo, es decir:
oF . 0F 0z _
0 X 0z OX

Lo mismo se puede probar derivando respecto dey.

Ejemplo 1: Sea

F(X,y,Za,p) =sendx - x2+ay?-2z2+p=0

Entonces z = -1 (sen4x - x2 + ay2 + B)
2
Derivando
OF - 4cosax + 2x 2
0 X
Lo mismo oF -
0z
y 9z =1 (gcos ax + 2x73)

0 X 2

Por tanto: oF , OF 9z - 4cosdx + 2x7° - (4 cosdx +2x3) =0

0 X 0z 0X

Por lo que respecta alavariabley, en forma similar, tenemos:
OF - 2ay
oy

y 9z =gy

ay
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Por tanto: OF + OF 92 - 34y -2qy=0

oy 0z 0y
Ejemplo 2:

F(x,y,za,Bp)=e*+e” +az-Bxy=0
Aqui es:

z=21 (Bxy-e*- eV)

(04

Entonces 9F = - e* .-y

0 X

OF - ¢4

0z
y 2z = L (py+e”)

0 X o
Por tanto:

o0F . O0F 0z = _eX By + By +e*=0

0 X 0z 0OX

Laderivada respecto dey es, por su parte:

aF - _e-y_BX
oy
y 9z =1 (px+e?)
oy o
Por tanto: OF + OF 02 - .Y .Bx + -eY-Px=0
oy oz 0y

Estos dos gjempl os confirman la validez de las ecuaciones (6.8).

Volvamos ahora al sistema de ecuaciones (6.7) que caracteriza al haz de superficies:

F(x,y,z,a,B) =0

(6.7)
z=2z(xY)
Las diferenciales totales de las funciones "F'y "Zz" son, respectivamente:
dF = 9F dx + 9F dqy + 9F ¢4z (6.12)

0 X oy 0z
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y dz = 9Z gx + 9Z gy (6.12)
0 X oy

Al reemplazar (6.12) enla (6.11), obtenemos

dF = 6Fdx+ 8de+ OF aZdX+ OF aZdy:

0 X oy 0z 0OX oz 0y

[6F+ oF az]dx +[6F + OF az]dy -0
0 X 0z 0OX oy oz 0y

dF

Esta ultima ecuacion es igual a cero, pues los términos entre paréntesis son ambos nulos, segun
acabamos de probar.

De todo lo anterior resulta, entonces, un sistema formado por tres ecuaciones, las dos que hemos
reunido en €l sistema (6.8 ) més laigualdad:

F(x,y,z,0,B) =0

Notemos que las ecuaciones (6.8) contienen las mismas variables que F mas, respectivamente, las
derivadas parciadles de z respecto de x e y. Por lo tanto, se pueden expresar como funciones
implicitas de las variables mencionadas, haciendo:

oF OF 0z - d)l.[x, Yy, Z, o, Ba_Z] =0
0 X 0z O0X 0 X
oF yOoF 0z _g CD,Z.[X, Yy, Z, o, Ba_Z] =0
oy oz 0y oy

A partir de aqui, recordando que hemos llamado (6.5):

0Z =z, =u y

0 X oy

0z _ o _
Zf =27y = v

el sistema de tres ecuaciones mencionado més arriba puede ser formulado asi:
®d; (X, y,2 a, B,u)=0
Dy (X, Y,2 o, B, v)=0
F(x,y,z,0,8) =0

Si eliminamos a y B en este sistema, obtendremos una ecuacion diferencial que no es funcion de
los dos parametros. Lallamaremos:

Y(Xx, Y, 2 27y Zy) = ¥Y(X, ¥,z uv) =0
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Esta ecuacién representa de forma genérica un haz de superficies en el espacio. Analizaremos
como ejemplo, y parafijar ideas, €l siguiente caso, muy obvio:

Z=oax + By +afp (6.13)
Lasderivadasde z respecto de"x" e"y" son, respectivamente:

a_z=z'x=oc y

0 X oy

0z = Zy =B

Si hacemos;
F=oax+py+ap-2=0

reemplazando o y 3 obtenemos la ecuacion diferencial que buscabamos generar:

az+yaz + 0z 0z

zZ=X
0 X oy oxX 0y

y que, simbdlicamente, se puede escribir también de la siguiente forma:

Z=X.Zy+ty .Zy+Zy.Zy =XU+YyVv+uyv 6.14)
Trataremos ahora de encontrar su solucion. Ensayemos con z = - x Y. Si derivamos respecto de
X ey:

0z _ _ y y oz _— _

0 X oy

y reemplazamos estos resultados en la (6.14), verificamos que la solucion elegida es correcta. En
efecto:
Z=-XYy-yX+ Xy=-Xy

6.6 - Generacidon de Ecuaciones Diferenciales cuya Familia de Soluciones contiene una
Funcion Arbitraria:

Trataremos aqui el problema de establecer una ecuacion diferencial de derivadas parcialestal que
su familia de soluciones contenga una funcion arbitraria dada.

Ejemplo 1:
Por ejemplo, tratemos de generar la ecuacion diferencia que representa alafamilia de funciones
w=ou+nvi+rt (6.15)

donde v, n y 1t sonlos pardmetros variables que identifican a cada funcion de la familia
Entonces, como en e Ultimo gemplo de la Seccion anterior, podemos definir la funcion
implicita:

Q=v@+nVP+1t8-w=0
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Si derivamos la (6.15) respecto de cada una de las variables, resulta

ow _

- wy, = 2vu
ou
a_W = WIV‘:ZT]V
ov
a_W = wy =21t
ot

Multipliquemos ahora ambos miembros de la (6.15) por 2, y a continuacion reemplacemos €l
valor de las tres derivadas anteriores. Obtenemos:

2w = 20U + 2nV2 + 218 = U LWy + VLW ot W
u OW 4y OW L OW _ 5
ou ov ot

Esta es la ecuacion diferencia buscada, cuya solucién es, naturalmente, la (6.15)

w=20

Veremos a continuacion laforma general de resolver el problema que estamos planteando en esta
Seccién: Hallar una ecuacion diferencial

¢ (f,g)=0
enlacual

f=1(xYy,2)
y g=9(xYy,2z)

son dos funciones arbitrarias dadas. Y z, por su parte, esunafuncion dex ey:
z=12(xY)
Calcularemos a continuacion la diferencial total de ¢ (f, g):
do = 29 df + 99 dg =0 (6.16)
of 049

De modo enteramente similar a como hicimos en € paragrafo anterior a partir de las ecuaciones
(6.11) y (6.12), obtenemos, en este caso:

s 3 s 3
~ 0X 0z 00X~ S0y 0z 0y~
y s 3 s 3

~ 0X 0z 0X ~ S0y 0z 0y~
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Reemplazando en |a (6.16):

do= 0@ {[af , of 5Z]dx +[8f . of aszy}+

of 0 X 0z OX oy oz 0Y
+ 00 {69 + 09 62]dx {69 + 09 62] dy} -0
0g 0 X 0z 0OX oy oz 0Y

O bien, reordenando esta Ultima ecuacion:

dq):{a(p [af L of az]+ 00 [ag+ ag az]} dx +

of \“ox 0z OX og \“0X 0z 0OX
+{6(p [8f+6f 82]_,_8([) [ag+ag 52]}dy=o
of oy oz 0y og Loy 0z 0y

Esta igualdad debe cumplirse para cualquier valor de las variables x e Yy, pues no se ha hecho
ninguna salvedad a su respecto. Por o tanto es condicién necesaria que cada una de las sumas
encerradas entre llaves seaigual a cero.

Es decir: o9 (of ,of 8z) , 09 (09 4 09 3z ) -
of L\ox 0z 0Ox/ 0g \OX 0z OXx/

y también
s 3 s 3
o¢ [ of , of 0z | L 09 [ 09 09 9z | - g

of Loy 0z 0y og \ oy 0z 0y 7

De aqui, despejando los primeros miembros en ambas igual dades, obtenemos las dos ecuaciones

siguientes:
a¢[6f+af 82]=_8(p [ag+ag az]
of OX 0z O0OX 0g \ 0X 0z 0OX
y ch[&f_l_&f 82]:_8([) [ag+ag az]
of oy 0z 0y og \oy 0z 0y

Al dividir ambas miembro a miembro llegamos a larazdn siguiente:

of L of oz 0g , 0g 0z
0 X 0z 0X _ 0 X 0z 0X (6.17)
of . of oz 0g ,0g 0z
oy oz 0y oy 0z 0y

Recordemos que en una razon, € producto de los medios es igual al producto de los extremos.
Aplicando aqui esa propiedad y restando ambos productos entre si, obtenemos la ecuacion:




Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior. 6.16
Parte VI - Ecuaciones Diferenciales de Derivadas Par ciales.

(20401 27) (20,09 97) _(21,2102] (03,08 92 = g
OX 0z o0xJ\oy 0z 0y oy 0z 0oyJ\ox 0z 0X

A continuacién vamos a ef ectuar |os productos indicados:

[af og _ o9 8f]+az [af og _ of ag]+
oX 0y 0Xx 0y ox (dz o0y 0y o0z

L0z [af og _ 09 af]Jraz az[af og _ of 89]20
oy Lox o0z oX 0z ox o0y \odz 0z o0z 0z

Simplificando el dltimo paréntesis, que es nulo, como se ve, y despejando el primer sumando,
obtenemos:

of o0g _ o0g of
oX 0Y oxX oY

_ az[af og _ of 8g]+6z[6fﬁg_6f 8g}
ox Loy o0z oz 0Y oy Ldz 0Ox oxX 0z

Si tenemos en cuenta que tanto e primer miembro como los términos entre paréntesis del
segundo son respectivamente | os Jacobianos™.

rR= 0(f9) u=_0(9) v = o0(fg)
o(XxY) o(y,z) 0(z,x)
podemos escribir finalmente, en forma simbdlica:
R=U 92 +v 92
0 X oy
gue es la ecuacion diferencial buscada.

En lo que sigue analizaremos algunos gjemplos de familias de soluciones en las que el vinculo
consiste en gque contienen determinadas funciones comunes a la familia.

(2) Seanlasfunciones u=u(x,y) y Vv =V (X,y). Se denomina Jacobiano, en homenge a matemético aleman Carl
Jacobi, ala expresion:
ou oV ou o0v

oX 0V oy 0X

o (uv)

oy

Uy Uy

Vi Vy
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Ejemplo 2: Encontrar una ecuacion de derivadas parciales cuya solucién sea una dada funcién de
z-xy de z-y:

d(z-x,z-y) =0
Llamemos:
f=2z-x y g=2z-y

De aqui podemos derivar las siguientes ecuaciones diferenciales:
of -4 9O0f -9 99 _ .1 99 -1
0 X 0z oy 0z
Aplicando la ecuacion (6.17), resulta la siguiente igualdad:

'l + Zl,x. - 0 + Z'X

de la que, igualando productos de medios y extremos, obtenemos:
1-7v-2y+ 22y =7x 2y
Zxy + 2y =1
Esta es la ecuacion buscada. Veremos a continuacion algunos gjemplos dentro de esta familia de
ecuaciones, que certifican lo dicho:
Ejemplo 2.1:
Sea ®(z-x,z-y)= (z-x)*>-(z-y)*=0
Operando, obtenemos:
Z-2xz+x2-22+2zy-y*=0

X2 -y>-2z(x-y)=0

2 2
z=1 Xy -1 (x+y)
2 X-y 2
De aqui: 0z 0z _ 1 1 _,
ox oy 2 2

Ejemplo 2.2: Consideremos ahora la ecuacion:
d(z-x,z-y)= z-x =0

Z =X
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Por lo tanto:
0z 492 _1+0=1
0 X oy
Ejemplo 2.3:
sen(z-x) + sen(z-y) =0
sen(z-x) = -sen(z-y) = sen(y-z)
De aqui: Z-xX=y-2
2z =X +Yy

z:i(x+y)
2

Es decir que este caso se reduce al gjemplo 2.1 anterior.

Ejemplo 3: Consideraremos ahoraunafunciéndez-x? y dez + y*
®(z-x% z+y*) =0

Hagamos:
f=z-x y g=2z+y°

De aqui salen las siguientes diferenciales:

6_f:-2X ﬂ:l a_gzzy 6_921
0 X 0z oy 0z
Entonces, aplicando la (6.17), se obtiene:
-2x +7Zx = 0+ Zy
0+ 7y 2y + 7y

de donde::
—AXy + 2yZy - 2XZy + ZxZy = Zx Zy

—4Xxy +2yzZy - 2x2Zy =0
Simplificando, obtenemos la ecuacion de lafamilia, que resulta ser:

yzyx — XzZy - 2xy =0 (6.18)

Ejemplo 3.1:
® = f(xy)+g(xy)=z-x+(z+y’)=0

De aqui, resulta:
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2z = x% - y?
z=1 (x-y)
2
Derivando respectode x ey,
oz _ 0z — -y
0 X oy

Y por tanto, reemplazando en la ecuacion de lafamilia, que acabamos de obtener (6.18):
yzZyx — XzZy - 2xy =0
comprobamos que, efectivamente:

yXx +yx-2xy =20

Ejemplo 3.2: Sealafuncion:
® =€-1=0

z-x2

Entonces, e =1
Para que se cumpla esta igualdad, debe ser, evidentemente:
z=x
Y s derivamos respecto de x ey como de costumbre, obtenemos, respectivamente:
0z _ 9y 9z _g
0 X oy

Al reemplazar estos valores, comprobamos que satisface la ecuacién (6.18) de la familia. En
efecto:
2Xy - 2xy =20

Ejemplo 3.3: Veamos aqui lafuncion
® =senf +seng =0
Si reemplazamos | os valores que hemos definido para f y para g, obtenemos:
sen(z-x*) =-sen(z+y?) =sen[-(z + y°)]
(I;’arg gue las dos funciones extremas sean iguales, deben serlo sus argumentos respectivos, es
ecir:

Z-x=-2z-y?

2z = X% - y?
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6.20

Y nos encontramos en idéntica situacion que en el giemplo 3.1.

Ejemplo 3.4: Para este gjemplo elegiremos lafuncion
®=3f-2g+2=0
32-3x°-2z-2y*+2=0

Despejando de aqui z, tenemos:
z=3x2+2y*-2

Las derivadas parcialesde z ( X, y ), son:

9z _ gx oz
0 X oy

Por fin, si reemplazamos en la ecuacion de lafamilia, verificamos que:

6Xy -4yx -2xy =20

Ejemplo N° 4:

Nos proponemos con este giemplo encontrar la ecuacion diferencial de la familia de todos los
planos que pasan por el origen de coordenadas. La ecuacion correspondiente a esta familia es:

F(x,y,z) =ax +by+cz=0
Despejando la variable dependiente, z, obtenemos:
z=- 28 yx __by
c c
Y, derivando F respecto de x e vy, resultael sistema:
o0F . 0F 0z _a+c[-a]:0
0 X 0z O0X c

oF ., 0F oz _b+c[-b]:0
oy oz 0Y C

Por otra parte, como

0z _ a
0 X Cc
y oz __ b
oy C

(6.19)
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la ecuacion (6.19) de la familia de planos puede por lo tanto expresarse como una ecuacion
diferencial:

ZZXE +y£
0 X oy
o bien: x 92 Ly 0z ;=9
0 X oy

Ejemplo N° 5:

Trataremos en este caso de hallar 1a ecuacion diferencial de la familia de esferas de radio R cuyo
centro esta ubicado sobre €l gje de coordenas x. La ecuacion algebraica correspondiente es, como
sabemos:

(x-a)?+y*>+z°=FR
A partir de agui podemos obtener la expresion de lafuncién F:
2+y?2+22=0 (6.20)

Como venimos haciéndolo en los g emplos vistos hasta aqui, a partir de esta Ultima ecuacién
podemos derivar el sistema:

F=x2-2ax +a’-R

8F+6F 0z =2x-2a+2z.z%«=0

0 X 0z O0OX

OF { OF 0Z _ 9y +2z.2,=0 (6.21)
oy oz 0Y

De la primer ecuacion se deduce que
a=Xx+2z.z% (6.22)
Al reemplazar €l valor del parametro "a" en la (6.20) resulta:

F=x?2+y2+22-2x2-2xz.2%+ X%+ 2xz.2%+2%2.2°-R*=0
—

—/ — _

Y \fz
-2ax a

Simplificando, hallamos:
F=y2+2z%2+22.22-R*=0

A continuacién reemplazaremos la variable "y" por su valor despejado en la ecuacion (6.21):
y=-2.2\ Looyi= 222/

Llegamos al resultado siguiente:

2222+ 22 +22.2°-RP=0




Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior. 6.22
Parte VI - Ecuaciones Diferenciales de Derivadas Par ciales.

que es la ecuacion diferencial de lafamilia, y que puede reformularse més sencillamente sacando
factor comun z%

z%(z¢+ 22 +1) - R =

O también, explicitando las derivadas parciales:

2 2
o)) e
0 X oy
Verificaremos seguidamente que, en efecto, ésta es la ecuacion buscada. De la (6.22), se deduce

que
Z.Z2'vw = a- X

0z _ a-xX

0 X y4
También, apartir dela (6.21), podemos ver que:

0z - -y

oy z
Al reemplazar estos valores en la ecuacion de la familia, obtenemos:
Zz{(a- x)2 L (-y)? 1} R =0
2

z? z

De donde resulta, luego de simplificar z*
(x -a)?+y?2+z2-R°=0

Con lo que queda demostrado.

6.7 - Solucion de Ecuaciones de Derivadas Par ciales.

En este apartado trataremos de resolver el problema de encontrar la solucion de algunas
ecuaciones de derivadas parciales, simples, gque se pueden resolver en forma directa. En tanto, en
el siguiente analizaremos métodos generales para hallar la solucién. Finalmente, los udltimos
apartados de la presente Parte VI estan dedicados a exponer la solucion de algunas ecuaciones de
derivadas parcial es especia mente interesantes por sus aplicaciones en el campo de laingenieria.

Ejemplo 1: En este contexto, empezaremos por analizar la ecuacion
0oz
oy

= AXy

Integrando  z = A _f X2y dy
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Y como 9 (x®y?) = 2%y
oy
podemos poner:
z=8 ]2 (y)dy = & Xy + A ¢(x)
2 oy 2

Puesto que estamos integrando respecto de y, aparece como constante de integracion una funcion
de x exclusivamente, que es la que denominamos ¢ ( X ).

Verificaremos a continuacién que la ecuacion hallada es |a solucién. En efecto:

oz _ G_[A X2y? + A¢(x)] =2A ¥y +0=Axy
oy oy 2 2

Ejemplo 2: En este gjemplo procederemos a analizar una ecuacion diferencia de segundo orden,
como lasiguiente:

2
9z 4+ cy =0
0 X?

Integrando dos veces, aparecera cada vez una funcion que no depende de X, es decir:
z=-Jfciyd d + [oi(y) dx + ga(y)=

=-cyJl] ax) ax +ou(y) ] ax + a(y)

Por lo tanto, calculando las integrales que contiene esta Ultima expresion, obtendremos la
solucién buscada:

z=-Cuylxdx+ xp(y)+ da(y)
y, por fin:
z=- 5 Xy +xhu(y)+ da(y)
2

Comprobaremos seguidamente que ésta es la solucion. Efectivamente, derivando la funcion z
hallada, dos veces con respecto a x, obtenemos, sucesivamente:

5_[—3 X2y + X di(y) +¢2(y)] =-Cxy + ¢ (y)

0 X 2
i[—i Y X oY) + 0 (y)] = 2 [-exy+a(y))=-cy
ox> L 2 0 X

con lo que queda demostrado. En todos los casos, las funciones ¢ se determinan a partir de las
condiciones de contorno.
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Ejemplo 3: Consideraremos la familia de circunferencias deigua radio R, en el plano, con centro
en |os diferentes puntos de |a recta definida por

y = C, constante.

y A

X
a a >

Cada miembro de la familia estara caracterizado por €l valor de un parametro a, en tanto que Ry
C son constantes que identifican alafamilia. La ecuacion genéricade lamismaes:

(x-a)?+(y-C)* = R
Esta ecuacion se puede escribir también asi:
F=(x-a)2+(y-C)?-R=0 (6.23)
Y que, en forma sintética, se puede simbolizar como sigue:
F=(x,y,R,C,a) =0
Ahora, derivaremos F respecto de x en la (6.23), obteniendo:
OF = 2(x-a)+2(y-c) 9Y =2(x-a)+2(y-C)y' =0
0 X d x
De aqui, podemos despejar y":
= (x-8)
(y-C)

Como hemos dicho més ariba, a cada circunferencia de la familia le corresponde un valor
diferente de a, que la individualiza. Sea por gemplo la circunferencia I'y, para la cual €
respectivo parametro sera a. Entonces, la ecuacion anterior se convierte en

y (y-C) =-(x-a)

Veamos qué ocurre cuando X = &. Ental caso, como x - g =0, aparecen dos posibilidades para
lavariabley:

y
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y==C
0 bien y'=0
En e primer caso, la ecuacion corresponde a la recta horizontal C, lugar geométrico de los
centros de las circunferencias de la familia. Por su parte, cuando y' = 0, la ecuacion (6.19) queda
simplificada asi:

F=(y-C)?- R =0
Despejando, se obtiene:

(y-C)>? =R .. y-C = +R
De donde surgen dos valores posibles paralavariable y:
yp = R+C 0 y2=-R+C (6.24)

Derivando y respecto de x, comprobamos nuevamente que:
y'=0
Esta es la ecuacion de una recta horizontal, y ocurre justamente cuando se cumplen las dos
condiciones siguientes:
o Quelatangente alacircunferencia es horizontal, y a su vez,
o Quexesigua aa.

Efectivamente, las ecuaciones (6.24) corresponden precisamente a las envolventes superior e
inferior de esta familia de circunferencias. A su vez, €l parametro g que identifica a cada
circunferencia dentro de lafamilia, coincide con el valor de la abscisa de su centro. Esto se puede
entender mejor observando la figura de méas abajo, que representa algunas circunferencias de la
familia, y en la que hemos supuesto, parafijar ideas, que

)]
R=2 y c=1 Ecuacion dela Familia
Ve (x-a)2+(y-1)?2=4
yl:C+R
> X
y2,:C-R

Resumiendo, las ecuaciones (6.24) de las envolventes son solucion de la ecuacion diferencial
paramétrica (6.23), de lafamilia.
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6.8 - Solucion General y Solucién Completa o Integral.
Sea una ecuacion diferencia en derivadas parciales de primer orden:
F(x,y, 2z 7y Zy) = 0 (6.25)

Y a vimos que desde el punto de vista de la geometria, esta ecuacién representa una familia de
superficies en €l espacio.

Una solucion conteniendo dos funciones arbitrarias es la Solucion Completa o Integral.
Opuestamente, una solucidon que contiene Unicamente una funcidn arbitraria, se conoce como
Solucion General.

En los gemplos dados hasta aqui hemos encontrado la solucion a algunas ecuaciones
diferenciales de derivadas parciaes, sencillas, utilizando distintos métodos que si bien nos
permitieron satisfacer nuestro propoésito, pueden no resultar adecuados para resolver otras
ecuaciones diferentes. En este apartado, vamos a estudiar diversas formas de aplicacion que nos
permitan llegar en forma sistemética a la solucion completa:

Primera forma:

Como ya hicimos en la Seccion 6.2, ecuacion (6.5), [lamaremos por simplicidad

Zy = u
y Zy = v
Con esta convencion, la ecuacion diferencial queda formulada asi:

F(x,y,2z uv)=0 (6.26)

Despejemos ahora la variable v .como una funcion de las demas:
v=vVv(X Y,z uU)

Supongamos que lafuncién
o(x,y,za =0

es una solucion de la ecuacién diferencia (6.25). En tal caso, se trata de una solucién general
pues contiene un Unico parametro, a.

Por el contrario, una solucién de laforma:

F(x,y,2z ab)=0 (6.27)
en laque b esunafuncién del pardmetro a,

b=o¢(a)
0 Sea FIX, Yy, 2z a ¢(a)] =0, (6.28)

es una solucién compl eta, puesto que contiene dos funciones, ay b.
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Si derivamos respecto del parametro a, hallamos:

8_F[X, Y, Z, &, (P(a)]: 5F+8F db — 5F+8F (P'(a) =0

0a ca o0b da ca o0b

Por o tanto:
OF = . 0F 4(a) (6.29)
0a ob

El valor del parametro "a" se obtiene por eliminacion entre las ecuaciones (6.28) y (6.29).

Segunda forma:

Partamos de |a ecuacién (6.26):
F(x,¥,2z uVv)=0 (6.30)

Supdngase que por algun procedimiento particular hemos hallado una solucién que contiene una
funcion arbitraria, a la que llamaremos "a'. En esta situacion, es posible escribir expresiones
como las siguientes:

d(x,y,2z U V)=a
u=u(x Yy, z a)
y v=v(xY, z a)

En efecto, para obtener la primera de ellas, simplemente hemos expresado "a" en funcion de las
demas variables, de forma idéntica a lo que hicimos a despejar v, a partir de la (6.27) en €l
gjemplo anterior. En cuanto alas otras dos, las obtenemos a partir de la ecuacion

d(x,y,zuv)-a=0

despejando en ella respectivamente u y v. Notemos que si bien es evidente que, al despegjar u, en
el paréntesis del segundo término deberia aparecer también lavariable v, en laprimerade elas, o
alainversa en la Ultima, no obstante, como v y u son respectivamente funciones dey o de x, ya
estan implicitamente aludidas al incluir en el paréntesis estas dos Ultimas variables. En otras
pal abras, podemos explicar esto de laforma siguiente:

u=u(x vy, z v,a)
Pero
v=v(y)
Por tanto
u=u[x,vy, 2z v(y)al =u(xy, z a)

Es obvio que si elegimos expresar estas ecuaciones en esta forma, es Unicamente por razon de
conveniencia.

Prosiguiendo con nuestro propésito, como z es funcion de x ey, su diferencial total responde ala
formula:
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dz=92 dx +9Z dy = u.dx + v.dy (6.31)
0 X oy

Si en esta Ultima ecuacion procedemos a reemplazar u 'y v, obtenemos
dz=u(x,y,z, a)dx +v (XY, z a)dy

Si integramos ahora, aparecera una segunda funcién constante. Por |o tanto, laintegral que resulta
es una solucién completa de la ecuacion diferencial.

Tercer método de solucioén:

La tercera forma de llegar a la solucion completa de una ecuacion diferencial en derivadas
parciales que encaramos ahora se basa, como veremos a continuacion, en la utilizacion adecuada
de un conjunto de igualdades simples, reunidas bajo la forma de una Unica ecuacion, que se
conoce como subsidiaria. A partir de ésta es posible llegar a la determinacion de los dos
parametros que conforman la solucion completa.

Tomemos la ecuacion (6.30)
F(x,y,z,u,v) =0 (6.32)
y derivémosla respecto de u,
oF 4 0F 0v -9 (6.33)
ou ov ou
También, apartir de

dz L 0z dy _
0 X oy dx

Despegjando, obtenemos:

0z
dy - _ dx - _ 0Ju
dx 0z oV
oy

Si reemplazamos en la (6.33)
oF _ O0F dx _
ou ov dy

Ecuacion que también podemos escribir asi:

Flu. - Flv. dX = O
dy
de donde:
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dx _- dy

Fu Fv
Por simplicidad, utilizaremos un mismo nombre comun, dt, para designar a estas dos razones,
idénticas entre si. Es decir, [lamaremos

dx - dy - gy (6.34)
Flu. FIV
A partir de agui podemos hacer formalmente:
dx = p,
dt
(6.35)
ﬂ = Fy
dt

Detengamonos un momento para analizar lo realizado hasta ahora. De hecho, hemos expresado,
siempre de modo formal, las derivadas parciales

oF y OF
ou ov
como derivadas totales respecto de un mismo parametro auxiliar, que hemos denominado t.

Volvamos atrés a la ecuacion (6.31), y dividamos sus dos miembros por dt. A continuacién, en el
resultado obtenido, reemplazaremos las (6.35), alcanzando una nueva igual dad:

£=Uﬂ+vﬂ:uPu‘+vF‘V
dt dt dt
Asimismo, partiendo de laecuacion (6.26), F (X, y, z, Zx, Zy) = F(x,y,z,u,v) =0
y calculando sus derivadas con respecto alas variables x ey, hallamos | as igualdades:
oF L 0F 0z , 0F 0du , 0F ov _
0 X 0z O0X ou 00X ov 0X

OF , OF 9z , 0F 0u , 8F o0v _ (6.36)
dy 9z dy  du dy ov. oy

Por otra parte, las diferencialestotalesde u 'y v son:

du=9YU dx +9YU qy
0 X oy

y dv = 2V dx +2V dy
0 X oy
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Si las dividimos por dt,
du _ du dx , du dy
dt ox dt oy dt
dv _ ov dx , dv dy
dt ox dt oy dt

Reemplazamos aqui (6.35), y llegamos a:
du - 0u p 4 0u p - Ou OF , du JF

dt 0 X oy ox odu oy 0OV
y (6.37)
dv - 0v p 40V p - Ov OF , 0v OF
dt 0 X oy oX ou oy OV
Como u=292
0 X
du _ 8%z
oy oX 0Y
lguamente v = 2%
ay
ov _ 0°z
0 X oX 0Y
comparando ambas expresiones, por caracter transitivo hallamos:
Ju _ o0V
oy 0 X

Si reemplazamos estos valores en la primera de las ecuaciones (6.37) tendremos:

du _ ou OF , ov OF
dt 0X ou 00X 0V

Comparemos ahora con la primera de las (6.36):

oF y OF 0z , 0F ou L 0F 0v _
0 X 0z 0OX ou o0Xx oV O0X

Vemos que
oF L 0F 0z , du _

0 X 0z 00X dt
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A continuacién, despejemos la derivada total de u respecto det:

du _ _ [aF + 02 aF] - _[aF + 8F]
dt 0 X ox 0z 0 X 0z

De modo similar, llegariamos a sistema:

ﬂ:_[6F+6z aF]:-[ﬁ+v£]

dt oy oy 0z oy 0z
Resumamos a continuacion todas | as rel aciones encontradas hasta agui:

dz -~y P+ v R, oo dt= dz

dt uFy,+ v F,
ﬂ = - ( F'X + u FIZ ) L dt = - d—u
dt Fo+ u F,
dv = (R, + v Fy) . odt=-__ 4dv

dt Fy + v F,

También:
dt = dx = d y
Fu Fy

El conjunto de estas ecuaciones se resume, como dijimos, en laEcuacion Subsidiaria,

dx - d - dz - du - dv

Fu Fy uFy+ v F, Fx + u F; Fy + v F;

gue posibilita llegar a determinar la solucién completa de una ecuacion diferencia en derivadas
parciaes. En los g emplos que siguen veremos como utilizarla para dicho fin:

Ejemplo 1. Searesolver la ecuacion
z=3UW +vy

Para empezar, necesitamos "armar” lafuncion F. Aqui, lamismaes:
F=3u+vy-z=0

De aqui: Fy,=6u Fv=1y Fy=v y F, = -
uF,+ v F,=6U +vVvy

También Fy+ v F,=v-v=20

Reemplacemos estos valores en la ecuacion subsidiaria:
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dx _ dy _ dz - du _ dv
6u y 6U + VY u 0
Esta ecuacion solo es posible si dv esigual acero, lo que implica que v es una constante:
dv =0 v = cte. = C;
Por tanto
z= 33U + Cy
0 bien:

z-Cy =30
d(z-Cyy) = 6udu
L a ecuacion subsidiaria viene nuevamente en nuestra ayuda, permitiéndonos escribir:

dx = Budu - gqy
u

Al integrar en ambos miembros hallamos:

de = 6I du
X =6uU+ G
Por tanto ,
3u? = z-C,l,y:M
12
De donde
7 = (X'CZ) +C1y
12

Esta esla solucion completa de la ecuacion diferencial, porque contiene dos funciones arbitrarias,
Cl, Yy Cz,.

Para encontrar la solucién general, basta expresar una de ellas como funcién explicita de la otra.
Pongamos, por g emplo:

C=C y C2=0¢(C)
Z:(x+(p(C))2_|_Cy _ X +2x9(C)+9%(C) . Cy
12 12

Verifiquemos este resultado en la ecuacion diferencial:

z=30 +vy =30’ +Cy
Para ello, debemos calcular previamenteu y v:
u=0z - x+ ¢(C)
0 X 6
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6.33

Reemplazando en la ecuacion hallamos, efectivamente, que:

z

2
12

Ejemplo 2:

Sea la ecuacion:

z=(2-u)X +vy =2x-x2zZx +yZzy
De aqui, igualando a cero, obtenemos:
F=2x-xzZxy+yzy-z =0
Fu=-X y Fv=y
Comenzamos por plantear la ecuacion subsidiaria
dx _- dy
Xy
e integramos:
jax - [ ay
-X y
El resultado de las integral es indicadas nos conduce a la ecuacion:
Iny + Inx + k =0
Hagamos k =-1InCy, y entonces:
Iny + Inx = InC;
y, por lapropiedad del logaritmo de un producto, sera
Inyx =1In C

o bien yx = C

A partir de la ecuacion original, teniendo en cuentalosvaoresde F, y F\, podemos hacer:

u.Fy+v.Fy =-ux+vVvy=vVvy-ux =2z-2X

Y endo de nuevo ala ecuacién subsidiaria,

dz — dz - _ dx __

u.F, + v.F, VY - UX Fu

y despgandovy - ux, podemos ver que:

(6.38)
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dz
d x

Operando en los dos Ultimos términos de esta igualdad, hallamos:

VYy - UXx = Z-2X =-X

2x dx =z dx + xdz=d (x2z)
Integrando nuevamente podemos hacer:
.[ d(zx) = 2jxdx+C2

De donde;
Zx = X2 + G, o) Co,=2zx - X?

Al resumir 1o hecho hasta agui encontramos el sistema de ecuaciones

{xy:a
zx = X% + G,

Para obtener la solucion general, expresaremos C, como funcion de Cy, es decir:

C=¢ (Cr)
y por tanto, la solucion buscada es:
z =X+E: x+_1 o (Cyp)
X X
Donde ¢ ( C1) esunafuncion arbitrariade x ey. Por gjemplo, si ¢ (Cy) = €Y, entonces:
& U=z, =1+ Xye-¢€ v =27y = X & - gv
X X2 X

Z =X+

Reemplazando en la ecuacion implicita, verificamos que es solucién de la misma. En efecto:

F=2x-xz‘x+yz'y_-z=2x-x-yexy+ﬁ+ye"y-x-izo
X X

Ejemplo 3: Veamos finalmente la ecuacion:

Z=Ux+Vy-5x+2y o F=ux+vy-5x+2y-z=0
Aqui tenemos:

Fx=u-5, Fy=v+2, F,= -1, Fuo=X Yy Fv=y
y laecuacion subsidiaria es:

dx _ dy _ dz - -du _ -dv

X y Xu+ vy u-5-u V+2-v

A partir de aqui podemos obtener |as ecuaciones siguientes:
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dx - du - du=5_dX
X 5 X

Integrando en ambos miembros,
u=5(Inx + C)

Lomismo, 4y =._dv o dv=-2_9dy
y 2 y.
= - 2(Iny + C)

La solucion de la ecuacion es, por tanto:
z=5x(Inx + C;) - 2y(Ilny + C;) - 5x + 2y

siendo C; y C, constantes arbitrarias. Verificacion:

u=_92 —5(nx+C)+5-5=5(Inx + C)
dx

y v=_9Z = o(lny+C)-2+2=-2(Iny + C)
dy

6.9 - Ecuacion dela cuerda vibrante:

Encararemos seguidamente la solucion de ciertas ecuaciones de derivadas parciales, Utiles para
resolver diversos problemas de ingenieria. Nos detendremos en particular, aunque no
exclusivamente, en aquellas ecuaciones que interesan al campo de la ingenieria eléctrica y
electronica, tales como las ecuaciones de las ondas, entre otras.

En primer lugar vamos a plantear una ecuacion diferencial que represente el desplazamiento en
sentido transversal, a lo largo del tiempo, de una cuerda de longitud L, sujeta por sus extremos,
gue es sacada de su posicion de reposo y vueltaa degjar en libertad en forma instantanea.

Para fijar ideas, digamos que se entiende por cuerda vibrante a las cuerdas de los instrumentos
musicales. Pensemos por gjemplo en una cuerda de guitarra, que a ser pulsada, experimenta una
vibracion que, amplificada por la cga de resonancia del instrumento, se transmite a aire
circundante produciendo una "nota’", en el sentido musical de esta palabra.

Concentrémonos por un momento en las caracteristicas del movimiento de la cuerda, que
inicialmente, en estado de reposo, estd tensada por sus extremos. Al ser pulsada y soltada a
continuaciéon experimenta un desplazamiento transversal apenas perceptible, se desplaza en
sentido opuesto hasta alcanzar un desplazamiento ligeramente menor que €l que seleimprimi6 a
pulsarla, y continla asi hasta regresar al estado de reposo original.

El movimiento de la cuerda en tales condiciones constituye un caso tipico de fenémeno
ondulatorio amortiguado.
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La figura siguiente nos facilitara definir las condiciones del problema. Pero debe quedar bien en
claro que, aunque por necesidades del dibujo no lo parezca, € desplazamiento de la cuerda en
sentido transversal, es decir, su apartamiento de la horizontal, es de un orden varias veces inferior
alalongitud de la cuerda. En otras palabras, h es un infinitésimo frentealL.

y

Consideremos un elemento dl de la cuerda separada de su posicion de equilibrio. En ta
condicién, las tensiones F; y F, en ambos extremos del elemento no estan alineadas entre si; por
tanto, no son igualesy opuestas.

Por el contrario, como a menos en teoria no existe ningln movimiento en sentido horizontal, las
proyecciones de ambas fuerzas sobre el ge horizontal deben ser iguales entre si. La figura
siguiente muestra el juego de las fuerzas actuantes sobre la cuerda pul sada:

Juego de las fuerzas AF

gue actuan sobre un

elemento diferencial, F Fosen (o — Aw)
Al, de la cuerda.

Al F, cos (o — Aa) = Fcosa

Ficosa =-Fcosa \ a
AX

Ay

Fi1sena

Nuevamente aqui las limitaciones de dibujo distorsionan la realidad. Para una mejor comprension
de lo que sigue, téngase en cuenta que el angulo o es muy pequefio, y por lo tanto, el angulo Aa
entre las fuerzas F; y F» es précticamente un elemento diferencial.

Como gqueda dicho més arriba, las fuerzas que actlan en sentido longitudinal satisfacen la
ecuacion:
Ficosa + Focosa = 0

Pasemos ahora a estudiar el juego de las fuerzas verticales:
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o Laproyeccion vertical de lafuerza F; que actla en el extremo izquierdo del elemento
diferencial de lacuerdaes:

-F sena
o Y laquellevalacuerdahaciaarriba, en el otro extremo es.
Fsena = Fosen(a - Aa) + AF
Despejando AF y efectuando operaciones, |legamos a la ecuacion:

AF = Fsena - F, sena cosAa + F,cosa sen A a

Dado que € incremento A o es suficientemente pequefio, podemos aproximar:
cos Aa ~ 1 y sen Aa ~ Aa

Reemplazando arriba, se alcanzalaigualdad:
AF ~Fsena - F sena + F, Aa cosa

Si dividimos ambos miembros por Al:

AF L(Fsenoc -Fsena + R Ao cosa )

Al Al

Si en lugar del incremento Al consideramos un elemento diferencia de longitud dl, e éngulo Aa
tiende asimismo a un diferencial de angulo, da,, mientras que la fuerza F, tendera a valor de la
fuerza aplicada, F, que suponemos constante. Teniendo en cuenta esto, el cociente incremental de
lafuerza por unidad de longitud de la cuerda ser&

daF o 1 (Fsena - Fsena + F da cosa )
dl ol
O, smplificando:
dF _ 0% F coeq (6.39)
dl ol
Por otra parte, sabemos que:
0sena _ gogq OO
ol ol

Reemplazando en |a (6.9), nos queda:
dF E 0sena
dl ol

En lafigura puede verse también que:
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sena = 9Y
ol

Reemplazando nuevamente:
dF _ g @ [ay] _p 0%
dl ol Lal 012

Como hemos dicho que la separacion de la cuerda respecto de la horizontal es muy pequefia,
podemos afirmar que

ol ~ ox
2
yportanto 9F _~F 97
dl ox?
Pasemos finalmente dl al segundo miembro, con o cual obtenemos:
2
dF ~ F 97Y 4 (6.40)
ox?

Al llegar aqui, recordemos la ley de la dindmica: Fuerza igual a masa por aceleracion; en
simbolos
F=m.a

Llamando p a la masa de la cuerda por unidad de longitud, la masa dm de un elemento de
aquella, de longitud dI, ser&

dm = p.dl

y la aceleracion que adquiere dicho elemento bajo la accidn de la proyeccion vertical de lafuerza
diferencial, esasu vez:

a= 0%
ot?
Lafuerzadiferencia estéa dada entonces por € producto:
2
dF = a.dm =pu 27Y dI (6.41)
ot?

Por tanto, y por carécter transitivo, las ecuaciones (6.40) y (6.41) conducen a a la deduccion
siguiente:
F O’y - 0%y
ox? ot?
Si definimos
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obtenemos la

Ecuacioén diferencial de la Cuerda Vibrante:

2

0%y _ 2 2%y
ox?2 ot?

gue, como puede verse, es una ecuacion entre derivadas parciales, en la que la variable
dependiente, "y", esasu vez funcion de otras dos: "x" y "t".

Esta ecuacion esidéntica, salvo por el valor delaconstante c, ala

Ecuacion de las ondas (Ecuacion de D'Alembert):

gue define analiticamente el movimiento ondulatorio.

6.10 - Solucién dela Ecuacion dela Cuerda Vibrante: M étodo de Separacion de Variables.

La solucion de la ecuacion consiste en encontrar € valor dey = f (X, t), dadas ciertas
o Condicionesiniciales, y

a Condiciones de contorno.

Supongamos que la posicion de la cuerda en reposo coincide con el gje de abscisas x, estando sus
extremos fijos en los puntos 0 y L, condicion ésta Ultima que se mantiene a través del tiempo.
En tal supuesto, las condiciones de contorno son:

y(0,t) =y(L,t) =0

Como condicion adicional supondremos que la cuerda parte del estado de reposo, o 1o que es lo
mismo, que su velocidad inicial es nula:

ay()(!t) = ay(x,O) =0
ot t=0 ot

Finalmente, necesitamos establecer la posicion inicial de la cuerda, ala que llamaremos f ( X ).
Aceptaremos que la misma esta definida por |a ecuacion:

y(x,0) =f(x)

D'Alembert ha propuesto diversos métodos para resolver la ecuacion de la cuerda vibrante, y de
la ecuacién de las ondas en general. En este apartado veremos €l [lamado
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Método de Separacion de Variables :

Empecemos por suponer que la posicién inicial de la cuerda describe un triangulo isosceles, es
decir que sujetamos la cuerda exactamente por su punto medio, y la mantenemos asi hasta el
momento de dejarla en libertad.

Lafigurasiguienteilustralaposicion inicial descritamas arriba.

4 Posiciéon de la

Cuerda en el
instantet =0

N

A continuacién, descompondremos la funcion 'y ( X, t ) en un producto de otras dos, una de las
cuales depende Unicamente de x y la otra exclusivamente de t:

y(x,t) = X(x).T(t)
Consecuentemente, la ecuacion de la cuerda vibrante puede ser reformulada asi:
X".T=cX.T

Que se puede escribir también como:

T -1 X
T ? X
Si [lamamos:
X =92
X
de donde
X" = - A% X
2
y o= 2T
CZ

podremos resumir todo esto en €l sistema siguiente:

(1) Este método es conocido también como Método del Producto, e incluso Método de Fourier, por razones que se
comprenderan al estudiarlo. Con variantes, €l procedimiento es valido también para otras posiciones iniciales
diferentes de la que consideramos aqui.
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X" +22X =0
2
RS
CZ

Este es un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias, cuya soluciéon es un producto de
Senosy cosenos, de alguno de los tipos siguientes:

y:senXX.cosLt
C
- A
y = senix .sen —t
c
y:COSXX.COSLt
Cc
- A
y = COSAX .sen —_ t
c

A partir de las condiciones de contorno dadas, se deduce que Unicamente la primera de estas
cuatro igualdades,

y:senkx.cosit (6.42)

c

satisface el sistema. En efecto, solamente esta funcidn cumple con la condicion:

y(0,t) =0, para cualquier t,
asi como lade velocidad inicia nula:

2 y(x0)=0

ot

La primera condicion se cumple puesto que para X =0 es sen x = 0, condicién que descarta las
dos ultimas soluciones de la lista. En cuanto a la segunda condicion, derivando "y" respecto de
"t" obtenemos:

o [senkx .cos_7‘ t]: —i sen A X . sen Lt
ot C C C
ecuacion queesigual aceroparat = 0:
A A A

=-___ senix.sen0 =0
t=0 c

- senAx.sen —_t
c C
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Pero, para que y (X, t) sea la solucion buscada, la (6.42) debe satisfacer ademés la condicion
inicial:

y(L,0) =0
Para €llo es necesario que A L seamdltiplo de =:

A X =AL =nm=x

x=L
de donde resultapara: e valor:

, = hm

L

Al reemplazar este valor, la (6.42) nos dice que

y(x,t) = sen MTX oo N7E (6.43)
L cL

Si relacionamos esta igualdad con la maxima elongacién inicial de la cuerda, a cuyo valor hemos
llamado h (Ver la figura), nos encontramos con una nueva condicién a satisfacer, que es la
siguiente:

y(L.,0) =h
2

Reemplazando en |a (6.43), observamos que:

1 Si nesimpar

nrlL nm

.cos 0= sen — =
2L 2 =0 S nespar

sen

En realidad, necesitamos que este valor sea igual a h, o que a primera vista pareceria una
incongruencia. Esto se resuelve multiplicando el valor de "y" por un factor, C,. Como n es
cualquier nimero natural, la solucion acepta un desarrollo en serie:

y(x,t) =2 CysenNTX o N7L (6.44)
n L cL

En el instanteinicial, t = 0, laserietomalaformasimplificada

y(x0) =2 Cysen X = f(x)
n L

Estafunciony ( x, 0) =f ( x ), que define la posicion de la cuerdaen € instantet = 0, coincide
con un pulso triangular, que podemos desarrollar por tanto como serie de Fourier. Dicha serie,
por tratarse de una funcion impar como muestra la figura siguiente, estara conformada por un
desarrollo en senos:
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/
/
\
N

Es decir que los coeficientes C,, coinciden por |o tanto con los coeficientes by, del desarrollo de
Fourier:

0

Co= 2 | f(x)sen NTX gy (6.45)

L 1 L

Es de notar que € periodo de la funcion a desarrollar esigual a 2 L, como se puede ver en la
misma figura.

Para calcular los coeficientes C,, observemos que f ( X ) est4 congtituida por dos tramos,
diferentes entre si:

y A

> 2h

L L

2

L as ecuaciones que definen ambos tramos son, respectivamente (Ver figura):

Para
0<x<L €s: y:2_hx
2
y para
L<X<L es: y=2h-2_hx:2_h(L-x)
2 L L

Reemplazamos ahora estos valores en |a (6.45), y obtenemos:
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L/2 L
C. = 2 20y sen MTX gy + [ 2D (Lox) sen NTX g
L 0 L L L/2 L L
L/2 L
Co= AN 3 xsen M™X gy + [ (L -x)sen "X gx (6.46)
L2 Lo L L/2 L
Para calcular por partes la primera de estas integrales
L/2
| x sen DTX gy
0 L
haremos:
u=x y dv = sen 17X
L
De donde:
du=dx y v:-icos nmx
nm L
Al integrar ahora, tenemos
L/2 L/2 L/2
[ xsn NOX gy =. LX g Nax | o L [ o NTX 4y
0 L nm L 0 nt 0 L
Y, efectuando operaciones,
L/2 L/2
2 2
Ixsen NTX gy =. L% s M7 o L% g N7EX
0 L 2nn 2 n® n° L o
Como sen 0 = 0, resulta, finalmente:
L/2
2 2
[ xsen N7X gy =. L% o N 4 L7 g N7 (6.47)
0 L 2nn 2 n® n° 2

Procediendo de modo idéntico con la segundaintegral de la (6.46):
L

[ (L-x) sen M™% gy
L/2 L

haremos
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u=x-»L Yy dv = sen nmX
L
Por tanto: du=dx vy v=-_t cos NEX
nm L
Integrando, hallamos:
L L
I(L-X)sen NTX gx = -.[(X-L)sennnx dx =
L/2 L L/2 L
L L
2
= L (x-L) cos NEX . L7 g hmX
nn L L2 nPn? L e
2 2
= L% s Mmoo L [sen nm -sen n_“]
2nn 2 n® 2 2
2 2
— L cos nm + L sen nmw (648)
2nmn 2 nznz 2

En esta Ultima ecuacion hemos ssimplificado sennn = 0. Reemplazando ahora las igualdades
(6.47) y (6.48) en la (6.46), resulta
2
4h 2L,Sennn:8h sn N7
L2 n’r? 2 n? 2 2

Recordando, (6.44), que

Ch =

o0
y(x,t) =X Cpsen NTX oo N7L

n=1 L cL

eintroduciendo € valor de C,, recién hallado, resulta:

0

y(xt) = 2 8N oo N oy NTX g N7t

n=1 n°n’ 2 L cL
Y como sen N7
2

es alternadamente igual a+ 1y - 1, llegamos finalmente a la solucién de la ecuacién de la cuerda
vibrante, cuando laposicion inicia es un triangulo isdsceles:

y (X, 1) :B_h[sen X s Bt L1 ogn 37X g 37t +]

n? L cL 9 L cL
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6.11 - Cuerda Vibrante: M étodo de D' Alembert.

Para encarar la explicacion de este método de calculo, empezaremos por recordar la ecuaciéon de
la Cuerda Vibrante:

0%y -2 2%y
ox? ot?
la que, poniendo
a = L
c

podemos modificar asi:

07y = 1 0%y - g2 0%y (6.49)
ot? cc ox? ox?
Hagamos ahora el cambio de variables:
r=x+ at
y S=X-oat
De aqui:
ﬂ =1 8_I’ = y 8_3 = -
0 X ot ot
Si derivamosy (X, t) respecto de t, tenemos
oy - 0y or , 0y 6sza_y_a8_y:a[a_y_ﬂ]
ot or ot os ot or 0s or 0s

Y, derivando de nuevo

0°y _ (0% or 8%y os_ 2%y as _ 8% ar]

ot? “or? ot oOros ot 0s? ot 0Oros ot
0°Y — g (o0 O2Y _q 0%y L4 0% _aazy]

ot? ~ or? oros 0s? oros

0%y —q2(0%y 2% _ 5_23/] (6.50)
ot? ~or? 0s? oros

De modo similar, a derivar y (X, t) respecto de x, obtendremos

oy - 0y or L, 0y 0s _ 0y , 0y
0 X or oXx 0S O0OX or 0s
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Derivemos agui también unavez mas:

2%y _ [a?y or , 0%y o9s_. @’y ds . 0%y or ]

ox? or?2 ox o0rds 0x 0s? 0x 0ros ox

2 2 2 2
ay:[ay+ay+28y] (6.51)
ox? or? 0s? oros

Por fin, reemplacemos (6.50) y (6.51) en la (6.49). Hallamos:

azy[azy L 0%y o, 0% ]:az[azy L 0%y Lo 0% ]
or? os? oros or? 0s? oros

Estaigualdad sdlo tiene sentido si:

o2y
oros
Nos encontramos por tanto con una nueva ecuacion diferencial, cuya solucion es de laforma:

y=®o(r) + ¥ (s)

=0

En efecto,
dy - 09(r)
or or
y, por lo tanto:
o2y _ 0 [ aq>(r)] - o
oros 0S or

Al reemplazar en ellalos valores asignados alas variables r y s, la soluciéon queda reformulada
asi:
y(x,t) =d(x + at) + ¥(x - at) (6.52)

Esta es la solucién propuesta por D'alembert.
Determinacion de las funciones @y . Llamemos A( x ) alafuncién que define la"posicion en
e instanteinicia":

y(x0)=A(x)
Y, B(x), alavelocidad inicia

0y(x0) = g(x)

ot

De ambas ecuaciones se sigue que

A(Xx) = y(x0) =o(x) + ¥ (x)
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Por otro lado, derivando la (6.52) respecto det tenemos:

M = ad'(x +at) —a¥P(x-at)
ot

S t = 0, estaecuacion se gjusta exactamente aladefinicion de B ( x ). Por tanto:
B(X) =a®(x) - a¥(x)
De otra parte, derivando A ( x ), funcion de x exclusivamente, obtenemos
A'(Xx) = D (x) + P (x)
A partir de estas dos Ultimas ecuaciones podemos hacer:
B(x)+a A'(X) =20ad'(x)
Y d dividiendo ambos miembros por 2 o.
o (x)= L [A'(x) + 1 B(x)]
2 o
De manera similar, se obtiene:
v = (a2 e
2 o

Si integramos @' (x) desdet = 0 hastaun instantet, recordando que ® esfunciénder =x + a t:

X+ at
o(xt)= L[ [A00 + 1 B(x)]ax
2 X a
X + ot X+ at
o(xt)=_ L | A(x)dx +_L [ B(x)dx
2 x 2a X
Deformaidéntica:
X -at X-at
wixt)=_L [ A(x)dx -1 | B(x)dx
2 X 20 X
Y como
y(x,t) =d(x,t) + ¥(xt)
reemplazando y efectuando operaciones.
X + at X+ at

yxty= L | A(x) dx + L | B(x)dx +
2 X 20 X
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X - at X - at
+ 1 [ A(x)dx - L | B(x)dx
2 X 20 X
X+ ot X
yixty= L [ A dx - L [ A(x)dx +
2 X 2 X - ot
X + ot X
+ L I B(x)dx + L | B(x)dx
20 X 20 XxX-at
Finalmente
X + at
vixt)= L [A(x+at) + A(x-at)] + L [ B(x)dx
2 20  x-at

Expresion en la que, como hemos dicho més arriba, A ( X ) es la ecuacion de la cuerda en el
instante anterior aser dgjadalibre, y B ( x ) eslavelocidad inicial delamisma.

6.12 - Ecuacién de Laplace:

Dada unafuncion de dos variables @ ( x, y ), se conoce como Ecuacion de Laplace a aquella cuya

expresion simbdlicaes: e
Ecuacion de
L aplace
V2O (x,y) =0 Lr

Donde el simbolo V ( nabla), aplicado a® ( x, Y ), representa la funcion:

2 2

o°® . 07D

ox? dy?

X ey son variables independientes entre si.

Notas. La Ecuacién de Laplace puede formularse de manera idéntica para una funcion de tres
variables. Aqui, por razones de simplicidad, estudiaremos la solucién de la ecuacién en el caso de
dos variables Unicamente. La solucion de la ecuacién de Laplace en coordenadas rectangul ares se
expone através del problema 6.14.6 b, a final del Capitulo.

A continuacién vamos a expresar la ecuacion de Laplace en coordenadas polares:

V:O(p,0) =0,
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partiendo de las conocidas relaciones entre coordenadas,
X = pcosH
y =psenb
y p =V +y’
Al expresar @ en funcion de las variables p y 6, surgen |as ecuaciones siguientes:
od _ 0P odp , 0P 06
0 X op OX 00 0Xx
0°® _ 0°d [8p].2+ od 9°p L 0% [ae]?+ oD 076
dx? op? Lox op 0x* 06?% Lox 00 0x°
(6.53)
e igualmente:
020 _ 0°d [8p]2+ od 9°p L 0% [ae]i oD 020
oy? op? Loy op oy> 060? Loy 00 oy?
(6.54)
Por otra parte, derivando a partir de
- 1
p =N +y? = (O +y7)?
obtenemos:
op = 12X = X (6.55)
o X 2 A x%+y P
y oJp - 1 2y = Y (6.56)
oy 2 N2+ P
Derivando nuevamente, para lo cual aplicaremos la formula de la derivada de un cociente,
obtenemos:
GRS S _1[p_ QJ :_1[,)_ x X
o x* ox p p? 0 X p? P
2 2 2 2
o’'p - P-X - Y (6.57)
3 %2 p3 p3
Ademas, como
Yy - senb
X cos 6

si derivamos también esta expresion respecto de x, obtenemos:




Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior. 6.51
Parte VI - Ecuaciones Diferenciales de Derivadas Par ciales.

a_[l] =0 [sen@] =1 [cosea_sene—senei cos@]

ox U x dx L coso cos’ 0 X d X
a_[l]= 1 [coszea_eJrsenZe@]: 1 08
ox L x cos’ 0 X o X cos?H  dx
Pero también es:
o [l] =Y =Y
ox L x X2 p? cos” 0
Comparando las dos Ultimas igualdades, por carécter transitivo surge que
96 - . ¥y (6.58)
0 X p?
Si derivamos una vez mas, tendremos:
70 _ 0 [_ y J: 2xy _ 2Xxy (6.59)
aXZ O X X2 +y2 (X2 +y2)2 p4
De modo totalmente similar, al ser
X _ cos6
7 sen o

derivando respecto dey, setiene:

0 [X]:G_[COSGJ: 1 [seneﬁ_cose—cosei senej

oy Ly oy Usen® sen’ 0 oy oy
9 [l] =_1 [—szen.zeﬂ9 — cos29 99 ] =._1 99
oy Ly sen’ 0 dy dy e’ Oy
Pero como también:
oy Ly Yy’ p® e’ 0
nuevamente por caracter transitivo resulta
08 - _X (6.60)

oy p’

Y, derivando otravez:
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70 _ 0 [ X ] _ -2Xy  _ _ 2xy (6.61)
ayZ ay X2+y2 (X2+y2)2 p4
Ahora, reemplazando las igualdades (6.55) a (6.61), en las ecuaciones (6.53) y (6.54), resulta:

0°® _ 9°® x* [ 0@ y® _ 9’® y® _ 0d 2xy

dx? op? p? op p? 002 p* 00 p?

0’0 _ 9’® y? [ 0@ x® _ 9’® x® _ 0d 2xy

0y? 5p2 p? op p° 562 p* 00 p*

Sumando miembro a miembro se obtiene;

02, 02 _x*+y? 9%d _ x’+y? 00

ox? oy? p?  o9p? pd  ap pt  80°?

2 2 2 2
020, 0% _ 0@ . 1 00 . 1 2°0 _ y2q4
ox?  0y? dp? p dp p? 202

Es posible ssimplificar esta ecuacién si tenemos en cuenta laigual dad:
2
0 [pad)]:ad)er 0°d
op op op op?
En efecto, reemplazando este resultado en laformula del Laplaciano obtenemos:

vip= 1 @ [p acp}r 1 2%
p Op op p2 00?

Esta es la expresion del Laplaciano V 2 @, en coordenadas polares. Por lo tanto, obtenemos la
Ecuacion Diferencia de Laplace igualando a cero esta Ultima expresion:

Ecuacién de Laplace
L en coor denadas

polares (6.62)

1 [pa@]+ 1 8@ _
p Op op p2 9607

Para hallar |a solucion de esta ecuacion emplearemos el método de la separacion de variables. Es
decir, consideraremos que @ ( p, 6 ) esigual al producto de dos funciones de una variable:

®(p,0) =R(p).T(O)

De esta tltimaigualdad se deducen, por derivacion, las siguientes:
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o0 _ 1 dR

(6.63)
op dp
o0 _ p dT
00 do
2 2
y 0’0 _ g d’T
00?2 do?

Reemplazaremos a continuacion estos valores en la ecuacion de Laplace (6.62), con lo que ésta
adoptalaforma:

10 [pT dR] L R d’T _
p Op dp p? de?

Al efectuar ladiferencial parcial indicada, resulta:
2 2
1 ¢ dR 7 d°R R d-°T

+ =0

p dp dp? p? de?
De donde podemos despejar:

1 d’T _ _p drR _ p? d°R

T do? R dp R dp?
A fin de simplificar la escritura, en adelante Ilamaremos

2
n2=_-1 d°T (6.64)
T de?

Con esta notacion, queda:

n2 = p dR p? d?R

R dp R dp?
Al expresar estas dos Ultimas ecuaciones en forma implicita hallamos el sistema, homogéneo,
siguiente:
2
d°T +Tn% =0
de?
2 2
dR+_1dR_n R= 0 (6.65)
dp? p dp  p?

La solucién de la primera de dichas ecuaciones es de laforma:

T(6) = Apcosnd + Bysenn©
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o
—

En efecto, = n(-Apsenn® + B,cosnB)
0
2,

o o

y T = - n?(A.cosn® + Bysennd) (6.66)

do?

Por su parte, la solucion de la segunda es, como vamos a ver:

R(p)=Chp"+Dnp™"

Efectivamente:

dR - n.Cnpn'll_nann-l
dp
2
y d°R = h(n-1) Cip™2-n(-n-1) Dy p "2
dp?
Reemplazando en la (6.65):
2 2
d°R . 1 dR _ n° p=- 9 (6.65)
dp?  p dp p?
obtenemos:
(N?2-n)Cap™ 2+ (N+n)Dy p "2+ NChp"2-nDyp "?-

- n?c, p,”'z, -n? D, p,'n'2 =
=Chp"?(n?-n+n-n?) + Dy p ("I (nP+n-n-n?) = 0
Esto confirma que

O (p,0) =R(p).T(6)
es solucion de la ecuacion diferencia de Laplace (6.62)

Otraforma de verificarlo consiste en reemplazar directamente esta Ultimaigualdad en la ecuacion
de Laplace

2
p dp dp p? 962

Si en ésta multiplicamos ambos miembros por p 2, podemos expresarla bajo una nueva forma:
2
pa_[pa;‘)]Jraq):O (6.67)
dp dp 007
Reemplazando aqui €l resultado obtenido en (6.63):
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0P _ 7 dR
op dp
resulta
2
0 [Tde]:TdR+Tde
op dp dp dp?
También sevio, (6.66), que
2
T - - n?(A,cosn® + Bysenn®) = - n?T
do?
de donde:
2 2
00?2 de?

Reemplacemos estos valores en la (6.67). Obtendremos:
Tp AR 1,2 ¥R _2p7 =g
dp dp?
Simplificando T y reemplazando las derivadas de R por sus valores en funcién de p, llegamos a:
NCyp"-nNDhp"+n(n-1) Chp"-n(-n-1)Dp p™"-n?R =
= (n+n?-n)Cyp" +(-n+n%+n)Dpp "-n23(Ch p" +Dpp ") =
=n2Cyp" +N?Dhp "-Nn%(Chp"+Dyp ") =0
Con lo que queda demostrado nuevamente que unafuncion como
®n(p,0) = Ra(p).Tn(0)

es efectivamente solucion de la ecuacion de Laplace. Lo es por supuesto cualquiera sea el valor
de n, y por lo tanto también es solucién cualquier suma de términos similares. En particular nos
interesa la serie compuesta a tomar una secuencia de valores enteros para n, porque en este caso
los sumandos constituyen funciones de frecuencias armonicas entre si.

En funcion de los valores obtenidos paraR y T, podemos hacer
R(p)=Cip"+Dnp™"
y T(6) = Apcosnd + Bysenn©
Sin=0:
Do (p,0) = Ro(p) . To(6) = (Co+Do)Ao
Y, paracualquier otro valor de n:
@n(p,0) = Ra(p).Tn(0) = (Ancosn® +Brsenn®) (Cop" +Dpp ") =

n

= Ch(Ancosn® +Bpsenn®)p "+ D, (A,cosnO +B,sennf)p”




Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior. 6.56
Parte VI - Ecuaciones Diferenciales de Derivadas Par ciales.

Laformula siguiente representa la expresion del desarrollo en serie de dicha solucién:
e}
Dn(p,0)= a0+ yo+r X (anp "+ynp ")cOSNO + (Bap"+np ") seNn6
n=1
donde
on = AnCy »Bn = BnGC, ¥Yn = AnDnp y On = Bn Dy

6.13 - Solucién de Ecuaciones de Derivadas Parciales, por medio de la Transformada de
Laplace.

La Transformada de Laplace constituye un auxiliar muy valioso para resolver Ecuaciones
Diferenciales. Aqui estudiaremos como resolver, con su ayuda, Ecuaciones de Derivadas
Parciales.

Sea una ecuacion diferencial como la siguiente:

a(x) 2o (x 1) b(x) 220X 4 c(x) o(xt)+

ox?2 0 X
fd(x) 220(xt) 4 g(x) 0(xt) g (6.68)
ot? ot

Hallaremos ante todo su transformada de Laplace, en € dominio de la variable t (Dominio
temporal). Para una mayor sencillez, iremos calculando una a una las transformadas de cada
término, y luego aplicaremos la propiedad de la suma de transformadas:

{a(x) 0 @(Xt)} Ja(x) 0° <Pe dt—a(x)az L{g(x1)
ox?

Observemos que para €l calculo de esta transformada, hemos tenido en cuenta en primer lugar
gue la operacién de transformar involucra el dominio del tiempo, t, y por lo tanto es
independiente respecto de la variable x. En el Gltimo paso, ademés, hemos invertido €l orden de
integracion y derivacion.

De modo semejante se obtiene la transformada del segundo término. O sea

L {b(x) a@(“)} Jb(x) e dt=b(x) L L{e (xt))
0 X

A continuacion, calcularemos la transformada de los términos que contienen derivadas parciales
respecto det:
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-st
e dt=

L {d(x) 0° <P

8t

L {d(x) o }: d(x) [sZL{(p(x,t)} 50 (x.0)- 8(p(x,0)]
ot? ot
A suvez

] {g(x)a@} Ig(x)a‘p g " dt=g() s L {9(x1)}-0(x0)]

Para simplificar las ecuaciones que siguen, utilizaremos en adelante la forma usual de denominar
alatransformada como unafuncién de s, es decir:

L {f(xt)} = F(s)

En este caso:

o]

D(xs)= L{io(xt)} =] o(xt)e dt
0

Con esta simbologia, y reemplazando en la ecuacion diferencia (6.68) |os val ores obtenidos hasta
aqui, lamisma queda representada por laigualdad:

a(x) 9 @o(xs)+b(x) 9 ®(xs)+c(x)Dd(xs)+
ox 2 O X

+ d(X)[SZCD(x,s) - s (x0)- a(P(X,O)] +
ot

; e(x)[s ®(xs) - (p(x,O)] -

La unica derivada respecto de t que aparece aqui es nula, porque la primitiva, ¢ ( X, 0), esfuncion
de x solamente. Todas las demas derivadas |0 son respecto de una Unica variable, x.

Por tanto, suprimida aquella, podemos considerar a las restantes como derivadas total es respecto
de x, con lo cua la ecuaciéon diferencia se convierte, en el dominio transformado, en una
ecuacion diferencial ordinaria, que se debera resolver como tal:

a(x)_ 9 _@o(xs)+ b(x) 9_o(xs)+c(x) d(x5s)+
dx? d x

+d(x)[s?@(x5s) - s0(x0)]+e(x)[s®(xs)-0(x0)]=
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Ejemplo 1:

Como primer gemplo analizaremos las ecuaciones de una linea de transmision, que fueron
histéricamente conocidas como Ecuaciones Telegréficas, porque definen e comportamiento de la
tension y corriente eléctricas, en funcion de los parametros fisicos de un par de conductores de
cobre, como los utilizados en | os sistemas aldmbricos de comunicaciones.

Las relaciones entre la tension y la intensidad de la corriente a lo largo de una tal linea de
transmision de energia eléctrica satisfacen (Ver la figura a continuacién), el sistema de
ecuaciones siguiente:

i(x,t) r.dx l.dx

AT

Modelo matemaéatico de
una linea de
transmision de Energia v(xt) g.dx - ¢.dx
Eléctrica
dx

[ ov(xt) = li(xt) +1 21X

0 X ot

oi(x,t) = g.v(x1t) +cov(xt)
0 X ot

En estas ecuaciones, |, ¢, r y g designan respectivamente alainductancia, capacidad, resistenciay
conductancia el éctrica de un tramo de linea de longitud x igual ala unidad (En el sistema MKS 6
Técnico de unidades, dicha unidad es €l metro, como sabemos).

La primera de las ecuaciones representa la caida de tension a lo largo del tramo diferencial de
longitud de la linea, que obviamente es igual ala caida que se produce sobre los componentes en
serie: | y r. La segunda indica que la variacion de la corriente a lo largo del tramo diferencial de
lineaesigual ala corriente que se deriva através de los componentes en paralelo: g y c.

Para facilitar la escritura, en adelante escribiremos estas mismas ecuaciones en forma sintética,
Como a continuaci on:

oV = i+ 11
0 X ot
of = g.v + ¢ 9V (6.69)

0 X ot
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El problema consiste en hallar las funcionesv ( x,t) e i (x,t), que dan los valores de latension
y corriente en cada punto de lalinea, y en cada instante.

Si bien estas ecuaciones pueden resolverse sin problemas en el campo de las variables x y t, aqui
recurriremos, a manera de gjemplo, a auxilio de la transformada de Laplace. Laidea consiste en
redefinir las ecuaciones de modo que aparezca una sola variable independiente en cada una de
ellas. Empezamos por derivar la primerarespecto de x y la segunda respecto det:

&/ = ra_i + | 0%

ox? d X dtox

0%i = gov 2%

axat ot at?
Ahorareemplazamos la segunda en la primera:

&: ra_i+|ga_v+|cazv

ox? d X ot ot?
Tomando para

a1

0 X
el valor definido por la (6.69), obtendremos

v rg.v +rc 9V +1g 9V 4+ ¢ 0%V

ox? ot ot ot?
0, agrupando términos:
2 2
9°V = rg.v + (rc+1g) Y +1c 2V (6.70)
ox? ot ot?

Procediendo de modo absolutamente similar en el caso de laintensidad de la corriente, i ( X, t),
es posible halar la ecuacion siguiente, simétrica de la anterior:

2 . 2.
971 = rg.i +(rc+1g) 2L 4+ ¢l (6.71)

ox?2 ot ot?

A continuacién, en cada una de €llas, aplicaremos la Transformacion de Laplace. Pero
previamente, parafacilitar la escritura, introduciremos la notacién simplificada siguiente:

L{v(x,t)} =V(x,s)=V
y L{i(x,t)} =1(x,8) =1

Y también:
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Vo = v (0) Vo= dv(0)
dt

Con tales simplificaciones la ecuacion resultante en el caso de la diferencia de potencial, V (x,t),
gueda asi:

d2Vv _ 2 :
=rg.V+(rc+1g)(sV-vy) +1c(s°V-sv,-Vyp)
dx?

Reagrupamos los términos en V, y tenemos:

d?v _ 2 D
(rg+rcs+lgs+lcs?)V+I1(g+cs)ve+lcve=0
dx?

2
d°v . (r+1s)(g+cs)V +I(g+cs)v,+1lcvy=0
dx?
Esta ecuacién, en e dominio de la variable de Laplace, es como vemos una ecuacion diferencial
ordinaria. Pararesolverla, bastara hallar la primitiva correspondiente.

En el caso de la corriente, se arriba a una ecuacion equivaente:

2
A7 (r+1s)(g+cs)l +c(r+1s)io+ Icie=0
dx?
Cuando la linea puede ser considerada sin pérdidas, es decir, cuando la resistencia especifica

(Resistencia por unidad de longitud) del conductor es despreciable, y la aislacion entre ambos
conductores es muy grande, es decir

r=0 y g=0
las ecuaciones anteriores se simplifican asi:
2
d°V e (s2V -sve- V) =0
dx?
2
d”1 ¢ (821 -sie-i%)=0
d x?

Ejemplo 2:
Ecuacion de las ondas (Ecuacion de D'Alembert):

La ecuacion:

0%¢ _ 2 2%

ot? ox?
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debida a D'Alembert, es conocida como Ecuacion de las ondas. Mas arriba hemos resuelto en la
forma tradicional la ecuacién de la cuerda vibrante, enteramente similar™ a la que ahora
encararemos recurriendo a la transformada de Laplace. EI empleo ahora de la Transformada se
convierte asi en un medio idoneo de comparacion entre ambas formas de encontrar la solucion.

Supongamos que las condiciones iniciales son las siguientes:

0o(x,0) =0
9 _9(x0)=0
ot
y que las condiciones de contorno son, por su parte:
¢ (0,t) = v(t)
¢ (0, t) =0

Al aplicar latransformada de L aplace, resulta:

o0

D(xs)= L{io(xt)} =] o(xt)e dt
0

y, sl derivamos bgjo el signo de integral, obtenemos:

o0 o0

j ach(xlt) e-St d‘t :VZJ. aZ(P(X,t) e-St dt
0 ot? 0 ox?

O, cambiando el orden de derivacion e integracion en el segundo miembro:

0 0
t

2 -st 2 -s
[ 27e(xt) ¢ gt=+v20" | o(xt)e dt
0 ot? ox? 0
Obsérvese que este ltimo paso esta plenamente justificado porque, a no ser € *' funcion de x, a

efectos de la operacion "derivada respecto de x", dicha exponencia se comporta como una
constante que multiplicaa o (X, t).

El primer miembro de la Ultima ecuacion es justamente |la transformada Laplace de |a derivada
segunda de ¢ ( X, t ), mientras que la Ultima integral es la transformada Laplace de la misma
funcion.

Podemos ahora formular la siguiente igual dad:

@ Similitud l6gica si consideramos que el movimiento de la cuerda vibrante, a ser dejada en libertad, consiste en
una oscilacién amortiguada alrededor de la posicion de equilibrio.
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ot o x?

Aplicando aqui las condiciones iniciales, queda finalmente

SZ,Q(X,S)-SQ(x,O)- 0 (P(X,O): V2, 82CI)(X,S)

2 2
0°d(x,8) _ s ®(x,8)=0
ox? v?2
En el dominio de la transformada Laplace, ésta es una ecuacion diferencial ordinaria, cuya
solucion es.

s
d(x,s) = Ae’ +Be

<|(,/J

X

Para obtener los valores de A y B, recurrimos a las condiciones de contorno que hemos
especificado para el problema, es decir:

¢ (0,t) = v(t)
cuyatransformada es

©(0,s) = L{v(t)}=V(s)
y ¢ (0 t) =0
de donde:

®(0,8) =0

Reemplazando estos valores en la solucion de la ecuacion diferencial, resulta:
®(0,s)=Ae’+Be’=A+B=V(s)

y ®(w,s) =Ae“"+Be”=Ae”=0

De este sistema se desprende que
A=0 y B=V(s)

Con lo cud, la solucion para nuestro problema particular, es decir, para las condiciones de
contorno elegidas,se simplifica asi:

e

X

d(x,s) = V(s) e "
Para encontrar la funcion primitiva correspondiente, en las tablas de transformadas encontramos
lasiguiente:

L e }=5(t-a).H(t-a)
Aplicandola a nuestro caso, y teniendo en cuenta ademéas que la primitiva de un producto de

transformadas es igua a producto de convolucion entre las primitivas de los factores,
obtenemos:
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e (xt) = v(t) x[8(t-2). H(t-20))
\% vV

Finalmente, de acuerdo con los valores que toma la funcién de Heaviside, segin que €
argumento sea positivo o negativo, llegamos al resultado siguiente:

)
=v(t) « (t-2) s t>X
A% A%
e(xt) =+
=0 s t<i
\ A%

6.14 - Problemas.

6.14.1 - Dada la familia de funciones identificada por laecuacion: ® = ax + by +z = 2+,
en la cua ay b son dos parametros que individualizan a cada miembro de la familia, y z es
funcion de x ey, se pide: Expresar dicha ecuacion en forma implicita y hallar una ecuacion
diferencial que represente alafamilia.

Solucion:
z=2z(x,y)=2+1-ax-by

Formaimplicita F(x,y,z,ab) =ax + by +z-(2+i) =0
Las derivadas parciales de F respecto de x e y son, respectivamente:

oF _ 0z _ 0 0z

—a+ =% = =-a
0 X 0 X 0 X
oF = b+ 0z =0 0z = -b
oy oy oy
Reemplazando en laformaimplicita hallamos la ecuacion diferencial buscada:
x 02 +y_az = z-(2+1)
0 X oy

6.14.2 - Dadalaecuacion ® = az + bxy = 0, enlacua z esfuncién dex ey, se pide
expresarla como ecuacion diferencial.

R 0z 4 0z :-i (x+y)

0 X oy a
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6.14.3 - Sealafamilia de funciones dada por laecuacion: @ = ® (f,g) = 0, enlacua

f=2z+ 2x, g=2z-y? yademés z esfunciéndex ey, sepide:

a) Hallar laecuacion diferencial de lafamilia

Solucién: Segun laec. 6.17

ot ., of oz 0og , 0g 0z
0 X 0z 0X _ 0 X 0z 0X
of ., of oz 0g ,0g 0z
oy oz 0y oy 0z 0y
Aqui:
2+ 7k = 0+ 7k -4y-2yzy+27y =0
0+ 7y -2y +1Zy
R: 0z -y 0z — 2y
oy 0 X
b) Verificar e cumplimiento de la ecuacion anterior para
®=f2-9g2=0
Solucion:

f2_92:zz+4xz +4X2-Z,2+22y2.-y4.:0

Axz +2zy? = y* - 4x?

4 2 4 2 2
= Y -4x7 -1 y"-4x° _ y©-2X
4x +2y% 2 y?+2x 2
02 .y 9Z =y.y(-1)=2y

0 X oy

c) Verificar lamismaecuacionpara ® = f + 2g =0

d) Verificar lamismaecuacioncuando @ = e’ - e 9 =0
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6.14.4 - Ecuacion de Laplace, o del Potencial. Sea una placa rectangular, delgada y uniforme,
como la de la figura, conductora del calor, en uno de cuyos bordes €l potencia cadrico ¢
aplicado responde a una funcion senoidal, mientras que los otros tres se mantienen a potencia
cero:

0 P =senx T

Se pide hallar laley de distribucion del potencial cal6rico sobre la placa.
Solucién: LaEcuacion diferencial de Laplace parael potencia expresa:
2 2
Vio(xy)= 20 + 990 =g
Ox? dy?
Esta ecuacion puede resolverse por €l método de separacién de variables:
e(xy) =X (x).Y(y)
Al reemplazar en la ecuacion de Laplace, se obtiene:
Y(y). X"(x)+ X(x).Y"(x)=0

De aqui se llega fécilmente ala siguiente igualdad entre razones, que denominaremos A%

Y= X2
Y X

Y apartir de aqui podemos establecer un sistema de ecuaciones diferenciales, cada una de €ellas
de una Unicavariable:

X"+2X =0
{Y" -22Y =0
La solucion de la primera de estas ecuaciones puede ser del tipo:
X(x) =Asen(AiAx) + Bcos(Ax)
Y ladelasegunda:

Y(x)=Ce"” +De™
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Por tanto:
o(xy) =[Asen(ix) + Bcos(Ax)].(Ce*” + De™™Y)
o(xy)=(Me*” + Ne ™) sen(ax) + (Pe" + Qe ™) cos(Ax)
L as condiciones de contorno indican que el potencia aplicado varia como lafuncién seno
¢(x0) = senx

Por esto el término en coseno de x debe ser nulo. También es: A = 1. La solucion se reduce
entonces &

e(x,y)=(Me” + Ne ) sen x

Resta determinar los valores de las constantes M y N, para lo cua recurriremos de nuevo a las
condiciones de contorno:

De ¢ (X,0) = senx resulta, a reemplazar y =0 enlasolucion:
¢o(x,0) = (M + N) sen x

Por lo que M+N=1 N=1-M

Por su parte, de ¢ (x,1) = 0, deducimos que
p(x,1)=-(Me + Ne')Ysenx =0

Y deaqui: Me'+ (1-M)e!'=0

Despejamos M

M(e'-e')=-e!

M= _&
2shl

|

y N=- =S
2sh|

6.14.5 - Resolver el problema anterior pero con las condiciones de contorno siguientes:

a (p(x,0)=senhx
o(x1)=0
¢(0y) =0

Lo (n/A,y) =0
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b) ([ @(x,0) = senx - sen 3x

o(x,1)=0

¢(0,y)=0

V-1)_a- -1 3y-1)_a-3(-1)
R o(xy)= -& € snx - &~ "€ sen 3 x
2shl

2sh3l

6.14.6 - Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales por e método de separacion de
variables:

a) 0z + 0z
0 X oy
Solucion:

=0

z(x,y) = X(x).Y(y)
0z

9 = vyx' vy 0z
0 X

ay

Al reemplazar en la ecuacion diferencial obtenemos
YX'+ XY'=0, dedonde
L' = _LI = A
X Y

= XY'

Estaigualdad permite obtener un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias
X'"-AX=0
{ Y'"+AY =0
Unasolucién deestesissemaess X = a€* e Y = be™

y, por lo tanto:
z=XY =abe*®¥V=ce

Nota: La simetria del sistema original implica que también es solucién z = d e ¥ . Por tanto,
la solucién completa sera:

z=ce ¥V + de V.

b) Hallar la solucion general de la Ecuacion de Laplace, en coordenadas rectangulares.
(Véase el problema6.14.4):
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2 2
Viz(xy)= 972 4 0°Z -
ox? oy?

R z(x,y)=2(Me"Y+Nee ™Y)ysenki x+(Pce ™Y +Q e V) coskh x
k

oz oz -
0 X oy

X

R: z(x,y)=k.y*.e%”

Aplicaciones Matlab.
o Solucién de ecuaciones con derivadas par cial es respecto de una sola variable independiente.

» % Ejemplo: dz/dx = 2*y/™~2*x

» Syms X y

» Z = 2*int(y"™2*x' X)

7= yNM2*¥xN2

» % Para obtener la solucidon debemos agregar una funcién arbitraria de y (Constante
respecto de x):

» % z = yNN2*x N2 + 2*f(y)

% Ecuacion: d2z/dx2 = A*x2*y (Apartado 6.7, ej. 1):

»syms A xy

» dsolve ((Dz = A*xN\2*y''y)

ans = 1/2*A*xN2*y"™N\2+Cl1l

» % NoOtese que C1 es una funcion de x (Eventalmente, una constante).

» % Ecuacion: d2z/dx2+c*y = 0O (apartado 6.7, €j. 2)

»Syms z X a

»Syms y ¢

» dsolve ('D2z + c*y, 'X)

ans = -1/2*c*y*x "™ 2+C1+C2*x

» % Aqui, C1y C2 son funciones de y (Eventalmente, constantes).




Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior.
Parte VI - Ecuaciones Diferenciales de Derivadas Par ciales.

6.69

o Resolver, por el método de separacion de variables, la ecuacion diferencial:

dz/dx + dz/dy = 0

» % Hacemos: z(x,y) = X(X)*Y(y)

»symsx y z X Y

»Z="X(X) *Y(y)

z= X(x)*Y(y)

» Dz =" Y*(DX,x)+ X*(DV,y)'

Dz = Y*(DX,x)+ X*(DVY,y)

» % De aqui: DX/X = - DY/Y = gamma,
» % A su vez, de esta ecuacion podemos deducir el sistema:
» % [ DX = gamma*X

» % [ DY = - gamma*Y

» Syms gamma

» DX = gamma*X

DX = gamma*X

» X = dsolve (‘DX-gamma*X=0','x)

X = exp(gamma*x)*C1

» DY = - gamma*Y

DY = - gamma*Y

» Y = dsolve (DY+gamma*Y=0'"y)

Y = exp (- gamma*y)*C1l

»Z = X*Y

z = exp (gamma*x)*C1"2*exp ( -gamma*y)
»

» % Verificacion del resultado:

»syms C1

» diff (z,x) + diff (z,y)

ans= 0

o Ecuacién delas ondas:

» % Forma genérica de la Ecuacion de las Ondas: d2u/dt2-div(grad(u))=0.

» % Trataremos de resolver la ecuacion en un cuadrado unitario.
» % Las figuras son claras al respecto.
» % Definicion del problema:

» % El algoritmo u = HYPERBOLIC (uO,utO,,tlist,b,p,e,t,c,a,f,d) es la solucion Matlab

» % para ecuaciones del tipo: f = d*d2u/dt2 - div(c*grad(u)) + a*u.
» % En este caso, se puede ver que: c=1, a=0, f=0, d=1

» c=1; a=0; f=0; d=1,;

» % El algoritmo que define el cuadrado unitario es:

» g='squared’;
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» % Condiciones de borde: Estableceremos que el valor sobre los lados izquierdo y
derecho del cuadrado se mantiene en 0O, y dejamos en libertad los lados inferior y
superior.

» % El algoritmo a aplicar es, en tal caso,

» b='squareb3’;

» % El programa resuelve la ecuacion por aproximaciones sucesivas,

» % sobre una malla compuesta por cierta cantidad de triangulos ubicados en el plano.
» % Dicha malla est& individualizada por los coeficientes p, e, t, de la formula para u.

» % Y el algoritmo para definir la malla (mesh) inicial es:

» [p,e,tf]=initmesh('squaregq);

» % Condiciones iniciales:

» x=p(1,:);

y=p(2,3);

» uO=atan(cos(pi/2*x));

ut0O=3*sin(pi*x).*exp(sin(pi/2*y));

»

» % Para ilustracion, representamos aqui la forma de la onda en el instante inicial:

» pdesurf(p,t,u0)
» grid

»

»

»

»

»

»

»

»

»
»
»
»

»
»

» % Encararemos ahora la solucién de la ecuaciéon: Para ello debemos definir una tabla

de tiempo y un parametro n, asi:

» % Solucion de la ecuacion hiperbdlica:
»n=21;

» tlist=linspace(0,5,n);

» uu=hyperbolic(u0,utO,tlist,b,p,e,t,c,a,f,d);
Time: 0.25

Time: 0.5

Time: 0.75

Time: 1
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Time: 1.25
Time: 1.5
Time: 1.75
Time: 2
Time: 2.25
Time: 2.5
Time: 2.75
Time: 3
Time: 3.25
Time: 3.5
Time: 3.75
Time: 4
Time: 4.25
Time: 4.5
Time: 4.75
Time: 5

428 successful steps

62 failed attempts

982 function evaluations

1 partial derivatives

142 LU decompositions

981 solutions of linear systems
»

» % Las filas de la matriz "u" son la solucion de la ecuacion. También, en este caso, la
derivada en el momento inicial coincide con la forma de la onda al promediar el tiempo.
Por tanto, nos da una imagen de la misma.

» % La representamos a continuacion.
» ut0=3*sin(pi*x).*exp(sin(pi/2*y));

» pdesurf(p,t,ut0)

» grid
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o Matlab puede ser una excelente herramienta para verificar la solucién de ecuaciones en
general. Ejemplo, Verificar € resultado de la ecuacion: dz/dx - y*dz/dy = 0. Problema
6.14.6¢

» %Verificar el resultado del problema 6.14.6 c.
»syms z x y k alfa

» z = k*y"(alfa)*exp(alfa*x)

z = k*yNalfa*exp(alfa*x)

» dzx = diff (z, x)

dzx = k*yalfa*alfa*exp(alfa*x)

» dzy = diff (z,y)

dzy = k*yalfa*alfa/y*exp(alfa*x)

» dzx - y*dzy

ans= 0

o Verificar la solucion del problema 6.14.4

»syms x y | lambda

» % Solucion de la ecuacion: X" + lambda”™2*X = 0

» dsolve (D2X+lambda™2*X','x)

ans =

C1*cos(lambda*x)+C2*sin(lambda*x)

»

» % Solucién de la ecuacion: Y" - lambda”™~2*Y = 0

» dsolve (‘'D2Y-lambda”™2*Y','y)

ans =

Cl*exp(lambda*y)+C2*exp(-lambda*y)

»

» % Por las condiciones de contorno, es: lambda = 1, cos(lambda*x) = O
» % Y también: f = (M*exp(lambda*y)+N*exp(-lambda*y))*sin(lambda*x)
» % Ademas, M + N =1

» % Finalmente: f(x,I) = (M*exp (I) + N*exp(-1))*sin (x)

»

» M = exp(-1/2/sinh(-1))

M = exp(1/2*I/sinh(l))

»N=1-M

N = 1 -exp(1/2*1/sinh(l))

»

» % La solucidn, f = f(x,y), es:

» f = (M*exp(y) + N*exp(-y))*sin(x)

f=
(exp(2/2*I/sinh())*exp(y)+(1-exp(1/2*1/sinh(l)))*exp(-y))*sin(x)
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» % Verificacion:

» diff(diff(f,x),x)

ans =

- (exp(1/2*1/sinh(l))*exp(y)+(1-exp(1/2*I/sinh(l)))*exp(-y))*sin(x)
» diff(diff(f,y),y)

ans =
(exp(1/2*I/sinh(l))*exp(y)+(1-exp(1/2*1/sinh(l)))*exp(-y))*sin(x)
» diff(diff(f,x),x) + diff(diff(f,y),y)

ans= O

o Verificar d Problema 3.14.5.b:

»syms x y |

» % Para una mejor visualizacion de los resultados hagamos: f = f1+f3:

» f1 = (exp(y-1)-exp(-(y-1)))*sin(x)/2/sinh(l)

f1 = 1/2*(exp(y-I)-exp(-y—+I))*sin(x)/sinh(l)

» 13 = (exp(3*(y-1))-exp(-3*(y-I)))*sin(3*x)/2/sinh(3*I)

3 = 1/2*(exp(3*y-3*1)-exp(-3*y+3*1))*sin(3*x)/sinh(3*1)

» f = f1+13;

» D2f1x = diff(diff(f1,x),x)

D2flx = -1/2*(exp(y-1)-exp(-y+I))*sin(x)/sinh(l)

» D2f1ly = diff(diff(f1,y),y)

D2fly = 1/2*(exp(y-I)-exp(-y-+I))*sin(x)/sinh(l)

» D2f1 = diff(diff(f1,x),x) + diff(diff(f1,y),y)

ans= 0

»

» D2f3x = diff(diff(f3,x),x)

D2f3x = -9/2*(exp(3*y-3*I)-exp(-3*y+3*I))*sin(3*x)/sinh(3*I)

» D2f3y = diff(diff(f3,y),y)

D2f3y = 1/2*(9*exp(3*y-3*1)-9*exp(-3*y+3*I))*sin(3*x)/sinh(3*1)

» D2f3 =diff(diff(f3,x),x) + diff(diff(f3,y),y)

D2f3 = -9/2*(exp(3*y-3*l) - exp(-3*y—+3*1))*sin(3*x)/sinh(3*)
+1/2*(9*exp(3*y-3*1) - 9*exp(-3*y+3*1))*sin(3*x)/sinh(3*I)

»

» % = - 9/2* (exp(3*y-3*1) - exp(-3*y+3*I))*sin(3*x)/sinh(3*1) +
+ 9/2*(exp(3*y-3*1) - exp(-3*y+3*I))*sin(3*x)/sinh(3*l) = O

» % Finalmente, D2fx + D2fy = (D2f1x + D2f3x) + (D2fly + D2f3y) = O
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