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I CONSOLIDACION DE CONCEPTOS

Se inicia esta Guia de Estudio y Prdctica con una mencién especial a
Leonardo de Pisa, llamado Fibonacci, autor de una de las mds célebres
sucesiones -si ho la mds célebre- de mdltiples aplicaciones e invalorable
aplicaciéon para la interpretacion de distintas manifestaciones de la
naturaleza. La bisqueda de la informacidn que se agrega se hizo a través de
Internet, en especial, la pdgina El ubicuo Fibonacci, seccién zapping de Axon
N° 231

Siglo XII. En 1170, los normandos atacan a los irlandeses en Baginbun
y los destrozan, mientras Gervasio de Canterbury y los astrénomos chinos
documentan un trdnsito de Marte frente a Jdpiter. El judio sefaradi
Benjamin de Tudela viaja por ftodo el mundo conocido para censar a los
judios existentes, y llega a la conclusién de que 8 millones de ellos estdn
repartidos por el planeta. El Valle del Bekad es devastado por un espantoso
terremoto de mds de grado 7 en la Escala de Mercalli. Ricardo Corazon de
Ledn, mientras tanto, reina en Inglaterra.

Entre tantos eventos importantes, un tal Bonaccio, residente en Pisa
(donde, segln Benjamin, vivian 20 judios) celebra el nacimiento de su hijo
Leonardo. Como era vdstago de Bonaccio, casi nunca nadie conocié al nifio
como Leonardo de Pisa, sino como "el hijo de Bonaccio", esto es, Fibonacci.

Bonaccio, por entonces director de una aduana italiana en Argelia,
necesita que su hijo sepa de ndmeros, por lo que obliga al chiquillo a estudiar
aritmética posicional hindd. Milagrosamente, Fibonacci descubrié en las
matemadticas el amor de su vida. Nunca mds las abandond.

El aporte de Fibonacci a la matemdtica es tan grande y tan profundo
que prdcticamente no puede ser medido. Por la época en la que vivid, el
sistema de numeracién ardbigo era poco menos que una curiosidad: todo el
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mundo usaba los nlimeros romanos. Y ya se sabe lo dificil que es multiplicar
por ho hablar de dividir con ndmeros romanos.

Fibonacci, recordando el curso de aritmética hindd aprendido de nifio,
escribe, en 1202, su tratado Liber abaci ("El Libro del Abaco") que es, ni
mds hi menos, un tratado sobre el sistema numeral indoardbigo. En él
presenta al plblico y a los cientificos europeos los signhos hinddes (1, 2, 3...)
y el O drabe, donde dice que se llama "cero" (guod arabice zephirum
appellatur). Ademds, expone el método de regula falsi para ecuaciones de
primer grado. Nada menos que eso, algo insélito para un libro del siglo XIIT
en una sociedad que no usaba el cero.

Nota del autor: resultaria injusto olvidar la mencién de Alexandre de
Villedieu, Franciscano Francés y John de Hallifax, llamado Sacrobosco
quienes, junto a Fibonacci merecen el crédito de haber popularizado el
"algorism” de la numeracién indoardbiga. Carmen de Algorismo es un poema
de Alexandre de Villedieu donde las operaciones con enteros estdn
descriptas junto al uso del cero como nimero. Sacrobosco hace lo propio en
un tratado de astronomia llamado Algorismus Vulgaris utilizado
profusamente en la edad media.

Otro libro de Fibonacci, De guadratis numeris (1225) es tan avanzado
que hubo que esperar a Fermat (en el siglo XVIT) para superarlo

Las sucesiones de Fibonacci fueron bautizadas en honor del italiano
por el tedrico francés Edouard Lucas.

Una sucesion de Fibonacci es aquella donde cada ndmero es el
resultado de sumar los dos que lo preceden. Asi, la primera y mds bdsica
sucesion de Fibonacci es

1,1,2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233...
respondiendo a la formula
Qn = Qp-1 + Qn-2

Segun la historia esta sucesion surge al estudiar la ... propagacién de
conejos.
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Lo interesante de las sucesiones de Fibonacci es que prdcticamente
cualquiera (con la sola condicién de que domine la aritmética bdsica) puede
investigarlas, descubrirles nuevas propiedades y desarrollar teoremas
propios, inéditos y curiosisimos sobre ellas. Parecen existir infinitos
teoremas de Fibonacci, y amateurs matemadticos casi absolutos han escrito y
publicado interminable cantidad de sesudos libros acerca de ellos.

Ademds, las sucesiones de Fibonacci aparecen en infinidad de objetos
de la naturaleza.

Si se observa un drbol, en la primera parte hay un tronco, le sigue, en
la segunda, una parte mds fina, en la tercera, dos ramas, en la cuarta, tres,
luego cinco y iFibonacci presentel

N/ \/ NN

z\/”

N\ / 4
\\11' Z
dn,

s



Las aplicaciones de los nimeros de Fibonacci son también, al parecer,
infinitas: se utilizan en generacion de ndmeros al azar, en la bisqueda de
valores maximos y minimos de funciones complejas de las que se ignora la
derivada, en trabajos de clasificacion de datos, en recuperacion de
informacion en computadoras, y mil etcéteras mds.

Los fractales son sucesiones de Fibonacci

Entre las muchas curiosidades de las sucesiones de Fibonacci, una de
las mds extrafias propiedades de las mismas es que la razén entre cada par
de ndmeros consecutivos va oscilando por encima y por debajo de la razén
dureaq, y que a medida que avanzamos en la serie, la diferencia de la razén de
Fibonacci con la razén durea se va haciendo cada vez menor. En teoria,
cuando llegdsemos al Ultimo par de ndmeros, resultaria

1,61803...
que es, precisamente, la llamada “razdén durea”.
La afirmacion anterior se demuestra fdacilmente. En el ejemplo,
3/2=1,5
bastante por debajo de la razon durea. Pero
5/3=1,66
algo por encima, pero menos que antes. Siguiendo resulta

8/5=16;13/8=1,625;21/13=1,6153y 34/ 21 =1,61904



lo cual ya se acerca bastante.

Las extrafias apariciones de las sucesiones de Fibonacci y de la razén
durea han dado lugar a interminables especulaciones y andlisis y, por
supuesto, a una abundante bibliografia. Se sabe que los caparazones
espirales de muchos caracoles se rigen por ella, como ciertas proporciones
de la anatomia humana, animal y vegetal. También se han hallado
manifestaciones de estas entidades en las artes pldsticas, la arquitectura y
la poesia. Varios bardos romanos, especialmente Virgilio en la Eneida,
parecen haber utilizado las series de Fibonacci en la estructura de sus
obras poéticas.

En las ciencias naturales, es bien conocida la estructura de Fibonacci
en la disposicion de las semillas en los girasoles. Las semillas, ubicadas en la
gran parte central de las flores, tienen una implantacién en espiral: hay dos
grupos de espirales, gobernadas por dos funciones logaritmicas. Un grupo
gira en sentido horario y otro en el antihorario. La cantidad de espirales
logaritmicas en cada grupo sigue nimeros de Fibonacci consecutivos.




Disposicion de Fibonacci de las semillas del girasol

Las abejas también tienen relacién con los nimeros de Fibonacci: si se
observan las celdas hexagonales de una colmena y se coloca a una abeja en
una cualquiera de ellas, y se le permite alimentar a la larva, suponiendo que
continuard siempre por la celda contigua de la derecha, hay sélo una ruta
posible para la siguiente celdilla; dos hacia la segunda, tres hasta la tercera,
cinco hasta la cuarta, ocho rutas posibles hacia la quinta, etcétera.

Los machos o zdnganos de la colmena tienen drboles genealdgicos que
siguen estrictamente una distribucion de Fibonacci. En efecto, los machos
no tienen padre, por lo que él (1), tiene una madre (1, 1), dos abuelos —los
padres de la reina— (1, 1, 2), fres bisabuelos —porque el padre de la reina
no tuvo padre— (1, 1, 2, 3), cinco tatarabuelos (1, 1, 2, 3, B) y ocho
tataratatarabuelos (1,1, 2, 3, 5, 8).

También la fisica parece adorar las sucesiones de Fibonacci. Si se
colocan dos ldminas planas de vidrio en contacto y se hace que unos rayos
luminosos las atraviesen, algunos (dependiendo del dngulo de incidencia) las
atravesardn sin reflejarse, pero otros sufrirdn una reflexion. El rayo que no
sufre reflexion tiene sélo una trayectoria posible de salida; el que sufre una
reflexién tiene dos rutas posibles; el que sufre dos reflexiones, tres
trayectorias, el que experimenta tres reflexiones, cinco, y asi
sucesivamente. Tenemos aqui nuevamente una sucesién de Fibonacci: 1, 1, 2,
3, 5, 8.. Si se aumenta el nimero de reflexiones (n), el nimero de
trayectorias posibles sigue una sucesion de Fibonacci.



La mano humana es, también, una sucesién de Fibonacci. La longitud
del metacarpo es la suma de las dos falanges proximales; la longitud de la
primera falange es la suma de las dos falanges distales
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Si se foma un grupo de fichas de doming, de tamafio 2 x 1, la cantidad
de maneras de construir rectdngulos de tamafio 2 x n serd, por supuesto,
una sucesién de Fibonacci. Hay una sola forma de armar un rectdngulo de 2
x 1; dos de construir el de 2 x 2; tres de hacer el de 2 x 3, cinco para el de
2 x 4; ocho para el de 2 x 5, etc.

Desde siempre, los matemadticos se vieron perturbados por la relacion
entre los nimeros de Fibonacci y los nimeros primos. La pregunta era:
¢puede una sucesién de Fibonacci contener series infinitas de ndmeros
primos? La respuesta es si.

Para finalizar esta introduccion se construyen dos cuadrados de lado
uno, con lado dos se construye un nuevo cuadrado, con lado tres, ofro y asi
sucesivamente. Rdpidamente se puede apreciar una espiral y esta espiral se
corresponde a la caparazdn de un molusco.
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Fibonacci en un cactus y en verduras (también estd en las pifias)

Sucesiones numéricas
Una sucesion de nldmeros reales es una aplicacion del conjunto N (o, a

veces, Np ) en R, de tal forma que, a cada nimero natural n le corresponde
uno y sélo un ndmero real denominado a, en lugar de usar la notacién a = f(n)

{a }={a,,a,,a,,4,,...a,,..}



Los nimeros aj, az, etc. son los términos de la sucesién. El término a,
es el término genérico de la sucesién. Obsérvese que los tres puntos finales
colocados luego de a, constituyen un simbolo matemdtico que debe ser
entendido como "y asi hasta infinito”

Se incluyen a continuacion tres ejemplos arbitrarios de sucesiones.
La primera es la sucesion {an} = { 1/n}

{1,1/2,1/3,1/4,1/5,1/6,1/7,1/8,1/9, 1/10,..}
La segunda es la sucesién {a,} = { (2"-1)/n?%}
{1,3/4,7/9,15/16, 31/25,7/4,127/49, 255/64, 511/81, 1023/100,...}
La tercera es la sucesién {a.} = { n’™}
{1.,1.41421,1.44225, 1.41421, 1.37973, 1.34801, 1.32047, 1.29684, ..}

En los casos presentados se ha definido la sucesion mediante una
expresion o férmula que proporciona los términos de la misma. Otra forma
de definirlas es dando alguna caracteristica de sus términos, por ejemplo la
sucesién formada por todos los nimeros naturales cuyo digito de unidades
sea cuatro (4)

{an} ={4,14,24,34,44,54,64,74, .}

Otra forma de definirlas es mediante una expresién de recurrencia
(del latin recurrire, volver al origen), estableciendo una relacién entre el
término enésimo y los anteriores a él. Por ejemplo la ya mencionada sucesién
de Fibonacci esta definida por la recurrencia

a=1
a,=1
&, =a, ,+a, n>2

En este caso puede demostrarse que

"5l 2 J5l 2



Por dltimo se pueden definir de manera completamente arbitraria
siempre y cuando medie una ley de formacidn, por ejemplo:

Término de la sucesion Ley de formacion

1| Uno

11 | Un uno

21 | Dos unos

1211 | Un dos, un uno

111221 | Un uno, un dos, dos unos

21112211 | Dos unos, un uno, dos dos, un
uno

1221112221 | Un dos, dos unos, un uno, dos
dos, dos unos.

11222111221211 | Un uno, dos dos, dos unos, un
uno, dos dos, un dos un uno.

Monotonia de una sucesion

Una sucesion {a,} es mondtona creciente si

vn

y es estrictamente creciente si

a <a vn

n n+l

Obsérvese que la dnica diferencia entre sucesién creciente y
estrictamente creciente es que en la segunda la desigualdad debe cumplirse
necesariamente mientras que en las crecientes puede haber igualdad entre
términos sucesivos

Una sucesion es mondtona decreciente si

vn

y es estrictamente decreciente si



a >a vn

n n+l

Vale en este caso la misma observacién anterior.

Demostrar en crecimiento o decrecimiento de una sucesion suele
requerir el uso de induccién completa o de reduccion al absurdo. Sin
embargo, en ocasiones puede tfomarse una funcion de variable real f tal que
f(n) = an y estudiar el signo de la derivada primera de esta funcién para

determinar crecimiento o decrecimiento. Si f es mondtona creciente
(decreciente) la sucesidn {a,} también lo sera.

Acotacion

La sucesion {an} estd acotada superiormente si existe un nimero M tal
que a, < M para todo n.

La sucesidn {an} estd acotada inferiormente si existe un nimero M tal
que M < a, para todo n.

La sucesion {a,} estd acotada si estd acotada superior e
inferiormente es decir si

a,[<M  vn

Subsucesiones

Una sucesién {a n} es una subsucesién de {an} si existe una aplicacion
f(n) de N en N estrictamente creciente tal que a » = a¢(n)

Por ejemplo, dada la sucesién
{8, =1{ay,83,3,,8,.. 8.}
Las siguientes son subsucesiones posibles

{ant={2,,8,,85, 85,3500}
{aZn—l}:{al’aS!a51a7;---,a2n_l,...}



Convergencia de una sucesion

A continuacion se agregan grdficos (obviamente no continuos) en los
que se representan los términos de distintas sucesiones

{a} = (-1)" /n
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{an} = n’

ok ¢ 1 ¢

00:00:05 00:00:10 00:00:15 00:00:20

En la primera y en forma absolutamente intuitiva puede inferirse que,
al crecer n, los términos de la sucesidn (los puntitos) tienden a O; en la
segunda, tienden a uno (1); en la tercera ftiendena +1 0 a -1y, en la cuarta
parece que crecen mds alld de todo limite.

Estudiar la convergencia de una sucesion consiste precisamente en
investigar a qué valor tiende el érmino genérico de la misma cuando n —e.

Si tiende a un ndmero finito | la sucesién se dice convergente, si
tiende a - 0 no existe el nimero |, la sucesion se dice divergente.

Los grdficos anteriores parecen indicar que las dos primeras son
convergentes mientras que las restantes son divergentes.

Antes de definir limite de una sucesion (hecho que el lector debe
estar sospechando hace un rato) se da un criterio general de convergencia
llamado de Bolzano-Cauchy (cuando no iCauchy!).

Condicidn necesaria y suficiente para que la sucesion

la}={a.8,8,8,8,8,8, ....8, 8, By o]

de nimeros reales sea convergente, es que para cada nimero positivo &
corresponda un valor v de n, tal que todas las diferencias a, - anp, N>V, p >
0 entre términos posteriores a a, se conserva en valor absoluto menor que
€.

<g, €>0n>v,p>0

‘an _an+p

Obsérvese que este criterio permite asegurar la convergencia de una
sucesion sin conocer el valor del limite.




Limite de una sucesion
El nimero | es el limite de la sucesidn {an} si se cumple que

la,~l|<e, €>0
vn> N,

es decir, si desde un término en adelante la diferencia entre este y el limite
se puede hacer tan chica como se quiera con tal de tomar n suficientemente
grande (mayor que Ng).

Por ejemplo, la sucesion {an}={(-1)"/n} tiene limite cero (0) porque
fijado un € > O basta con fomar N; > 1/¢ para que la diferencia entre el
término genérico y el limite sea menor que «.

Obsérvese detenidamente que, en el intervalo [l+¢, I-¢] después de N,
hay infinitos elementos de la sucesién, mientras que, antes de Ne solo hay
un ndmero finito de ellos.
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Monotonia y convergencia

Se relacionan a continuacién condiciones de monotonia y de
convergencia:

e Toda sucesion convergente es acotada.
e Toda sucesion creciente y acotada superiormente es convergente.
e Toda sucesion decreciente y acotada inferiormente es convergente.

e Toda sucesion decreciente y no acotada inferiormente es divergente.



El ndmero e

La sucesién {%}:{(H%j } es convergente y su limite es el nimero e,

uno de los nimeros mds importantes de la matemdtica.

De acuerdo al teorema del binomio es

(“Ej _1onl. n(n—1)i2+___+ n(in-1)(n-2)..1
n n 2 n nl

R e

De esto surge de inmediato que an < 3 y que la sucesion es monétona
creciente. En consecuencia, ftiene limite finito. Ese limite es
precisamente el ndmero e, irracional y trascendente.

1
nn

El siguiente grdfico indica el comportamiento de los términos de la
sucesion que define al nimero e
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Cabe sefialar que la convergencia hacia el valor de e por este medio es
muy lenta. A continuacién se transcribe e con 40 decimales.

e = 2.7182818284590452353602874713526624977572470937000...
Teorema de compresion

Este teorema es (til para estudiar la convergencia de algunas
sucesiones.

Sean {an}, {bn} y {cn} Tres sucesiones. Se verifica que



Entonces la sucesion {cn} es convergente y su limite vale |

limc, =

Nn—oco

Por ejemplo, la sucesidn

{c.}= t Lttt
" n+1 n’+2 n’+3  n’+n

Es convergente pues estd "comprimida” entre las dos sucesiones

convergentes
{a,}={0,000....,0,...}

th}= { n2n+ 1}

Como ambas convergena O, {c,} — O

Criterio de Stoltz Césaro
Sea {bn} una sucesion creciente y divergente y {an} otra

sucesion. Si el limite

a1~ &,

[im—2l 1
n—ee bn+l - bn

existe, entonces el IimZ“ también existe y coincide con el anterior.
n—oo
n

. y: 1+2+3+4+..+n o
Por ejemplo la sucesién {c,}= > cuyo término

genérico puede interpretarse como el cociente entre la suma de los
primeros n nimeros naturales y n®. La sucesién n® es creciente y divergente,

entonces



|immznm“+12=i n+l
o=l b o= (n+l)’-n* o=2n+1

1
2

Entonces, la sucesion dada converge a 1/2 . Por si queda alguna duda,
se agrega el grdfico correspondiente a los cien primeros términos de {cn}
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Subsucesiones y convergencia
Una sucesién {an} converge a | si toda subsucesién {a n} converge a |.
Sean {a v}y {a n} dos subsucesiones de {a,}. Si

lima, =

n—co

lima™ s =1

n—oo
entonces
lima, =1

N—co

Esta propiedad puede utilizarse para demostrar la divergencia de
algunas sucesiones. En efecto, si de una dada sucesion, se consideran dos
subsucesiones con distinto limite, la sucesién dada es divergente.

Por ejemplo, de la sucesion {as} = {(-1)} = {-1,1, -1, 1, -1, 1, .} se
pueden tomar las subsucesiones de indice impar y de indice par. La
primera tiene limite menos uno (-1); la segunda uno (1), en consecuencia la
sucesion dada es divergente.

Series numéricas

Dada una sucesién numérica {an} se plantea el siguiente algoritmo

ata,+ta+ta+tagta;+a, +..+a +..



pero, como el algoritmo de la suma estd definido para un ndmero finito
de términos, la expresion anterior carece de sentido. Obsérvese que
nadie, ni ain la mds poderosa computadora existente, puede sumar
infinitos términos, pues por mds rdpida que sea, el tiempo requerido
seria infinito y todavia le faltaria por lo menos, otro tantoy otroy...

Corresponde entonces aclarar el significado de la expresion planteada
asociada a la sucesién {an}.

Para ello, yendo a cosas conocidas, se forma la denominada Sucesion
de Sumas Parciales definida por

S=a
S=a+a
S=a+a,+a

S, =a+a,+a,+a,

k=n
Sh=a1+a2+a3+a4+...+an:Zak
k=1

La sucesion {S,} se denomina Serie Numérica asociada a la sucesion

{an}

Si existe limS, =1 la serie numérica se dice convergente y entonces

n—co

(y solo entonces) se escribe > a, y el nimero | se llama suma de la serie.
k=1

En caso de tender a « o0 no existir el limite la serie es divergente.

Obsérvese que, a través de las sumas parciales se han combinado los
algoritmos de la suma y del paso al limite, permitiendo para las series
convergentes extender a infinito el nimero de sumandos.

Casos notables
Se presentan a continuacién dos casos emblemdticos de series

numéricas. El primero es el de la serie denominada armadnica y el segundo es
el de la serie geométrica.



Serie Armonica

. 111 11 1 . . -
La serie 1+=+=+=+=+=+..+=+... se denomina serie armonica y
2 3 4 5 6 k

es divergente. En efecto

1 11 1 1 1 1 1 1
S, =1+|Z |[+| st |+ ottt |+t | o=+t |2
2 2 3 4 5 6 7 8 27 +1 2
1 11 1111 1 1
D e I sl I [ S s sl B OO e S el
2 4 4 8 8 8 8 2" 2"
=1+ 1 + 1 + 1 +..t 1 :1+n1
2 2 2 2 2

limS,, = Iim(1+ nlj —> o0
N—eo n—oo 2

Todos los términos de la serie arménica son mayores o iguales a los de
una serie divergente (minorante divergente), entonces la serie armonica
diverge.

Segln Sadosky (Sadosky - Guber, edicién 1958, pdg 523) Bernouilli y
otros conocian esta caracteristica de la serie arménica y agrega que, Siooo <
8 S1000000 < 15; S1000000000000 < 30 y S10'® < 232. Sin embargo esta suma
puede hacerse tan grande como se quiera, superando a cualquier ndmero por
grande que este sea, tomando un nidmero suficientemente grande de
términos.

Serie geométrica

Se denomina serie geométrica a una serie donde cada término se
obtiene multiplicando al anterior por un factor constante q llamado razdn de
la serie

at+ag+aq’+aq’+aq* +aq’ +...+aq" " +...

Se forma la suma parcial de orden n y se le resta la misma
multiplicada por la razén q



S, =a+aq+ag’+aq’+aq*+aq’+..+aq""
gS, =aq+aq®+aq’+aq*+ag’+aq’ +...+aq"

aS,-S,=aq"-a
S - a(q”—l)
n q—l

Si |q|> 1 la serie es divergente, si |q|< 1 la serie es convergente y su
suma vale
o @
1-q
siqg=10q=-1laserie es divergente.

No era tonto aquel que la historia nombra como el inventor del juego
de ajedrez. El Sultdn, agradecido le ofrecio lo que quisiese. El inventor
pidié un grano de trigo en la primera casilla del tablero, dos en la segunda,
cuatro en la terceray asi sucesivamente. El Sultdn, poco avispado con series
divergentes, accedié de inmediato. La sorpresa fue enorme cuando los
contables del reino dijeron “Majestad, debemos entregarle
18.446.744.073.709.551.615 granos de trigo. (Aprox. 1.019.180.000.000 tn)
Tendremos hambre este afio, el que viene y muchos otros mds." Como a
menudo ocurre, el inventor fue preso, condenado a cultivar trigo por haber
osado intentar burlarse de la majestad del Sultdn.

Condicion necesaria de convergencia

Si una serie humérica {Sn} asociada a la sucesion {an} es convergente,
entonces lima, =0

N—oc0

En efecto, dada la sucesién {a,} es

la diferencia entre ambos elementos de {Sn}, Sn.i-Sn = a, , es igual al
término genérico de la serie. Pasando al limite cuando n —- se tiene.

lim(S,-S,,)=lima, =0

n—sco n—sco



dado que Sn1 se puede considerar una subsucesion de {Sn} teniendo
entonces el mismo limite por ser convergente, por hipdtesis, la serie
numérica dada.

Un corolario importante es que si lima, # Ola serie es divergente.
N—oo

2

2

Por ejemplo, la serie asociada a la sucesién { 1
n® +

}es divergente
n2

orque lim =1+#0

p q N—>oo n2+1

Obsérvese que la propiedad es solamente necesaria, lo que quiere
decir que hay series cuyo término genérico tiende a cero y divergen. La
serie armdnica, por ejemplo.

Criterio general de convergencia

Se establece aplicando el criterio de Bolzano Cauchy para sucesiones
a la sucesién {Sn}

S, —S,,|<&€E>0n>v,pe N
siendo
n
S, =23
=1
n+p
Sip =22
k=1
resulta
‘Sn - Syp| =@t an tanstan, .t ,|<&e>0n>0,pe N

Que puede expresarse diciendo: la condicién necesaria y suficiente
para que una serie numérica sea convergente es que la suma de p términos a
partir de uno dado pueda hacerse tan pequefia como se quiera.

Dejando n fijo y haciendo tender p a infinito se tiene

a,+ta . .+a..+a_ ,+..+a

n+l n+2 n+3 n+4

+p+...‘s.9,g>0,n>v

n




lo que indica que prescindiendo de los n primeros términos de una serie
convergente, la serie resultante, llamada serie resto, se puede hacer tan
chica como se quiera con tal de tomar n > v.

Esto es muy importante en las aplicaciones porque, en general, no se
conoce la suma S de una serie convergente. Sélo se puede aproximar este
valor mediante la suma de algunos (pocos, varios, bastantes, muchos,
muchisimos, etfc.) términos iniciales, cosa que se hace porque se sabe que el
resto es "pequefio” y de poca influencia en los cdlculos. Y que cuantos mds
términos iniciales se toman, mds chico es el resto aunque no se lo conozca.

S:iak :Zn:ak + iak =S, +T,
k=1

k=1 k=n+1
También se puede plantear como condicidn de convergencia que

limT, =0

Nn—eo

Series de términos positivos

Son las mds importantes porque el estudio de las demds se reduce
facilmente al estudio de las mismas y también son las mds sencillas.

La condicién necesaria y suficiente para que una serie de términos
positivos sea convergente es que sus sumas parciales S, se conserven
acotadas, Sn < M. Entonces, la sumaes S <M

También se verifica que asociando o descomponiendo términos de una
serie de términos positivos ho varia su cardcter convergente ni su suma. Lo
mismo ocurre si se reordenan arbitrariamente sus términos.

Criterios de comparacion.

Particularmente (tiles son los denominados criterios de comparacion
para el estudio de la convergencia de series de términos positivos. Mediante
ellos se comparan ordenadamente los términos de la serie en estudio con los
de ofras series cuyo comportamiento se conoce.



Mayorante convergente

Si los términos de una serie de términos positivos son menores o
iguales que los correspondientes de otra serie convergente, es convergente.

Sea Y a, una serie cuyo cardcter se desea establecer y sea ) u, una
k=1

serie convergente, con suma U, verificandose que ax < uk, entonces

> a, converge y su suma S es menor o igual a la suma U. La serie Y u, es
k=1

una serie mayorante de la serie dada.

Minorante divergente

Andlogamente puede decirse que, si los términos de una serie de
términos positivos son mayores o iguales que los correspondientes de otra
serie divergente, es divergente.

Sea Y a, una serie cuyo cardcter se desea establecer y sea ) u, una
k=1

serie divergente, verificdndose que ax > uk, entonces Zak diverge. La serie

D u, es una serie minorante de la serie dada.
k=1

Estos criterios tienen sendos corolarios.

Sea Y a, una serie cuyo cardcter se desea establecer y sea ) u, una
k=1

. . a
serie convergente, con suma U, vy la razéon —“<A,4A>0entonces
u

n

> a, converge y su suma S es menor o igual a la suma U.

Sea ) a, una serie cuyo cardcter se desea establecer y sea > u, una
k=1

I . a :
serie divergente, y la razén — > 1,4 >0entonces > a, diverge.
u

n

Series "patron”



Las series que suelen fomarse como mayorantes o minorantes son la
serie geométrica y la serie armonica o la armonica generalizada, siendo esta

e . 1 . . .
dltima la serie Zn_”’ convergente si a. > 1y divergente si a< 1

Criterios de convergencia de series de términos positivos

Se presentan a continuacion criterios de convergencia de series de
términos positivos cuyas demostraciones se basan en los criterios de
comparacion ya vistos en general con series geométricas y/o armonicas y
son mucho mds operativos que los criterios expuestos hasta el momento.

Criterio de D'Alembert

Sea una serie de términos positivos Zan , se calcula

. a
lim— =L

e an—l

SiL <1 la serie es convergente, siL > 1 la serie es divergente y, si L =
1 el criterio no permite determinar convergencia o divergencia. En la
demostracidn la serie de comparacién es una serie geométrica.

Criterio de Cauchy

Sea una serie de términos positivos Zan , se calcula

limya, =L

N—co

Si L <1 la serie es convergente, si L > 1 la serie es divergente y, si L =
1 el criterio no permite determinar convergencia o divergencia. En la
demostracidn la serie de comparacion es nuevamente una serie geométrica.

Criterio de Kummer

. / . . . 1 .
Sea una serie de términos positivos Zan y Z—una serie
u

n

divergente. Se calcula



. a
Lme(un a . _un+1j =L

n+1
SiL >0 laserie ) a, converge, siL <0 laserie ) a, diverge.
Criterio de Raabe

Consiste en tomar u, = n en el criterio de Kummer (serie arménica)

con lo que resulta
. a
lim n( n— ] =L
"l &

SiL>1laserie ) a, es convergente, siL < 1la serie es divergente, si

L = 1 hay que recurrir a otro criterio de convergencia.
Criterio de la integral

Sea a +a,+a,+a,+a;+..+a,+..una serie de términos positivos

decrecientes. Se toma una funcion f(x) tal que f(n) = an. La serie converge
o diverge segln converja o diverja la integral

j“’ f (x)dx

Serie de términos alternados
Sean a >0,Vk. La expresion
R s e = k- MR Rt = Mk NET
se denomina serie alternada.
El estudio de la convergencia de estas series es mads sencillo que el
correspondiente a las series de términos positivos. En efecto, en las series

alternadas, si los términos son decrecientes y se cumple que

lima, =0

N—oc0

la serie alternada es convergente.



Ademds y muy Util en la prdctica, en las series alternadas, el error
que se comete en la suma de la serie al considerar los n primeros términos
es menor, en valor absoluto, que el primer término despreciado.

Serie absolutamente convergente

Una serie se llama absolutamente convergente si es convergente la
serie formada por los valores absolutos de los términos de la serie dada.

D a, converge absolutamente = > |a| converge
k k

Si la serie de valores absolutos, diverge, la serie dada le dice
condicionalmente convergente.

II EJERCICIOS A RESOLVER, PREFERENTEMENTE EN CLASE.

01  Escribir los cinco primeros términos de las sucesiones cuyo
término genérico es

k-1
03 ho(pXk=2T 50 p gy

k+1 Jn"

o 50w ool

02  Escribir el término general de la sucesion



o1 {a}={-13-927-81.} 02 {ak}:{

35 7 16 12 20
. (= R R R T 04 = 01_1_’_’ L
03 {pu} {1' 2’6’ 24 } {qk} { 3 24 120 720 }

N
©O|r

wlk
gl

03  Verificar los siguientes limites

01 {2”‘1}%2 02 {”—”}%5
n 3n 3

2
03 {@} S 04 {ﬂ} 53
4an 4 n-1

04  Calcular los limites de las siguientes sucesiones

(_1) " n
01 {W} 02 {-1"cos(nz)}
03  {n+1f 04 -2}

05 {%} 06 {G;—:j}

05 Dada la sucesidn

=3
{31 n>1

a =.1l+a ,

01  Encontrar los seis primeros términos de la misma
02  Conjeturar si es creciente o decreciente.

03  Analizar la acotacién.

04  Analizar la convergencia

06  Usando el teorema de compresion calcular el limite de
n
n
a =
" ; n®+k
07  Escribir en forma de sumatoria las siguientes series
geométricas y calcular su suma.




01 9- 3+1—:—13+%— 02 4+1+£+i+i+...

4 16 64

03 \/§+\/§+£+£+ 04 —ﬁ—g—&—i—---

Escribir en forma de sumatoria las siguientes series numéricas
y estudiar su convergencia por el criterio de comparacién con
series geométricas

1 1 1 1
01 S“:l+?+§+F+'"+F+'"

1 1 1 1 1

02 = + + + +.t +...
1*2 2*3 3*4 4*5 n(n+1)
03 S:1+E+E+E+E+
2 4 6 8 10
1 1 1 1
04 S=l+—=+—F—+—+—+...
05 sS= 1+1+1+1+i+
2 3 5 9 17

Estudiar la convergencia de las siguientes series numéricas
empleando el criterio de D'Alembert

1 1 1 1 1

01 + + + + +
1*2 3*4 5*6 7*8 9*10
02 ! + ! + ! + 1 + 1 +
3*2 4*4 5*8 6*16 7*32
10 100 1000 10000 100000
03 —+—+ + + +
2 6 24 120 720
1 1 2 6 24
04 —+—+ + + +
10 100 1000 10000 100000
05 1 2 6 24 120

10" * 10% ’ 10% ¥ 10% * 10 *



10

11

12

13

Estudiar la convergencia de las siguientes series numéricas.

1\ (1*3)" (1*3*5)" [(1*3*5*7)*
o (3) +(55) *(5rare) *(zraves) *
2 2% 4 2% 4* 6 2% 4*6* 8
1 1 1 1
+ + + +
5*G6*7 6*7*8 7*8*9 8*9*10

02

1 4 27 256 3125
+— =+ -+ =+
2*5 9*5° 64*5° 625*5" 7776*5

9 16 25
04 1+2° +(§j +(ﬂj +[§j +...
2 3 4

4 1 1
05 Y. % Yoz 7 Z(—Z

2n+ 2)

03

09 Y1 _ 10 IR

i 4/In(j) " |n(n)

1
08
;\/Zk'l'l

Demostrar que la serie Z(—l)”@

n=1

es convergente y calcular

su suma con error menor que 1073

o | 2
Estudiar la convergencia de la serie Z(—l)n (n!)

= (2n)

Determinar si las siguientes series alternadas son condicional o
absolutamente convergentes

01 1_i+i_i+i_
NP RN
02 1—}+l—1+1—
3 57 9
03 1_1+1_£+1_
2 3 4 5

Por si es necesaria en los ejercicios anteriores se franscribe la
Formula de Stirling

n"~/27zn

en

n!'=





