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SERIES NUMERICAS

1. Introduccion

En el siglo V a.C. el filésofo griego Zen6n de Elea propuso cuatro problemas que se
conocen como Paradojas de Zendn, que desafiaban algunas de las ideas de su época acerca
del espacio y del tiempo. Una de esas paradojas Aristételes la transmitié del siguiente
modo:

Una persona de pie en un recinto no puede caminar directamente hasta la pared. Para
hacerlo, primero tiene que caminar la mitad de la distancia, después la mitad de la
distancia restante, y después otra vez la mitad de lo que queda. Este proceso se puede
continuar y nunca acabar.

La distancia total se puede expresar en forma de suma de una cantidad infinita de distancias
cada vez més pequefas:

1 1 1 1 1
S —
2 4 8 16 2"

Por consiguiente, tiene significado definir con cuidado algunos conceptos tales como sumas
parciales, sumas infinitas o suma de una serie infinita, etc.

La importancia de estos conceptos en el Calculo se inicia a partir de la idea de Newton de
representar las funciones como sumas de series infinitas. Muchas de las funciones que
surgen en Fisica y en Quimica se definen a través de ellas, por lo que resulta importante

aprender las series numéricas.



2. Definicion
Dada la sucesion (a,) _, = (a,8,,8,,...,,,...) puede definirse una nueva sucesion de
sumas parciales (S, )., tal que:

S =8

S,=a,+a,

S;=a,+a,+a,

S,=a,+a,+a;+...+a,

La nueva sucesion es de la forma (S,,S,,S,,S,,...S,,..) ¥ se la denomina serie

numérica. Se la simboliza ) a,
n=1

Esdecir, Y a, =a,+a, +a, +...+a, +...
n=1

A los ndmeros a,a,,a,,..,a, se los denomina términos de la serie, y a

n

S,,S,,S;,S,,..., S, sumas parciales de la serie.

2.1 Ejemplo
_ 1
Dada | ’ lan =)
ada la sucesion (a,) _, /a, n-(n+1)
11111
2'6'12'20" " n-(n+1)""

Puede definirse la sucesion de sumas parciales(S, ), de modo que:



Es decir (EE
2 3

e n
En este caso, puede inferirse que S, = ——
n+1

3. Convergencia de la serie

La serie Zan se denomina convergente si converge la sucesion de sumas parciales

n=1
(S n )neN

Es decir, si 1imS, =S (S € R) la serie es convergente, y el valor S se denomina suma de

n—o

la serie. En este caso, ».a, =S

n=1

. < 1 . . n . T
En el ejemplo: > ———, si consideramos S, =—— entonces IimS, = lim— =1;
“n-(n+1) n+1 N> > +1

lo tanto la serie S
por 1o tanto la serie ;n.(n+1)

Esdecir2#=l+l+i+i+...
“n-(h+1) 2 6 12 20

es convergente y su sumaes 1.

=1

Si limS,, = la serie se denomina divergente.

n—o

Si AlimS_, ni finito ni infinito, la serie se denomina oscilante.

n—oo



3.1 Ejercicio

Dada una serie Zan , sabiendo que S, = an +31—%, se pide:
n

n=1

a) Analizar la convergencia de > a,
n=1

b) Hallar el término a,,

a) Paraanalizar la convergencia de la serie, calculamos

s Cp AN+l 1), 111
Amen =AM T3 3 3 3

e 11
Entonces la serie ) a, es convergente y susumaes S = 3
n=1

b) Para calcular a,,, tengamos en cuenta que:
S,y =a,+a, +8; +.....+ a4 + 3,
Sg=a,+a,+a; +....+a,

Entonces, a,, =S,, — S

. _(4.20+1_1j_(4.19+1_1]_i
20 20+3 3 19+3 3) 46

4. Condicion necesaria para la convergencia de una serie

Si la serie Zan es convergente entonces |ima, =0

el n—o0

Demostracion: Como Zan es convergente entonces |imS, =S por lo que también

n=1 n—o0

IimS,; =S . Entonces:

N—o0
S,=a,+a,+a,+...+4a,, +a,
Sjy=q +a,+a;+...+a,,
Sn _Sn—l =4a,

lim(S, -S,,)=lima, =S-S=0

N—o0 nN—



La proposicion:

“Si la serie Zan es convergente entonces |ima, =0

el n—o

es equivalente a su contrarreciproca:

Si lima, # 0 entonces la serie Zan Nno es convergente.

N—o0 n=1

4.1 Ejemplos

2149

Dada la serie Z 375 = o + = 21
2n? +

2

n 1
Podemos analizar que lima, = lim-———==
n—w n—aw 2n +3 2

2

n
Como |im a, # 0 entonces la serie 2—3 no es convergente.
n—ow 2n° +

2n+3)° .
Dada la serie Z( 1 podemos observar en este caso que al analizar

3n
lima, = “m@n hi ij hay una indeterminacion del tipo (— 1)~
n—o n—o0 n—

2n-1 4

I,ma _I,m 2n+3 3n _I,m M 3n _I,m 1+ 4 3n _I,m 1+ 4 T.msn
nl—>oo n nl—)oo 2n-1 nl—m 2n-1 nl—>oo 2n-1 nl—>oo 2n-1
12n
2n-1 \op1
4
1
=i 1 =eb
Hmi 501
4

2n+3\"
Como lima, # 0 entonces la serie Z( > 1) no es convergente.
N> n-—

Algo similar sucede en los siguientes ejemplos:

: 3 3
z(2+—3j lima, =|im(2+—3j:2
n n

h=5 n—w n—0



o0

3
Como [ima, = 0 entonces la serie Z[ 3 no es convergente.

n—o0o

i n’ lima, = Ii n’ 1
S Im =limMm—=——===
=~ 2n°+3 n—c e 202 +3 2
n2
Como [ima, = 0 entonces la serie Z — —— no es convergente.
n—ow 2n® +3

4.2 Consideracion importante
No es valida la proposicion reciproca de la condicidn necesaria de convergencia

Es decir: si lima, =0 no es suficiente para asegurar que la serie sea convergente.

n—o0o

Por ejemplo: consideremos la serie z -
n°+n

Se verifica que |f !
im————
== 4/n? 4+

convergencia. Este dato no alcanza para determinar si la serie converge o no.

=0, por lo que la serie cumple la condicién necesaria de

En resumen: si no se cumple la condicion necesaria entonces la serie no es convergente,

pero si se cumple no es suficiente para asegurar su convergencia.

5. Propiedades de las series numéricas

51 Si Zan converge con suma S y Kk es un numero real, entonces

Demostracion: Si la serie es convergente, |imS, =S.

n—
Por definicion S, =a, +a, +a, +...+a, entonces k-S, =k-a, +k-a, +k-a, +...+k-a,.

Por propiedad de los limites finitos, |imk-S, =k-1imS, =k-S

N—o0 n—o

5.2 Si dos series son convergentes, tal que Zan:A y an:B , entonces

i(an +b,)=A+B

n=1



Demostracion: Si S’ =a, +a, +a,+...+a, Y IimS',=A

nN—oo

S"n:b1+b2 +b3+...+bn y limS", =B

Entonces S, =S' +S" =(a, +b,)+(a, +b,)+(a, +b,)+..+(a, +b,)

Por propiedades del limite finito, |imS, = lim(S',+S",)=1imS",+1imS", = A+B

N—o0 n—o N—o0 N—o0

5.3 Si dos series son convergentes, tal que Zan =AYy an =B, VY k; Y k, son dos
n=1 n=1

ntimeros reales, entonces Y _(k, -a, +k, ‘b, )=k, - A+k,-B
n=1

Se denomina Propiedad Lineal y es consecuencia de las dos propiedades anteriores.

54 Si Zan €S una serie convergente y an es una serie divergente, entonces
n=1 n=1

o0

> (a, £ b, ) es una serie divergente.

n=1

Observacion: Nada puede asegurarse si las dos series son divergentes.

5.5 Si en una serie se suprime un ndmero finito de términos iniciales, de suma K, entonces
la nueva serie tiene el mismo caracter que la primera.

Si la primera es convergente, y de suma S, la nueva serie tiene suma S — K.

6. Series telescopicas

Se denomina serie telescopica a aquella cuyo termino general a, puede escribirse de la

forma a, =b,-b,,, 0 a,=b, b,

n+1

> 2, =(b,b,)+ (b, ~by)+ (b, ~b,)+...+ (b, ~b,.. )+

El nombre de telescopica se debe a que si desarrollamos la suma parcial S, los sumandos

se van cancelando dos a dos:

Sn =(bl _b2)+(b2 _b3)+(b3 _b4)+"'+(bn _bn+l)=bl _bn+1



6.1 Ejemplo

Dada la serie Z

n=1

podemos hallar la expresion de la suma parcial S, utilizando el

método de descomposicién en fracciones simples:

L =é+ B =A-(n+1)+B-n - 1=A-(n+1)+B:n
nin+l) n n+1 n(n+1)

Sin=0 > A=1
Sin=-1->B=-1

~ 1 (1 1 1 1 111 1 1
Entonces: D B e B e e T s
~nn+) < n n+l 2 2 3 3 4 n n+1

Desarrollando y analizando los términos de la serie:

1
Sl:al 8121—5
1 11 1
S,=a, +a S,=1-—+=-==1-=
2 al 2 2 2 2 3 3
11111 1
S;=a,+a,+a S;=1-—+=—-=—4+=--—=1-=
TR T 2233 4 " 4
1
Entonces S, =a, +a, +a, +...+a, =1-——
n+1

. 1
Esto permite a su vez calcular |imS, = |im(1——j =1

nN— n—oo

Es decir, la serie Z es convergente y su suma S es igual a 1.
=1

1
+1)

7. Series geométricas

Una serie de la forma Za-q"=a+a-q+a~q2+a~q3+... se denomina una serie
n=0

geométrica, donde a representa el primer término de la serie, y q es la razon de esa serie

geométrica.

10



Es decir, cada término de la serie se obtiene multiplicando al término anterior por una

. . . - a
constante, que se denomina razon de la serie geométrica: a,,, =q-a, — q=—=
a

n

Por ejemplo 22(%) = 2+%+%+3—12+... es una serie geometrica, donde 2 es el primer
n=0

A . , 1
término de la serie, y su razon q es —

7.1 Suma parcial de una serie geométrica

Dada la serie geométrica Za-q“ —a+a-q+a-g°+a-q*+..+a-q"+a-q"" +... puede
n=0

definirse la suma parcial de los n primeros términos
S,=a+a-q+a-q°+a-q*+..+a-q""
Y de ello se puede deducir:

S,=a+a-q+a-q°+a-q*+..+a-q""

q-S,=a-g+a-q°+a-q*+a-q*+..+a-g"*+a-q" (q=0)
Restando: S, —q-S,=a-a-q"
S,-(1-a)=a-(-q")
1-q"
S =a-
n=24a 1_q (q¢1)

Por ejemplo, si queremos hallar S_ en ZZ(%) entonces:
n=0

> (1) 1 1 1 1
22| =244
~~ 4 2 8 32 128

1—(1j5 L1 1023
. _p._ \A4) 57 1024 _, 1024 _, 341 342
3 3 256 128

1
4 4 4

11



7.2 Convergencia de una serie geométrica

Dado que para analizar la convergencia de una serie, se calcula limS_, en el caso de una

nN—o0

geométrica resulta:

] ] 1-q"
limS, =lima- q
nN—oo nN—o0 _q
. . . . 1-q" a .
Si |g/<1: limq" =0 — limS, =lima- =— la serie es convergente.
n—o0 n—o0 n—w 1- q 1._.q
. . n . . 1-q" )
Si |q|>1: limg" =00 — limS, =lima- =0 la serie no es convergente.
n—o n—o0 n—w 1._.q

Si g=1: Y a-q" resulta de la forma » a-1"=> a=a+a+a+.. por lo que
n=0

n=0 n=0

limS, =limn-a=o0, es decir, es una serie con todos sus términos constantes, por lo que la

nN—o n—

es divergente.

Siq=-1: Za-qn resulta de la forma Za-(—l)” =a—a+a—a-+... es decir, una serie
n=0 n=0

oscilante.

En resumen, una serie geométrica de la forma Za~q” solo es convergente si |q| <lysu
n=0

a : A . ,
sumaes S = T a donde a es el primer término de la seriey g es la razon.
—q

. * 1)" . , 1
En el ejemplo 22- 2 la serie es convergente porque su razon es 7 Yy Su suma es

n=0

2 2 8

g-_< _2_°

1.1 3 3

4 4

L 1\" 8
Esdecir, » 2-|=| =—
(3 -3

Si se considera ahora la serie la serie iniciada a partir de n = 2:

s (1" 1 1 1
D2 | =+
~" 4 8 32 128

12



Puede considerarse, por un lado, el resultado obtenido en el calculo anterior para la suma de

la serie ZZG) :2+1+£+i+i+... y los dos términos en los que difieren.
o \4 2 8 32 128

Es decir, puede indicarse que ZZ(EJ =1+i+i+... esigual a §—(2+£)=1
= \4 8 32 128 3 2) 6

Pero también, por otro lado, puede considerarse que en la formula obtenida S = 2

1-q°
a representa el primer término de la serie cuando la misma esté inicializada en n = 0; si

L . - 1
ahora se inicia en n = 2 el primer término es y por lo que la suma resulta

Podemos entonces concluir que una serie geométrica de la forma Za-q” solo es
n=0

. a : _ :
convergente si |q| <lysusumaes S = 1 a donde a es el primer término de la serie, de
-q

acuerdo al valor en el que esté inicializada la variable n, y q es la razon de esa serie

geomeétrica.

7.3 Ejemplo
La expresion decimal periddica 0,4 puede expresarse COMO una serie ya que
0,4 =0,4+0,04+0,004+0,0004 +...

~ 4 4 4 4
04=—+ + + + ...
10 100 1000 10000

A& 1)"
OA:Z“'(E)

n=1

13



00 1 n ) o - , - 4 , l
24- — | es una serie geometrica cuyo primer término es — y la razon es —, por lo
n=1 10 10 10
4 4
10 10 _4
uesusumaes S=——==—"=—
! 179 9
10 10

Es decir, 0,4 =

NN N

8. Criterios para analizar la convergencia de una serie de términos no negativos

En el Ejemplo 3.1 se trabajé con la serie Zan conociendo la expresion de la suma parcial
n=1

4n+1 1 : : : ]
= —— . Para analizar la convergencia de la serie, basta con calcular 1im§S,,.

n+3 3 n—oo

n

En otros ejemplos, como pueden ser las series telescopicas o las series geométricas, es

posible calcular esa expresion de S, tal como se ha desarrollado en las secciones

anteriores.

Pero no siempre es posible hallarS, cuando se conoce solo la expresion del término a, al

definir una serie Zan . Para aquellos casos en que no conocemos la expresion de la suma

n=1
parcial S, tendremos en cuenta otros conceptos y algunos criterios que nos permitiran

analizar si la serie es convergente.

La ventaja que brindan los criterios es que para analizar la convergencia o divergencia de
una serie no se necesita la expresion de la suma parcial S, sino que se trabaja con la
expresion del término a,. La debilidad de los criterios es que sélo clasifica cada serie segln
sea convergente o divergente, pero en caso de ser convergente no se conoce a qué valor S

converge.

14



8.1 Criterio de comparacion. Series minorantes y series mayorantes

Sean Zan y an dos series numéricas de términos no negativos, es decir
vneN:a,>0yb, >0, tal que a,<h,.
- Silaserie an es convergente, entonces zan también converge.
En ese caso, se dice que Zan €S una serie minorante de an, es decir, una serie
minorante de una serie convergente, también es convergente.
- Silaserie Zan es divergente, entonces an también diverge.
En ese caso, se dice que an es una serie mayorante de Zan, es decir, una serie

mayorante de una serie divergente, también es divergente.

8.1.1 Ejercicios

Analizar la convergencia de las siguientes series:

> 1
) Z3” +1

n=1

o0

., . w1
Para la comparacién, puede considerarse la serie Z—n=

n=1 n=1

[%) que es una serie

. . 1 .
geométrica de razén q = 3 por lo que es una serie convergente.

Ademés, se verifica que Yne N:3" +1>3" — <i, es decir, Z 1 es una
3"+1 3 ~3"+1
. . 21 . =1 -
serie minorante de Z3—n y sabiendo que 23_“ es convergente, entonces Z3n .
n=1 n=1 1o Tt

también es convergente.

P

~n+2"

0 0

1 1) . - ,
En este caso, puede compararse con Z— = Z(Ej que es una serie geométrica de razén

n
n=1 n=1

1 .
q= 5 por lo que es una serie convergente.

15



1 1 -

—<—, es decir, Z -
n+2 2 = n+2

€S una serie minorante de

vneN:n+2">2" >

=1 1 .
Y= ysabiendo que 2— es convergente, entonces Z también es convergente.

n:l2n n12 nlrI+2

o0

c) Z(n+2”)

n=1

En este caso, puede compararse con 22” que es una serie geométrica de razén q =2 por
n=1

lo que es una serie divergente.

vneN:n+2">2" | entonces Z(n+2”) es una serie mayorante de ZZ” y sabiendo
n=1 n=1

que 22” es divergente, entonces Z(n + 2”) también es divergente.
n=1 n=1

8.2 Criterio de D" Alembert

Sea zan una serie tal que vne N:a, >0

a
_ SI Ilm n+1

n—o an

<1 entonces la serie es convergente.

- Si Iim2" > 1 entonces la serie es divergente.

n—oo an

- Si jm2 =1 nada puede asegurarse respecto de la convergencia de la serie utilizando

n—oo an

este criterio.

8.2.1 Ejercicios

Analizar la convergencia de:

2 4n+2
Z( )n+1

=0

Aplicando el criterio de D’ Alembert, se calcula:

16



4n+1)+2

cAna . W (4n+6)(\/§) o (4n+6)(\/§)n+l B

Iim = lim = lim =

n—>wo g n—o (i‘r/rls‘)i‘ni naW (4n+2)(\/§) n+2 N—wo (4n+2)(\/§)n+1(\/§)
(4n+6) 1

mn+0)
> \5(4n+2) 5

Como 1im 3 <1 entonces la serie z( )M es convergente.

n—o0 an -0

(n+1)! )( ( )(
ans 3 _1  3"-1fn+!  (3"-Ln+Hnt 3" -
li = = n+1) =
T A TN ) Y L T YRS 3n_1( )=
3"-1
3" -1 L
= n+1) = n+1) =
g (Ml =
3" 3

n!
Como 1im 3™ > 1 entonces la serie Zﬁ es divergente.

nN—o an n=1 —

[(n+ 1)1
80 e 2+ _ . (n+)in+Di2n)! _ . (n+1)ni(n+1) ni(2n)!
e (115 e nint2(n +1)) hosoe n'n!(2n + 2)!
(2n)!
—1im (n+H(+DH(2n)! _ lim (h+D(+HE2n)! lim (n+H(+1) 1 <1
N (2n+2)! oo (2n+2)(2n+1)(2n)! 5= (2n+2)(2n+1) 4

(nt)

Entonces la serie i (Zn)'

es convergente.

n=0

17



8.3 Criterio de la raiz n-ésima de Cauchy

Sea Zan una serie tal que vne N :a, >0

- Si lim%Ya, <1 entonces la serie es convergente.

n—oo

- Si limYa, >1 entonces la serie es divergente.

n—oo

- Si IimYa, =1 nada puede asegurarse respecto de la convergencia de la serie utilizando

n—oo

este criterio.

8.3.1 Ejercicios

Analizar la convergencia de:

233

Aplicando el criterio de la raiz de Cauchy se calcula

5)" 5
Iim%a, = lim? [—j = lim=>=0

n—w n—o0 n n—o N

. &(5)
Como |imYa, <1 entonces la serie Z(— es convergente.
n

N—c0 n=1
= n-1\"
» 3"

n? n n —n.(-1)
n-1 n-1 1 1 4 1
Iim\”/anZIim"]/(—j =I|'m(—j =I|'m(1——j =I|'m(1+—j —et=2<1
n—w n—w n n—w n n—w n n—w —N e

2
o0

n
. n-1
Entonces la serie Z(—) es convergente.

n=1

8.4 Criterio de la integral de Cauchy

Sea Zan una serie de términos decrecientes tal que Vne N :a, >0, y sea f una funcion

continua, no negativa y decreciente para x >1 tal que Vne N: f(n)=a,
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- Si J.f(x)dx converge, entonces la serie Zan es convergente.
1

- Si If(x)dx diverge, entonces la serie Zan es divergente.
1

Se considera 1 como el extremo inferior de la integral si la serie esta definida desde n = 1,
si la serie se iniciara en otro valor de n, el anélisis seria analogo considerando ese valor

como el extremo inferior de la integral.

8.4.1 Ejercicio

Analizar la convergencia de » ———
o 2n°+3

El término general de la serie se asocia a la funcion con variable real,
X :
f:R—>R/f(X)=———— continuaenR.
2X°+3

Cuando x > 0, la funcidn f es positiva.

3-2x2 ., )
> la funcién f es decreciente cuando x > 2

Y teniendo en cuenta que f'(X)=——
(2x2 + 3)
considerando un valor entero.

Puede aclararse que, si bien el enunciado del criterio indica que la funcién sea decreciente
si x >1 para que coincida con la definicion de la serie, nada varia respecto del andlisis de la
convergencia gue tanto la serie como la funcion asociada sea decreciente a partir de un
cierto valor, como en este caso, a partir de 2.

Teniendo en cuenta que la serie estd definida desde n = 0 puede asociarse a la

+oo
integral j f(x)dx. Si se quiere considerar que las condiciones del criterio se verifican a
0

partir de 2, puede analizarse If(x)dx. No varia este calculo respecto del analisis de la
2

convergencia o divergencia de la integral, asi que se puede realizar un céalculo o el otro

indistintamente.

a—>+w

+00 a X
f(X)dx = |i ——dx
.2[ () I|m~£2x2+3
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Célculo Auxiliar: I—3dx
2X° +

Si z=2x*+3 - dz=4xdx — %dz:xdx

J‘ﬁdx:ijédz=iln|z|+c:%In‘2x2+3‘+c

1 2 1
f (X)dx = dx_ = =i —In‘Za +3‘——In1 j:
froo=im | 5 250 tim 2ifen? 3] =i 2
. X .
La integral | ———dx es divergente; entonces la serie —— es divergente y en
9 J.2x2 +3 9 Z“2n +3 g y

2

consecuencia, E —3 es divergente.
+
n= O

8.4.2 Serie armoénica

Este criterio de la integral permite analizar la convergencia de una serie que se denomina
. L. =1
serie armoénica: »_ =
1 N

El término general de la serie puede asociarse a la funcion f :R—{0}—>R/ f(x) 1
X

Puede verificarse que si x >1, la funcion es continua, positiva y decreciente. Entonces:

jf(X)dX— Ilmj dx = lim In|x|[=alim (Inja) - Iny) =

a—>+w

Como la integral es divergente, la serie armonica es divergente.

8.4.3 Series armonicas generalizadas
De manera similar a lo desarrollado en el punto anterior, son conocidas las series que se
denominan series armonicas generalizadas o también llamadas series “p” por su
. > 1
expresion general: Z —
= n®
n=1
Ya esta analizado el caso del exponente p = 1, que corresponde a la serie arménica, por lo

que se puede analizar qué sucede si p #1:
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+0o0

1 —p+1 a—P+1 1
f—dX—IlmIXpdx—llm X =Iim( - j

1Xp a—>+0 a—>+0 p+1 a—>+o0 p+1 —p+1
+0 -p+l
Si—-p+1>0: jidx_nm a 1 =0 Es divergente
1 X aso| —p+1 —p+1
—p+l
Si —p+1<0: jidx-nm a1 1 1 Esconvergente
1 xP asx| —p+1 —p+1 -p+1 p-1

Resumiendo lo visto acerca de la serie armdnica y las series armonicas generalizadas o

series “p”, puede indicarse que:

Dada la serie Z ip es divergente si p <1
= n

es convergente si p >1

8.4.4 Ejercicio

. . 2
Analizar la convergencia de Z(— j

Si analizamos las series:

0

=1 : L , .
Y — =2.) = por ser una seric armoénica generalizada o serie “p”, con p =2 entonces
n=1 N
la serie es convergente por ser p >1.

= 3 =1 = 1 ., . 1 .
D> ——=8) ——==3) — es también una serie “p”, con p == ; entonces es divergente
2 a/n n= 3 n n=1 : 3

n3
por ser p<1.

De acuerdo con los resultados obtenidos y las propiedades enunciadas acerca de las series

- R 3 .
numericas, entonces la serie z — +—| €S dlvergente.
n=1 n %

Estas series “p” pueden utilizarse de manera muy frecuente junto al criterio de comparacion

visto: ya que en estas series es facil analizar su convergencia sélo considerando su
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exponente, luego resulta sencillo en algunos casos utilizarlas para comparar con otras series

que se quieran analizar.

8.5 Criterio de Raabe

Sea ) a, unaserietal que Vne N:a, >0

Si lim n{l— %j >1 entonces la serie es convergente.

Nn—o0 an

n—o

Si |im n.[l— M] <1 entonces la serie es divergente.

Si Iim{n{l—ﬂﬂzl nada puede asegurarse respecto de la convergencia de la serie

nN—o0 an

utilizando este criterio.

8.5.1 Ejercicio

Dada ii
= n(n+1)

Aplicando el criterio de Raabe, debe calcularse

12
) ani1 ) (n+1)(n+2) . n ) 2
njl-=—=1|= njl-—-—m——-||= njl-——-||= n. =
MQ[ [ an ﬂ rI.LrE 12 rI.LrE n+2 !I_TO n+2
n(n+1)
2n
=lim——=2
!Lrpon+2

Entonces la serie es convergente.

8.6 Criterio de comparacion en el limite

Dadas las series Zan y an de términos no negativos. Si |im@¢0 y ||’m@¢oo, lo

n—o bn n—o bn

cual puede resumirse en que lim22 =1 con I e R™, entonces las series tienen el mismo

nN—oo n

comportamiento; es decir, ambas convergen o ambas divergen.
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8.6.1 Ejemplo

. : L : . = 12
Por ejemplo, si resolvemos el ejercicio anterior en el que la serie es Z— se puede

an(n+1)

I | .
comparar con la serie Z—Z que por ser una serie “p” con p = 2, €s convergente.
n=1

Al aplicar este criterio de comparacion en el limite, se calcula

12
n(n+1 12n? 12n?
Il’mgﬂl’m—:h’m ,—— =12
noe 1 e N(N+1) e n®+n
n?

. . . . =1
Entonces las dos series tienen el mismo comportamiento. Como » = es convergente,
n=1

= 12 .
entonces Z— también es convergente.
= n(n+1)

Se puede apreciar que una misma serie puede analizarse utilizando distintos criterios, no
variando la clasificacion de la misma.

Podemos notar que cuando el término general de la serie es un cociente de expresiones
polindmicas, es sencillo utilizar este criterio. Cuando se calcula el limite, se sabe que el
resultado es cero o es infinito dependiendo del grado de los polinomios. Para que el
resultado del limite no sea cero ni infinito, se busca comparar con una serie de forma tal

que al calcular el limite quede un cociente de dos polinomios del mismo grado.

8.6.2 Ejercicios

Analizar la convergencia de:

= n
V 2o ta

n=0
Esta serie ya fue analizada por el criterio de la integral de Cauchy. En este caso,
- o - i . : Lol
utilizaremos el criterio de comparacion en el limite, considerando la serie armonlcaZ—

n N

que es divergente.
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n
2

e 2n%+3 n 1
Luego: - -
g r!'lg 1 rIHoozn +3 2

n

Entonces, las dos series tienen el mismo comportamiento, por lo que la serie 2—3
2n° +

también es divergente.

Jn

b
)n1n+1

0

1 > 1 . - .
Puede compararse con la serie z => —, una serie armoénica generalizada, con
SVn = n2

p= % por lo que es divergente. Luego,

Jn
. n+1 n
= =1
!Lrg 1 r!LTn+l
Jn

n
Como ambas series tienen el mismo comportamiento, entonces la serie Z—l también es
~n+

divergente.

937

Podemos analizar las series:

23+

NgE

es divergente por ser una serie “p”, con p =

es divergente por ser una serie “p”, con p =

5

'L

w
5w §|\N
N, Wk

I
N

NgE

(lJlo

s
S

I
4N

n n

Pero considerando los resultados obtenidos, nada puede asegurarse hasta el momento

acerca de la serie Z( j si se considera como la resta de dos series divergentes.

Yn Jn
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Utilizando entonces otras herramientas puede indicarse que:

=1 =1
Si se la compara con la serie ), == -, es divergente por ser una serie “p”, con
n n n?
1
p ==. Luego,
3
2 2 o2z 1
2n® —3n? n?’[2n3—3n2 5
i i . 2n—-3n®
[im n = lim = Iim =2
n—o 1 n—o N—o0 n
L
n3
Entonces, por tener ambas el mismo comportamiento, la serie Z(\/_ \/_J también es

divergente.

9. Series de términos negativos
Hasta aca hemos trabajado s6lo con series de términos no negativos, pero también podemos

definir series con términos negativos.

o0

> a,, VneN:a, <0

n=1

Para analizar la convergencia de este tipo de series podemos extraer factor comun (-1):

Sa=(-

n=1 n=1

o0

an

Para esta nueva serie, ahora de términos positivos, disponemos de todos los criterios ya

Vistos.
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10. Series alternadas

Puede definirse una serie alternada a través de la expresion Z(—l)”*l-an tal que
n=1

vneN:a,>0 . Es decir, > (-)".a =a —-a,+a,—a,+.. 0 Uuna expresion
n=1

equivalente que defina una serie donde sus términos tienen signos alternados.

Para analizar la convergencia de las series alternadas contamos con un Unico criterio que se

indica a continuacién.

10.1 Criterio de Leibniz

n+1

Dada una serie alternada de la forma Z(—l)
n=1

-a,, tal que Yne N :a, >0, si se verifica

que:

a) lima, =0

n—oo

b) los términos a, son decrecientes, es decir, a, > a, ,

entonces la serie es convergente.

10.1.1 Ejemplo

0 (_1)n+1 ] . 0 (_1)n+1 © - 1 ]
Dada ~—2 __ podemos indicar que: = -)".—/—— |, es decir,
nzzl:n2+1 P f §n2+1 Z;'( ) n®+1
a,=—— talque VneN:a, =0
n“+1
1
a) lima, = lim—— =0
n— n—»o N° +
b)n<n+l - Como n>0 : n<(n+D)*> — n+l<(+)*°+1 -
1 1

> —> a >a
n?+1  (n+1)?+1 noo

. © (_1)n+l
Entonces la serie Z .
= N +1

es convergente.
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10.2 Convergencia absoluta y condicional

Si la serie alternada Z(—l)n+1 a, es convergente y la serie Zan también es convergente
n=1 n=1

entonces se dice que la serie Z(—l)n+l a, es absolutamente convergente.
n=1

Si la serie alternada Z(—l)”*l a, esconvergente y la serie Zan es divergente entonces se
n=1 n=1

dice que la serie Z(—l)n+1 a, escondicionalmente convergente.
n=1

10.3 Propiedades

Si la serie alternada Z(—l)n+1 a, No es convergente entonces la serie Zan tampoco es

n=1 n=1

convergente.

Si la serie de términos positivos Zan es convergente entonces la serie alternada

n=1

0

Z(—l)”+1 a, también es convergente.

n=1
10.4 Ejemplo
. = (- . . .
La serie alternada Z 7 1 ya analizada es convergente. Para clasificar dicha
o N+

convergencia falta analizar la convergencia de la serie de términos positivos

da =3

2
n=1 n=1 n +1

Como la serie Zan es de términos positivos, disponemos de todos los criterios de

n=1
convergencia para el analisis de dichas series.

Utilizando el criterio de comparacion en el limite, puede compararse la serie dada con la

w1 .
serie Z_z que es convergente por ser una serie “p”, con p = 2.
|
n=1
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2
iDL g
n—o 1 n»oon2+1
n

o0

Como las dos series tienen el mismo comportamiento, Z

5 también es convergente.

= n°+1

© (_1)n+1
Entonces, la serie Z . es absolutamente convergente.

e N°+1
10.5 Ejercicio

. : = (=)™ n .
Analizar la convergencia de 22—10 En caso de ser convergente clasificar en
~ n°+

absoluta o condicional.

Utilizamos el criterio de Leibniz:

0 (_1)n+1 -n 0 - n . n
——— =) (-)"" - ———, esdecir, a, =
2 n? +10 g( ) n? +10 n? +10

a) lima, =lim =
) n—oo n n—oo n2 —|—1O

b) ¢Para que valores es verdadera la desigualdad a, > a,,,?

n+l *

n+1
a, =—"
110 0 om (n+1)2+10

Tengamos en cuenta que a, =

) . n n+1
¢Para qué valores se verifica que > ?

n>+10 (n+1)%?+10

n_ o n+1
n>+10 (n+1)*+10

Como los denominadores son positivos:
n((n+1)? +10) > (n+1)(n* +10)

n(n® +2n+11) > (n+1)(n* +10)
n®+2n* +11n>n°®+10n+n” +10

n>+n-10>0
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Hallando las soluciones de la ecuacion n*+n-1=0 puede deducirse que

vneN/n>3:n?>+n-10>0, es decir, si n>3 los términos a, son decrecientes.

lima, =lim

n—o n—o n2 —|—10 B
. 0 (_1) n+l n
Entonces la serie ) *—"—— es convergente.
—~ n-+10

0

. . . A e °° n - o
Si analizamos la serie de términos positivos Zan = 22—10 podemos utilizar el criterio
= = n°+
n=1 n=1

., .. w1 .
de comparacion en el limite y compararla con la serie Z— que es divergente por ser la

n=1

serie armonica o una serie “p”, con p = 1.

n
NN 2
n—o0 1 n~>oon2 +lO
n

S : . N . .
Como las dos series tienen el mismo comportamiento, 2—10 también es divergente.

~in? 4
n+1'n

N ) .
Entonces, la serie 2(2)—10 es condicionalmente convergente.
~ n°+

10.6 Propiedad
Como una consecuencia del Teorema de Leibniz se puede aproximar el valor de la suma S
de una serie alternada por una suma parcial S, considerando que el error cometido sera

menor que el primer término a,_, despreciado. Es decir, si

n+1

n

S,=a —a,+a,—a, +...+(-1)"" -a, entonces [S-S |<a,,

10.6.1 Ejemplo

. . - - 1
Consideremos la serie armonica alternada Z(—l)”+1 =
n-1 n

Si aplicamos el criterio de Leibniz:

1
a) lima, =lim—=0

n— n—o N
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b) vneN:n<n+l1 — l>L — a,>a,,
n n+1

Entonces la serie es convergente.

Ademas:
S, =a,=1
1 1
52=a1—a2=1—525
1 1 5
S;=ay—a, +a; =1-—+-=—
3 1 2 3 2 3 6

Si consideramos a S, como una aproximacion de la suma de la serie S se verifica que:

5

|S—83|<a4:>‘8—6 T 5B

1
<—=>—<S<—
4 12 12
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