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SERIES NUMÉRICAS 

 

1. Introducción 

En el siglo V a.C. el filósofo griego Zenón de Elea propuso cuatro problemas que se 

conocen como Paradojas de Zenón, que desafiaban algunas de las ideas de su época acerca 

del espacio y del tiempo. Una de esas paradojas Aristóteles la transmitió del siguiente 

modo: 

Una persona de pie en un recinto no puede caminar directamente hasta la pared. Para 

hacerlo, primero tiene que caminar la mitad de la distancia, después la mitad de la 

distancia restante, y después otra vez la mitad de lo que queda. Este proceso se puede 

continuar y nunca acabar. 

La distancia total se puede expresar en forma de suma de una cantidad infinita de distancias 

cada vez más pequeñas: 

...
2

1
...

16

1

8

1

4

1

2

1


n
 

Por consiguiente, tiene significado definir con cuidado algunos conceptos tales como sumas 

parciales, sumas infinitas o suma de una serie infinita, etc.  

La importancia de estos conceptos en el Cálculo se inicia a partir de la idea de Newton de 

representar las funciones como sumas de series infinitas. Muchas de las funciones que 

surgen en Física y en Química se definen a través de ellas, por lo que resulta importante 

aprender las series numéricas. 
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2. Definición 

Dada la sucesión  
Nnna


 = ,...),...,,,( 321 naaaa  puede definirse una nueva sucesión de 

sumas parciales  
NnnS


 tal que: 

11 aS   

212 aaS   

3213 aaaS   

.

.

.

 

 
nn aaaaS  ...321
 

 

.

.

.

 

La nueva sucesión es de la forma  ,... ..., , , , , 4321 nSSSSS  y se la denomina serie 

numérica. Se la simboliza 


1n

na  

Es decir, ......321

1






n

n

n aaaaa  

A los números naaaa  ..., , , , 321  se los denomina términos de la serie, y a 

nSSSSS  ..., , , , , 4321  sumas parciales de la serie. 

 

2.1 Ejemplo 

Dada la sucesión  
 1

1
/





nn

aa nNnn   

  









... ,

1

1
 ..., ,

20

1
 ,

12

1
 ,

6

1
 ,

2

1

nn
 

Puede definirse la sucesión de sumas parciales  
NnnS


 de modo que: 

2

1
1 S  
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3

2

6

1

2

1
2 S  

4

3

12

1

6

1

2

1
3 S  

5

4

20

1

12

1

6

1

2

1
4 S  

.

.

.

 

Es decir 







,... ..., ,

5

4
 ,

4

3
 ,

3

2
 ,

2

1
nS  

En este caso, puede inferirse que 
1


n

n
Sn  

 

3. Convergencia de la serie 

La serie 


1n

na  se denomina convergente si converge la sucesión de sumas parciales 

 
NnnS


 

Es decir, si  RSSSlím n
n




     la serie es convergente, y el valor S se denomina suma de 

la serie. En este caso, Sa
n

n 


1

 

En el ejemplo: 
 



 1 1

1

n nn
, si consideramos 

1


n

n
Sn  entonces 1

1





 n

n
límSlím
n

n
n

; 

por lo tanto la serie 
 



 1 1

1

n nn
 es convergente y su suma es 1. 

Es decir 
 

1...
20

1

12

1

6

1

2

1

1

1

1







n nn
 

Si 


n
n

Slím  la serie se denomina divergente. 

Si n
n

Slím


 , ni finito ni infinito, la serie se denomina oscilante. 
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3.1 Ejercicio  

Dada una serie 


1n

na , sabiendo que 
3

1

3

14







n

n
Sn , se pide: 

a) Analizar la convergencia de 


1n

na  

b) Hallar el término 20a  

 

a) Para analizar la convergencia de la serie, calculamos 

3

11

3

1
4

3

1

3

14
















 n

n
límSlím
n

n
n

 

Entonces la serie 


1n

na  es convergente y su suma es 
3

11
S  

b) Para calcular 20a , tengamos en cuenta que:      

201932120 ..... aaaaaS   

   
1932119 ..... aaaaS   

Entonces, 192020 SSa   

46

1

3

1

319

1194

3

1

320

1204
20 



























a  

 

4. Condición necesaria para la convergencia de una serie 

Si la serie 


1n

na  es convergente entonces 0


n
n

alím  

Demostración: Como 


1n

na  es convergente entonces SSlím n
n




 por lo que también 

SSlím n
n




1 . Entonces: 

  nnn aaaaaS  1321 ...  

  13211 ...   nn aaaaS  

  nnn aSS  1  

    01 





SSalímSSlím n
n

nn
n
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La proposición:  

“Si la serie 


1n

na  es convergente entonces 0


n
n

alím ” 

es equivalente a su contrarrecíproca:  

Si 0


n
n

alím  entonces la serie 


1n

na  no es convergente. 

 

4.1 Ejemplos  

Dada la serie ...
21

9

11

4

5

1

321
2

2







n n

n
 

Podemos analizar que 
2

1

32 2

2





 n

n
límalím
n

n
n

 

Como 0


n
n

alím  entonces la serie 


 1
2

2

32n n

n
 no es convergente. 

 

Dada la serie 

















1

3

12

32

n

n

n

n
 podemos observar en este caso que al analizar 

n

n
n

n n

n
límalím

3

12

32
















 hay una indeterminación del tipo   
1  

n
n

n

n

n

n

n

n

n

n
n

n n
lím

n
lím

n

n
lím

n

n
límalím

3
12

4

4

12
333

12

4
1

12

4
1

12

412

12

32























































  

6

12

12

4

12

4

12

1
1 e

n
lím

n

n

n

n
















































 

Como 0


n
n

alím  entonces la serie 

















1

3

12

32

n

n

n

n
 no es convergente. 

Algo similar sucede en los siguientes ejemplos: 
















5
3

3
2

n n
  2

3
2

3











 n
límalím
n

n
n
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Como 0


n
n

alím  entonces la serie 














5
3

3
2

n n
 no es convergente. 




 5
2

2

32
 

n n

n
  

2

1

32
 

2

2





 n

n
límalím
n

n
n

 

Como 0


n
n

alím  entonces la serie 


 5
2

2

32
 

n n

n
 no es convergente. 

 

4.2 Consideración importante 

No es válida la proposición recíproca de la condición necesaria de convergencia 

Es decir: si 0


n
n

alím  no es suficiente para asegurar que la serie sea convergente. 

Por ejemplo: consideremos la serie 


 1
2

1

n nn
 

Se verifica que 0
1

2


 nn
lím
n

, por lo que la serie cumple la condición necesaria de 

convergencia. Este dato no alcanza para determinar si la serie converge o no. 

En resumen: si no se cumple la condición necesaria entonces la serie no es convergente, 

pero si se cumple no es suficiente para asegurar su convergencia. 

 

5. Propiedades de las series numéricas 

5.1 Si 


1n

na  converge con suma S y k es un número real, entonces 

Skakak
n

n

n

n  






 11

 

Demostración: Si la serie es convergente, SSlím n
n




.  

Por definición nn aaaaS  ...321  entonces nn akakakakSk  ...321 .  

Por propiedad de los límites finitos, SkSlímkSklím n
n

n
n




 

5.2 Si dos series son convergentes, tal que Aa
n

n 


1

 y Bb
n

n 


1

, entonces 

  BAba
n

nn 


1
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Demostración: Si 
nn aaaaS  ...' 321
 y ASlím n

n




'  

                
nn bbbbS  ...'' 321
 y BSlím n

n




''  

Entonces        nnnnn babababaSSS  ...''' 332211
 

Por propiedades del límite finito,   BASlímSlímSSlímSlím n
n

n
n

nn
n

n
n




''''''  

5.3 Si dos series son convergentes, tal que Aa
n

n 


1

 y Bb
n

n 


1

, y k1  y k2  son dos 

números reales, entonces   BkAkbkak
n

nn 




21

1

21   

Se denomina Propiedad Lineal y es consecuencia de las dos propiedades anteriores. 

5.4 Si 


1n

na  es una serie convergente y 


1n

nb  es una serie divergente, entonces 

 





1n

nn ba  es una serie divergente. 

Observación: Nada puede asegurarse si las dos series son divergentes. 

5.5 Si en una serie se suprime un número finito de términos iniciales, de suma K, entonces 

la nueva serie tiene el mismo carácter que la primera.  

Si la primera es convergente, y de suma S, la nueva serie tiene suma S – K. 

 

6. Series telescópicas 

Se denomina serie telescópica a aquella cuyo término general na  puede escribirse de la 

forma 1 nnn bba  o nnn bba  1   

        ...... 1433221

1

 





 nn

n

n bbbbbbbba  

El nombre de telescópica se debe a que si desarrollamos la suma parcial nS  los sumandos 

se van cancelando dos a dos: 

        111433221 ...   nnnn bbbbbbbbbbS  
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6.1 Ejemplo  

Dada la serie 


 1 )1( 

1
 

n nn
 podemos hallar la expresión de la suma parcial 

nS  utilizando el 

método de descomposición en fracciones simples: 

)1( 

)1(

1)1( 

1









 nn

nBnA

n

B

n

A

nn
   nBnA  )1(1  

Si 0n      A = 1 

Si 1n   1B   

Entonces: ...
1

11
...

4

1

3

1

3

1

2

1

2

1
1

1

11
 

)1( 

1
 

11
























 nnnnnn nn

 

Desarrollando y analizando los términos de la serie:   

11 aS     
2

1
11 S  

 212 aaS     
3

1
1

3

1

2

1

2

1
12 S  

 3213 aaaS    
4

1
1

4

1

3

1

3

1

2

1

2

1
13 S  

.

.

.

 

Entonces 
1

1
1...321




n
aaaaS nn  

Esto permite a su vez calcular 1
1

1
1 












 n
límSlím
n

n
n

 

Es decir, la serie 


 1 )1( 

1
 

n nn
 es convergente y su suma S es igual a 1. 

 

7. Series geométricas 

Una serie de la forma ...32

0






qaqaqaaqa
n

n  se denomina una serie 

geométrica, donde a  representa el primer término de la serie, y q  es la razón de esa serie 

geométrica.  
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Es decir, cada término de la serie se obtiene multiplicando al término anterior por una 

constante, que se denomina razón de la serie geométrica: 
n

n

nn
a

a
qaqa 1

1



   

Por ejemplo ...
32

1

8

1

2

1
2

4

1
2

0













n

n

 es una serie geométrica, donde 2 es el primer 

término de la serie, y su razón q es 
4

1
 

 

7.1 Suma parcial de una serie geométrica  

Dada la serie geométrica ...... 132

0

 




 nn

n

n qaqaqaqaqaaqa  puede 

definirse la suma parcial de los n primeros términos 

   132 ...  n

n qaqaqaqaaS   

Y de ello se puede deducir: 

                 132 ...  n

n qaqaqaqaaS  

    nn

n qaqaqaqaqaqaSq  1432 ...   0q                   

Restando:    n

nn qaaSqS   

        n

n qaqS  11  

                
q

q
aS

n

n





1

1
        1q  

Por ejemplo, si queremos hallar 5S  en 














0 4

1
2

n

n

 entonces: 

...
128

1

32

1

8

1

2

1
2

4

1
2

0













n

n

 

128

342

256

341
2

4

3
1024

1023

2

4

3
1024

1
1

2

4

1
1

4

1
1

2

5

5 

















S  
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7.2 Convergencia de una serie geométrica  

Dado que para analizar la convergencia de una serie, se calcula n
n

Slím


, en el caso de una 

geométrica resulta: 

q

q
alímSlím

n

n
n

n 




 1

1
  

Si 1q : 


0n

n
qlím

q

a

q

q
alímSlím

n

n
n

n 







 11

1
  la serie es convergente. 

Si 1q : 


n

n
qlím 






 q

q
alímSlím

n

n
n

n 1

1
  la serie no es convergente. 

Si 1q : 





0n

nqa  resulta de la forma ...1
00

 








aaaaa
nn

n  por lo que 




anlímSlím
n

n
n

 , es decir, es una serie con todos sus términos constantes, por lo que la 

es divergente. 

Si 1q : 





0n

nqa  resulta de la forma   ...1
0






aaaaa
n

n
 es decir, una serie 

oscilante. 

En resumen, una serie geométrica de la forma 





0n

nqa  sólo es convergente si 1q  y su 

suma es 
q

a
S




1
 donde a  es el primer término de la serie y q  es la razón. 

En el ejemplo 














0 4

1
2

n

n

 la serie es convergente porque su razón es 
4

1
 y su suma es 

3

8

4

3

2

4

1
1

2




S  

Es decir, 
3

8

4

1
2

0













n

n

 

 

Si se considera ahora la serie la serie iniciada a partir de n = 2: 

...
128

1

32

1

8

1

4

1
2

2













n

n
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Puede considerarse, por un lado, el resultado obtenido en el cálculo anterior para la suma de 

la serie ...
128

1

32

1

8

1

2

1
2

4

1
2

0













n

n

 y los dos términos en los que difieren. 

Es decir, puede indicarse que ...
128

1

32

1

8

1

4

1
2

2













n

n

 es igual a 
6

1

2

1
2

3

8









  

 

Pero también, por otro lado, puede considerarse que en la fórmula obtenida 
q

a
S




1
,  

a representa el primer término de la serie cuando la misma está inicializada en n = 0; si 

ahora se inicia en n = 2 el primer término es 
8

1
 por lo que la suma resulta 

6

1

3

4

8

1

4

3
8

1

4

1
1

8

1





S  

 

Podemos entonces concluir que una serie geométrica de la forma 





0n

nqa  sólo es 

convergente si 1q  y su suma es 
q

a
S




1
 donde a  es el primer término de la serie, de 

acuerdo al valor en el que esté inicializada la variable n,  y q  es la razón de esa serie 

geométrica. 

 

7.3 Ejemplo 

La expresión decimal periódica 4̂,0  puede expresarse como una serie ya que 

...0004,0004,004,04,04̂,0   

...
10000

4

1000

4

100

4

10

4
4̂,0   
















1 10

1
44̂,0

n

n
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














1 10

1
4

n

n

es una serie geométrica cuyo primer término es 
10

4
 y la razón es 

10

1
, por lo 

que su suma es 
9

4

10

9
10

4

10

1
1

10

4





S  

Es decir, 
9

4
4̂,0   

 

8. Criterios para analizar la convergencia de una serie de términos no negativos 

En el Ejemplo 3.1 se trabajó con la serie 


1n

na  conociendo la expresión de la suma parcial 

3

1

3

14







n

n
Sn  . Para analizar la convergencia de la serie, basta con calcular n

n
Slím


. 

En otros ejemplos, como pueden ser las series telescópicas o las series geométricas, es 

posible calcular esa expresión de nS  tal como se ha desarrollado en las secciones 

anteriores. 

Pero no siempre es posible hallar nS  cuando se conoce sólo la expresión del término na  al 

definir una serie 


1n

na . Para aquellos casos en que no conocemos la expresión de la suma 

parcial nS  tendremos en cuenta otros conceptos y algunos criterios que nos permitirán 

analizar si la serie es convergente. 

 

La ventaja que brindan los criterios es que para analizar la convergencia o divergencia de 

una serie no se necesita la expresión de la suma parcial Sn sino que se trabaja con la 

expresión del término an. La debilidad de los criterios es que sólo clasifica cada serie según 

sea convergente o divergente, pero en caso de ser convergente no se conoce a qué valor S 

converge. 
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8.1 Criterio de comparación. Series minorantes y series mayorantes 

Sean an  y bn  dos series numéricas de términos no negativos, es decir 

0 :  naNn  y 0nb , tal que ba nn  . 

- Si la serie bn  es convergente, entonces an  también converge.  

En ese caso, se dice que an  es una serie minorante de bn , es decir, una serie 

minorante de una serie convergente, también es convergente. 

- Si la serie an  es divergente, entonces bn  también diverge.  

En ese caso, se dice que bn  es una serie mayorante de an , es decir, una serie 

mayorante de una serie divergente, también es divergente. 

 

8.1.1 Ejercicios 

Analizar la convergencia de las siguientes series: 

a) 


 1 13

1

n
n

  

Para la comparación, puede considerarse la serie 


















11 3

1

3

1

n

n

n
n

 que es una serie 

geométrica de razón 
3

1
q  por lo que es una serie convergente. 

Además, se verifica que 
nnNn 313:     

nn 3

1

13

1



, es decir, 



 1 13

1

n
n

 es una 

serie minorante de 


1 3

1

n
n

 y sabiendo que 


1 3

1

n
n

 es convergente, entonces 


 1 13

1

n
n

 

también es convergente. 

 

b) 


 1 2

1

n
nn

  

En este caso, puede compararse con 


















11 2

1

2

1

n

n

n
n

 que es una serie geométrica de razón 

2

1
q  por lo que es una serie convergente. 
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nnnNn 22:     
nnn 2

1

2

1



, es decir, 



 1 2

1

n
nn

 es una serie minorante de 




1 2

1

n
n

 y sabiendo que 


1 2

1

n
n

 es convergente, entonces 


 1 2

1

n
nn

 también es convergente. 

 

c)  





1

2
n

nn   

En este caso, puede compararse con 


1

2
n

n  que es una serie geométrica de razón 2q  por 

lo que es una serie divergente. 

nnnNn 22:   , entonces  





1

2
n

nn  es una serie mayorante de 


1

2
n

n  y sabiendo 

que 


1

2
n

n  es divergente, entonces  





1

2
n

nn  también es divergente. 

 

8.2 Criterio de D´Alembert 

Sea an  una serie tal que 0:  naNn  

- Si 11 

 a

a
lím

n

n

n

 entonces la serie es convergente. 

- Si 11 

 a

a
lím

n

n

n

 entonces la serie es divergente. 

- Si 11 

 a

a
lím

n

n

n

 nada puede asegurarse respecto de la convergencia de la serie utilizando 

este criterio. 

 

8.2.1 Ejercicios 

Analizar la convergencia de:  

a) 
 









0
1 

5

24

n
n

n
 

Aplicando el criterio de D’Alembert, se calcula: 



17 

 



 a

a
lím

n

n

n

1  

 

 
 






















2 

1 

1 

2 

5)24(

5)64(

5

24

5

2)1(4

n

n

n

n

n

n n

n
lím

n

n

lím
 

   









 55)24(

5)64(
1 

1 

n

n

n n

n
lím  

5

1

)24( 5

)64(







 n

n
lím

n

 

Como 11 

 a

a
lím

n

n

n

 entonces la serie 
 









0
1 

5

24

n
n

n
 es convergente. 

 

b) 


 1 13

!

n
n

n
 



 a

a
lím

n

n

n

1  
 

 
 
































)1(
133

13

!133

!)1(13

!13

)!1(13

13

!
13

)!1(

1

1

nlím
n

nn
lím

n

n
lím

n

n

lím n

n

n
n

n

n
n

n

n

n

n

n

 















)1(

3

1
3

3

1
1

)1(

3

133

3

13

nlímnlím

n

n

n

n

n

n

n

n

  

Como 11 

 a

a
lím

n

n

n

 entonces la serie 


 1 13

!

n
n

n
 es divergente. 

 

c)  
 
 



0

2

!2

!

n n

n
 



 a

a
lím

n

n

n

1

 
 
   
















 )!22(! !

)!2(!)1(!)1(

!)1(2 ! !

)!2()!1()!1(

)!2(

!

!)1(2

)!1(

2

2

nnn

nnnnn
lím

nnn

nnn
lím

n

n

n

n

lím
nnn

 







 )!22(

)!2)(1)(1(

n

nnn
lím
n

1
4

1

)12)(22(

)1)(1(

)!2)(12)(22(

)!2)(1)(1(











 nn

nn
lím

nnn

nnn
lím

nn

 

Entonces la serie 
 
 



0

2

!2

!

n n

n
 es convergente. 
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8.3 Criterio de la raíz n-ésima de Cauchy 

Sea an  una serie tal que 0:  naNn  

- Si 1


n
n

n
alím  entonces la serie es convergente. 

- Si 1


n
n

n
alím  entonces la serie es divergente. 

- Si 1


n
n

n
alím  nada puede asegurarse respecto de la convergencia de la serie utilizando 

este criterio. 

 

8.3.1 Ejercicios 

Analizar la convergencia de:  

a) 













1

5

n

n

n
 

Aplicando el criterio de la raíz de Cauchy se calcula  




n
n

n
alím 0

5
 

5
 









 n
lím

n
lím

n

n

n

n

 

Como 1


n
n

n
alím  entonces la serie 














1

5

n

n

n
 es convergente. 

 

b)  











 

1

2

1

n

n

n

n
 




n
n

n
alím 1

11
1 

1
1 

1
 

1
 1

)1(.2




























 








  



 e
e

n
lím

n
lím

n

n
lím

n

n
lím

n

n

n

n

n

n

n

n

n

 

Entonces la serie 











 

1

2

1

n

n

n

n
 es convergente. 

 

8.4 Criterio de la integral de Cauchy 

Sea an  una serie de términos decrecientes tal que 0:  naNn , y sea f  una función 

continua, no negativa y decreciente para 1x  tal que nanfNn  )(:  
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- Si 


1

)( dxxf  converge, entonces la serie an  es convergente. 

- Si 


1

)( dxxf  diverge, entonces la serie an  es divergente. 

Se considera 1 como el extremo inferior de la integral si la serie está definida desde n = 1; 

si la serie se iniciara en otro valor de n, el análisis sería análogo considerando ese valor 

como el extremo inferior de la integral. 

 

8.4.1 Ejercicio 

Analizar la convergencia de 


 0
2 32n n

n
 

El término general de la serie se asocia a la función con variable real, 

32
)(/:

2 


x

x
xfRRf   continua en R.  

Cuando 0x , la función f es positiva.  

Y teniendo en cuenta que 
 22

2

32

23
)('






x

x
xf , la función f es decreciente cuando 2x  

considerando un valor entero.  

Puede aclararse que, si bien el enunciado del criterio indica que la función sea decreciente 

si 1x  para que coincida con la definición de la serie, nada varía respecto del análisis de la 

convergencia que tanto la serie como la función asociada sea decreciente a partir de un 

cierto valor, como en este caso, a partir de 2. 

Teniendo en cuenta que la serie está definida desde n = 0 puede asociarse a la 

integral 


0

)( dxxf . Si se quiere considerar que las condiciones del criterio se verifican a 

partir de 2, puede analizarse 


2

)( dxxf . No varía este cálculo respecto del análisis de la 

convergencia o divergencia de la integral, así que se puede realizar un cálculo o el otro 

indistintamente. 

dx
x

x
límdxxf

a

a

 
32

 )(
2

2

2

 





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Cálculo Auxiliar: dx
x

x
 

32 2 
 

Si 32 2  xz    xdxdz 4    dxxdz  
4

1
  

CxCzdz
z

dx
x

x


  32ln
4

1
ln

4

11

4

1
 

32

2

2
 


















 11ln
4

1
322ln

4

1
322ln

4

1
   

32
 )(

22

2

2

alímxlímdx
x

x
límdxxf

a

a

a

a

a

 

La integral 



2

2 32
dx

x

x
 es divergente; entonces la serie 



 2
2 32n n

n
 es divergente y en 

consecuencia, 


 0
2 32n n

n
 es divergente. 

 

8.4.2 Serie armónica 

Este criterio de la integral permite analizar la convergencia de una serie que se denomina 

serie armónica: 


1

1
 

n n
 

El término general de la serie puede asociarse a la función   /0: RRf   
x

xf
1

)(  . 

Puede verificarse que si 1x , la función es continua, positiva y decreciente. Entonces: 

  




 1lnlnln   
1

 )(
1

11

alímxlímdx
x

límdxxf
a

a

a

a

a

 

Como la integral es divergente, la serie armónica es divergente. 

 

8.4.3 Series armónicas generalizadas 

De manera similar a lo desarrollado en el punto anterior, son conocidas las series que se 

denominan series armónicas generalizadas o también llamadas series “p” por su 

expresión general: 


1

1
 

n
pn

 

Ya está analizado el caso del exponente p = 1, que corresponde a la serie armónica, por lo 

que se puede analizar qué sucede si 1p : 
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



























 1

1

11
    

1 11

111
pp

a
lím

p

x
límdxxlímdx

x

p

a

p
a

a

a

-p

a
p

 

Si 01  p : 




















 1

1

1

1 1

1
pp

a
límdx

x

p

a
p

   Es divergente 

Si 01 p : 
1

1

1

1

1

1

1

1 1

1


























 pppp

a
límdx

x

p

a
p

 Es convergente 

 

Resumiendo lo visto acerca de la serie armónica y las series armónicas generalizadas o 

series “p”, puede indicarse que: 

Dada la serie 


1

1
 

n
pn

  es divergente si 1p  

es convergente si 1p  

 

8.4.4 Ejercicio 

Analizar la convergencia de 













1
32

32

n nn
 

Si analizamos las series: 











1

2
1

2

1
.2

2

nn nn
 por ser una serie armónica generalizada o serie “p”, con 2p  entonces 

la serie es convergente por ser 1p . 















1 3

1
1

3
1

3

1
.3

1
.3

3

nnn
n

nn
 es también una serie “p”, con 

3

1
p ; entonces es divergente 

por ser 1p . 

De acuerdo con los resultados obtenidos y las propiedades enunciadas acerca de las series 

numéricas, entonces la serie 













1
32

32

n nn
 es divergente. 

 

Estas series “p” pueden utilizarse de manera muy frecuente junto al criterio de comparación 

visto: ya que en estas series es fácil analizar su convergencia sólo considerando su 
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exponente, luego resulta sencillo en algunos casos utilizarlas para comparar con otras series 

que se quieran analizar. 

 

8.5 Criterio de Raabe 

Sea an  una serie tal que 0:  naNn  

Si 11. 1 















 

 a

a
nlím

n

n

n

 entonces la serie es convergente. 

Si 11. 1 















 

 a

a
nlím

n

n

n

 entonces la serie es divergente. 

Si 11. 1 















 

 a

a
nlím

n

n

n

 nada puede asegurarse respecto de la convergencia de la serie 

utilizando este criterio. 

 

8.5.1 Ejercicio 

Dada 


 1 )1(

12

n nn
  

Aplicando el criterio de Raabe, debe calcularse 

















 

 a

a
nlím

n

n

n

11.  















































































 2

2
.

2
1.

)1(

12

)2)(1(

12

1.
n

nlím
n

n
nlím

nn

nn
nlím

nnn

 

2
2

2





 n

n
lím
n

 

Entonces la serie es convergente. 

 

8.6 Criterio de comparación en el límite 

Dadas las series an  y bn  de términos no negativos. Si 0
 b

a
lím

n

n

n

 y 
 b

a
lím

n

n

n

, lo 

cual puede resumirse en que l
b

a
lím

n

n

n




 con 
 Rl , entonces las series tienen el mismo 

comportamiento; es decir, ambas convergen o ambas divergen. 
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8.6.1 Ejemplo 

Por ejemplo, si resolvemos el ejercicio anterior en el que la serie es 


 1 )1(

12

n nn
 se puede 

comparar con la serie 


1
2

1

n n
, que por ser una serie “p” con p = 2, es convergente. 

Al aplicar este criterio de comparación en el límite, se calcula 

12
12

)1(

12

1

)1(

12

2

22

2










 nn

n
lím

nn

n
lím

n

nn
lím

nnn

 

Entonces las dos series tienen el mismo comportamiento. Como 


1
2

1

n n
 es convergente, 

entonces 


 1 )1(

12

n nn
 también es convergente. 

 

Se puede apreciar que una misma serie puede analizarse utilizando distintos criterios, no 

variando la clasificación de la misma. 

Podemos notar que cuando el término general de la serie es un cociente de expresiones 

polinómicas, es sencillo utilizar este criterio. Cuando se calcula el límite, se sabe que el 

resultado es cero o es infinito dependiendo del grado de los polinomios. Para que el 

resultado del límite no sea cero ni infinito, se busca comparar con una serie de forma tal 

que al calcular el límite quede un cociente de dos polinomios del mismo grado. 

 

8.6.2 Ejercicios 

Analizar la convergencia de:  

a) 


 0
2 32n n

n
 

Esta serie ya fue analizada por el criterio de la integral de Cauchy. En este caso, 

utilizaremos el criterio de comparación en el límite, considerando la serie armónica


1

1

n n
 

que es divergente.  
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Luego: 
2

1

321
32

2

22






 n

n
lím

n

n

n

lím
nn

 

Entonces, las dos series tienen el mismo comportamiento, por lo que la serie 


 0
2 32n n

n
 

también es divergente. 

 

b) 


 1 1n n

n
 

Puede compararse con la serie 









1 2

1
1

11

nn
n

n
, una serie armónica generalizada, con 

2

1
p , por lo que es divergente. Luego,  





n

n

n

lím
n 1

1 1
1


 n

n
lím
n

 

Como ambas series tienen el mismo comportamiento, entonces la serie 


 1 1n n

n
 también es 

divergente. 

 

c) 













1
3

32

n nn
  

Podemos analizar las series: 











1

3
1

3

1
.2

2

nn nn
  es divergente por ser una serie “p”, con 

3

1
p  











11

1
.3

3

nn nn
  es divergente por ser una serie “p”, con 

2

1
p  

Pero considerando los resultados obtenidos, nada puede asegurarse hasta el momento 

acerca de la serie 













1
3

32

n nn
 si se considera como la resta de dos series divergentes. 
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Utilizando entonces otras herramientas puede indicarse que:  






















1

2

1

3

2

1
3

3232

nn n

nn

nn
 

Si se la compara con la serie 









1 3

1
1

3

11

nn
n

n
, es divergente por ser una serie “p”, con 

3

1
p . Luego,  

2
32

32

1

32
6

52

1

3

2

3

1

3

1

2

1

3

2
























 n

nn
lím

n

nnn

lím

n

n

nn

lím
nnn

 

Entonces, por tener ambas el mismo comportamiento, la serie 













1
3

32

n nn
 también es 

divergente. 

 

9. Series de términos negativos 

Hasta acá hemos trabajado sólo con series de términos no negativos, pero también podemos 

definir series con términos negativos. 




1n

na ,   0:  naNn  

Para analizar la convergencia de este tipo de series podemos extraer factor común (-1):  

     









11

 1
n

n

n

n aa   

Para esta nueva serie, ahora de términos positivos, disponemos de todos los criterios ya 

vistos. 
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10. Series alternadas 

Puede definirse una serie alternada a través de la expresión 




 
1

1 )1(
n

n

n a  tal que 

0:  naNn . Es decir, ... )1( 4321

1

1 




 aaaaa
n

n

n  o una expresión 

equivalente que defina una serie donde sus términos tienen signos alternados. 

 

Para analizar la convergencia de las series alternadas contamos con un único criterio que se 

indica a continuación. 

 

10.1 Criterio de Leibniz 

Dada una serie alternada de la forma 




 
1

1 )1(
n

n

n a , tal que 0:  naNn , si se verifica 

que: 

a) 0


n
n

alím  

b) los términos an son decrecientes, es decir, 1 nn aa  

entonces la serie es convergente. 

 

10.1.1 Ejemplo 

Dada 










1
2

1

1

)1(

n

n

n
 podemos indicar que: 



















1
2

1

1
2

1

1

1
)1(

1

)1(

n

n

n

n

nn
, es decir, 

1

1
2 


n

an  tal que 0:  naNn  

a) 0
1

1
2





 n

límalím
n

n
n

 

b) 1 nn    Como 0n : 22 )1(  nn    1)1(1 22  nn    

1)1(

1

1

1
22 


 nn

   1 nn aa  

Entonces la serie 










1
2

1

1

)1(

n

n

n
 es convergente. 
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10.2 Convergencia absoluta y condicional 

Si la serie alternada 





1

1)1(
n

n

n a  es convergente y la serie 


1n

na  también es convergente 

entonces se dice que la serie 





1

1)1(
n

n

n a  es absolutamente convergente. 

Si la serie alternada 





1

1)1(
n

n

n a  es convergente y la serie 


1n

na  es divergente entonces se 

dice que la serie 





1

1)1(
n

n

n a  es condicionalmente convergente. 

 

10.3 Propiedades 

Si la serie alternada 





1

1)1(
n

n

n a  no es convergente entonces la serie 


1n

na  tampoco es 

convergente. 

Si la serie de términos positivos 


1n

na  es convergente entonces la serie alternada 







1

1)1(
n

n

n a  también es convergente. 

 

10.4 Ejemplo 

La serie alternada 










1
2

1

1

)1(

n

n

n
 ya analizada es convergente. Para clasificar dicha 

convergencia falta analizar la convergencia de la serie de términos positivos  








 


1
2

1 1

1

nn

n
n

a  

Como la serie 


1n

na  es de términos positivos, disponemos de todos los criterios de 

convergencia para el análisis de dichas series.  

Utilizando el criterio de comparación en el límite, puede compararse la serie dada con la 

serie 


1
2

1

n n
 que es convergente por ser una serie “p”, con p = 2. 
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1
11

1

1

2

2

2

2






 n

n
lím

n

n
lím

nn

 

Como las dos series tienen el mismo comportamiento, 


 1
2 1

1

n n
 también es convergente. 

Entonces, la serie 










1
2

1

1

)1(

n

n

n
 es absolutamente convergente. 

 

10.5 Ejercicio 

Analizar la convergencia de 










1
2

1

10

)1(

n

n

n

n
. En caso de ser convergente clasificar en 

absoluta o condicional. 

Utilizamos el criterio de Leibniz: 

 


















1
2

1

1
2

1

10
)1(

10

)1(

n

n

n

n

n

n

n

n
, es decir, 

102 


n

n
an  

a) 0
102





 n

n
límalím
n

n
n

 

b) ¿Para qué valores es verdadera la desigualdad 1 nn aa ? 

Tengamos en cuenta que 
102 


n

n
an  y 

10)1(

1
21





n

n
an  

¿Para qué valores se verifica que 
10)1(

1

10 22 




 n

n

n

n
? 

10)1(

1

10 22 




 n

n

n

n
 

Como los denominadores son positivos:  

)10)(1()10)1(( 22  nnnn   

)10)(1()112( 22  nnnnn   

1010112 2323  nnnnnn   

0102  nn  
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Hallando las soluciones de la ecuación 012  nn  puede deducirse que 

:3/  nNn 0102  nn , es decir, si 3n  los términos an son decrecientes. 

0
102





 n

n
límalím
n

n
n

 

Entonces la serie 










1
2

1

10

)1(

n

n

n

n
 es convergente. 

Si analizamos la serie de términos positivos 






 


1
2

1 10nn

n
n

n
a  podemos utilizar el criterio 

de comparación en el límite y compararla con la serie 


1

1

n n
 que es divergente por ser la 

serie armónica o una serie “p”, con p = 1. 

1
101

10
2

22






 n

n
lím

n

n

n

lím
nn

 

Como las dos series tienen el mismo comportamiento, 


 1
2 10n n

n
 también es divergente. 

Entonces, la serie 










1
2

1

10

)1(

n

n

n

n
 es condicionalmente convergente. 

 

10.6 Propiedad 

Como una consecuencia del Teorema de Leibniz se puede aproximar el valor de la suma S 

de una serie alternada por una suma parcial Sn considerando que el error cometido será 

menor que el primer término 1na  despreciado. Es decir, si 

  n

n

n aaaaaS 
1

4321 1.....    entonces     1 nn aSS  

 

10.6.1 Ejemplo 

Consideremos la serie armónica alternada   







1

1 1
1

n

n

n
  

Si aplicamos el criterio de Leibniz: 

a) 0
1


 n
límalím
n

n
n
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b) 1:  nnNn    
1

11




nn
   

1 nn aa  

Entonces la serie es convergente. 

Además: 

111  aS  

2

1

2

1
1212  aaS  

6

5

3

1

2

1
13213  aaaS  

Si consideramos a 3S  como una aproximación de la suma de la serie S se verifica que:  

12

13

12

7

4

1

6

5
43  SSaSS  
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