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Problema
El disco uniforme D de la figura gira con velocidad angular ¢ con
respecto al marco de soporte, midiéndose el angulo @ con respecto
al indicador ¢. Simultdneamente, el marco gira con velocidad
angular ¢ alrededor del eje vertical, midiéndose el angulo ¥ entre el
eje fijo Y y el plano cOa.

Datos numéricos

Espesor del disco e =20 mm
Didmetro del disco D = 150 mm
a0 =b0O =300 mm

6 = 11/4 rad
1 =20 rad/s
¢ = 60 rad/s

Masa del disco = 1000 gramos
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Encontrar
1. Invariantes escalar, vectorial y tipo de movimiento del disco D

2. Velocidad y aceleracion de un punto P de la periferia del disco,
utilizando los conceptos de

a. Movimiento absoluto, formas impropias de las leyes de
distribucion de velocidad y aceleracion
b. Movimiento relativo
c. Verificar resultados de ambos métodos
3. Aceleracion angular del disco D
4. Expresar el tensor de inercia en O y graficarlo
5. Energia cinética del disco

6. Momento giroscépico en O

7. Reacciones dinamicas, estéticas y totalesenay b

El marco de referencia absoluto respecto del cual interesa conocer el
movimiento del disco rigido esta representado por los ejes {c, X,Y,Z} fijos
a las patas del marco soporte.

Para expresar las magnitudes vectoriales, se adoptara la terna mévil {O,

X1,Y1,Z1} solidaria al marco soporte rotando con r , como ilustra la
Figura 1.

Péagina 2 de 27



UTN::

UNIVERSIDAD TECNOLOGICA NACIONAL
Facultad Regional Bahia Blanca

Desarrollo

1. a. Invariante vectorial:

5

®=2,0 (1)
i=1

El vector rotacion @ es la resultante de todas las rotaciones que afectan
al cuerpo cuyo movimiento se desea conocer, y serd la misma
cualquiera sea el centro de reduccion adoptado, por lo que se la suele
llamar invariante vectorial del sistema.

Figura 1: Resultante de las rotaciones del sistema
Siendo
@ = 20K = 14,14K, + 14,14],
_ _ )
@ = 60K,

con (1) y (2) se tiene: _ _
@ = 14,14], + 74,14K,

|@] =+/74.14% + 14,147
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_ rad
|w| = 75,5—
seg

Invariante escalar:

Los modulos de los vectores velocidad de un sistema material rigido
proyectados en un determinado instante sobre la direccion del vector
rotacion son iguales, y reciben el nombre de “invariante escalar y”

B

3)

po="Vo @& =V~

En

Donde O: es el centro de reduccion del movimiento. Tomando O1 = O, la
velocidad del centro de reduccién V,, =1, =0, por lo tanto

ﬂ=\701'03:0

Los invariantes vectorial y escalar suministran importante informacion,
ya que definen el tipo de movimiento; en este caso particular se trata de
un movimiento de rotacion instantanea, ya que u=0 y las dos
rotaciones son concurrentes en el punto O del eje de rotacion propia.
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2. Velocidad y aceleraciéon de un punto P de la periferia del disco

a. Método del movimiento absoluto (formas impropias de las leyes de
distribucion de la velocidad y la aceleracion)

Figura 2: Sistemas de referencia adoptados

Estado de velocidad:

Aplicando la forma impropia de la ley de distribucion de velocidades:

Vp =V tO ATy  (4)

y tomando O1= O, resulta

\701 =0 . Vo =0 ATy
P 0 14,14  74,14] _
P " |0,075cos ¢ 0,075seng 0 1
- _ _ .. om
V= (—5,565&?1:;!: i, +556cos¢j, —1,06cos¢ kl) %
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Estado de aceleracion:

Anélogamente, aplicando la forma impropia de la ley de distribucion de
aceleracion:

gP:§Ol+7T/\FOlP+5TA(5T/\FOlP) (5)

Donde:
a,, = 0 (aceleracion del centro de reduccion)
@ ATy = Vp

7; = aceleracion angular del disco.

Fr = dasp _ d(#’“ﬁ’) (6)

At At

pero % =0 porgue Y= 20k = cte

a

dp _ dlpk,)

Pk Pk =¢J><

| A
&

Yr = 1 (7)

=N

ta

Este ultimo se resuelve mediante la utilizacion de las formulas de
Poisson que permiten expresar las derivadas de los versores en funcion

de un producto vectorial entre la Q impuesta a la terna mévil y el mismo
Versor:

LUB PN

dt

djl ') A

at 2N @
N _Gak

dt

Fisicamente, la derivada del versor representa la velocidad de la punta
de este debido a la imposicidon de la rotacion.

Por lo que la expresion (7) queda:

Vr =@ X [er M El] =¢ X [[;frsenﬁ'j’l + 9 cos E\'El) hEl]

r = 60 % (14,147)

yr = 848,52

rad _
—1

5
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Retomando la ecuacion (5) y utlizando los parametros hallados
anteriormente:

Ap = Fr ATap +@r AV,

B} _[ 848,52 0 n]
P 0,075¢cos¢ 0,075seng 0

(EE,Hslsués-}El
n [ 0 14,14 74,14

—5,56seng 5,56cos¢ —1,06cosg
(—427,22 cos ¢:}E+(—412,25;-au¢:}j,_+(?3,52;an¢:}EL

G, = —427,22cos 1 — 412,22sendj, + 142,26sendk,
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b. Método del movimiento relativo:

Se analiza el movimiento del disco desde la terna que se mueve respecto la
considerada fija y a la cual se desea referir el movimiento.

Estado de velocidad: Siendo Q= 4 el vector rotacién absoluta de la

terna movil y Vo, la velocidad de dicho punto también absoluta, pueden
distinguirse tres movimientos:

e Movimiento relativo: es el movimiento del cuerpo con respecto a
la terna movil como si esta estuviese fija.

Vit = ‘Jf_’ AThip (9)

e Movimiento de arrastre: Es el movimiento del cuerpo como si
este estuviera solidariamente unido a la terna movil y ésta lo
arrastrase en su movimiento.

Varr :\701 + g_z A rOlP (10)

e Movimiento absoluto: Es el movimiento del sistema rigido
respecto a la terna absoluta como consecuencia de la
simultaneidad de los dos movimientos anteriores

Vp :Vrel +\7arr (11)

Resolviendo las expresiones (9) y (10):

0 0 60

Viee =@ ATp1p = [D,D?E cosg¢ 0,075seng 0

V... = —45sengi, + 4,5cos ¢ J,

S 0 14,14 14,14
Vm,,, - EE} TaA o = [ﬂ,ﬂ?S cosg¢ 0,075seng 0

V... = —1,06sen¢i, + 1,06cos ¢ j, — 1,06 cos ¢ E.,

Y sumando ambos vectores
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- . .om
Vo = (—5,565911¢f1 +556cos¢j, —1,06cos¢ kl) —
seg

Que como puede observarse, coincide con la obtenida con el método
anterior.

Estado de aceleracion

Derivando respecto del tiempo la ecuacion (11), se obtiene la expresion
de la aceleracion.

ap 2501 +5/\ FOl/P +§/\(§/\F)+ are' +2‘§/\\7re| (12)

Esta expresion se puede desmembrar en tres partes bien definidas:

e Aceleracion relativa: es la aceleracion correspondiente a
cualquier punto del cuerpo con respecto a la terna mévil como si
esta estuviese fija. En este caso de estudio esta dada por

Qrgy = ¥p NTp1p T @ MA@ ATpyp) (13)

@ =60 .El =cte ~ y,=0 ¥y @ Nigip = Vg
T 0 60
gy = @A (V) = [—4,55&11@5 45cos¢p O ]

m
A, = (—270cos ¢ 1, — 270sengj,)——

seg

e Aceleracién de arrastre:
Se determina con la forma impropia de la ley de distribucion de
aceleracion en un sistema rigido tal como si éste fuese arrastrado
por la terna mavil,

Qg =8 T 5/\ Noup + Qn (ﬁ A F) (14)

Agrr = Aoy + ¥y ATorp TP A (w A ?_"mp)

Donde:
dgy, = 0 (aceleracién del centro de reduccion)
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W =14,14j, + 14,14k, = cte ~» 7, =0

'l}!/' A fCIIlP = I"rm'r

_ _ [ 0 14,14 14,14 ]
Garr = —1,06seng 1,06cosg¢ —1,06cosg
d..= —30cos¢i, — 15sengdj, + 15senopk,

e Aceleracion complementaria o de Coriolis:
Aparece por la rotacion de los ejes de la terna movil

a r :2'§A\Trel (15)

[ 0 14,14 14,14
—4.5zseng 4.5cos g 0

G,..=—127,27cos ¢ i, — 127,27 sengj, + 127,27 sengk,

Asi resulta:
ap = areI + aarr + acom (16)

i, = —427,27 cos p 1, — 412,27sendj, + 142,28sengk,

Que comprueba el resultado obtenido previamente.

Conclusiones:
Es interesante notar que los resultados obtenidos mediante

ambos métodos (absoluto y relativo) no varian. Esto es ldgico,
ya que el movimiento del disco respecto del marco de
referencia es unico, y su estado de velocidad y aceleracion es
independiente de los modelos y herramientas matematicas que
se utilicen para obtenerlos.
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3. Aceleraciéon angular del disco D

El célculo de la aceleracion angular del disco ha sido desarrollado al obtener el
estado de aceleracion por medio del método absoluto.

_2or _ 3+2)

Yr =& dt
pero % =0 porgue J,Er = 20k = cte
__d¢p _d(ek) . 4y
1 =% T T a _‘derkl

Esta ultima expresion es posible resolverla mediante la utilizaciéon de las
expresiones de Poisson (8), con lo que la anterior queda:

Fr =@ X [ljf A El] =@ X [[l,irsenﬁ'jl + 9 cos E'El) hEl]

r = 60 % (14,147)

rad

¥r = 848,52——1
52
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El elipsoide de inercia posee 3 ejes de simetria por lo cual sera posible orientar
las direcciones coordenadas de manera que coincidan con dichos ejes,

obteniéndose la ecuacion canodnica.

Los momentos de inercia respecto a estos ejes reciben el nombre de
momentos principales de inercia li1, l22, I3 y a los ejes se los llama ejes

principales de inercia.

La matriz I, es el TENSOR DE INERCIA respecto de O y se encuentra

referido a la terna con respecto a la cual se expresa la velocidad angular @ ; por
lo tanto, las componentes de la diagonal principal son los momentos principales
de inercia, y ademas son nulos los momentos centrifugos.

B ly =1y

|01: _|21 |22

- |31 - |32

Siendo:
M=1 kg y R=0,075m,
resulta
1406x107°
Iy = 0
0

EmR2 0 0
1.] |4 .
I, 0 ZmR2 0 (17)
|
% 0 0 1mr?
| 2
0 0
1,406x10° 0 (18)
0 2812x107°

Para esta orientacion de los ejes la ecuacion cuadrética resulta:

2 2 2
1=|11‘X1 +|22'X2 +|33'X3

(19)

Como la ecuacion candnica de un elipsoide es:

Siendo a, b y c sus semigjes, en la (20) se tiene:

Péagina 12 de 27



w7y
UTN::

UNIVERSIDAD TECNOLOGICA NACIOMNAL
Facultad Regional Bahia Blanca

2 2 2
X1 Xa X3

+ + =
Yy Yl Yl

1 (21)

Luego, los semiejes del elipsoide de inercia estan dados por:

a= i b: i C= i
Ill |22 |33
a=26,67 b=26,67 c=18,85

Figura 3: Elipsoide de inercia

Figura 4: Elipsoide de inercia — Plano i; - ky
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Figura 5: Elipsoide de inercia — Plano iy - j;

Figura 6: Elipsoide de inercia — Plano k; - ji
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5. Energia cinética del disco

La expresion general de la energia cinética para un sistema material rigido
establece:

1 1 - o
e:Emv5+§um%,w2+mvmwoAg (22)

Los tres términos de la derecha de la expresion (22) se denotaran con e1, ez y
es3 respectivamente y se analizan por separado para luego ejecutar la suma
total.

El primer término e1 se denomina energia cinética de arrastre o de traslacion, y
es la que tendria el sistema en el supuesto que toda la masa estuviera
concentrada en el centro de reduccion, y viajase a la velocidad de este ultimo.

Tomando como centro de reduccion el punto 01, es Vo1= 0 y por lo tanto:
1 .2

El segundo miembro ez se denomina energia cinética relativa o de rotacion y
esta originada por el movimiento relativo de cada punto respecto del centro de
reduccion:

1
e, =E lowy, - w? (24)

Es
@ =@, +d, =14,14], + 74,14K,

w= 74147 + 14,147

rad
w = 7T755——
seg

En ez aparece low, que es el momento de inercia del cuerpo con respecto a

un eje paralelo al vector @ pasante por el centro de reduccion. Para su calculo
se parte del tensor de inercia para ejes principales (17) - (18)

1,406x10°° 0 0
Iy, = 0 1,406x107° 0
0 0 2,812x10°°
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Y utilizando la transformacién lineal por rotacion de ejes mediante la notacion
de Einstein

Donde los ¢; son los cosenos directores entre los ejes rotados y los originales
En la Figura 7, k1 representa la direccion del eje w

(O3

Figura 7: Rotacion de ejes para expresar el momento
de inercia en la direccién de w pasante por O

o= % a =10,8°
7414
Los cosenos directores que interesan en este caso son:

Cy, =€0890°=0
Cy, = €0s(90— )= 01873
Cy =C0S(360— ) =0,9823
Y el momento de inercia respecto de @ que pasa por O es:
4 2 2

| oy =1z =C -1y +C

2
wa a1 '|22+C33'|33

l,,, =0,002762kg-m’

Con lo que el término de energia cinética relativa (24) queda:
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eZ::Elwwm-wz:LEXOQ02762x7552
2 2

2

kg-m
2

e, =7,8739
S

El tercer miembro es de la ecuaciébn de energia se denomina fuerza viva
compuesta

&, =MV, -@ AT, (25)

Su valor depende del centro de reduccién elegido. En este caso particular, Vy, =

0. Ademas, el centro de reduccion es coincidente con el centro de masa G, y
como se puede apreciar en la expresion (25), rg es nulo, por lo que el producto
vectorial también. Luego

e, =mV, @ A0
e, =0

La energia cinética total resulta entonces:

1 1 - — o
e=—mVy +=loay, o’ +mVy, @ AT
2 2 ’

1 1 — _
e ZEME I(OCOOl . (02 + mVyZ{rg

2
e=e,=78730" 0 M
S

El resultado expresa la consecuencia légica de que, tratandose de un

movimiento de rotacion instantanea, la Unica energia cinética del cuerpo es la
debida a su rotacion alrededor del eje del movimiento.
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6. Momento giroscopico en O

El sistema aqui estudiado es un ejemplo de un giréscopo, con la caracteristica
particular de que no existe el movimiento de nutacion, ya que 6 permanece
constante. Sin embargo, existe un movimiento de precesion i constante
alrededor del eje fijo k y un movimiento de rotacion propia (spin) ¢ constante
alrededor de k,.

Debido a estas caracteristicas el cuerpo en estudio posee un movimiento de
precesion estable.

g v

Figura 8: Componentes de w expresados en funcion de
los &ngulos de Euler

8 = 4579 = (cte) 8=6=0

N rod o

P = 20— = (cte) P=0
seg

. rad

¢ = 60— = (cte) ¢ =0

Utilizando las ecuaciones de Euler para determinar el movimiento de un
giréscopo, resulta:

M, = [.i’ErEr (q’; + tﬁ Cos 6‘) — Iq’.} cos E] n’jsenﬁ'
M, =0; M_=0 (26)
I, =2812x10"°

Iy =1, =1=1406x10"

XX

M,, = 2,666i,[N.m]
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7. Reacciones dindmicas, estaticas y totalesenay b

Se utilizaran las ecuaciones cardinales de la cinética

Fo = {%}. +oAQ  (27)

¥ dKlD'_I - - > =
Moo = [Z22] 4+ @AKoy +Tn A0 (28)

Comenzando con la ecuaciéon 27

Q=mxV, pero V.=V, =0

O]
Il
o

€Q —mx% pero dVe 0
dt dt dt

rel

[ﬁ} o
dt rel

Luego, la ecuacién de Newton (27) queda

F. =0

Tomando ahora la ecuacién de Euler (28)

I, 0 0 W,
'B_:G = _G Xw= 0 I}'}' 0 X m}'] = Ix.r oy iFl + [y}-w}jl + '{zzsz1 (29)
0 0 I Wz

F=:4

Kc=1406 %107 x 01, +1,406 X 1073 x 14,14 j,
+2,8125 x 1078 x 74,14k,

K. = 0,0198j, + 0,208k,

Resulta {dKG } =0
rel

dt
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- [ﬂ 14,14 14,14

YAK: =10 00198 n,zna]zz’ﬁﬁml

V,AQ =0

Habiendo obtenido los términos que constituyen la ecuacion de Euler (28), se
tiene el valor del momento de las fuerzas exteriores (activas mas reactivas)
respecto del centro de momentos O:

Mgy = 2,666 N.m i,

Debido a este momento, las reacciones dindmicas en los apoyos a y b seran:

/\

&

AN
e

Figura 9: Esfuerzos dinamicos en los apoyos debido
al momento producido en O

ﬁu(_h] A T-c:,-"n(_Elj = Hﬂ‘fi

P _ M, 2666 N.m
® F,.  03m

alo

R, = —888J,

RuJy ATypky = Mgl
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M, 2,666 N.m

Fo o 0,3 m

R, = =888 N (j,)

R, =888 ],

Las reacciones estaticas sobre los apoyos seran

Figura 10: Esfuerzos estaticos en los apoyos producidos
por el peso propio del disco

zﬁ'z=RBE1—m.g.cosH=ﬂ = Ryk, =6,936 kg
Zf‘y=RBj‘1+RA—m.g.cosE=ﬂ = R,=3468 kg k,

ZMA =Rgj, X 600mm —m.g.cos@ Xx300=0 = Rgj, = 3468 kg

R, = 3,468 kg J,

R.=3,468 kg j, + 6,936 kg k,

Por ultimo, las reacciones totales en los apoyos seran la suma vectorial de las
reacciones estaticas y dinamicas:
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R, = 3,468 kg j, — 8,88 J,

R, =—541kgj

Ro.r =3,468 kg j, + 8,88 j + 6,936 kg k,

R.. =12,35 kg j, + 6,936 kg k,

6,93N

9,81N

Figura 11: Esfuerzos totales en los apoyos

Estas reacciones se encuentran expresadas en el sistema de referencia movil
(0,X1,y1,21).

Es posible expresarlas en el sistema de referencia absoluto, para lo cual es
necesario realizar una transformacioén lineal que vincula las componentes de un
vector en cada una de las bases de los sistemas de coordenadas de origen
comun (x,y,z) fijo o absoluto y (x',y,z") movil o solidaria al cuerpo

x
y|=4
.

También pueden expresarse las componentes de un vector en la base (X, vy, z)
(fijo) en términos de las componentes en la base (x, y, z') (movil). Como la
matriz A es ortogonal (por ser producto de matrices ortogonales) entonces su
inversa es igual a su transpuesta. Por consiguiente

}?l (30)
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La matriz A es la composiciobn de tres matrices ortogonales, cada una
caracterizando una rotacién en uno de los angulos de Euler. Esto es

(1)
cosy senyr 0 Bl 0 0 cosg seng O
A=|—senyy cosyY O|X|0 cosf senf|X|—seng cose 0 (32)
0 0 1 0 —senfl cosf 0 0 1

El caso particular de este problema, el angulo 6 no varia en el tiempo, por lo
tanto, la matriz indicada como (1) de la expresion (32) es

1 0 0 1 0 0

0 cos@ senfd|=|0 % %

0 -sen@d cosd 2 2
0o - 2= =
L 2 2 |

Luego, la matriz A queda expresada de la siguiente manera:

J2 J2 V2
COSy COS¢ -y senyseng  cosyseng Y seny Cos¢g > seny

A=|—-seny cos¢—‘/2§coswsen¢ —senu,usen¢+\25cosv/ CoS¢ \Zﬁcosw (33)
V2 V2 V2
——seng ———cos¢ X2
2 2 2

Y su transpuesta:

J2

COSy COS¢ — 72 senyseng —seny cos¢ — ‘/25 cosyseng > seng

AT = coswsengb—?zsem// cos¢ —seny/sen¢+\/2§cosw cos¢ —\/Zicos¢ (34)

—Sen iCOS Q
y 2 Y 2
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Las reacciones en el apoyo A y B referidas al sistema absoluto se obtienen
utilizando la expresion (31):

5,41x {senz// COS¢ + gcoswsenqﬁ]

RA, |=AT x|-541|= —5,41[—seny/sen¢+gc05y/cos¢j (35)

-5,41x gcosw

{— 12,35x (senyx CoS¢ + ‘/25 cos://senqﬁJ + 6,936 % (‘/25 sen¢J:|

i /2 2
RB, |=AT x[1235|= {12,35>< (— senyseng + 22cos:// cos¢J — 6,936 % (22 cos¢ﬂ (36)
R

B, 6,936 7 5
{12,35>< (22 coswj + 6,936 % 22}

Verificacion de las expresiones para las condiciones iniciales (¢ = @ = 0)
comparandolas con las que se obtienen al descomponer las fuerzas de la
Figura 11 segun un sistema de referencia como el de la Figura 12:

6,923N

Figura 12: Esfuerzos referidos a la terna (X,Y,2)
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A 12,35N RB, =12,35xc0s6—-6,93xcosd ; O =45°
RB, =3.83N

RB, =12,35xc0sé +6,93xcosd

RB, =13,63N
\4
AL
RA, =-5,41xcos@
RA, =-3,825N
<« >Y
B/ RA, =-5,41xcosé
\/

Y utilizando las expresiones (35) y (36) se obtiene:

5,41x[seny/cos¢+gcoswsen¢j

RA 0

_ NG

RA, |=|-541 —senz//sen¢+7coswcos¢ =1-3825

RA, -3,825
—5,41x%cosw
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{— 12,35x% (senyx CoS¢g + \/25 coswsenqﬁJ + 6,936 % (\/25 senqﬁﬂ

RB 0
= V2 V2

RB, [=||12,35x —seny/sen¢+7coswcos¢ —6,936x 7c05¢5 =| 3,83
RB, 13,63

{12,35 X [\/25 cosv/] + 6,936 x \/21

Como se queria demostrar.
Notar que los valores numéricos obtenidos por ambos métodos -grafico y
analitico- son idénticos para la condicién analizada. Las expresiones (35) y (36)

permiten convertir los esfuerzos expresados en la terna mévil a la terna fija
para cualquier instante.
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