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PROLOGO

El presente trabajo sobre Mecdnica Racional constituye un aporte que es
fruto de muchos afios de experiencia en la materia y que ha sido concebido
como una solucién para el alumno en lo que respecta al seguimiento de las
clases con un Unico texto. Busca evitar la necesidad de tomar apuntes que
distraen la atencidn y a dejar abierta la opcién de anotar en los margenes
conceptos o detalles sustanciales surgidos durante las clases tedricas y practicas.

Siendo el objeto de la Mecdnica la comprension del movimiento de los
cuerpos, la obra estd organizada en cinco unidades: Cinematica del Punto
Material, Cinematica de los Sistemas de Puntos Materiales y del Cuerpo Rigido,
Cinética del Punto Material, Cinética de los Sistemas y del Cuerpo Rigido y
Dindmica Analitica.

La asignatura pertenece al tercer nivel del disefo curricular de Ingenieria
Mecdnica y se halla inserta en el area de materias Tecnoldgicas Basicas,
enlazando las materias del area de Ciencias Basicas como Fisica, Geometria
Analitica, Algebra y Calculo y las del drea de asignaturas Tecnoldgicas Generales,
en las cuales se estudian las maquinarias e instalaciones que el ingeniero
encontrard a lo largo de su vida profesional. Se trata de una materia integradora,
en la cual confluyen no sélo los conocimientos previos analitico — tedricos
adquiridos, sino también la capacidad técnica del alumno para tener en cuenta la
realidad fisica

El caracter formativo de la Mecdnica estd vinculado con su capacidad para
proveer bases conceptuales adecuadas para la incorporacion de otros
conocimientos de disciplinas como las que se desarrollan en las asignaturas de
niveles superiores.

Asi, la asignatura constituye un nexo entre el complejo fisico —
matematico creado por el Hombre en su busqueda permanente de explicacién
racional para los fendmenos naturales y la realidad concreta de los mecanismos
y sus movimientos, los que luego se reflejaran en cada parte de maquinaria.

Debido al constante avance en la tecnologia de los materiales y a los
modernos métodos de fabricacidn, se ha hecho posible fabricar maquinas cada
vez mas veloces con componentes livianos que soportan esfuerzos dinamicos
significativos.

Tratandose en Mecanica Racional contenidos de naturaleza puramente
dindamica —se excluye la Estatica en su programa sintético- resulta obvio que el
Ingeniero Mecanico debe acreditar los conocimientos enunciados en los
objetivos de la asignatura para lograr la resolucién de problemas tecnolégicos en
su drea de conocimiento especifica.

La presente versién constituye una actualizacion de la monografia original
“Teoria de Mecdnica” editada por el Laboratorio de Técnicas Educativas de la
Facultad en 1998 y que merced al Programa Bibliotecas del Fondo para el
Mejoramiento de la Educacion —FOMEC 333- se halla disponible en internet
desde entonces. En ésta se han incluido contenidos inherentes al cambio de
nombre de la asignatura -de Mecdnica del Sélido a Mecanica Racional- luego del
primer proceso de acreditacion ante la CONEAU de la carrera Ingenieria
Mecdnica que concluyera en 2004.



Asi, se ha agregado un nuevo Capitulo —el quinto- sobre Dinamica
Analitica, brindando otro punto de vista —el escalar- al del tratamiento
eminentemente vectorial que predominaba hasta aqui; se han completado
temas y corregido errores tipograficos presentes en la obra original.

Se ha reordenado y ampliado el Apéndice 1 sobre Tensores Cartesianos,
con la intencion de promover el aprendizaje significativo al relacionar las
propiedades de las magnitudes tensoriales con los conocimientos previos de
transformaciones lineales adquiridos en Algebra Lineal.

Con el doble objeto de coadyuvar a la mejor comprensién de conceptos
tedricos y de hacer hincapié en que los alumnos experimenten con total
intensidad la excluyente relacién teoria-practica, valorando la consecuente
necesidad de abordar las practicas munidos de las herramientas brindadas por la
teoria, se han agregado problemas ejemplos resueltos al final de cada apartado
tedrico sustantivo.

Con los mismos objetivos, también se ha sumado en un nuevo Anexo —el
2- un problema integrador ejemplo resuelto, el cual requiere para su anélisis la
aplicacion progresiva de los conceptos principales de cinematica y cinética del
cuerpo rigido con la intenciéon de relacionar los temas estudiados en los distintos
capitulos. Para cada expresion utilizada, se hace referencia a su localizacion en la
teoria.

Se advierte a los alumnos la conveniencia de recurrir a la profusa
bibliografia de la asignatura cuantas veces les sea necesario para una necesaria
complementacion y cabal comprension de los temas.

La obra estd dirigida a los cursantes de la asignatura Mecanica Racional
del tercer nivel de la carrera de grado Ingenieria Mecdnica de la Universidad
Tecnolégica Nacional, aunque podria ser usada como base por alumnos de otras
ingenierias, quienes deberian adaptarla a los contenidos de sus programas.

Liberto Ercoli
Virginia Azurmendi

Departamento Ingenieria Mecanica
Facultad Regional Bahia Blanca
Universidad Tecnoldgica Nacional



INTRODUCCION

La Mecanica tiene por objeto el estudio del movimiento de los cuerpos,
busca sus causas y las leyes que lo rigen, atendiendo las fuerzas que lo provocan.

El concepto de movimiento es relativo; para hablar de él debe tenerse en
cuenta que un cuerpo se mueve cuando su posicién cambia con respecto a otro
cuerpo tomado como referencia.

Para la Mecanica, cuerpo es un conjunto continuo o discreto de puntos
materiales o de particulas, que son entes desprovistos de dimensiones (punto
geomeétrico en el sentido del tamafio), aunque se admite la abstraccién de que
pueden poseer masa.

En cuanto a las fuerzas que intervienen y que provocan el movimiento,
son las de origen gravitatorio (accién de un cuerpo sobre otro), elastico, de
rozamiento, de resistencia fluidodindmica; pero no entran bajo la consideracidn
de la Mecanica las de origen electromagnético o térmico.

Es costumbre dividir a la Mecanica segun el siguiente cuadro:

del punto material (PM)
Estética ) )
de los sistemas de puntos materiales (SPM)

MECANICA ( {del PM

Cineméatica
de 1los SPM
Dindmica
del PM

de 1los SPM

{Cinética {

Con respecto al cuadro precedente, el presente curso de Mecanica
Racional no contempla en su programa el estudio de la Estatica (la cual, por otra
parte, resulta un caso particular de la Dinamica).

De acuerdo a la definicion de Mecanica dada mas arriba, resulta que la
misma es esencialmente Dinamica (movimiento).

La Cinematica consiste en estudiar el movimiento sin hacer referencia a
las fuerzas que lo originan, mientras que la Cinética relaciona la accién de las
fuerzas que se ejercen sobre los cuerpos con los movimientos resultantes.

Los avances en el conocimiento del movimiento de los cuerpos reconocen
una concatenacién de aportes por parte de diversos cientificos con el correr del
tiempo. Sélo por mencionar algunos hitos de la rica historia de la Mecdnica, se
presenta a continuacion un breve resumen.

Leonardo da Vinci (1542-1519) relacioné los momentos estdticos con el
equilibrio de los cuerpos. Prefigurd el trabajo de Galileo sobre el movimiento
rectilineo uniformemente acelerado.

Se admite que la iniciacidon del conocimiento racional de la dindmica se
debe a Galileo (1564-1642) para quien la falta de precisién en la medicion del
tiempo constituyd una seria dificultad. Enuncid y verificé experimentalmente las
leyes cinemdticas de la caida de los cuerpos, y otros movimientos
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uniformemente acelerados. Descubrié la ley de inercia que mas tarde fue
formalizada por Newton. Observd que las fuerzas producen aceleraciones.
Descubrié la composicion vectorial del paralelogramo y obtuvo la trayectoria de
un proyectil. Construyd el primer telescopio y con él efectud profundos
descubrimientos astrondmicos.

Un contemporaneo de Galileo, Kepler (1571-1642), descubrid tres leyes
empiricas fundamentales del movimiento planetario a partir de las
observaciones del danés Tycho Brahe. Concibié la gravedad como la andloga
de la atraccion magnética.

La invencion del reloj a péndulo por Huygens (1629-1695) en 1657
permitié posteriores avances de gran importancia en dinamica. Cred ademas la
teoria del centro de oscilacién, determind el valor de g mediante mediciones
pendulares, dedujo las ideas de fuerza centrifuga y aceleracion centripeta,
establecio la conexion entre el trabajo y la energia cinética.

Es Newton (1642-1726) quien formula con precisiéon las leyes del
movimiento y fundamenta sélidamente la dinamica. Descubrié la ley de
gravitacion universal. En 1686 enuncié formalmente como axiomas las “leyes del
movimiento”, que forman la base para describir matematicamente la dindmica
de un sistema. Generalizd la idea de fuerza; introdujo el concepto de masa;
formuld claramente el principio del paralelogramo de fuerzas; establecio la ley
de accion y reaccion.

Después de Newton, aportaron grandes contribuciones a la Mecanica, Bernoulli
(Jacobo, John y Daniel), Euler, D'Alembert, Lagrange, Laplace, Poisson, Coriolis,
Hamilton y otros.

Einstein (1878-1955), en sus teorias de la relatividad especial (1905) y
general (1916), introdujo los nuevos conceptos de espacio-tiempo necesarios en
el estudio de las particulas atdmicas que se mueven en espacios muy pequeios a
altas velocidades. La masa variable (dependiente de la velocidad) y el tiempo
variable son conceptos originales.

La importancia de la Dindmica en la ingenieria se ha tornado superlativa
con el desarrollo de las tecnologias en las ultimas décadas; las maquinas y
estructuras de soporte funcionan a grandes velocidades y con aceleraciones
apreciables, mientras que los materiales que las constituyen se tornan mas y
mas livianos y resistentes. Este hecho induce a pensar que excepcionalmente un
ingeniero, cualquiera sea su campo de especializacion, podra prescindir de
conocimientos basicos sobre Dinamica.
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Capitulo 1- Cinematica del Punto

Capitulo 1

CINEMATICA DEL PUNTO

1. CINEMATICA DEL PUNTO

La Cinematica consiste en estudiar el movimiento sin hacer referencia a las fuerzas que
lo originan analizando las sucesivas posiciones del punto en el espacio en funcién del
tiempo.

El movimiento de los puntos puede describirse especificando las coordenadas lineales
y angulares y sus derivadas respecto a marcos de referencia que pueden ser
considerados “fijos” (analisis del movimiento absoluto), o “mdviles” (andlisis del
movimiento relativo).

Los sistemas de coordenadas se eligen arbitrariamente en el marco de referencia
adoptado en funcion de la geometria del problema en cuestién. Las coordenadas mas
corrientes son: cartesianas, polares, cilindricas, esféricas, intrinsecas y generalizadas.

Coordenadas cartesianas: (x, y, z)

a) Terna derecha o dextrégira b) Terna izquierda o levdgira

Mirando desde el afijo (flecha) de
uno de los versores, el sentido de
giro en el plano de enfrente debe
ser antihorario.

Mirando desde el afijo (flecha) de
uno de los versores, el sentido de
giro en el plano de enfrente debe
ser horario.

Como convencidén, se acuerda que en el caso de dibujar solamente dos ejes, el tercero

sale de la hoja hacia el lector.
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Mecdnica Racional

Coordenadas polares: Se define un polo, un eje polar y a partir de ellos, la posicion
lineal y angular de un punto.

0 (polo)

eje polar

La base esta constituida por el versor radial ¢ que tiene sentido positivo alejandose
del polo en la direccién del vector posicion ¢ (con origen en el polo y extremo en el

punto), y por el versor transversal @ que es perpendicular al é con sentido positivo en
la direccidn creciente del angulo 4.

Coordenadas cilindricas: Son las coordenadas polares (¢, ) mas la posicidn de la

particula en la direccién perpendicular (lg)al plano polar (cota z).

o P(e6,2)

eje polar

Como se vera mas adelante, todos los sistemas coordenados son relacionables entre si.

Trayectoria: es el lugar geométrico de las posiciones ocupadas por un punto mévil con
el transcurso del tiempo.

Ecuacién del movimiento sobre la trayectoria:

Una forma de dar la posicién de un moévil es suministrar el valor del camino recorrido
sobre la trayectoria (o posicidon de la particula respecto de un punto tomado como
referencia). Es una forma escalar y graficamente se tiene:

12



Capitulo 1- Cinematica del Punto

| \? trayectoria

\ ..,

[ (Posicion) =1 y
/—.\ t

=1

I =1(t) es la ecuacion del movimiento en forma escalar. Para el instante inicial (t = 0), el
movil ocupara en general una posicion dada por el arco /, (espacio inicial) respecto al
origen de la posicidn. /; es una posicion de alejamiento maximo desde el punto tomado
como referencia.

En t, el movil esta en la posicién donde se comenzaron a medir los tiempos (I, = Ip). En
t3 el movil pasa por el punto tomado como referencia para medir las posiciones.

La funcion | = | (t) es continua por cuanto un punto no puede ocupar mas de una
posicidn para un instante dado. Esta forma de dar la posicién se usa cuando se conoce
la trayectoria.

Ley del movimiento:
Otra forma de dar la posicién de un movil es a través del vector posiciéon (P —0) =7
En un sistema de coordenadas cartesianas se tiene:

7)) = x(0)i + y() ]+ z(Dk

Esta es la ecuacién del movimiento
en forma vectorial.

Cada una de las coordenadas sera
una funcién continua del tiempo,
siendo las ecuaciones
parameétricas:

x =x(t)
y=y()
z=2z(1)

Las proyecciones del mévil sobre cada eje coordenado constituyen los movimientos
proyectados:

>

Fo=x(t)-i 5 Fo=y(0)-] 5 Fo=z(1)-

13



Mecdnica Racional

Al moverse el punto en su trayectoria, sus proyecciones sobre los ejes serdn
movimientos rectilineos. El movimiento real puede asi ser pensado como la
composicién de los 3 rectilineos simultaneos.

La relacion entre 1(¢)yr viene dada por:

dl = Jdx* +dy® +dz* =|di| 5 1-1

o

= J:Ot\/dxz +dy? +d2*

1.1 Concepto de velocidad:

Sea el punto P que se mueve describiendo la trayectoria indicada en la figura segun la
ley I =1(t)

en: r=t —>=ll=l(tl)
en: t=t, —>12:l(t1+At)

En el intervalo de tiempo el mévil habra recorrido un camino:
AN=1,—1,=1(t, + At) - 1(z,)

| -4

[= 10 L P(t0)

14



Capitulo 1- Cinematica del Punto

Al
A la relacion A_t se la denomina expresidn escalar de la velocidad media

Al
Vm=—
At

Luego, esta velocidad es una magnitud escalar y es la rapidez con que se recorren los
espacios en el tiempo. Cuando esta expresidn se mantiene constante cualquieraseaty
A t, el movimiento es uniforme. De igual forma:

AF -
E = Vm = expresion vectorial de la velocidad media

Para intervalos de tiempo muy pequeiios (At — 0)

Al dl
lim —=—=V expresién escalar de la velocidad instantanea.
A0 At dt
AT od et
lim — =—=1V expresion vectorial de la velocidad instantanea. Veamos
A0 At dt

si ambas expresiones se relacionan entre si. Siendo r una funcidén del tiempo a través
de |, se tiene:

F=7[l()]

di d7 dl V@
dt  dl dt  dl

pero en el limite d 7 estangente ala curvaydles el médulode d7 (y un vector
sobre su modulo es un versor):

y
En el limite, es |d77| =dl

ar -
Luego, E =1 versortangente ala

trayectoria

y V=v-I (1.1)

15



Mecdnica Racional

Es decir, el vector velocidad tiene siempre la direccién tangente a la trayectoria en el
punto considerado, un sentido concordante con el del movimiento y un médulo dado
por la expresidn escalar de la velocidad. La ecuacidon (1.1) es la expresidn vectorial de
la velocidad referida a una terna intrinseca. Graficamente:

Esta terna acompafia al punto en su movimiento. El versor tangente 7 positivo estd
dirigido a lo largo de la curva espacial (trayectoria) en el sentido en que se incrementa |
(t). Esta direccidn estd siempre univocamente especificada.

En cuanto a la direccién normal, sin embargo, hay un numero infinito de rectas
perpendiculares a 7 por P. Para hacer una eleccién Unica del versor 7 es necesario
considerar el hecho de que geométricamente la curva consiste de una serie de
“segmentos de arco diferencial” dl, cada uno de los cuales se construye segun el arco

de un "circulo Unico" que tiene un radio de curvatura p y un centro de curvatura 0'.

trayectoria

El versor normal »” que se elegira esta dirigido de P a O' y su recta de accién coincide
con la normal principal a la curva en P.

El plano que contienea 7’y »" sellama "plano osculador", el cual se mantiene fijo si
el movimiento es plano, por lo que es en este tipo de movimiento donde estas

coordenadas tienen su mayor aplicacién.

16



Capitulo 1- Cinematica del Punto

El tercer versor de la terna, denominado binormal, queda definido por:

A

b=1nh

Expresion vectorial de la velocidad referida a una terna cartesiana:

sea #(1)=x(t)-i +y(t)-]+z(t)-k
Luego
- - odx, dy. dz~ o dr

VZI’ZEZ+E]+E/€ , T=E—C

=N

V=Vx-i+Vy j+Vz-k

V=Vx+Vy+Vz

Vx, Vy, Vz, representan las proyecciones de

la velocidad del punto sobre los ejes

coordenados, siendo a su vez las
velocidades en los movimientos proyectados.

El médulo de V' es el valor encontrado para la velocidad escalar, ya que:

dl dx \ dy > (dzY
dl: d 2 d 2 d 2 —:V: (—j (—) (—) ’
\/x+y+z Y dr \/dr ar) "ar (1.9

Expresion vectorial de la velocidad en coordenadas cilindricas:

Az Sea ¢ = versor radial
é= cos@ f+sen(9j: e(t)
F(ty=e-é+z-k

de de dz ~

V=F=—é+—e+—k

dt dt dt

-0 sen@ i +0cosb |

0 (—sen@ [ +cos6 j)

>

. do A A A
donde 9:; y 6 =-—senf i+cosb j

17



Mecdnica Racional

Como se observa, 6 es un versor girado m/2 con respecto al versor ¢ en su plano y

A

de . .
recibe el nombre de versor transversal. Asi ;: 6 0 y por lo tanto:
t

- de - A odz o~
V=—e+e-0-0+—k
dt ¢ dt (1.2)

V=V -e+V,-0+V, -k

V. se denomina velocidad radial o de desplazamiento y Vg transversal o de circulacién

| valor del médulo serd: | %] +(e-0) (<]
El valor del médulo sera: o +(e~(9) +; (1.2)

1.2. Concepto de velocidades angular y areolar:

Al pasar el punto Pl(t:tl) a la posicién P2(1=11 +At) el vector 7 experimenta
una variacién de direccién medida por el dngulo AO en el lapso At.

AL . . .
Alarelacion —=0,, se la denomina velocidad angular media en el lapso

At
tyat + At
Az
trayectoria Py (t=t1) V]
P3 (t=t1+At)
A}_.
Po (t— _
o (t=0) :«k \ r AS -
0| ./ 46 .
— o }
0 j
i
X
Cuando At — 0:
A6 do
lim —=—=0 (1.3)

At—0 At dt

gue se denomina velocidad angular instantdnea

18
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Capitulo 1- Cinematica del Punto

Estas expresiones valen para trayectorias planas (solo se necesita intensidad y
sentido). Si la trayectoria es alabeada es necesario representar a ® por un vector
normal al plano determinado por 7y 7+ A7 y cuyo mddulo es la velocidad angular
escalar.

El drea As que describe r en At puede representarse por el semi producto vectorial
entre 7y Ar (area de un triangulo).

A§=1?AA7
2

obteniéndose un vector representativo del area. Armando el cociente incremental, se
tiene:

AS 1. AF
—_— =7 A—
At 2 At

que es el vector velocidad areolar media y pasando al limite:

lFAl7=S; 595 (1.4)
A0 At 2 t

vector velocidad areolar instantdanea (perpendicular al plano determinado por FyI7,
aplicado al punto 0, puesto que 7 es aplicado).
El médulo sera:

A
A S= ersem// = erg
5 < 2 2
P
P PN Por lo tanto:

7 i 1 2 , ’

S=—r--60 (1.4)
NP 2
é

Y

19



Mecdnica Racional

1.3. Concepto de aceleracidn:

Se analizard ahora la rapidez con que varia la velocidad en el tiempo.

Para pasar de P; a P, la velocidad

P, (t=t|+At) ) Dl
varibde ¥V, aV, en:

=l
g

AV =V, -V,

___________

Q

A la relacion

m

se la denomina expresion vectorial de la aceleracion media.

Tomando limite:

lim —=—=a=—5 (1.5)

V=v-1=—I
t
oo av___av,  di
uego: l‘_a_ ’ i

El primer sumando recibe el nombre de aceleracidn tangencial:

LAV d . dv

a=—=—1 a,=—-I
dt dt dt

20



Capitulo 1- Cinematica del Punto

travectoria

/
Para calcular / =— ndtese que cuando la particula se mueve a lo largo del arco dl en

dl
t
el tiempo dt, / conserva su magnitud unitaria cambiando sin embargo su direccidn, de

modo que se vuelva /' .
Si se grafica a continuacién el cambio (variacion) dl de !/ :
n

Rty

df

Aqui di se extiende entre dos puntos que estan sobre un arco infinitesimal dO de

di tiene un moédulo dli=7/dO y su direccidon se define por 7

radio ‘i‘:l
Por lo tanto,
.Consecuentemente:
~ . dA A
dl=dfn 0 —t=l=6?n
I vV
_:H:_:_
p P

s dl=p do
y como Yo, -

por lo tanto
Por lo tanto, la expresion final del vector a cuando se lo refiere a la terna intrinseca es
(1.6)

21
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Graficamente:

Conclusiones:

a) El vector a no tiene componente segun la binormal y por lo tanto estda contenido
en el plano osculador en el punto considerado.

b) La a,tendra siempre la direccién de la velocidad y define la variacién del médulo de
la misma.

c) La a,puede tener el mismo sentido o contrario que la V de donde resultan los
movimientos acelerados y desacelerados respectivamente.

d) La a, estd siempre orientada hacia el centro de curvatura y define el cambio de
direccién del vector velocidad a lo largo de la trayectoria.

Vi Andlisis del cambio de
direccién del vector velocidad
en dos puntos proximos de la
trayectoria
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Componentes del vector aceleracion cuando se lo refiere a un sistema de
coordenadas cartesianas.

Si la ecuacion del movimiento se refiere a una terna (O,i,j,k) , es decir:

Detalle en
P
& _d? _dx. dy . dz
dit — dt*  at* dr? dr*
dVx . dVy . dVz -
= i+ Jj+ k
dt dt dt
(1.7)

luego: d=a,l+a,j+ak

. _ (2, 2, 2
ysumodulo a =,/a; +aj +a;

ax, ay, a; son las aceleraciones de los movimientos proyectados.
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Componentes del vector aceleracion referido a un sistema de coordenadas
cilindricas:

Sea F(f)=e-6+z-k

donde: é=cos@-i+senf -

Analizando el plano polar:

de do N N dO A N -
Rl g === P J
0 dr ( sen@ -i +cos@ ]) r 0 0
Vi : 0
con 6 L ¢
e
oo, s, 0 4
ueeo = e U dr
N
Y derivando:
LAV _de dede ded) s d'0 5 dOdD d’z.
“a T ar T dear dear S ar " T ar dr  di?
Pero:
a0 = i(— sen0i +cos Hj)zﬁ(— cos Qf—senﬁj): —ﬁé
dt dt dt dt
Luego:

a=

d’e, dedd ; dedd 5 d°0 (ﬁj2A+d_zz,g
aar dr” ardr . Car T Nar) T ae
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de d@

dt dt

228 e
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2 2
Cals, O

1.8
dt? dt (1.8)

donde: a, es la aceleracion radialy a, la transversal
a, eslaaceleracién en el sentido de la cota y coincide en coordenadas

cartesianas o cilindricas.

En resumen, para una trayectoria plana:

Este grafico muestra las componentes de un mismo vector aceleracion en los distintos
sistemas de coordenadas. Obsérvese que las componentes varian de un sistema a otro,

pero el vector a es unico.
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1.4. Conceptos de aceleraciones angular y areolar

Repitiendo conceptos anteriores y teniendo en cuenta el apartado 1.2:

V]

Al pasar de P(t) a Py (t + At)

la velocidad angular se

incrementa de
®aom=0+Ao

Py (t+At)
v

| lacig .Aa)
A la relacion: A7 =Vm
se la denomina aceleracion
angular media en el lapso
At.

Si Ym es constante cualquiera sea At el movimiento angular es uniformemente
variado. En el limite:

. Aw do d*6
lim —=y=—=

- (1.9)
Ai—0 At dt  dt?

Que se denomina aceleracidén angular instantanea y refleja la rapidez de variacion de la
velocidad angular en el tiempo.

Sean S, yS’ las velocidades areolares en los instantes (t + At) y t respectivamente. El
vector:

AS 5§
At At

define la aceleracién areolar media.

AS dS 4’
lim = =
N0 A dE diE?

_S (1.10)

es la aceleracion areolar instantanea

Conociendo que § =—FAV y derivando:

1
2

§=—V/\I7+ll7/\ii—>
2 2

L
I

(1.10)

hll
>
Q)

N | =
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1.5. Expresiones de Gaston Darboux

Estas expresiones son sumamente importantes, puesto que permiten calcular en
forma rdpida las componentes de los vectores velocidad y aceleracién seglin un
sistema coordenado dado, cuando se tienen las ecuaciones horarias del movimiento
en otro sistema, constituyendo una herramienta de transformacién.

Sean dadas por ejemplo:

F)=xi+yj+zk
V(t)y=Vi+V,]+V.k

a(ty=a,+ ayf + aZ/€

Considerando las expresiones de V'y a referidas a la terna intrinseca:

Y efectuando el siguiente producto escalar:

V-a=Va

1

luego: a,= VI} (1.11)

Q!

Utilizando ahora el producto vectorial:

b a=— (1.12)

Il
N
S

Il

VA a

También puede determinarse el radio de curvatura de la trayectoria:

V3
P:m (1.13)

Con esta expresion se puede hallar el radio de curvatura de una curva dada con
independencia del movimiento. En efecto, suponiendo un movimiento segin una de
las coordenadas y conociendo la curva, se tiene la otra coordenada; luego se hallan

V y a y se aplica la ultima expresion.

El mismo procedimiento puede emplearse para pasar de coordenadas cartesianas a
polares o de polares a intrinsecas.

Para una mejor comprensién de las expresiones de Darboux se sugiere realizar la
grafica de la trayectoria y en el punto dibujar los vectores posicién, velocidad y
aceleracion con sus respectivas componentes.
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1.6. Diagramas:

Es comun en la mecanica representar graficamente algunos de
los parametros estudiados. Los diagramas usados mas comunmente son:

a) Diagrama posicion - tiempo:

!

-

0

| |

l=1(t)

dl . .
Como —=V, la pendiente de la tangente a la curva / = /(t) en cualquier instante

dt

representa el médulo de la velocidad instantanea: V = tg ¢

b) Diagrama Velocidad-Tiempo:

AV

v=v(t)

l|.

aquies V=V (t)

v dl
pero It
dl =V dt

I-1, = vdi

28
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la superficie debajo de la curva v = v(t) representa el desplazamiento sobre la

. L av .
trayectoria desde t; a t; ademas, siendo q, =7, la pendiente de la tangente en un
t

punto representa el médulo de la aceleracion tangencial: gy =a,.

c) Curva Hoddgrafa:
Sea una trayectoria cualquiera sobre la que se dibujan los vectores velocidad;

hoddégrafa

Tomando un polo 0 y trasladando a él los vectores velocidad paralelos a si mismos, se
observa que:

Es decir que la velocidad del punto P’ que recorre la hoddgrafa es la aceleracion del
punto P que describe la trayectoria.

d) Diagrama de aceleracidn-tiempo:

| ag

aquiesar=a; (t);y dv=a;dt

a=art)

v-v,=[ adr
4l

Av

La superficie debajo de la curva a = a(t) mide la variacién de la rapidez en el intervalo
de tiempo.
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1.7. Movimientos - Estudio cinematico.
Puede decirse que en la Mecanica todo se reduce a dos tipos de problemas:
a) Problema inverso: Se tienen las ecuaciones del movimiento y se desea conocer la

aceleracion. Es el problema mas sencillo, puesto que sélo implica derivar las
ecuaciones de movimiento, pero el que menos se presenta.

b) Problema directo: Dada la aceleracién, determinar la ecuacién horaria. Aqui pueden
presentarse problemas, ya que la integracidn puede resultar dificultosa. Este es el
verdadero problema de la Mecanica, puesto que la naturaleza impone las causas del
movimiento.

Se analizaran a continuacion algunos tipos de movimientos de interés en Mecanica.

1.7.1 Movimientos periddicos:

Definicién: un movimiento es periddico cuando en intervalos iguales de tiempo se
repiten sus propiedades cinemadticas, es decir, posicion, velocidad y aceleracién

(7,V,a) .
El intervalo de tiempo en que se repiten estas propiedades cinematicas recibe el
nombre de periodo (T).

Al nimero de periodos que se cumplen en la unidad de tiempo (el segundo) se lo llama
frecuencia (f) del movimiento, y es:

en T seg. 2> 1 ciclo de movimiento
1 ‘rciclos—|
7 e
en 1seg. = r $€8- 1 o [Hertz]

Como se verd, el mas simple de los movimientos periddicos es el movimiento circular
uniforme.
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1.7.2. Movimientos Circulares:

Son aquellos en que la trayectoria del punto en movimiento es una circunferencia.
Para el estudio de estos movimientos es mas sencillo utilizar coordenadas polares,
eligiendo como polo el centro del circulo.

0, = fase inicial del movimiento
Ro = posicion inicial
e = OR =r=_cte.

eje polar

Pueden presentarse varias alternativas particulares del caso general:
a) en el caso mas general: 0 = O(t) = funcion cualquiera del tiempo

e=re
V=eé+ted O
. . do ~ R
pero: ezOy@zE:a)(t).'.V:ea)H

A

Siendo en la trayectoria circular @ =1/ (versor transversal coincide con el versor
tangencial)

V=ecw | ; V=eow=row (1.14)

es decir que el vector velocidad es siempre normal al radio.

Para la aceleracion:

. .2 . . A
a=|r—-ré é+{2r9+r¢9}0
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—rw*é+r60 :

a

pero e=-n (versor normal)

>

Luego:

a=yrl+o°rn (1.15)

b) si y = cte, el movimiento circular se llama uniformemente variado y no es periédico:

éz]/ —>do=y-dt 'y o-w,=y (t-t,)
2

si t,=0>esw=y-t+m, y 9:7/?+a)0 140,
¢) Si o = cte. (y = 0), el movimiento es circular uniforme, aqui a; =0
Este movimiento resulta periddico puesto que si ® = constante, a partir de cualquier
posicion y en tiempos iguales, se repetirdan r, 17, da.
Aqui el periodo de tiempo empleado por el mévil para recorrer una vuelta con
velocidad o es:

angulo recorrido 2
‘ =t>T=—
velocidad angular w
la frecuencia: f = 1o
y YT 2x

las expresiones de movimiento para este caso son:

w=cte=0..d0 =wdt
Ent=0,es06=0y 2>

6=cwt+0, (1.16)

En movimientos circulares se acostumbra hablar mas del nimero de vueltas por
minuto (rpm) que de rad/seg. Es otra forma de expresar la frecuencia.

1.7.3. Movimiento oscilatorio armdnico (MOA)

Es el movimiento de un punto P° que es proyeccién de otro P que describe un
movimiento circular uniforme;
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~

Q.J“‘,.,’

Asi por ejemplo, el punto P’ realizara sobre el eje pp un movimiento oscilatorio
armonico siempre que sea proyeccidén del punto P que describe la circunferencia de
centro O y radio r con ® = cte respecto de O. Para simplificar se acostumbra tomar el
eje de proyeccién sobre uno de los didmetros y el origen en O:

Ja) = cte = velocidad angular
Para P es: \r=cte=radio

0 = ot + 0, = argumento o fase

Para P’ es:

O = centro de oscilacién
x = elongacién o posicién
r = semiamplitud

2r = amplitud

., . 2
= pulsacién o frec. circular = —
T

0 = fase o angulo de fase

La elongacidn estd dada por:

x=rcos@=rcos(w-t+06,) (1.17)
y: X, = cos 0,
luego: V=x=-r-o- sen (w-t+6,) (1.18)

a:}é:—r.a)z.cos(a)-t+¢90) (1.19)
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Puede demostrarse que este movimiento es periddico, para lo cual basta con evaluar x,
V y a, a partir de un instante cualquiera tomando tiempos iguales al periodo del
movimiento:

(

x, =rcosf,
t=0 J V,=-w-rsend,

_ 2
a,=—".r.cosf,

X, = rcos(27r +0 )= r-cosd, =x,
0

2
t=T= % vV, = —ra)sen(27r +6, ) =—rwsend, =V,
w
a, =-ro’ cos(27r +0, ) = —ro’ cosl, = a,
2

Asi, el periodo de este movimientoes: T=—
[

Valores Caracteristicos del Movimiento Oscilatorio Arménico: reciben esta
denominacion los valores maximos y nulos de x, V y a. Veamos cuando se producen.

1) Elongacion nula (x = 0)

X =7 Cos (a)-t+¢90)
cos(a)-t+490)=0
w140, =(2.n+1)% (n=012...)

el instante de nulidad, sera:

« (2n+l)7w/2-0,
I =

(4]

2) elongaciéon maxima o velocidad nula:

X=Xx_,=T Sx=V=0
V=—a)~r'sen(a)-l+90)
sen(a)-t+t90):0
w-t+0,=n-7 (n=0,1,2,....)

t**_l’lﬂ'—eo

(0]

3) Velocidad maxima o aceleracion nula:

V=Vméx=wr V:a:o
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a=—co2 -r-cos(a)-t+6’0)

cos(a)-t+00)=0 Lo t+6,=(2.n+1) %

t*:(z.n+1)%—00
(0]

4) Aceleracién maxima:

_ — 2 o
a=a,, =or—>a=0
a:a)3rsen(a)t+90) St =

Al hablar de x, V y a maximos, se entiende que se habla de mddulos, por ello sélo se ha
aplicado la primera derivada temporal como condicion de extremo (maximo o
minimo).

Gréficas de las funciones correspondientes al MOA.
Graficando x, vy a en funcién de 6:

X x Ty m iy, 2r sy,
A i
Xx=rcos0
—— -..__‘\ . T= 2?-[)( W
r :
0F0 H {seg
=10 ; ] .
H s sl e — e ¥ c— *
2m rad ; ;
I seg
A

; ¢ v = -@r sen 0
or | | | |
oko | s ; | tseg
; } -
t=0 ' i ]
-wr
S~ :

.......... ‘. a=-wlrsen@

w?r
0EO | | : ? 1seg

-wlr

Dado que el eje de abscisas representa la fase del movimiento, el diagrama (V-6) no
constituye la gréfica (V-t), aunque 0 = 0O (t). Para ello, debe reemplazarse 0 por t en las
escalas, luego:
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O=wt+0,

Para t = 0 (origen de tiempos) sera 6 = 6, por lo tanto, puede ubicarse el origen de los
tiempos para el valor 0, en los graficos anteriores. Con respecto a la escala, se esta

condicionado por aquella que se adopté para los 0. Veamos por ejemplo: si se hubiese

, T seg
corresponderia tomar Escala ¢= .
10 cm 10 cm

En otras palabras, al segmento que representa 6=27rad , le corresponde en el

2
tomado Escala 6 =

‘e . . 2
grafico de tiempos, el mismo segmento pero representando 7 =— seg.
w

Ecuacidn diferencial del MOA
El tratamiento precedente del MOA se basd en consideraciones graficas y cinematicas.
Resulta importante también dar al mismo un tratamiento analitico equivalente.

.7 . s il 2
La expresion de la aceleracion (1.19) puede reescribirse como a=—-w"x o:

X+ x=0 (1.20)
que es la ecuacion diferencial del MOA (segundo orden, primer grado, homogénea)

- . . . s .y At
Utilizando el criterio de Euler para hallar la solucién, se propone la funcion x=Ce”™ ,
e introduciéndola en (1.20), se obtiene la ecuacidn caracteristica:

2

/12+a) =0

dedonde: A4, =%io

Luego, existen dos valores de A que hacen que la funcion propuesta sea solucion de la
(1.20). La solucién general sera una combinacién lineal de ambas:

x()=Ae +Be®? =4 + B
=A(cosawt+isenwt)+ B(coswt—isenwt)
=(A+B)cosawt+(A—-B)isenwt

Para eliminar la parte imaginaria de la solucidn, se propone:

A+B=C ; A-B=-iGC,
C C c, C
con lo que se obtiene: A=—L_; =% ; B=—ty—%;
2 2 2 2

De esta manera mantienen A y B complejas, pero C; y C, son reales, lo que permite
tener una funcién real como solucién para el problema. Reemplazando:

x(t)=Cy coswt + C, sen ot (1.21)

que es la solucion general de la ecuacién (1.20).
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Resulta importante pasar esta funcidon a una forma equivalente; sean dos nuevas

constantes Xy y tal que:
C,=Xcosy

C, =—Xseny
y reemplazando en (1.21):

x(t)=X (cosycoswt—senysenwt)

T x(t)=Xcos(wt+y) (1.22)

()
X=1[C12+C22 R wzarctgL—C—zJ

1

con

Con esta ultima forma de la expresién de x(t) se observa la coincidencia entre las
soluciones aportadas por el razonamiento grafico-cinematico (1.17) y el analitico
(1.22), en la cual, X representa la semiamplitud ( r) y Y la fase inicial (8¢).

Estas constantes deben determinarse de las condiciones iniciales del problema:

Jx (0)=1x,

[x(0)=V,

=0

. ).c(t) =—Xw sen(a) t+ 1//)
y x, =Xcosy, V =-Xwseny
de donde:

S
Il
=
[\S}
+
7~ N\
[sS
N—
N

Ejemplo de aplicacion:

Sea el movimiento del punto P que describe la circunferencia de
radio r = 0.27 m, con una velocidad angular de 20 rad/seg. Encontrar el movimiento de
P’ sobre la direccién x sient =0 era x, =0.1m, v, = 5m / seg.

x(t)=X cos(a)t + z//)

x= —a)Xsen(a)t + (//)
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x, =0.1m= Xcosy

V,=55m/s= —ZOLXsem//

seg
Y dividiendo miembro a miembro
50 = 20tgy
tgy =-5/2
v =-1.19rad.
Ordenando:
0.1m = Xcosy

—5/20m = X seny

Elevando al cuadrado y sumando:

X =401% +(5/20)% =027 m

Respuesta:
X(t)=0.27 cos (20t-1.19) m

Composicion de movimientos oscilatorios armdnicos

En la Mecanica de maquinas, resulta importante determinar la respuesta de los
mecanismos a excitaciones alternativas que los afectan en forma simultdnea. Pueden
darse diversos casos.

a) Composicién de dos MOA segun la misma direccion
En este caso puede ocurrir que los movimientos tengan la misma pulsacién o distinta.

a.1) Igual pulsacion
Sean los puntos P; y P, que giran alrededor de 0 con MCU: w; =@, =® . Sus
proyecciones sobre la direccion de x realizan MOA.

Los movimientos oscilatorios
armonicos a componer seran:

xl = l"l COS(91

X2 = rz C0592
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Donde:

Siendo 4,, y 8,, los angulos medidos en t = 0, su diferencia sera una constante:
91 —02 2901 —902 = =cte.

Por lo tanto, la diferencia de fase en todo instante es una constante y el tridngulo
OP.P, gira sin deformarse. En consecuencia, se puede calcular el movimiento
resultante proyectando el vector posicidon 7 resultante de 7 y T, en cualquier

posicion:
X=x +xy =rcosf =r cos(a)t+o90)

Para resolver el problema se debe calcular su semiamplitud r y su dngulo de fase inicial
0., ya que ® es la misma por girar todos los vectores con igual velocidad angular.
Para ello se proyectan los vectores posicién sobre ambos ejesent=0

ry cosB  +ry cosO 5, =rcosf, =r,

rpsen6,; +r, senf , =rsenf, = ry

Siendo conocidos 7, r,,0,, y 0,,, se han obtenido los valores de r, yr, , por lo tanto:

[2 2 "y
rEqr Ty, 0, = arctg —

Ty

y el movimiento resultante sera:
x=rcos(a)t+90)

Como se observa, el movimiento resultante es otro MOA con la misma pulsacién que

los que lo generan, semiamplitud r y angulo de fase inicial ..

, 2z
El periodo es =—
w

‘X
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a.2) Distintas pulsaciones
Se supondra w, >, .

A

Los movimientos a componer
en la misma direccion son:

xp=r cosf =n cos(a)lt+¢901)

Xy =7, €080y =7 cos(w2t+902)

Partiendo de sus respectivas fases iniciales y teniendo en cuenta que o, >, puede
suponerse que después de un cierto tiempo las fases se igualardn en un 0,
determinado, alcanzando 7 a7 . Calculando el instante t, en que las fases de ambos
movimientos se igualan, sera 0, =0,

wlt0+001 :a)2t0+902 :00

0,,-0

. { = [ ol
y . o
W) — Wy

Siendo t, el tiempo necesario para que 7 alcance a 7 . Con este t, en las anteriores

se calcula 6,. En estas condiciones se puede simplificar el problema ya que,
comenzando a contar los tiempos a partir de t,, los dos movimientos componentes
tendrian la misma fase inicial:

x| =n cos(a)lt+00) l
= x=x1 +x2
Xy =1y cos(a)zt+90)J

El problema podria simplificarse ain mas girando el eje x un dngulo 6,, con lo que se
anularia la fase inicial, en tal caso:

X| =1 cos@ t

X5 =7, COS @yt
y el movimiento resultante sobre esta nueva direccién i’ , seria:

x'=x|+x5=r coswt+r, cosw,t
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Se analizard ahora si el movimiento resultante es periddico. Si lo fuera, para un
numero entero de vueltas p der, y otro q de 7#,a partir de 6, deberian volver a
encontrarse en esa posicion; es decir:

p a)l , .
—=—= NUmero Racional = T,/T;
q

Luego para que el movimiento resultante sea periddico la relacién de pulsaciones tiene
gue dar un numero racional (cociente entre nimeros enteros).

El periodo resultante T serd el tiempo minimo, Unico y comun para ambos
movimientos, es decir, el minimo comun multiplo.

T=pT1=qT;

Es importante notar que el movimiento resultante de la composicién de dos MOA en
igual direccidn y con distintas frecuencias, resulta ser de caracter oscilatorio, periédico

(si —-=Numero Racional), pero no es arménico.

ANNNNNNNANN L
VVVVVVVVVV

AV YAV ..
vv AvAY

Sean los movimientos: x; =4- cos(47z z+’%)

Xy =6~cos(37rt+%)
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— =—=—= NuUmero Racional
w, 3z 3

Luego, el movimiento es periddico.

w, p 4
Como: —=—=—=p=4 y ¢g=3
27 1 2 2 1 2
Asi: T|/=—=—, Th=—=—Yy T=4-—=3-—=25
o 2 w, 3 2 3

Graficamente:

p XM=t  y(t)=4cos (4t).n + W3)

TANANANAL
SRV VAVRVAVRVAY

A x x(t)=t ; y(t)=6cos (3(t).n + n/6)

4
y
L l l[‘,cs
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Este Ultimo grafico representa la composicion de los dos MOA anteriores.
Considerando t = 0 para ambos vectores coincidentes, éstos solo vuelven a
encontrarse después que el primero completd 4 ciclos y el segundo 3 ciclos, es decir
despuésde T=2s.

b) Composicién de dos MOA segun dos direcciones perpendiculares
También aqui pueden ocurrir dos posibilidades:

b.1) Igual pulsacién: @, =, =w

Debe determinarse la ecuacién de movimiento (7) del punto P que se mueve en una
trayectoria cuyas coordenadas x e y seran las elongaciones de los MOA segln
direcciones perpendiculares e igual pulsacion.

Iy trayectoria

Teniendo en cuenta que las pulsaciones son iguales, la diferencia de fase entre ambos
movimientos sera constante, como se vio en el caso (a.1).

0,-6,=6,,-0, =cte.

Por lo tanto el periodo del movimiento resultante serd el de los movimientos

componentes:
2

[0
Para determinar la ecuacion de la trayectoria de P, y = y(x), se partird de las ecuaciones

de los MOA que serdn sus respectivas ecuaciones horarias (paramétricas) en los
movimientos proyectados.

x=n cos(a)t+6’01)

y=r cos(a)t+902)

debiéndose eliminar el pardmetro t. Para ello, desarrollando el coseno de la suma de

dos angulos:

X
r_ =cosar -cost,; —senawrt -send
1

43



Mecdnica Racional

Y

)

=coswt -cost,, —senwr -send ,

se obtiene un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas, no homogéneo, cuya

solucion es:
x
— —send,;
n
y X y
- —-send,, -—senf , +—send
ry n )
cos ot = =
cosf, —senb, | —cosf,, -send, , +cosf,, send,,
cost,, -—send ,
y X
~—send,, ——send,,
p) Ul
y X
——cosf, ——cosb 5
14 I"l
sen @t =

sen(@ol —902)

elevando al cuadrado y sumando:

2 2
Y

X Xy
—+—-2——co0s

2

2
I’l VZ rl rz

(901 _'902) _Senz(aol _902) =0

44

Por lo tanto, el movimiento resultante de la
composicion de dos MOA con igual
frecuencia en direcciones perpendiculares
qgueda representado por la ecuacién de una
cdnica centrada en el origen, cuyos ejes
estdn girados respecto de los ejes
coordenados. Para cada diferencia de fase
se obtiene una cénica diferente. En general
se tendran los siguientes casos particulares:



Casos particulares

a) 001 _902 = O (ﬁJ‘FZ)
g cos(é’o1 —002)=1
Sen(901 _902)20

luego:
X2 y2 2xy
oty =
I”l }’2 rlrz
o)
(v )
— | =0
n n
»)
dedonde y=—"x
n

_r]

Capitulo 1- Cinematica del Punto

Fig a)

Iy

gue es la ecuacién de una elipse degenerada

dos rectas coincidente

S

Es decir que el movimiento resultante es oscilatorio y se desarrolla sobre la recta de

pendiente r, / ry (Fig. a).

b) 901_902:71./2 (ﬁE_’)
aqui: cos (901—902)=0
sen (0,1-0,,)=1

S

2 2
X y
..—2+—2—1
non

[

\901 =002 + M2

- X

El movimiento result
elipse cuyos ejes
coordenados.

ante se desarrolla sobre una
coinciden con los ejes
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En particular si ry = r, la trayectoria de P es circular.

) o cosz =—1 AY
c - =7r(rJ_r ) = ~
) Oo1=0p2 7 sensm =0 5
2 2
x° yT 2x 0y 002
A — = )
oo nn o1
: - X
0
2
XY r
6 |—+—| =0 y=-=x
hn n B} T

Ly
J/\\
s
I &
| . B
-]'I :
i =T
d 6,,-6,= 57 (r,=r, pero en sentidos opuestos)
Ly
( 3 Iy
cos—z =0 002
| 3 -x
[sen—n =-1 _
2 "
001
I

y el movimiento es el mismo que en el caso b).
e) Para fases intermedias entre las analizadas mas arriba, los movimientos resultantes

responderan a trayectorias elipticas mds o menos achatadas e inclinadas segln se
acerquen a la recta o a la elipse.
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En la siguiente figura, se observa que para cada diferencia de fase resultard una
trayectoria distinta, dando lugar a una familia de curvas que reciben el nombre de

“figuras de LISSAJOUS”.

En la practica, estas figuras se utilizan principalmente para medir diferencias de fase

entre dos senales utilizando un osciloscopio, como se observa en la figura.

En ingenieria mecdnica se utilizan para medir drbitas de ejes dentro de cojinetes en
maquinas rotantes. Esta es una técnica empleada asiduamente en programas de
mantenimiento predictivo de plantas industriales.

0p1—0g2=0° V

‘I 50
(-345°) /

4 360°

O

?-5301 50 V

N

N

345°
(-15°)

(/ (_45 0)
90° / \270“
-270& J-90°
225

C

135° )\

(-225°

L YD

N
165° \

(-195°)

01— 02 = 180° I\

\
N\

\

2 0 1) Chl oL
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b.2) Distintas pulsaciones:
Se considerara el caso en que o, >w,. Los movimientos a componer son los mismos
que en el punto (b.1) pero con o, = w,, es decir:

LYy

xX=rn cos(a)lt+<901) i
I |

y=r cos(a)zt+ 902)

Ahora eliminando t de estas ecuaciones puede obtenerse la expresiéon de la
trayectoria

y = y(x), proceso éste que no resulta tan directo como en el caso (b.1). Debe tenerse en
cuenta, como antes, que el movimiento sélo serd periddico si:

p o , .
—=—= NUmero racional

q @

Siendo en tal caso el periodo resultante el minimo comun multiplo de dos periodos
componentes:

T=pTi=qT;

Para cada relacion de pulsaciones habra una trayectoria distinta, dando lugar a figuras
de Lissajous como las mostradas, donde se ha tomado r; #r;

==
- Z2Z8SS

- R

§
(e
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Estas figuras tienen aplicacién en la practica cuando se usa un osciloscopio como medidor
de frecuencias para lo cual debe contrastarse una sefal cuya pulsacién sea desconocida
contra otra conocida.

1.7.4. Movimientos centrales

Se dice que un punto material se encuentra en movimiento central cuando el vector
aceleraciéon a, para cualquier posicion del punto en su trayectoria, pasa por un punto
fijo C denominado centro del movimiento.

P (tn) ¢

trayectoria W
_ trayectoria

P(t2) h
P(ty)

P(t))
)
P(t) /1
Movimiento Central Convergente Movimiento Central Divergente

Estos movimientos pueden ser convergentes o divergentes segln que hacia el centro C
concurran las aceleraciones o sus prolongaciones.
Si el movimiento es referido al centro C, tomado como polo, el vector a sdlo tendra

componente radial.

N En el movimiento central, la
P (t,) aceleraciéon areolar serd siempre
nula, por cuanto:

— — - 1
27%¢ =S éna
€
P(t)) Como los vectores € y a son
e - colineales, resulta:
82 l_— al _aCI e, p‘
— 0. — .
O0=C = d N -
S :EZO = § =vector cte.

Luego, el vector velocidad areolar sera constante.
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=~ 1 _ = -
Siendo S :Ee/\V, el vector V' vy el punto C determinan un plano invariable en el
gue se desarrolla la trayectoria.

Por tanto, todos los movimientos centrales tienen trayectorias planas que se barren
con

S =constantey S=0. La reciproca también se cumple.

Férmula de Binet: Determinacién de la aceleracion radial en funcién de 0.

Se desea obtener la ecuaciéon diferencial que se conoce en el dominio temporal,
expresada en el dominio espacial, realizando un cambio de variables.

Si se conoce la trayectoria de un movil animado de un movimiento central por su
ecuacioén en coordenadas polares (e, 0) y su velocidad areolar, se tiene

e=e(e,0)

1

Datosq| = )
S‘ = Ee 0 = cte.(*)

ysea: a,=é—e6> =a, (1)  (*%)
se desea pasar de a. (t) a ac (0). Para ello, de (*):

.28 A . .
0= —-=— con A =28 = Constante de Binet
e e

y como e = e(0), ya se conoce, el segundo sumando de la (**) en funcién de 6. Para el
primer sumando:

es e=e|0 ()]

- de do
. e =—. .
luego: 0 dr
A de _» de d(l/e
Asi é:_z ——=le 2_2—/1(—)
e” do do do
d[ die]  d*lle . 2 d*lle
Ahora: ez—L—/i =— 0 =—— 5
d do dé e de

reemplazando en (**):
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ae:— = —

2 dt1e 2 2ldtase 17|
BT I e s R St 1.23
e do? et et a0 e (1.23)

Esta expresion se denomina formula de Binet y resulta de aplicacién inmediata para
resolver los problemas en movimientos centrales. Permite calcular en un movimiento
central, cuya trayectoria y velocidad areolar son conocidas, el valor de aceleraciéon
(radial) del movil en funcion del argumento 0 para cada posicion.

Es interesante también conocer la expresion de la velocidad en funcién de 6:
Sabiendo que:

V=é¢é+eb o
VEi=V .V =(&)?+(eb)?

introduciendo los valores de ¢y e en funcién de @ recientemente encontrados:

- :12(d1/6j2+£:12 (dl/eszri

2 do &> (1.24)

e
Se presenta a continuacién una importante aplicacién de esta teoria.

Movimiento de Kepler:

Uno de los movimientos centrales mas interesantes es el llamado kepleriano que
cumplen los planetas alrededor del sol.

El problema consiste en determinar la trayectoria de un punto material atraido por un
centro fijo en razén inversa al cuadrado de la distancia, es decir:

a -2, (1.25)
e

El problema enunciado puede pensarse como la puesta en érbita de un satélite
alrededor de la Tierra, con las condiciones iniciales:

A
L
Vo 0 g\& o Q"\ﬁ
-
v ele -
\e},_ l;\
o-C
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0=06,=0

V=V,
Datost=0 |[@p=¢,

e=e,

- k-,

aeoz—ge

e
, d*lle 1 k
6 92 +;=/1—2 (1.26)

Ecuacidn diferencial del movimiento (ordinaria, de segundo orden, primer grado, no
homogénea)

Se propone el siguiente cambio de variables:

G

e
luego: S'"'+<E=K (1.26")
Cuya solucién general es:

§0)=¢,+¢,

para la particular, se elige: fp =Cte= k/ﬂ,2
Luego la solucién general de (26°) es:

1 k
5(0) =;: Acos(¢9+,6')+/1—2

2k
6 e=
R (1.27)
1+ cos(9+ﬂ)
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Esta es la ecuacién de una cdnica en coordenadas polares referida a un foco y cuyo eje
focal forma un angulo 3 con el eje polar.

Donde:
== pardametro de la cénica.
Aﬂz c
— =& =" excentricidad de la conica
k a
AY
/b' _\
F
- X
\ _____/
C
[ d

Recordando que:

€ = 0 = Circunferencia
. €<1-> Elipse

e =1 - Parabola

€ > 1 - Hipérbola

Para conocer e = e(0) con la (1.27), deben determinarse A, Ay 3

Calculo de A:
) 1 .. )
A=25=2-—e’f =eel =eVcosp
2 3
pero siendo § = cte., su valor se mantendrad para toda posicién del movimiento. En

particular parat =0, se tendra:
A =e, -V, cosp,

Célculode Ay [3:

Se necesitan dos ecuaciones; la (1.27) es una. Para la otra, se
expresa (1.24) en funcidn de las incégnitas:

! k
se tiene: —= A-cos(e + ﬁ)+—2
¢ A
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2

1 k 2kA
luego: —-= 4* 0052(9+,6’)+—4+—200s(6’+[)’)
e A A
., dlle
y también: =—Asen(6+p)

reemplazando en (1.24):
kZ
V= A ot 2 Akcos(6 + B)

Recurriendo a las condiciones iniciales:

2k
e, 5
1+ ——cos
. B

V2= A +k* | A +2A4kcos B

LS

1
De (1.27’) Acos 8 = Z
o

en (1.28")

k2 12 k 1/2
ST

o

] 5 |(1/e0 —k//zz\l
uego: =arccos| ———
\ 4 )

Con lo que se conocen Ay f3.

Velocidades orbitales:

(1.28)

(1.27’)

(1.28)

(1.27”)

Para analizar las velocidades de lanzamiento correspondientes a las diferentes drbitas
posibles, es conveniente anular el angulo B entre los ejes focal y polar, haciéndolos

coincidir. En ese caso, la ecuacién (1.27) se reduce a:

Pk
1+ gcosé

54
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Si se elige la velocidad Vo para que la érbita resulte circular, es decir € = 0, de la
anterior expresion resulta:
2
A

€=——=cte

k
Ycomoes A =e, -V, cose, ,parado=0resulta A=e, -V, , de donde

por debajo de esta velocidad inicial el vehiculo no entrara en érbita, sino que caera
describiendo una especie de espiral. Entre este valor de la velocidad y el
correspondiente a la pardbola, la trayectoria sera una elipse. Si € = 1, de la ecuacion
(1.27.bis) se tiene

/12
e=—
2k

Y procediendo de la misma manera que antes, resulta
2k

e

o

= cte

2

V()

Para este valor de Vj la trayectoria sera abierta y el vehiculo no regresara, motivo por
el cual se la denomina velocidad de escape. Si € > 1 la trayectoria serd una hipérbola,
para la cual un foco actua como centro de atraccién y el otro como centro de

repulsion, por ello para una aceleracion del tipo
k

a=——é
o2
solo puede usarse la rama que hace que el movimiento sea de atraccion.

Ejemplo de Aplicacién:

Un satélite es colocado en vuelo libre a 600 km de la superficie de la Tierra y
paralelamente a ella (ver figura) con una velocidad inicial de 8333,33m/s. Suponiendo
que el radio es Rt = 6378 km y que k = 39,88 x 10> m? / s2.

t=t

—

<l

v
. \]k 0
T t=0 ep
Apogeo ) Po="0
“'H-..___‘_____‘_‘_ _'_'__'_'d_/

600 km
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Determinar: a) velocidad areolar, b) excentricidad de la trayectoria orbital y c)
velocidad del satélite en el apogeo.

Solucién:
a) A=2S8=e, V, cos g, = (6378 km+600 km) - 8,3333 Km/s.
= 58150 Km?/s.

S=1/2=29075Km* /s
2

AA
b) ¢ = Debemos determinar A. Del sistema (1.27’ — 1.28’), y teniendo en cuenta

que para este sistema coordenado es 3 = 0, resulta:

A_L_i_ 1 _39,88x104Km3/s2 B
e, A 6978Km  58150°Km’/s>
= 1,43x104 -11 8x107* = 0,253x10’4 1/Km.
2
0,253 x 10+ (58150 Km? / s°
£= 2 ) =0,215
3988 x 10 Km®> /s
e <1= elipse
c) V?=A24% +k* /2> + 2 AkcosO
2
39,88 x 10*
2 :581502(0,253x10_4)2+(—x2)
Pg 58150

+2-0,253x107*-39.88x10% - cos 7
=2.1644 + 47,03 20,18 = 29,019 Km? / s°.

V' =4/29,019 =5,386 Km / s =5386m/ s.
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