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Capitulo 2 — Cinematica de los Sistemas de Puntos

Capitulo 2

CINEMATICA DE
SISTEMAS DE PUNTOS

2. CINEMATICA DE LOS SISTEMAS DE PUNTOS

Cuando un conjunto de particulas se mueven ligadas por ciertas relaciones se dice que
constituyen un sistema. Este puede ser discreto o continuo segln esté constituido por
una cantidad finita o infinita de puntos. Cuando se trata de determinar la posicién de
todos los puntos de un sistema, en apariencia se necesitarian tantos parametros como
puntos materiales tenga el sistema por tres P; (x, Vi, z), pero como los puntos
materiales estdn ligados por ciertas relaciones entre sus coordenadas (o pardmetros),
dicho numero serd mucho menor.

2.1. Definiciones:

Se denomina configuracion a una posicién del sistema material y conjunto de
coordenadas del sistema al nUmero de coordenadas (m) o parametros necesarios para
determinar su configuracion.

Como se ha visto en el capitulo anterior, puede emplearse una gran variedad de
coordenadas. Asi, por conveniencia, se usa la letra g como simbolo general para
representar coordenadas sin importar cual sea su naturaleza. Por lo tanto, q se
denomina coordenada generalizada y frecuentemente se indicaran las m coordenadas
gue se necesitan para especificar la configuracion de un sistema como qs, 9z, ... , Om.
Reciben el nombre de condiciones de restricciéon, de ligadura o de vinculo las (n)
relaciones que se establecen entre las coordenadas o parametros, ya que al
relacionarlas entre ellas se establecen trabas a su variabilidad, o lo que es lo mismo, a
la movilidad del sistema.

Se denomina coordenadas libres (k) del sistema material a la diferencia que existe
entre el conjunto de coordenadas del sistema y el conjunto de condiciones de
vinculo (k = m - n). A ese numero, el cual resulta independiente del sistema de
coordenadas adoptado, se lo llama grados de libertad del sistema. (k = gl) y son el
numero de coordenadas independientes (sin incluir el tiempo) que se requieren para
especificar completamente la posicion de todas y cada una de las particulas o partes
componentes del sistema. Es interesante notar que los parametros o coordenadas
libres se eligen a voluntad entre las variables del problema.

Ejemplo: sean tres puntos que forman un sistema material en el cual las distancias
entre ellos deberdn permanecer constantes. Se tiene:

57



Mecdnica Racional

z
A P,
P: i 19) X1:X2:X3:O
P, I
| | %3 d,_, =cte.
: zl : 22 : 29) d273 == Cte
'D | | ] P— dO—l = Cte
Y ¥z ¥ )

a) El conjunto de coordenadas del sistema, sera:

JYL a1
m=6 1Y,,2, (2.1)

Y3:23
b) Las condiciones de vinculo:

(Zz - 21)2 +(y2 - y1)2 = d122
n=3 (23_22)2"'(3/3_)’2)2:(12?3 (2.2)
2
1

c) Los parametros libres:k=m-n=6-3=3gl

Esto significa que en (2.1) pueden tomarse a voluntad tres coordenadas como
libres, pero las otras tres quedan dependientes de éstas. Es decir, si se da una variacién
(movimiento del sistema) a las libres, las dependientes se moveran obligatoriamente
de determinada manera compatible con las condiciones de vinculo (2.2) impuestas.

Si se analiza este mismo sistema en coordenadas generalizadas (q):

Aqui ey, ey, Yy €3 N0 son parametros.

a)m=0q;=6,,6,,0,(j=12,3)
b)n=0
c)k=3-0=3gl
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Se observa que los grados de libertad son independientes del sistema de coordenadas
utilizado.

Cuando las restricciones pueden expresarse en formas algebraicas sencillas del tipo de
las anteriores, se denominan holénomas, y en ellas las ecuaciones de ligadura o de
vinculo pueden expresarse en funcién de las coordenadas solamente, o de las
coordenadas y el tiempo si los marcos de referencia son mdviles; en éstas, el nimero
de coordenadas generalizadas es igual al nimero de grados de libertad. Existe un
grupo de problemas para los que las restricciones resultan ser ecuaciones diferenciales
no integrables que se denominan no holénomas, los cuales no seran tratados en este
curso.

En los sistemas mdviles siempre resulta m > n dado que los gl representan los distintos
grados de movilidad del sistema por ser el nimero de pardmetros libres que pueden
variarse en forma arbitraria. Se los denomina sistemas mdviles o0 mecanismos. Cuando
m = n, el sistema material queda inmdvil por cuanto no habra parametros libres y las
coordenadas del sistema resultaran de resolver el sistema de ecuaciones formado por
las condiciones de vinculo. Son los llamados sistemas isostaticos. Existen sistemas
materiales donde m < n, en este caso tampoco habrd pardmetros libres y el sistema
seguird siendo inmovil. Son los sistemas hiperestaticos. Desde el punto de vista
cinematico los dos ultimos no tienen aplicacion. Este curso se orientard hacia el
estudio de los primeros.

2.2. Sistemas materiales rigidos

Cuando un sistema de puntos materiales se mueve de forma tal que la distancia
relativa entre los distintos puntos permanece invariable se dice que el mismo es rigido.
Tal sistema se denomina cuerpo, chapa o barra segun si los puntos materiales se
distribuyen en el espacio, sobre una superficie o sobre una linea respectivamente. En
estos sistemas, la condiciéon de vinculo fundamental es la de rigidez, conocida
comunmente como condicidn geométrica de rigidez:

(F-Ff=r?=d2=cte (2.3)
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Grados de libertad de un cuerpo libre en el espacio. Tomando tres puntos no alineados

de manera de poder contar con un plano que sirva como referencia para ubicar
cualquier otro punto del sistema rigido, entre dichos tres puntos se pueden formular
tres condiciones geométricas de rigidez:

De estas expresiones se obtienen las siguientes tres ecuaciones de vinculo:

(

(Xl_X2)2 +(y1_ y2)2 +(21—22)2 =df,

n=3 (Xl_xs)z +(y1_ y3)2 +(Zl _23)2 =df

| 2 2 2 2
[(Xz —xa) +(y2—Va) +(z-25)" =d,
de las cuales aparecen nueve parametros del sistema.

Jxl’ Yir iy
Conjunto de coordenadas m=9 \X,, Y,, Z,

X3y Y31 23

Luego, los parametros libres:k=m-n=9-3=6gl
La cantidad 6 representa el nimero de pardmetros libres o grados de libertad del
sistema rigido en el espacio.

Condicién cinematica de rigidez
Teniendo en cuenta la condicién geométrica de rigidez:

(Fj —ﬁ)2 =dj = cte.
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y derivando con respecto al tiempo:

z(rj—ﬁ).(%—z—i}o

ordenando:
(F=%) Vi =(F-F) -V,
Dividiendo m.a m. por d;; = ‘Fj -
Vj’fij :\7i'ﬁj (2.4)
r—r
con: I, :‘F —F‘

La (2.4) recibe el nombre de condicidon cinematica de rigidez y expresa que si un
sistema material se desplaza rigidamente, las velocidades de dos puntos cualesquiera
del mismo proyectada sobre la direccion que ellos determinan son iguales.
Graficamente:

2.3. Movimientos de los sistemas rigidos

Un sistema material rigido en movimiento puede considerarse en uno de los
siguientes estados:

a.1) Traslacion

a) Estados simples {a.Z) Rotacion

MOV|m|entos d? los [b.1) Suma de Traslaciones
Sistemas Materiales

Rigidos b Estad . b.2) Suma de Rotaciones
stados compuestos .
) pu b.3) Suma de Traslaciones +
Suma de Rotaciones

Se estudiaran a continuacion cada uno de estos estados.
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a. Estudio de los movimientos simples:

a.1) Movimiento de Traslacion:
Un sistema rigido se encuentra en movimiento de traslaciéon cuando el vector
posicién relativo entre dos puntos del mismo permanece constante:

’ p r, —T =T, =vector constante (2.5)

3

Es decir que un segmento definido por dos puntos de un cuerpo permanece paralelo a
si mismo durante el movimiento de traslacion.

En un movimiento de este tipo se cumple:

1) Las trayectorias de todos los puntos del sistema son congruentes, es decir, son
idénticas pero se dan en distintos lugares del espacio, son superponibles:

de (2.3)
r; — T =T/ —T'=vector cte.
F—i/_"—i’ — I‘—’j!_Fj
6 AL =AT,
si

Si los desplazamientos elementales son idénticos; al integrar, las trayectorias diferiran
en una constante (seran congruentes).

2) En el movimiento de traslacién todos los puntos tienen el mismo vector velocidad.

AF AT,
Tomando AF = Ar; y formando el cociente incremental: A_tl = th
aplicando limites, cuando At — 0, resulta
\7i (t) :\7j (t) (2.6)
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Luego, si todos los puntos tienen la misma velocidad, ésta estara representada por un
vector libre llamado vector traslacion 7 (t) cuyo médulo, direccién y sentido es el de
la velocidad de cualquier punto del sistema. Cuando esta propiedad se cumple para un
solo instante, se dice que la traslacidn es instantanea.

Un ejemplo caracteristico de este ultimo caso es el mecanismo biela-manivela. En la
figura siguiente se observa que en la posicion OBA el movimiento no es de traslacién
ya que los vectores velocidad de los puntos A y B son distintos, mientras que en la

posicién OB’A’ hay traslacién instantdnea porque los vectores velocidad de A’y B’ son
iguales.

181 B! =
- - \'B
T G N\B
J‘ ~ (D ‘I'. ‘H‘_‘-“\H"'m\“‘
{ Al A
[

0 v ' 7

J \Ar ﬂ'! ' \A

3) En el movimiento de traslacion todos los puntos tienen el mismo vector aceleracién.
Derivando (2.6)

a;=a; (2.7)

Por lo tanto, el vector a ~“en este movimiento també n esta representado por un

dt
Esta propiedad no se cumple en la traslacion instantanea. (ver ejemplo biela-manivela)

vector - . dr
libre lamado vector aceleracion de traslacion. | —

a.2) Movimiento de Rotacién:

Se dice que un cuerpo rigido se encuentra en este movimiento cuando dos de sus
puntos permanecen fijos durante el mismo respecto a un observador situado en 0,
perteneciente al marco de referencia. Sean esos los puntos 0; y 0, del grafico:
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Vol :\702 = 6

En este caso serdn fijos todos los puntos
pertenecientes a la recta determinada por
0; y 0,. Dicha recta recibe el nombre de
eje de rotacion.

Con k numero real cualquiera. Derivando ambos miembros:

df,, dF, dar.  df - N
08 oz _ Tl T2 Ly oy —klV, -V ]=0
dt  dt (dt dt j 03 oz (°1 °2)

Luego V,; =0, como se queria demostrar.

Se demostrara ahora que en un movimiento de rotacién la velocidad de un punto del
cuerpo es normal al plano determinado por el punto y el eje de rotacién. Considerando
para ello un punto P del sistema rigido cuyo eje de rotacion esta dado por 00;:

Asi V, =V =0

—
N

Aplicando la condicién cinematica de rigidez para el punto P con respecto al 0y al 04
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<

F1 \701'F1=O
/ 0

V,

<
=
Il

0 r =
de donde se deduce que V LT y I, como se queria demostrar.

Esta propiedad unida a la condicién geométrica de rigidez dice que en el movimiento
de rotacion cada punto del sistema rigido realiza movimientos circulares con centro en
el eje de rotacién y en planos normales al mismo. Es decir que si ® es la velocidad
angular de dicho movimiento, el médulo de la velocidad de un punto cualquiera es:

Vi=on

Es de gran interés en Mecanica darle al movimiento de rotacion una interpretacion
vectorial definiendo un vector rotacion @ cuyo mddulo es la velocidad angular del
movimiento circular de cualquiera de sus puntos, cuya direcciéon es la del eje de
rotacion y cuyo sentido responde a la convencién de terna adoptada (derecha o
izquierda):

asi

V =aonT

‘\7‘ = OIseng = or,

Obsérvese que mientras @ es un vector axial (puede desplazarse sobre su recta de

accién), V resulta ser aplicado (propio de cada punto material del sistema).

Ahora no sélo debera estudiarse la variacion de la velocidad de un punto en el tiempo
(2) sino también la variaciéon de @ en el tiempo (¥) . Supdngase para ello un vector
rotacion en un eje definido por un versor @ :

M
®
En este caso, @ es un versor constante
=00
do do.
a a7

a este vector se lo llama vector
aceleracién rotacional o angular.

Mas adelante se analizara el caso en que
la direccién de @ varia con el tiempo.

La aceleracién de un punto cualquiera, sera
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V=@&nf
a—d—v—@ A G AFrGAY
Tt dt N TN IATTeN
=7 AF+dA(OAF) (2.8)

Se acostumbra denominar:
¥ AT = aceleracion tangencial = @,

o N (c?) A F) = aceleracién normal = a,
luego: a=a,+a4a,

Eiemplo de aplicacién:

El cono de la figura gira con o = 3t + 2 [rad/seg] alrededor del eje K . Sabiendo que en
t=0, era 6 =0, determinar: a) velocidad y aceleracion de P en t = 3 seg; b) ¢Cuantas
vueltas habrd girado hasta ese instante?

AZ
®
v
ﬁn‘
5 = < -
P
3 h=12cm
i
0

Solucién: a) 0 = w,t +%t2 =2t +gt2
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F(t) = 3(cosdi + send ) +12k

V() = BAT = (3t + 2)kn [3(cos6i + seng )+ 12K ]

V(t) =33t + 2)[cos¢9] - sen@f]

6(3) =19,5rad

V (3) =311{0,79] - 0,60f | = ~19,97 + 26 j[cm/s]
a=7 AT+dA(dAT)

a(t) = 3K A [3(costi + send )+ 12K |+ (3t + 2)k A 3(3t + 2)lcoso § — senoi |
a(t)=9(cos® j—sen 61)+3(3t+2)*(—cos @i —sen 4 j)

a(3) = 711] - 5,4 +363(- 0,79 —0,60])

=-29247F - 210,69 j[cm /52

b) 6(3)=195rad =1117,26°= 3,1 vueltas.

b. Estudio de los Movimientos Compuestos

El concepto de composicion de movimientos simultaneos sélo tiene aplicacion desde el
punto de vista de los movimientos relativos; es decir, que un cuerpo tiene un cierto
movimiento con respecto a otro cuerpo que a su vez también se mueve.

Asi por ejemplo si el punto P de la figura se mueve en el plano o con una traslacion
hasta la posicion P’, al mismo tiempo que o gira alrededor de 0, se dird que P estd
sometido a la traslacién 7 relativa al plano oy a la rotacion @ de dicho plano (al que
pertenece dicho punto y al que arrastra en su movimiento).

b.1. Composicidon de traslaciones:

Considérese un cuerpo sometido a las traslaciones 7, 7,, 73, .... 7, simultaneas. Si se

analiza un punto P de dicho cuerpo, considerando separadamente los desplazamientos
del mismo debido a cada traslacion en el mismo intervalo At.
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AF = 7, At
AF, = 7, At

y el desplazamiento total resultante tendra por expresion:
n
AF = AR+ ...+ AF, = D AF,
j=1
es decir: AF=(51+EZ + ~--+fn) At=7 At
n

(2.9)

all

con 7 =
=1

i

Nétese que 7, que es la velocidad resultante, es otra traslacion. Por lo tanto, el
movimiento resultante de varias traslaciones es una traslacion. Tal vez sirva al lector
para la visualizacién del tema, el imaginar un punto sobre una hoja de papel que se
traslada sobre una mesa en traslacién con respecto a una plataforma que a su vez se
traslada.

Arq _
Ary

b.2. Composicion de Rotaciones

Se analizaran para este estado compuesto de movimientos, distintos casos:
b.2.1. Rotaciones Concurrentes
b.2.2. Rotaciones Paralelas
b.2.3. Par de Rotaciones

b.2.1. Composiciéon de Rotaciones Concurrentes:
Sea un punto P de un cuerpo que gira sobre el eje de @, girando éste
simultdneamente sobre el de @;; interesa conocer el tipo de movimiento que resulta.
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En tales condiciones, P tendrd las velocidades V, Yy V, originadas por @,y @,, segin
las siguientes expresiones:

Vi=@, AT

sumando miembro a miembro

V=@AT (2.10)

Luego el movimiento resultante es una rotacién pero con un solo punto fijo que es el
0. Por lo tanto, el vector rotacidn resultante @ no es fijo y por ello da lugar a la
denominada rotacién instantdnea. Al punto fijo O se lo llama polo y al movimiento se
lo denomina polar.

Generalizando la demostracién con @,,®,,--,@, rotaciones concurrentes se deduce

gue el cuerpo sometido a ellas posee un movimiento de rotacion instantanea sobre un
eje que pasa por el polo, siendo en cada instante la rotacién el vector resultante de las
rotaciones dadas.

&= i 3 (2.11)
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b.2.2. Composicidn de Rotaciones Paralelas
Considérese el punto P del disco que rota con @, sobre si mismo mientras que

el bastidor que lo sostiene gira con @, alrededor de su eje fijo OR .

RAME

[0
® @ P
|
[T B jull
o %
'/if 1|/
0, 03 0,
41
0 -
aqui sera:
V=@ AT
\72:57’2/\'72

sumando miembro a miembro
V=o,Al[+@, AT,

Utilizando la ley de composicion para vectores paralelos, podrian sumarse:

@, + @, = @, pasando por O3, luego: V=BT .

Por lo tanto, la composicién de varias rotaciones paralelas simultdaneas origina un
movimiento de rotacién_instantaneo alrededor del eje del vector @ resultante.

b.2.3.Par de Rotaciones:

Si en el sistema rigido anteriormente dibujado las rotaciones @ Y @, a que esta
sometido el disco son ademas de paralelas, de la misma intensidad y de sentidos
opuestos, se tendra:
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PERFIL

P P B AR

¢, = o, At
P, =~ Al =—p,

Por lo tanto, V = vector constante
w en cada posicion. Es decir, todos los
) 0 puntos del disco tienen la misma
"""l'-.(Pl ‘ velocidad, puesto que si se hubiera
MM_ tomado otro punto para el andlisis,
por ejemplo el P’, el resultado

hubiese sido el mismo. Luego, el

PLANTA movimiento resultante es una
traslacion curvilinea.

b.3. Composicién de Traslaciones con Rotaciones:

En la siguiente figura se considera un plano a que es perpendicular al eje de rotacién
de un cuerpo y que contiene una seccién del mismo. Se grafica la rotacidon @
(resultante de todas las rotaciones que actuan sobre el cuerpo) que pasa por el punto
O vy la traslacién 7 (resultante de todas las traslaciones y pares de rotaciones) al que
por ser un vector libre se puede representar en el punto O.
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Para simplificar el estudio del problema

debido al angulo ¢ que forman @ y 7
se descompone a éste en 7, yfp ,
presentdndose los siguientes casos:

- b.3.1. Composicién de 7 paraleloa @
T

- b.3.2. Composicién de 7 normala @

Una vez analizados estos dos casos se
volvera al general.

b.3.1. Composicion de Traslaciones y Rotaciones paralelas

La) En este caso un punto P del cuerpo
describe un movimiento circular con
centro en el eje @ y al mismo tiempo
el plano de su movimiento se mueve
paralelo a si mismo. Por lo tanto, P
describird un movimiento helicoidal
lo que implica que cada punto del
sistema rigido realizara un
movimiento  helicoidal distinto
alrededor del mismo eje.

La velocidad resultante de cada punto
estara dada por la suma vectorial de la
impuesta por la rotacion y la impuesta
por la traslacion

V=7+@AT (2.12)

b.3.2. Composicion de traslacion con rotacién cuando ambas son perpendiculares.
Si se analiza un punto P cualquiera del cuerpo, éste tendrd dos velocidades
impuestas simultdaneamente por @y 7 .
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[N
m
3

|

<
Il
N,
+
Q
>
‘Dﬁ

En este caso, es posible encontrar un punto C para el cual la suma 7 + @Af, =0

En la siguiente figura se observa que cualquier punto ubicado sobre la recta oc posee
dos vectores velocidad colineales de sentidos opuestos: uno debido a la traslacién y
otro a la rotacién. Habrd entonces un punto C a una distancia I, desde O para el cual
ambos vectores sean iguales y de sentidos opuestos.

Eje instantaneo de rotacion

w

]

Todos los puntos de la normal al plano que pasa por C tendran velocidad nula. Luego el
movimiento resultante serd una rotacion alrededor de ese eje de velocidades nulas, el
cual, por otra parte cambiara de posicidn con el tiempo debido a que es “arrastrado”
por la traslacién.

Por lo tanto, se trata de una rotacién instantanea. Al punto C se lo denomina centro de
rotacién instantdnea o polo de velocidades y al eje normal al plano it que pasa por C se
lo llama eje instantdneo de rotacién.

Es de interés ubicar al polo:

—

V. =7 +@nF, =0
multiplicando vectorialmente por @ ambos miembros de la igualdad

OAT + OA@AT,)=0
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Resolviendo por Gibbs el doble producto vectorial:
OAT +d(oT,)-F (26)=0

y tomando ol,=>0-,=0

resulta: rL=—>73 (2.13)

Un ejemplo cldsico de este movimiento lo constituye la rueda de un vehiculo, en la
cual el centro instantaneo C se encuentra sobre el pavimento.

Al

SSSSS S SSS S S /

Notar que la velocidad absoluta del punto del cuerpo que coincida con el centro
instantdneo de rotacién es nula en dicho instante, pero su aceleracién no lo es. Luego,
el centro instantaneo de rotacién considerado como punto del cuerpo, no puede ser
tomado como centro instantaneo de aceleracién nula.

Volviendo ahora al caso general b.3 en que @y 7 forman un angulo cualquiera, el
mismo puede ser analizado por superposicién de los dos casos anteriores:
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Supdngase en el punto O una rotacién @ y una traslacion 7 que forman entre si un
angulo &.

Componiendo @ con la proyeccién del vector traslacién normal a ella 7, se obtendra
una rotacidn instantdnea en el centro instantdneo C. Y siendo 7p , la proyeccion del
vector traslacion en la direccidn de @ un vector libre, puede ser trasladado al punto C,
resultando un caso de composicién de una rotacidn instantanea con una traslacién
paralela ( c?)”f).

Luego, se desarrolla un movimiento helicoidal instantaneo, cuyo eje que pasa por C
cambia de posicidn con el tiempo. Este movimiento es el mds general que puede tener
un sistema rigido.

La velocidad de un punto P cualquiera del cuerpo sera:

b.4. Composicion de rotaciones alabeadas

Un caso singular de composicion de traslaciones con rotaciones y que merece un
tratamiento adecuado es el de las rotaciones alabeadas, es decir, que no se cortan.

Supodngase un cuerpo rigido sometido a un conjunto de estas rotaciones @,,@,,: -+, @,

siendo Ry, Ry, ...., R, puntos de sus respectivos ejes de rotacion. La velocidad de un
punto P cualquiera del cuerpo sera la suma vectorial de las velocidades que en dicho
punto originan las distintas rotaciones:
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|z
\71:5’1/\r1
R V, =@, AT,
\7n:a_jn/\_;1
. n N n
0 Vo =)V, =) onr,
i=1 i=1
Rp
X On

Ahora bien, el procedimiento anterior no suministra informacion sobre el tipo de
movimiento que resulta. Para conocerlo se procede de la siguiente manera: se colocan
en el punto 0, dos rotaciones iguales y de sentido contrario a cada una de las
existentes. Asi, las rotacionesa?l,@z,-~-,a3n,que pasan por O son concurrentes y

admiten una rotacién resultante

Las rotaciones —a@, Y @; en 0y R; respectivamente, forman un par de rotaciones y por
lo tanto dan lugar a una traslacion perpendicular al plano que ellas determinan,
ocurriendo lo mismo con el resto de los pares asi formados. Siendo las traslaciones
vectores libres, se pueden llevar al punto 0, donde se tendran las traslaciones
Ty, Tpy Ty que admitirdn una resultante

n
=27
i=1
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el
=

Luego, el problema se reduce a una rotacion y a una traslacién en el punto 0 que en el
caso mas general daran lugar a un movimiento helicoidal instantaneo, tal como se
estudio en el apartado precedente.

Un ejemplo de lo analizado es el caso del disco de la figura sometido a dos rotaciones
alabeadas, cuyo movimiento resultante queda determinado por la composicién de una
traslacion y una rotacion.

2.4. Movimiento rototraslatorio

Como se demostrd, el mas general de todos los movimientos rototraslatorios es el
movimiento helicoidal instantaneo o tangente, al que se llega componiendo rotaciones
alabeadas o bien una traslacion y una rotacion que formen entre si un angulo
cualquiera distinto de 0 0 90°, siendo 7 y @ los vectores caracteristicos que definen el
movimiento. Conocidos los mismos, es posible determinar la velocidad de cualquier
punto:

V==r+@dAT
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A esta expresion, se la denomina forma propia de la ley de distribucién de velocidades.

Sien lugar de 7 se conociese la velocidad de un punto cualquiera P; del cuerpo, podria
procederse de la siguiente manera:

[

I
Il
Ny
=

|

+o N
Al

<

-

Il
Ny
)

Restando miembro a miembro
Vi-Vi=6 (-1

o-

V.=V, +@n(F—F) (2.14)
Se observa que la (2.14) permite encontrar la velocidad de un punto cualquiera P; en
funcion de la velocidad de otro punto P; como si el vector @ pasara por este ultimo.
Esta dltima expresion se denomina forma impropia de la ley de distribucion de
velocidades, y al punto cuya velocidad se conoce y en funcidn de la cual se calculan las
velocidades de los demds puntos del sistema se lo llama centro de reducciéon del
movimiento.

Notese que el punto Py ha sido definido como perteneciente al cuerpo en movimiento.
Por ello, la aplicacidén de esta ultima expresion implica tomar en cuenta esta condicidon
aun cuando se haya elegido como centro de reduccién a un punto que se encuentre
fuera de la regién del espacio comprendida por el cuerpo; si éste fuera el caso, en la
(2.14) debera colocarse la velocidad de la que estaria animado el punto Py si el cuerpo
le impusiera su movimiento.

Ejemplo demostrativo:
Sea un disco de radio r que gira con @, respecto del bastidor 0 0’ 0” el cual a su vez

gira con @, alrededor del eje 0 0”.
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gl
Il
el
+
el
k2

gl
[~

La velocidad \71 del punto P, del disco sera:
Vy =&y AT +@y ATy,
y la velocidad de un punto cualquiera P:

Restando miembro a miembro
Vi =V =@y A (T =) + 8, ATy = Toa)
pero I, —T =1,
y

loo =To1 =12

\Z :\714‘((514‘652) AT,

Es decir: la velocidad de un punto cualquiera como el P, es la del punto P; (centro de
reduccidén) mas la velocidad que P, tendria si @ pasara por Py, debido a la rotacion

)+ @, .
Notese que las expresiones propia e impropia, conducen a un Unico resultado.

Graficamente:
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Derivando con respecto al tiempo la (2.12) o la (2.14) puede ser encontrada la ley de
distribucién de aceleraciones en el movimiento rototraslatorio.

Partiendo de (2.12):
. e dc .
a:V=E+7//\r +aw AV (forma propia)

tomando (2.14)

dV, . .\ L e
§2=d—t1+7/\(r2—r1)+a)/\(V2—V1)
(0}
&=8+7 A1) +dn[dA(5-F)] (2.15)

Que es la expresidn impropia de la ley de distribucidon de aceleraciones.

2. 5. Estudio general del movimiento rigido

Se presentaran dos formas de estudiar el movimiento de un sistema rigido. La primera
consistird en el “seguimiento” desde el marco absoluto de una terna solidariamente
unida al cuerpo y la segunda se basara en los conceptos del movimiento relativo. La
eleccion de uno u otro método de resolucion dependera sobre todo de las geometrias
gue intervengan y la mejor indicacién de la eleccidon se tendrda después de haber
adquirido experiencia con ambos métodos.
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2. 5. 1. Primer método: Movimiento Absoluto.

Sea una terna(0,i, j,k) en el marco de referencia respecto del cual interesa
conocer el movimiento del cuerpo, al que se denomina absoluto.

z Se adoptara una terna movil
| solidaria al sistema rigido y
con respecto a la cual se
conocen las coordenadas de
todos los puntos del mismo;
asi, para un punto P, las
coordenadas xi, vyi, 21
respecto de la terna

(0,,i;,J;,k;) son  constantes
conocidas.

Luego, se estudia el
movimiento del sistema
rigido analizando el de Ia
terna moévil solidariamente
unida al mismo.

Los problemas fundamentales que se plantean en el estudio del movimiento son los
siguientes:

1) Conocer la configuracién (o posicién) del sistema rigido en cada instante.

2) Conocer el estado de velocidad del sistema rigido, lo que implica poder calcular los
vectores velocidad de todos sus puntos.

3) Conocer el estado de aceleracidn.

1) Configuracion: al estudiar los posibles movimientos de un sistema rigido libre en
el espacio, se demostrd que poseia seis grados de libertad, y que su posicién quedaba
definida por seis parametros libres dados por seis coordenadas de tres de sus puntos
no alineados.

Para el caso que se plantea (estudiar el movimiento del cuerpo a través de una
terna unida solidariamente a él) se tendra que adoptar distintos tipos de parametros,
ya que la posicion de la terna solidaria al cuerpo quedara determinada cuando se

conozcan las tres coordenadas del origen 01 (x01, Yo 201) y la inclinacién de los ejes de

dicha terna con respecto a los de la absoluta.
Para esto ultimo podria trabajarse con los nueve cosenos directores de los tres
ejes, o bien con los denominados angulos de Euler.

a) Si se consideran los nueve cosenos directores, los ejes médviles quedardn
expresados vectorialmente asi:
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I, =Cyl +Cp, j+Ck
jl = CZli +Cyp J +Cz3k

A A

Ky = Cyyl +Cp J +C5k

donde cj; = cos (i,j=1,2,3)

y o son los nueve angulos directores; por ejemplo, a3 es el dngulo existente entre
el eje jl yel K .

Pero asi se han elegido otros nueve pardmetros, de los cuales sélo se necesitan tres

(porque tres se toman de 0,), luego deberan existir entre éstos seis condiciones de
vinculo, que son:

I51"51:1 I51'14120
jl'jlzl rl'izlzo
KK =1 ik =0

Luego, si los nueve cosenos directores estan relacionados por seis expresiones,
guedaran tres cosenos directores libres, de los cuales nunca podra haber mas de dos
de un mismo eje. Asi, la posicion quedara definida en funcion de las tres coordenadas
del origen de la terna de arrastre (04) y de tres cosenos directores de sus ejes. Con esto
se tienen seis parametros libres y por ende seis grados de libertad. Pero las seis
ecuaciones de vinculo constituyen un sistema muy complicado para resolver, maxime
estando formadas por funciones trigonométricas. Por esta razén conviene trabajar con
los angulos Euler.

b) Si se adoptan los tres angulos de Euler para conocer la inclinacién de los ejes de
la terna moévil con respecto a la absoluta, los cuales son independientes entre si, se
puede efectuar la transformacion de un sistema cartesiano dado en otro mediante tres
rotaciones sucesivas que deben realizarse de modo determinado. Los angulos de Euler
corresponden precisamente a estas rotaciones.

Se pasara de la posicion de la terna absoluta (O,f, j, kA) a la movil (O,fl, jl, |21)
k
M

>

> ::

e
I

El proceso se inicia haciendo girar el sistema original (O,f, j,k) un angulo vy sobre el
eje fijo K en sentido contrario al horario, obteniéndose el sistema (Ol,f’, ]',IZ). Este
movimiento recibe el nombre de precesion y y angulo de precesion.
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En un segundo paso se hace girar este nuevo sistema en sentido antihorario un
angulo 0 alrededor de i, obteniéndose el sistema intermedio (0,1, ", kAl). Este es el
movimiento de nutacién y 0 el angulo de nutacion, que varia de 0 a «. El eje i’ recibe
el nombre de linea nodal y es la interseccién de los planos 1 | y i']".

. . . & ~ ~ . . . Ve
Finalmente, se giran los ejes (04,1',]",K;) en sentido antihorario un dngulo ¢

A A

alrededor del eje K;, obteniéndose el sistema deseado (0,1, J;,K;). Este dltimo
movimiento, recibe el nombre de spin o rotacion propia. Asi pues, los angulos de Euler

. . .7 . o 2 ~ .7
v, 0, ¢ determinan por completo la orientacién del sistema (0,15, J;,K;) con relacién

al (0, f, ] IZ)y los seis grados de libertad de un cuerpo quedan establecidos a través de

los seis parametros libres dados por los tres dangulos de Euler y las tres coordenadas
del origen del sistema movil:

Xo1 = Xo1 (1) y=yw()
Yor = Yo (t) 0 =0 (1)
Zgy = Zgy (1) p=09 ()

Si se tienen estas funciones, se conoce para cada instante t la posicidn del cuerpo.

Eiemplo de aplicacién: Configuracién

La chapa PR gira con velocidad angular @, alrededor de la barra de longitud / que rota
con velocidad angular @, alrededor del eje vertical, ambas de mddulos constantes.
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Aqui el cuerpo en estudio es
la barra PR sometida a dos
rotaciones alabeadas. La
precesion queda expresada por el
angulo v y la rotacion propia por
el angulo ¢, siendo la nutacion
constante, por cuanto 6 = xt/2.

Por lo tanto, la configuracion
de la barra queda determinada por
las siguientes expresiones:

y(t) = o1t

0=n/2

¢ (t) = w2t

Xo1 =1 cos y

Yo =l'seny | lseny | Yoi
Zo1 = h ) ~

oM

2) Estado de velocidad

Se ha dicho que conocer el estado de velocidad de un cuerpo implica conocer los
vectores velocidad de todos sus puntos. Para ello, se tomara el origen de la terna mévil
como centro de reduccion del movimiento, suponiendo conocida la velocidad de dicho

punto V; y el vector rotacion @ en el mismo 0.

Derivadas de vectores absolutos Z
expresados en ternas moviles: | \ k &

Cuando vectores que son observados p @
desde el marco de referencia absoluto se Yo, -
expresan en sistemas coordenados moviles T N T
respecto del observador, sus componentes
quedan expresadas segln versores que son
variables con el tiempo. . lo,

Antes de determinar el estado de k|
velocidad, se desarrollaran las férmulas de 0 _
Poisson, que facilitaran el tratamiento A ) *4
posterior del tema vya que permiten
reemplazar la derivada temporal de los
versores por una sencilla expresion.

—|
=

Sea la terna (0,,i;, j;, k) solidariamente unida al cuerpo. Para un punto genérico P del
cuerpo su vector posicion con respecto a la terna en movimiento sera:
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— ~ a A
Fr=xh+y j+zk (2.16)
con X;, Yy, YZ, =constantes
pero con respecto a la terna absoluta: =1 -1y

y derivando con respecto al tiempo:

dfF dl dl, - -
=y =V Vo

dt — dt dt
es decir, que la velocidad del punto P es:

Vv, + O

Por lo que, derivando (2.16) y reemplazando:

S di, dj dk
V:V01+x1-d—,[1+yl-£+zl-d—t1 (2.17)

Se analizara el significado de las derivadas de los versores con respecto al tiempo. Para
ello, comparando la expresidn (2.17) con la forma impropia (2.14)

V=Vy+aonar

se observa que necesariamente:

o di; dj, dk,
a)/\I’=X1'E 1-E+ 1~E

o
B
Il
)
>
o

[oR
= &
=

(2.18)

1l
N
>

>
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Estas expresiones se conocen como las férmulas de Poisson y permiten expresar
las derivadas de los versores en funcidén de un sencillo producto vectorial entre la @
impuesta a la terna mavil y el mismo versor. Fisicamente, las derivadas de los versores
moviles representan las velocidades de sus afijos debido a la rotacion de la terna.

Retomando el planteo del titulo, determinar el estado de velocidad del cuerpo es
sencillo si se conocen el vector rotacién @ vy la velocidad del origen de la terna movil

Vo1, puesto que la velocidad de cualquier punto podria determinarse con la expresion
(2.14).

V=Vy+@AF

donde: V ; velocidad del punto considerado.

\701 ; velocidad del origen de la terna mdvil, tomado como centro de
reduccion
@ ;, vector rotacién del cuerpo, trasladado al centro de reduccion 0,
I ; vector posicion del punto considerado, referido al centro de reduccion
0,, origen de la terna movil.

En el caso en que no se conozcan a priori @ Yy V,, se hace necesario encontrar la

forma de calcularlas. Si se toman tres puntos del cuerpo Py, P, y P3 y se aplica la ley de
distribucién de velocidades para P, y P53 con respecto a P; como si éste fuese centro de
reduccion:

Las ecuaciones (2.19) son vectoriales y de las mismas surgirdn seis ecuaciones

escalares con doce parametros: nueve componentes de las V. ,\72 y \73 y tres
componentes de @.

Por lo tanto, doce parametros menos seis ecuaciones de vinculo, resultan de nuevo
seis parametros libres, por lo que el estado de velocidad de un cuerpo quedard
determinado cuando se conozcan seis parametros de velocidad de tres de sus puntos
no alineados.

Las seis ecuaciones escalares obtenidas de las (2.19) seran:
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Vox =Vix + oy (z —zl)— @, (y2 —yl)

X — ) (22 _Zl)

Yo — ) oy (Xz - Xl)

Z3 — 21) (Y3 Y1) (2.19)
X3~ ) (23 Zl)
Y3 = ) (Xa - Xl)

V, _v1y+a)(
Vy, =V, + o, (
Vi =V, +a, |
Vs, =V, + 0, (X
Vo, =Vy, + 0, (Y

le J Vly ' Vlz
y los doce pardmetros Vax sz ' Va

V3x J V3y J V32

o, , 0, ,

de los cuales seis deberan ser dados para poder determinar el estado de velocidad.

Ejemplo de aplicacion: Estado de velocidad

Un cuerpo rigido se mueve con respecto del marco de referencia absoluto. Los
datos geométricos y cinematicos aportados estan referenciados a la terna moévil fija al
cuerpo, y son:

P1(7IOIO)I PZ(OISIO)I P3(01014) [Cm]

wy =2 rad/s
«=-3cm/s

Voy = Vo, = 2 cm/s

Vax = V3y = 5 cm/s

Hallar el estado de velocidad y la
velocidad del origen de la terna
movil.

Resolucion:
Haciendo uso de las ecuaciones
(2.19) y (2.19°), se obtiene:

V3 = Vix + 4 wy
vy =Vyy—8-7 w,
V3; =V + 7 Wy
Vax = Vix— 5 W,
Voy =Viy— 7 W,
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Voy =V, + 10+ 7 wy

gue constituye un sistema de seis ecuaciones con seis incégnitas. Reemplazando
los datos y despejando, se obtiene:

wy = 2 rad/s; w, = -1 rad/s; viy= 6 cm/s; voy = 13 cm/s; vi, =-22 cm/sy v3, = -8 cm/s

Luego, tomando a P; como centro de reduccidn, se tiene:

Voo = \71 + Oy,
y resolviendo
VOl(-3, 13, -8) cm/s

Invariantes del movimiento rigido general
Como se ha visto al estudiar el estado de velocidades, una vez determinada la rotacion

o y la velocidad V de un punto cualquiera, es posible determinar la velocidad de
cualquier otro punto aplicando la ley de distribucién de velocidades.

El vector rotacién @ es la resultante de todas las rotaciones que afectan al sistema y
esa resultante sera la misma cualquiera sea el centro de reduccién adoptado; por esta
razén se la suele llamar invariante vectorial del sistema.

0= Z@i (2.20)
i=1

Se vera ahora en qué consiste el concepto de invariante escalar del sistema; si se
refiere |la velocidad de un punto cualquiera al centro de reduccién se tendra:

V, =V, + c?)/\foli

y multiplicando m. a m. escalarmente por un vector @ =

Q|

Vi o=V, -a)+(a)/\ roli)a)

El segundo sumando de la derecha se anula por cuanto @AT; sera perpendicular a
0]
resultando:

- —

V..o=V, -&=cte=pu

Esto expresa que los vectores velocidad de un sistema material rigido proyectados en
un determinado instante sobre la direccidn del vector rotacidon son una constante que
recibe el nombre de “invariante escalar u“.
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(2.21)

Los invariantes vectorial y escalar suministran importante informacidn, ya que definen
el tipo de movimiento:

a)Siu=0 porque @ =0 = Movimiento de traslacion.

\701 =0= Movimiento de rotacién (O, es punto del eje de rotacién)
b)Sin=0 -
oV y= Movimiento de rotacién instantanea
c)Si =%V, debeser & H \701 porque al proyectar, lo hace con su verdadero

valor = Movimiento helicoidal permanente.

u#0
d)Si - 1 = Movimiento helicoidal instantaneo
HF ’\/01‘

En este ultimo caso, tal como se vio en el apartado b.3), la velocidad o traslacion
forma un dngulo distinto de 02 6 902 y teniendo en cuenta que la componente paralela

a & dela V de cualquier punto es constante, al pasar de un punto al otro la
velocidad varia sélo por su componente perpendicular a @ . Existe entonces una recta
paralelaa @ en cuyos puntos se anula la componente de la velocidad perpendicular a
dicha direccién y en tal caso, esa velocidad toma su valor minimo. El lugar geométrico
de los puntos de velocidad minima recibe el nombre de eje central del movimiento o
eje_instantaneo del movimiento helicoidal. Dicha velocidad minima representa el
vector traslacién del movimiento helicoidal instantaneo:

T=Ud (2.22)

Luego, para cada punto la componente u @ representa la traslacion y las

componentes V' son las velocidades originadas por la rotacién.

Por lo tanto, el movimiento helicoidal instantaneo puede reducirse en cualquier
punto del eje central a una rotacién @ (invariante vectorial) y a una traslaciéon de
igual direccién 7 = u @ .
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Para determinar un punto del eje central se procede de la siguiente manera:

— —

Ve =V, + 0Ty ¢ = U@

multiplicando vectorialmente m.a m. por @

WAV, + a)/\(a)/\rmE ): puoro =0

—

>

—_
—_

i

y resolviendo:

Ny + BTy ¢ )T, o (- 3) =0
1 1
" ~ 2
tomando F, . L @ @

es oty =0

: CoF A
finalmente; foe = 5 (2.23)
10}

Una vez determinado E que es un punto del eje central, éste puede ser tomado
como centro de reduccion para usar la forma propia de la ley de distribucién de
velocidades:

—

V, =7+ @AF,,
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Eiemplo de aplicacidn. Invariantes

Retomando el ejemplo utilizado para explicar la configuracion, en el cual la chapa
PR gira con velocidad @, alrededor de la barra de longitud / que rota con velocidad
@, alrededor del eje vertical, determinar:

1) Invariante vectorial.

2) velocidad del centro de reduccién.

3) invariante escalar.

4) un punto del eje central del movimiento.
Tomar como centro de reduccidn:

a) el punto 0

b) el punto P
| 2=72
0 _
Resolucion: \gf %ml
e PITI a

Se adoptard para el analisis del R \ o,
problema una terna fija al bastidor OPO, _ ] 1 B
es decir, rotando con ®; respecto del ) P ®2
sistema de referencia absoluto 3
solidariamente unido a los cojinetes 00 . h

a) Reduccidn del sistema al punto 0

2) La velocidad de O como punto de la varilla sera la impuesta por @,:
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—

V, =, (1k,—h j,)

Z

Cualquier punto de la chapa que pasare
(hipotéticamente) por O tendrad siempre la

- o
velocidad V, calculada antes. Al colocar los
vectores @ Y V, en 0 hemos reducido el
sistema a ese punto y a partir de él podemos
calcular la velocidad de cualquier punto de la yi
chapa. 0
X1
[ i+, K 1
- A o A —Wy Ih T 1] w, W,
2 2 2 2
\NOr + @) \NOr + @5
Se observa que p # 0y por tanto es un movimiento helicoidal instantaneo:
( W, + o ) 1 2
4)
— - 2 - 2 2 o
_ o, oy hk, +w;l |, + o o,hi
0E — 2 2 2
0] @, + o]
Z)
|
Debe tenerse en cuenta que este vector se /
extiende desde 0 a E. Notar que el eje I S 4 EJ"_,"
instantaneo es fijo en la terna movil, pero como o 4 e
ésta rota, el eje va variando su posicion respecto
de la terna fija.
= V1
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b) Reduccién del sistema al punto P:

- . ool
39) ﬂ: p w = > >
0)1 +602
- A a)la)zl ( ~ A)_a)la)zl( ~ IZ)
( w; +a)2) 1 2
49)
N @AVP COZI ~
foe = 2 2l 2 h
@ o, + w, s
g P
l'e medido ahora desde P. h /
/ Eje
- = ¥
@

X1

3) Estado de aceleracién:
Tomando los mismos puntos del cuerpo que en el apartado anterior y trabajando

analogamente con la forma impropia de la ley de distribucién de aceleraciones:

5)/\((?)/\?12) (2.24)
R .

Siendo: 7 =y, i +7, j+7, K

Por lo tanto, el estado de aceleracion de un sistema rigido quedara determinado
cuando se conozcan seis parametros de aceleracion de tres puntos no alineados.
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2. 5. 2. Segundo método: Movimiento Relativo.

Se estudiara ahora el movimiento de un sistema rigido aplicando una metodologia
distinta a la vista recientemente.

Para ello se analizara el movimiento del cuerpo respecto de una terna ubicada en
un marco de referencia que se mueve con respecto a otra considerada fija, solidaria al
marco de referencia absoluto. A la terna movil se la denomina “de arrastre”, siendo

Q) su vector rotaciony V,; el vector velocidad de su origen, ambos absolutos.

En la siguiente figura, se han dibujado esquematicamente dos observadores: el
absoluto (A) y el mévil (M), ambos en cada una de las ternas adoptadas.

S
S0

Pueden distinguirse tres movimientos:

1) Movimiento Relativo: es el movimiento del sistema rigido con respecto a la terna
de arrastre como si ésta estuviese en reposo.

2) Movimiento de Arrastre: Es el movimiento del cuerpo como si estuviera
solidariamente unido a la terna movil y ésta lo “arrastrase” en su movimiento.

3) Movimiento Absoluto: Es el movimiento del sistema rigido respecto de la terna
absoluta como consecuencia de la simultaneidad de los dos movimientos anteriores.

Habra siempre un movimiento absoluto y uno relativo pero puede haber muchos
de arrastre segun las ternas que se intercalen; todos ellos pueden reducirse a uno solo
por composicidn de movimientos.

Notar que Q es la velocidad de rotacién de los ejes (O, fl, il, k;) mientras que
la velocidad de rotacién del cuerpo es @ , ambas absolutas.

Se tomard para el analisis un punto P del cuerpo y se estudiard cual seria su
velocidad con respecto a la terna absoluta como consecuencia de los movimientos
relativos y de arrastre.

Sera:

derivando con respecto al tiempo:
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df dl dly dx o dyy . dz di di, dk

- K43 bt (2.25)
dt dt dt  dt ot ATt Vgt TVgr T at

pero siendo Tyf01 vectores de posicion con respecto a la terna absoluta, sus
derivadas temporales dardn las velocidades de P y 0; con respecto al marco absoluto:
V'yVy.

Con respecto a los tres ultimos sumandos del lado derecho de la igualdad, pueden
aplicarse las férmulas de Poisson, obteniéndose:

Por lo tanto y teniendo en cuenta que los tres primeros sumandos representan la
velocidad de P como si la terna mévil estuviese quieta:

—

V=V +Vy + QAT (2.26)

—

donde: V =velocidad absoluta de P

/ dr
Vo =velocidad relativa de P = E

rel

III

donde el subindice “rel” indica que se deriva el vector posicién como si los ejes de
la terna de arrastre permanecieran inmoviles.

Voi + QAT = seria la velocidad de P como si el cuerpo estuviese solidariamente
unido a la terna movil y fuese arrastrado por ella (velocidad de arrastre); asi, rotaria

con €2y 0 seria el centro de reduccion del movimiento.

Luego:

V=V, +V,, (2.26")

Es decir que la velocidad absoluta de un punto cualquiera de un sistema rigido
resulta de la suma de sus velocidades de arrastre y relativa.
Se verd ahora qué ocurre con la aceleracion; derivando la expresion (2.25°):

vV _ Ve, _dfdep dy, o dz o @) (2.27)
dt dt dt dt dt dt dt

resolviendo el primer paréntesis:

o Py o o o diy oy diy dy ok
a2 a2 e Ta dat Tat dt e at

arel
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_ - (dx; .~ dy; . dz;
arel+QA(d_tlll+d_t1J1+d_tlklj:

= Qg t Q /\Vrel

el segundo paréntesis da:

=l

= O I N
QA +Q/\E=QAr+Q/\L (|—01)_|: ; por (2.26)

= !Q.)/\f+f)/\(# +§Af)zf2/\f+f)/\ re|+fl/\(fl/\f)

A=y + QAT+ OA(QAT)+d, +20AV (2.28)

donde: a = aceleracién absoluta de P

d, = aceleracion relativa de P

éOl+Q/\F+Q/\(Q/\F) es la forma impropia de la ley de distribucién de
aceleraciones en un sistema rigido (tal como si éste fuese arrastrado por la terna
movil) y se denomina aceleracién de arrastre.

2Q AV, es la aceleracion complementaria o de Coriolis. Aparece por la rotacion
de los ejes de la terna movil y representa la diferencia en aceleracién de P como si
fuera medida a partir de unos ejes (0,i,j,k) no giratorios y de otros (04, i1, ji, ki)
giratorios, ambos con origen en 0;. Se anula si no hay rotacién o bien si no hay
movimiento relativo y también en los movimientos helicoidales permanentes donde
Q| V-

Asi resulta: 8 =8, +ay, +an (2.28)

Ejemplo de aplicacién: Movimiento Relativo

Para el ejemplo de aplicacién utilizado en invariantes, emplear las expresiones del
movimiento relativo para encontrar la velocidad y la aceleracion absolutas del punto R
de la chapa PR.
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Resolucion: z
Se adoptard como marco de referencia
relativo el bastidor 00'P. En él, se
ubicara la terna movil o de arrastre con

origen en P, es decir, rotando con Q = &
. Luego,

/
\ﬂTITIT

Vier = @, ATog
VarrR

donde V, =&, AT,

=V, + o, AT

Aer = Wy AWy Nlpg

a

arrR

donde

=8, +7, Ay + O, A, AT

Q|
o

Il
S

AN

)

5)1/\'_%;3)

V]
8
3
D
Il
)
2
>
S
]
>

2.6. Movimiento polar

Como se vio al estudiar la composicion de rotaciones concurrentes, este movimiento
tiene lugar cuando el sistema material rigido se mueve sobre un punto fijo.

El cuerpo en este caso estd sometido a una

N

rotacién instantdnea @ = Za?i y el punto O es el
i=1

unico punto fijo del sistema o polo de velocidades,

pero como el valor V, =0 se mantiene invariante,

resulta @, =0 y ese punto es también polo de
aceleracién. En este movimiento cualquier punto
puede describir por la accion de las
@;(1=12...N) una trayectoria cualquiera, la cual
por condicién de rigidez deberd desarrollarse sobre
una superficie esférica ya que si consideramos un
punto P, la distancia OP deberd permanecer
constante durante el movimiento.

Las velocidades de todos los puntos que se encuentran sobre un radio, por ejemplo
PO, son proporcionales a sus distancias a 0, por lo que si se conoce una de esas
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—

velocidades, las demés surgen por proporcionalidad. La velocidad instantanea V vy la
aceleracion a de un punto cualquiera como el P del cuerpo vienen dadas por:

v

I
)
=

AN

+@N(DAT)

Q)
S
-

A

como en la rotacién alrededor de un eje fijo pero con la Unica diferencia que si el
eje de rotacion es fijo entonces 7 = @ estd dirigido segun el eje fijo @ y representa la
variacion del médulo de @ por unidad de tiempo; mientras que cuando el eje no esta
fijo en el cuerpo o en el espacio, el vector ¥ ya no sdlo reflejara la variacién del 5]
sino también de la direccién de @ y no estara dirigido segin el eje @ .

En general, en el caso de un cuerpo que gire alrededor de un punto fijo, el eje
instantaneo variara de posicién tanto en el espacio como en el cuerpo.
Cuando el eje se mueve en el espacio genera un cono espacial o herpolodio y cuando
el eje se mueve respecto al cuerpo genera un cono relativo al cuerpo llamado cono del

cuerpo o polodio. Estos conos son tangentes a lo largo del eje instantaneo de rotacion
1)

y el movimiento del cuerpo se puede describir como la rodadura del cono del cuerpo
sobre el espacial.

cono del cuerpo
(polodio)

El cono del cuerpo puede
ser interior o exterior al
espacial.

El extremo de @ sigue una
trayectoria absoluta / sobre el
cono espacial y » serd por lo
tanto un vector dirigido en la
direccién de la variacién de @
la cual es tangente a /.

Como se vera en el préximo
apartado, si un cuerpo se
mueve paralelamente a un
plano, puede considerarse que
gira alrededor de un punto situado en el infinito. Los conos del espacio y del cuerpo se
convierten entonces en superficies cilindricas y la interseccion de éstas con el plano del
movimiento se convierten en las denominadas curvas base y ruleta del movimiento
plano.

cono espacial
0 (herpolodio)

Si se siguiese el movimiento de un punto P sobre la esfera de radio OP , podria
pensarse que P en su movimiento arrastra a una esfera movil de igual radio que desliza
sobre la fija. Siendo P el punto de interseccién del eje @ con ambas esferas,
describirad en su movimiento una trayectoria (linea) sobre la absoluta y otra sobre la
movil, son las herpoloide y poloide respectivamente. De esta forma, el movimiento
polar puede describirse como la rodadura sin deslizamiento de la poloide sobre la
herpoloide.
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Un caso particular y bastante comun es el que se denomina “precesidn regular” y
se da cuando @, Yy @, son constantes lo que hace que el angulo que forman entre

ellas y los que forman cada una de ellas con la resultante son constantes:

®; (precesion)

®y spin

a, Yy a,= constantes
O=a,+a, ; angulo de nutacion = cons tante

En este caso, la poloide y la herpoloide son circulos y los conos del espacio y del
cuerpo son conos circulares rectos:

Caso 1: Caso 2:

1 Cono espacial Cono espacial \

Cono del cuerpo

()

2. 7. Cinematica del movimiento plano

Se dice que un sistema rigido esta en movimiento plano cuando las velocidades
de cualquiera de sus puntos son paralelas a un plano fijo. Teniendo en cuenta esta
definicion y la condicidon de rigidez, todos los puntos ubicados sobre una normal a
dicho plano tendran igual velocidad, por lo que basta para estudiar el movimiento el
analisis de un unico plano.
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Los sistemas rigidos que se mueven con estas caracteristicas suelen ser
denominados “chapas rigidas” y en consecuencia se estudia el movimiento de una
chapa sobre el plano que la contiene.

En el movimiento plano se utilizaran dos ejes ortogonales como sistema de
referencia contenidos en el plano del movimiento y el tercero perpendicular a dicho
plano.

Grados de libertad de una chapa en su plano:
Considerando la chapa de la figura y aplicando las condiciones de rigidez para tres
de sus puntos no alineados:

ik
(Xl—X2)2+(y1—y2)2=d122
n=3 (Xl_X3)2+(y1—Y3)2:d123 (2.29)
(Xz - X3)2 +(Y2 - Y3)2 = d223 .
] ( 1222223:0)
) -

En estas tres ecuaciones se tienen seis parametros:
J X1 Y1
m=6 WERY)
X3, Y3

por lo tanto, la chapa en su plano posee k=m-n =3 grados de libertad. Esto significa
gue la configuracién (o posicion) de una chapa en su plano queda expresada en
funcién de tres parametros, que de acuerdo con lo que puede observarse en las (2.29)
pueden ser de dos de sus puntos. Entonces, serd suficiente determinar los grados de
libertad a partir de dos puntos solamente, entre los cuales se planteara una sola
condicion de rigidez:

(Xl_xz)z +(y1—y2)2 —d =>n=1

. X1 Y1
con 4 parametros = m=4
XZ y2

dedonde:k=m-n=3gl
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1) Configuracién:
Dado que en el plano el planteo se reduce notablemente, para hallar la

configuracion es conveniente utilizar los cosenos directores de la terna de fija al
cuerpo. En efecto, los tres parametros libres serian en este caso las 2 coordenadas del
origen de la terna movil (01, Xogs yOl) y uno de los cosenos directores:

l
Aqui:
o Vo) ~
h=Cul+Cp
1=Cp 1 +Cp )
con

Yo 1

X(]]

Con lo que se observa que con un Unico argumento se conocen los cuatro cosenos
directores.

2) Estado de velocidad:
Considerando los vectores velocidad de dos puntos cualquiera de la chapa:

Aplicando la condicion
cinematica de rigidez entre ellos:

; (E—E‘) plael

\rl—rz\
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se obtiene una ecuacion escalar con cuatro parametros, de donde resultan tres
parametros libres de velocidad. Dandole valores a éstos, se puede calcular el cuarto
mediante la ecuacién (2.30).

Si el vector rotacién @ no es conocido, se hace necesario determinarlo, aunque ya
se sabe que su direccion debera estar sobre una perpendicular al plano del
movimiento.

Para lograrlo, se aplica la forma impropia de la ley de distribucion de velocidades
entre los dos puntos tomando uno de ellos como centro de reduccién:

V, =Vy+@ (5 - ) (2.31)

De esta expresion vectorial se obtienen dos ecuaciones escalares con cinco
parametros que son Vi, ,V, ,V,,,V, ,@; viéndose que el estado de velocidades
gueda en funcidn de tres parametros libres elegidos entre los cinco anteriores.

A

Siendo @=wK; ,en(2.31) se tiene:

Vo I01"‘V2y J1 = Viy I51"‘\/1y L+ kAl/\[(Xz —Xl)f1+(Y2 —Y1) jl]

O~

Vox =Vix _Q’(Y2 - Y1)
(2.31')

V, =V1y +60(X2 —xl)

y

Con las que se resuelve el problema del estado de velocidades en el plano. Por
supuesto que si se conociese el vector velocidad del origen 0, éste punto podria
tomarse como centro de reduccién para determinar la velocidad de cualquier otro
punto P;de la chapa mediante:
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3) Estado de Aceleracién:

El planteo es totalmente analogo, pero debe tenerse en cuenta ahora el vector y .Si
se conociesen dy,,@ Y ¥ , la aceleracién de cualquier punto quedaria expresada por:

Cuando los vectores no son conocidos, hay que determinarlos a partir de ciertos
parametros libres de la aceleracion y cuyo niumero podria determinarse aplicando:

a,=8,+7 AT, +dA(DAT,) (2.32)

Aoy =1 — Y (Y2 - Y1)_a’2(xz _Xl)

Ay =y ty (Xz - Xl) _wz(Y2 - yl) (232

nuevamente dos ecuaciones con cinco parametros ay,, a,, dy4, dyy, 7 de los que
pueden elegirse los tres parametros libres.

Eiemplo de aplicacién: Estados de V Yy & en el movimiento plano
Determinar los estados de velocidad y de aceleracion de la chapa de la figura con

respecto al sistema absoluto (O, f,j), sabiendo que los puntos A y B de la misma

poseen los siguientes parametros cinematicos referenciados a la terna mavil fija al
cuerpo:

Va =1 cm/s
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Una vez determinados los estados de velocidad y aceleracion calcular Vg, y @y, vy
hallar el centro instantaneo de rotacion.

Solucion:

a) Para determinar el estado de velocidad, se tendra un parametro por @ y cuatro
por las velocidades de A y B: cinco en total. Tomando A como centro de reduccién se
obtienen dos ecuaciones escalares que las relacionan y por lo tanto tres pardmetros
libres.

V, =V, + & AT,

{VBX =V ux _W(YB - YA)
Vey =V + W(XB - XA)

reemplazando
4=1-®(4-0)

=S w=-

Nlw
<
>
<
Il
|
fe's}

—2=VAy+CO(0—8)

Asi el estado de velocidad queda determinado

g

o

c?)=—%l21 (rad/s) A &(®

+

b) Para el estado de aceleracion:
B, =8, + 7 AT +OA(DAT)
dgy =aax — Y (YB - yA) _a’Z(XB _XA)
dgy =apy t7 (XB _XA) -’ (yB _YA)

reemplazando
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y por lo tanto

a, =3, + j,(cm/s?)

a, =%i1(cm/s’-)

—5a
v =——k. (rad / s?
V4 37 1( )

. 13~ 92
a01=?|1+z J (cm/sz)

Conociendo Vy,, 8y, @, 7 pueden ser determinados los vectores V,, & para

cualquier punto del plano, aplicando las leyes de distribucion de \7, a.

Capitulo 2 — Cinematica de los Sistemas de Puntos

4N

4N

\’gl
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d) Centro instantaneo de rotacion C.

Siendo que V, =0=V,, + ® AT, , resulta

8 4
o 255 e
[0 =-2+ _Z X
22666/ x|
1' ——rt | | I (>
-4 L) 0 2 4 6 8
C _:-— --1.333
—+ -2
Va
+ 4

2.7.1. Trayectorias Polares

En los movimientos planos es importante determinar la posiciéon del centro

instantaneo de rotacion o polo a medida que tiene lugar el movimiento.

Siendo el movimiento plano mds general el de rotacidn instantdnea existird un
nuevo centro instantaneo C para cada nueva posicidn del cuerpo. En otras palabras, el
polo va ocupando durante el movimiento distintas posiciones tanto en el plano movil

2

(04,11, J;) como en el absoluto (0, 0]
denominadas polares.
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El lugar geométrico de estos centros en el plano absoluto recibe el nombre de
trayectoria polar fija o base, y en el plano movil trayectoria polar mévil o ruleta.

Asi el movimiento plano de una chapa rigida puede describirse como la rodadura
sin deslizar de la ruleta sobre la base, siendo el punto de contacto en cada instante el
centro instantaneo de rotacion.

Para determinar las ecuaciones de estas trayectorias, basta con considerar que

V. =V,, +@AF, =0 de donde, multiplicando vectorialmente por @ se tiene

@AV,
=2 (2.33)

Ahora, reemplazando en esta Ultima expresiéon los vectores referidos a las ternas
absoluta y movil respectivamente, se obtienen las ecuaciones de la base y la ruleta.

Expresiones analiticas de las curvas “base” y “ruleta”

Considérese la terna (Ol, i1, jl) unida solidariamente a una chapa rigida que se

mueve con respecto al plano absoluto (O, B J) . Se aplica la ecuacion (2.33) para
determinar las posiciones del polo C en los planos absoluto y mdvil respectivamente.

LY

¥YC|-----mmmm e

B e

Xp, Xc

a) Curva base:
Los vectores referidos a la terna absoluta son los siguientes:

2~

e :(Xc —X01) IA*‘(yc—)/m) J
=

d=wk
- dXgy ~ dYo; =
Vo = at

Reemplazando en la expresion (2.33)
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(x, - xm)iA+(yC — yOl)] - a’sz(de; } dyo, jj 1 dX,, - 1 dyg, ~

dt  dt o dt o dt
1 dyy
J Xe =Xor = "7
o dt
1 dns (2.34)
{ Ye = Yo1 +5 T

gue son las coordenadas del polo con respecto a la terna absoluta o curva base.
Ahora teniendo en cuenta que:

y reemplazando en la (2.34):

( dyo1

J Xe =Xo1 =
(2.35)

dXOl

[ Ye = Yo1 +—d¢

Estas ultimas también son las ecuaciones paramétricas de la curva base, y permiten
observar que dicha curva es independiente del tiempo. En otras palabras, no importa
cual sea la velocidad de la chapa al describir su movimiento, la trayectoria de C sera la
misma.

b) Curva ruleta:
Referidos a la terna movil, los vectores de la (2.33) son:

=X 1 +t¥Yea h

A

w=aw 1
para obtener V(1 expresado en el plano movil, se proyectan sus componentes:

- r(del ~ dyo]_ ¢] ~ —|,\ r(del ~ dyOl ,_\j ~ —l N
V01=L a Tt ! 4;P1+L'—_—l — 'hJJl

at | dt
y siendo:
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i-f=c03go
j-i,=cos (p+270") =sen ¢
-], =cos(p+90")=—sen ¢
J-l=cos g

resulta:

V. (dxo cos Yoy sen )“ ( oy sen Yoy cos j
L 2

=gt “PP T g P gt NPt g 92k

O, vectorialmente

COS sen
V'=RV,,  con R= [ 4 ﬂ
—seny Ccosg

Siendo R la matriz que representa la transformacion lineal rotacién en el plano.

Reemplazando en (2.33):

~ |_(dx01 dyos jn
k —=COSQ@+——Seno |14 +
@ 1AL dt P+ 4 @I

Xer I+ Ye1 1= 2

dXy dyoy jﬂ
+(— dt sen ¢ + dt CoSs ¢ le

resultando:

( 1 (dx d
J Xc1 :g(isen go—ﬂcos go)

dt dt
1( dxog dyor j
| ver = 20 s s B0 g

Estas ecuaciones dan las coordenadas del polo en los ejes modviles en forma
paramétrica (curva ruleta). Como antes, puede eliminarse el tiempo obteniéndose:

( dXo1 d
J c1=d—°sen (/)—SI—OCOSgo
. ¢ | ¢ (2.36)
_ UXp1 Yo1
{ycl_—d(p CoS @ +—— do sen ¢

La aplicacién de las expresiones (2.35) y (2.36) es inmediata conociendo:

Xo1 = Xo1 (@) , Yor = You(®)
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Eiemplo de aplicacién: Curvas base y ruleta

Determinar las trayectorias polares de una barra que se mueve en su plano
manteniendo sus extremos sobre los ejes de referencia absolutos.

y A

Solucion:
Para determinar las coordenadas del polo C en el plano absoluto se aplican las
ecuaciones (2.35);

Xpy = £ C0s (180" =90  — ) = £ cos (90" — ) = £ sen ¢
Yor =0

reemplazando:

X, ={sen ¢
Y. ={Cos @
elevando al cuadrado y sumando : X +yi=10° — curva base

Aplicando ahora las ecuaciones (2.36) para determinar la ruleta:

X, = { COS @ Sen ¢
Yo = £ COS* @

eliminando el parametro ¢:
X, =/C0S¢p \J1-cos’ ¢ ; COSZ(pz%
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Xg = E\’% '\fl_% = \/gycl - ysl

2 2
elevando al cuadrado X;; +Yy =0y,

Esta es la ecuacidn de la curva ruleta. Se analizard qué tipo de curva es partiendo
de la ecuacion de una circunferencia con centro en (a,b):

(x—a)? +(y—b)2 =r?

En estecasoesa=0
x> +y?-2yb+b*=r?

ytomandob=1/2=r
X*+y*=2by="(y

Por lo tanto:

BASE :circunferencia de centro 0 y radio |

RULETA : circunferencia desplazada del origen 0, sobre el eje il de radio |/2.

"A

. Base xg2+y2=12
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Propuesta para el alumno: Dibujar los ejes de referencia absolutos en una hoja papel.
Dibujar los ejes de referencia moéviles y la barra sobre otra hoja, en lo posible
transparente. Superponerlos partiendo de 0 coincidente con 0; y comenzar el
deslizamiento del mévil sobre el fijo manteniendo los extremos de la barra en contacto
con los ejes fijos. Marcar con la punta de un |apiz en varias posiciones la posicion de C
en los dos sistemas simultdaneamente. Separar y observar las trayectorias del polo.

112





