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Objetivo: Aplicacidn de las ecuaciones de la energia cinética y de las cardinales de

Newtony Euler.

Problema: Retomando el Ejemplo Resuelto (Parte 1 de 2) del Capitulo 2 para

Rotaciones alabeadas, sea el disco de 100 mm de radio, espesor de 5 mm y una masa de
1,5Kg del mecanismo de la Figura 1 sometido a la rotacién constante w, = 20 rad/s
alrededor del brazo ABC, que a su vez gira a velocidad constante w; = 10 rad/s alrededor
del eje entre cojinetes DE. La masa de los bastidores se considera despreciable.

Figura 1. Sistema mecanico bajo estudio.

Calcular:

1. Cantidad de movimiento del disco.

2. Energia cinética del disco.

3. Momento externo que debe aplicarse para que se mantenga constante la rotacion
del bastidor portante del disco.

4. Valores de las reacciones en los cojinetes debidas al desequilibrio dinamico.
Graficarlas.

5. Valores de las reacciones en los cojinetes debidas al desequilibrio estatico.
Graficarlas.

6. Reacciones totales en los cojinetes. Graficarlas.

7. Momento giroscopico producto de la precesion estable normal, en el vinculo de
union entre el bastidor y el disco.

8. Reacciones dindmicas si a partir de w, = 10 rad/s se aplica al eje del bastidor una

. s 2
aceleracion angular y = 3 rad/s
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Antes de comenzar con el desarrollo del problema deben determinarse los sistemas
coordenados sobre los que se expresaran los vectores. En este caso se tomaran dos, uno
movil con origen en el punto A (ejes X'Y’Z’) solidario al bastidor CBA, y otro con origen en
el punto D (ejes XYZ) fijo al marco de referencia absoluto determinado por el plano de
anclaje de los cojinetes..

Figura 2. Sistemas coordenadas adoptados

1. Cantidad de movimiento del disco:

Utilizando la Ecuacion (4.9) del libro:
G=m.V (1)

Siendo “m” la masa total del disco y V; la velocidad del centro de masas calculada
previamente en la Parte 1 del Ejemplo Resuelto de Cinematica del Capitulo 2 para
rotaciones alabeadas.

m=15Kg
En el sistema movil, sera:
Vo=Va=—1] —04k [m/s]

Reemplazando en (1)
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0=-15]—06k [N.s]

2. Energia Cinética del disco

La expresion (4.8) del libro permite calcular la energia cinética de un cuerpo rigido.
Tomando como centro de reduccién al punto A, resulta:

ezé mvV; +% |y, @ +MV, - AT,s  (2)

El primer sumando, resulta:

e =§mVA =§.1,5Kg(1 +0,4 )S—2=O,87Joule

El segundo sumando, sera:
1 2
e, :E 0, @ (3)
Debiendo calcularse el momento de inercia del disco respecto de un eje paralelo al vector

@ que pasa por el punto A.

J
A @
W,
a ~-
A > v
2

Figura 3. Invariante vectorial @ aplicado en el centro de reduccién A

Donde a =arctg 2 =1,107 rad

Denotando con doble prima la direccion del eje @, haciendo uso de la expresién (A.1) del
Apéndice 1 del libro y tomando en cuenta que los momentos de inercia centrifugos
respecto de los ejes coordenados méviles son nulos, se tendra:
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A2 2 2
IwwA = |2"2" =C 2" I1'1' tC 2"2 |2'2' Y 2"3 |3'3' (4)

Donde:

C,, =COSa = 0,447

3 V4
C,., =Cos(a + > )= cos(E —a)=0,894

Y los momentos de inercia

=1 :%mRZ = %.1,5Kg.0,12m2 =0,00375Kg.m’

11 33

:% R? =0,0075Kg.m’

I,
Reemplazando en (4):
., =0,2x0,00375+0,8x0,0075=0,00675 Kg.m?

Y reemplazando en (3):
e, = % x0,00675Kg.m*(10° + 202)Si2 =1,69Joule

El tercer sumando se anula por cuanto A coincide con G. Asi, resulta:

e=e;+e;=2,56Joule

3. Momento externo a aplicar para mantener constante la rotacién o,

Para mantener la rotacion w; constante, la suma de momentos aplicados sobre el eje DE
debe ser nula. Por lo tanto, es necesario aplicar un momento que contrarreste la accion
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del momento de la fuerza peso que se encuentra fuera del eje de rotacion.
Para cada posicidon del mecanismo, el momento producido por el peso cambiard, por lo
gue el momento M, a ser aplicado serd también funcion del tiempo.

Figura 4. Fuerza peso y momento aplicado

Siendo w, constante y tomando ¢(0) = 0, el angulo ¢ = [ w(t) dt, sera:
QD = W1- t

Y la sumatoria de momentos:

- =0 - Mx+7,AP =0
MpE

Donde:
P= m.g.(—cos @] + senpk’)
72 =—0,04] 4+ 0,1 k" [m]
Por lo tanto:
Mx + [—0,04 J) + 0,1 (k")] Am. g. [(—coso] + sen(plz’)] =0
Finalmente:
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Mx = —m.g.(0,1.cos ¢ — 0,04 .semp)? (5)
Algunos valores particulares de este momento se daran cuando:

a) El momento serd maximo cuando A se ubique en el plano horizontal que contiene
al eje DE, por cuanto sera mayor el brazo de palanca

Alli es: e=2mn-B
Donde: B=arctg0,4=0,3805rad
Y por lo tanto: @ =2mn-0,3805=5,9027 rad

Resultando el momento: M, =-0,107 mg

b) Cuando B ocupa la posicidn sobre el plano horizontal que contiene al eje DE, es
=0, por lo que el momento a ser aplicado segun (5) resultara:

M;=-0,1 mg

c) En una posiciéon intermedia cualquiera, por ejemplo ¢ = 302 = 0,5236 rad, el
momento a ser aplicado, resulta:

M, =-0,066 mg
d) El momento se anulard cuando A se encuentre en su posicién vertical mas baja:
Alli es: @e+B=m/2
Por lo tanto: @ =1,19029 rad
Para el cual el valor de M, calculado con la expresion (5) resulta:
Mx =0

e) Una vez pasada esta posicion, el signo del momento cambiara y se mantendra
positivo mientras el disco se encuentre ubicado a la derecha del eje DE.
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4. Reacciones de vinculo en los cojinetes D y E debidas al desequilibrio dinamico.

Los esfuerzos dinamicos se deben exclusivamente al movimiento y tienen su origen
tanto en la distribucién espacial de masas por fuera del eje de rotacidon, como por los
efectos cruzados de las rotaciones alabeadas que generan un momento.

Planteando las posibles reacciones de cada cojinete en la direccién positiva a los ejes
coordenados moviles y utilizando la Ecuacién de Newton (4.20 Cap. V)

— _ d_é) — -
Fp = [dt L +8aQ (6)
Siendo Q=w;, vy Q=-15]-06k [Ns]
Resulta [i—f =
REL

Y reemplazando en (6)

Fr= @70

Fz=(100) A (-15] - 0,6 k')
Fr=6] —15k' [N]

Utilizando ahora la Ecuacién de Euler (4.23" Cap. IV)

_— dr — _— —_ -
My, = | d;ﬂ]m +QnKpp, + Vo1 A Q (7)

Y tomando al punto A como centro de reduccion:

Vo=V, = —1J — 04Kk [m/s]
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Ko = Iy'y —lyz

Ix'x" —=Ixy —Ix'z7 [w;
I
Sim 1z'7 0

Koy = Uxx" 0y —IxY . w)l' + (—Ixy . w; + IyY . w)]' + Ix'z" . w, — Iy'Z". W)k

Donde, tomando en cuenta los cdlculos del Apartado 2, los momentos de inercia axiales

resultan:
Ix'x' =1z'z' =3,75.1073 [Kg.m?]
Iy'y' =75.1073 [Kg.m?]

Y los momentos centrifugos son nulos.

Por lo tanto:
K = (10.3,75.1073)7 + (20.7,5.1073)
- ~ ~ mZ
Keay = (0,0375)7 + (0,15)] |Kg. =]
dKo1
Consecuentemente: [—] =0
dat 1pgyL

Reemplazando en (7):
Mg, =QnKa+V,nQ
VinQ=0

Mg, = (10)A(0,0375 7 + 0,15 ")

Mg, =1.5 K [N.m]

Asi, resulta el sistema de seis ecuaciones

6 = RD_’)/ + REy
Newton{ —15 = Rp, + R,
0 = Rgy
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0=+40,1.(Rpy + Rgy) +0,04.(Rp, + Re,)
Euler 0=0,15.Rp, — 0,15.R,
1,5 =—10,15.Rp, + 0,15.R,

Resolviendo:

De la segunda de Euler, es: Rp, = Rg,

Reemplazando en la segunda de Newton: —15 = 2. R,

de donde: Rp,=-7,5[N] y Rg,=-7,5][N]
Ademas, de la ultima ecuacion de Euler: 01—155 = —Rpy + Rgy

Es, Rpy=—10+ R,

Reemplazando en la primera de Newton: 6 = — 10 + Rgy, + Ry,

16 =2.Rp, dedonde: Rg, =8 [N]

y

6 =Rp, +8 dedonde: Rp,=-2 [N]

Figura 5. Esquema de las reacciones dinamicas halladas

Noétese que las reacciones encontradas comprenden las fuerzas y el momento. Siendo la

fuerza centrifuga del disco
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Fc=m @ CA=1,5Kgx 100 1/s*x 0,1077 m = 16,155 N

sus componentes cartesianas, son:
Fch=16,155N.c0s0,3805=15N
Fcv=-16,155N.sen 0,3805=-6 N

Observandose que las reacciones horizontales en D y E halladas, soportan por igual a la
componente horizontal de la fuerza centrifuga.

Tal como se demostrd en el Apartado 4.6, las reacciones dindmicas generan cuplas. Esto
es, las verticales soportan a la componente vertical de la fuerza centrifuga, combinadas
vectorialmente con la cupla:

M, 1,5Nm

Z —

2L 2015m

Como se vio en el problema ejemplo del Apartado 4.6, esta cupla rota con @, junto con el

cuerpo. La Figura 6 ilustra el desagregado de las reacciones dindmicas en ambos cojinetes.

D
Ryor=2

Figura 6. Desagregado de las reacciones dindmicas
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Para expresar las reacciones en los ejes coordenados fijos al marco de referencia, es
necesario realizar el siguiente cambio de coordenadas por rotacién de ejes:

y

Figura 7. Transformacién de coordenadas por rotacién de ejes

RDyf' = Rp, .cos(p)] + Rpy .sen(p) k
RgyJ' = Rgy .cos(@) ] + R, .sen(p) k
Rp, k' = —Rp, .sen(@) ] + Ry, .cos(@) k
Rg, K = —Rg, .sen(@) ] + Rg, .cos(¢) k

Y dadoquees ¢ = wq.t
Resulta:
—2]7 = —2.cos(wy.t) ] — 2.sen(w,.t) k
8J =8.cos(w..t) ] +8 sen(wq.t) k

~75k =75 .sen(w;.t) ] —7,5.cos(w;.t) k
—75k' =7,5.sen(w;.t) ] — 7,5 .cos(w,.t) k
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5. Reacciones de vinculo en los cojinetes D y E debidas al desequilibrio estatico.

El mecanismo, en la posicidn mostrada en la Figura 7, se encuentra sometiendo a
los cojinetes a esfuerzos estdticos debidos al peso del mismo, en este caso 14,7 [N]
causados Unicamente por la masa del disco.

En este caso es posible apreciar que la fuerza peso del disco se encuentra
concentrada sobre la direccién del eje fijo Y para cualquier posicién del mecanismo, por lo
gue en los restantes ejes no existiran reacciones. De la sumatoria de fuerzas en Y, resulta

ny’zo = Fpy+ Fgy—m.g =0
De donde:

Fg, = 7,35 [N]

Fp, = 7,35 [N]

Figura 8. Reacciones estaticas verticales
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Para expresar estas reacciones en los ejes moviles solidarios al bastidor en A, es necesario
realizar un cambio de coordenadas similar al anterior:

Figura 9. Cambio de coordenadas para las reacciones estaticas

Fpy ] = Fp, .cos(@) ] — Fpy . sen(¢) k'
Fgy ] = Fgy .cos(@)]' — Fg, .sen(¢p) k'
Dondees ¢ = w;.t. Reemplazando:

7,35] = 7,35 .cos(w;.t) J' — 7,35 .sen(wq.t) k'

6. Reacciones de vinculo totales en los cojinetes Dy E.

Componiendo las reacciones dindmicas y estaticas halladas anteriormente, y expresando
los vectores en el sistema coordenado movil, se tiene:

Y'p =-24735 .cos(w;.t)
Yy, =84 7,35 .cos(w;.t)
Z'n =-75-735 .sen(w;.t)
Z'p =-7,5-1735 .sen(w;.t)
Xz=0
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Para el sistema fijo al marco de referencia absoluto:
Yy, = 7,35 —2.cos(w,.t) + 7,5 .sen(w;.t)

Yz = 7,35+ 8.cos(w;.t) + 7,5 .sen(w;.t)

Zp = —2.sen(w;.t) — 7,5.cos(w;.t)

Zg = 8.sen(w;.t) — 7,5.cos(w;.t)

A. Reacciones de vinculoen t =0:

Para el sistema coordenado mévil que gira con w; = cte :

Y'p,=-24+7,35 .cos(0) = 5,35 [N]
Yy =8+ 735 .cos(0) = 15,35 [N]
Z'p=-75-1735 .sen(0) = -7,5 [N]
Z'p =-75-—1735 .sen(0) = —-7,5 [N]
Xg=0 [N]

Para el sistema fijo al marco de referencia:

Y, =7,35—-2.cos(0) + 7,5.sen(0) = 5,35 [N]
Yz =7,35+8.cos(0) + 7,5.sen(0) = 15,35 [N]
Zp, =—2.sen(0) — 7,5.cos(0) = -7,5 [N]
Zr = 8.sen(0) — 7,5.cos(0) = —7,5 [N]
Xg=0 [N]

En esta posicion los ejes fijos al marco de referencia y los ejes maviles se hallan en la
misma direccion y sentido, por lo que las reacciones en cada cojinete para ambos sistemas
coordenados tienen el mismo valor.
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7.5

Figura 10. Reacciones totales en ¢ =0

B. Reacciones de vinculo para la posicion ¢ = /2

Para el sistema coordenado movil, es:

Y'p =—-2+735 .cos(90) = -2 [N]
Y'; =8+ 7,35 .cos(90) = 8 [N]
7'y =—75-735 .sen(90) = —14,85 [N]
7'y =—7,5—17,35 .sen(90) = —14,85 [N]
Xz=0 [N]

Para el sistema coordenado fijo al marco de referencia absoluto:

Y, = 7,35 —2.cos(90) + 7,5.sen(90) = 14,35 [N]
Yy = 7,354+ 8.cos(90) + 7,5 .sen(90) = 14,35 [N]
Zp =—2.sen(90) — 7,5.cos(90) = -2 [N]
Zp = 8.sen(90) — 7,5.cos(90) =8 [N]
Xg=0 [N]
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Puede observarse que en esta configuracion del mecanismo, la fuerza peso y el vector
momento giroscopico se encuentran contenidos en el plano del disco (paralelo al XY) y

Figura 11. Reacciones totales en ¢ = m/2

con direccion segun —Y. Por lo tanto, el momento giroscépico tendra efecto sobre las
reacciones en la direccion Z.

De los resultados anteriores se concluye que el esfuerzo maximo sobre los cojinetes
tienen lugar en la posicidén ¢ = 0, para la cual la resistencia al peso se ve incrementada por
el desbalanceo de la masa del disco y el efecto giroscopico,
Yy =15,35 [N]

7. Verificacion del momento giroscépico producto de la precesion estable normal.
Tratandose de una precesion estable normal, para el cdlculo del momento giroscdpico

puede aplicarse la sencilla expresién
My =1y'y" . (¥ ng)")
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Siendo Iy'y' = %mRz
W' =101 [1/s]
@J =207 [1/s]
Resulta
M = (3.m.R?).(107 A 20}
1 ~ ~
My = (— 1,5 .0,12) (107 A 20)7)
My = (7,5.107%) .(200 k')

Que verifica el momento dinamico calculado en el Apartado 4.

Figura 12. Representacion vectorial del momento giroscopico
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8. Reacciones dindmicas si a partir de w; = 10 rad/s se aplica al eje del bastidor una
aceleracién angular y = 3 rad/s>.

Utilizando nuevamente la Ecuacion de Newton (4.20)

— d_) — —
E — Id_Ql +.Q/\Q
t REL

Siendo
01(6) = 01 () = (1 +y. )/
Q=aw (O = (g +7.O
d=mx Vg
0 =m.((w(O7)A(-0,04] +0,1 "))
G =(-m.wy(t).0,1)] + (—m.w,(t).0,0)K

%] =-0,18K' - 045)" [N]

dt IggL

QA Q= (w,(O7) ((—m L () .00 + (—m. w(t) .0,04)1?')

reemplazando

—

Fp = 0,06.(w:(8))"] — 0,15 . (w,()) k' — 0,45]" — 0,18k =
= —[0,45 — 0,06(3t + 10)2] ] — [0,18 + 0,15(3¢ + 10)2k’

Utilizando la Ecuacion de Euler (4.23")

ME(A)= W‘| +Q/\K(A)+VA/\Q
REL

Siendo
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w1 () = w, (O = (wy + 7.0

Q=aw (O = (g +7y.O

VA) A @) =0
Koy = L. o7
Ix'x" —=Ixy" —=Ixz’ w4 (t)
Ky = lyy  -lyz [ W, ]
Sim 12’z 0

K = (375.103.w,(t)) T + (7,5.107%.w,) ' =

= 0,00375(3t+10) 1+0,0075w,)’

[dﬁ = 0,01125 ' [N.m]
dt 1ggp,

Reemplazando
My, = (01(O7) A ((3,75 1073w, (D) 7 + (7,5.1072, wz)f) +0,01125/'
Mg, =7,5.107. w; @ (t) k' +0,01125i =
=0,01125 +0,15 (3t+10) k' [N.m]
De las expresiones vectoriales Fy y Mg, , resultan las seis ecuaciones escalares:

_0,4’5 + 0,06 . (wl(t))z = RDy + REy

Newton { —0,18 — 0,15 . (w,(t))?> = Rp, + Rg,
0 = Rpy

0,01125 = + 0,1.(Rpy + Rgy) + 0,04 . (Rp, + Rg,)
Euler 0=0,15.Rp, — 0,15.Rg,
7,5 . 10_3.(1)2 (l)l(t) = — 0,15 -RDy + 0,15 -REy

De la segunda de Euler, se tiene: Rp, = Ry, y reemplazando en la tercera de Newton:

—0,18 — 0,15 . (w4, (£))? = 2.Ry,
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0,15 2
Rp, = Rg, = ——~ (w1(0)" —0,09

De la tercera de Euler

7,5.1073. w, . w,(t)
0,15

= _RDy + REy

REy = 0,05.(1)2 (l)l(t) + RDy
Reemplazando en la primera de Newton
_0,45 + 0,06 . ((A)l(t))z = 0,05 Wy . (l)l(t) + RDy + RDy

_0,45 + 0,06 . (a)l(t))z - 0,05 (1)2 . (l)l(t) = 2 RDy

Rpy = 0,03 .(w1(t))? —0,025.w, . w4 (t) — 0,225

Por lo que

Sy
an

UNIVERSIDAD TECNOLOGICA NACIONAL
Facultad Regional Bahia Blanca

Rgy = 0,03. (w1 (t))* = 0,025. w, . w4 (t) — 0,225 + 0,05. w, . w4 (t)

Rgy = 0,03 . (w41(t))*+0,025.w, . w,(t) — 0,225

[N]

Se observa que en los resultados de las reacciones se destacan dos términos, uno

cuadratico que contiene a “(w4(t))?” que es producido por la fuerza centrifuga debida al

desbalanceo o excentricidad del centro de masa con respecto al eje de rotacion del

bastidor DE, y otro término cruzado que contiene “w, . w,(t)” el cual es producido por el

efecto giroscopico.
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