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Prefacio

El material presentado ages una introducéin a los fundamentos de Magica de Fluidos. Se
presentan todos los conceptos y principios en los cualeassabas ecuaciones, manteniendo
siempre el nivel introductorio correspondiente a un cugsido de ingeniéa. Se concentra en
un mismo material el estudio de la cinafica y diramica de un fluido en movimiento, hasta
llegar a las ecuaciones para un fluido Newtoniano o ecuaxiba®lavier-Stokes.

Con el ordenamiento usado en este libro se supone que unaneadas las ecuaciones
generales, la tarea de especializarlas a casos aplicadgds ayijar conceptos relacionados con
la fisica del problema. Se tiene sin embargo la desventaja qoeeséntar las ecuaciones a
partir de aspectos fundamentales, sin relacionarlas cws@plicados, los desarrollos pueden
resultar algo abstractos.

El objetivo es presentar un material introductorio sobrednéa de Fluidos para quienes
necesiten estudiar temasmavanzados y no hayan realizado un primer curso formalkeés d
se supone que el material presentadoi agede ser asimilado en un lapso corto de tiempo,
en relacbn con el usado en un curso regular. La distribocile los temas comienza en el
Capitulos 1 con una introdud@r y una revigin de algebra vectorial Cartesiana. En el i@idp
2 se progresa desde los conocimientasitos vistos eniBica, hasta llegar a describir todas
las relaciones de la cindatica de un fluido en movimiento. Y p@itimo en el Captulo 3 se
presenta la diamica de un fluido en movimiento, finalizando con las ecuas@enerales para
un fluido Newtoniano o ecuaciones de Navier-Stokes.
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Capitulo 1

Introducci on

1.1. Origenes de la Meanica de Fluidos

A modo de introducdén se comenta algo sobre el lugar que ocupa ladviiea de Fluidos
en el cuerpo general de las ciencias y luego se hace urfearbisbrica de los digenes de la
misma.

Como punto de partida se puede definir aMacanica de Fluidos como la ciencia que
estudia la cinerética y diramica de los fluidos ante la aéni de fuerzas aplicada¥ se puede
afirmar que los conocimientos de Matca de Fluidos son cidfitos, porque conforman tdas
corroboradas por la experimentaci Se puede ahora dar wapido recorrido por las diferentes
ramas de la ciencia que intentan explicar el mundo materiglie vivimos, para ver donde ast
ubicados los conocimientos correspondientes advliea de Fluidos. La rama principal de las
ciencias que explican el mundo material es denominadadfitode la Naturaleza o FiloSef
Natural. Pero dado que la Matética como ciencia juega un rol importante en el modelado
de la naturaleza, se puede hablar de un cuer@®amplio de la ciencia que explica el mundo
material como es la Filosia Natural y Materatica. Existe, por otro lado, una divisi de la
Matenatica en Pura y Aplicada. La primera comforma un cuerpo deaorientos abstractos,
gue no hace necesariamente referencia al mundo en el qo@siviEn contraste la Matéxtica
Aplicada es aquella parte de la Mat&tica orientada al estudio de los aspecisis® del mundo
real. Es decir la misma incluye el estudio de la cidéoa y diramica de cuerpos, deformaai
de Dlidos y estatbtica, entre otras ciencias. Y en especial el estudio eergktiel movimiento,
gue constituye el objeto de estudio de la Kieica. Y es en estatima rama de la ciencia donde
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reside la Meénica de Fluidos. Es decir la M&gica de Fluidos es una rama de la [§leica,
dentro de Mater&tica Aplicada. Sin embargo a diferencia del resto de laévliea, la Meénica

de Fluidos estudia la materia que tiene capacidad de fluirdofl@or otra parte, ya dentro de la
Mecanica de Fluidos existen inumerables subdivisione8rsegfluido sea un gas, en @mica

de Gases, o unduido, Hidromeénica, Hidaulica e Hidroestica. O segn el gas en cuesin
sea el aire, tomando el nombre de Aer@udliica Experimental o Teica. O nas expecializada
aun, como Aeroespacial o Aerautica, para hacer referencia a las ciencias sobre vuelas en
atmosfera o fuera de ella. Y quedan muchas subdivisiones siemi@m pero esas pocas nos da
una idea de lo completo que es el cuerpo de conocimiento guerhda abarca la Memica

de Fluidos.

Ademas de ser amplio y completo el espectro de temas que estiMdectmica de Fluidos,
existe mucha riqueza de probleméasidos. Dentro de la Mémica, la Meanica de Fluidos
compite de igual a igual frente a otras ramas de la misma carfsita Abmica, la Meéancia
Cuantica y la Relatividad, en la riqueza de demenos d@scomo en el deséd que representan su
compresbn para el ser humano. Mucha de la riqueza de dichasienos fsicos es explicada
por el modelo mateatico, que a diferencia de las otras ciencias mencionadda,Me@nica
de Fluidos et conformado por ecuaciones no lineales. De hecho uno derosénos ras
intrigantes y fascinantes de la naturaleza como es la tmbid, la cual no tiene al presente una
teofia completa, pertenece al movimiento de los fluidos.

Ademas de conocer su lugar dentro de las ciencias en generagsyseto interesante es
conocer algo de la historia de la Matca de Fluidos, para tener una ubiéacen el tiempo
de sus conocimientos y tan@i para dar reconocimiento a los cientificos que han realizad
contribuciones a la misma. En primer lugar digamos que Iafigsde la Meéanica de Fluidos
es paralela a la historia de la civilizaai. Y esto ha ocurrido agada la importancia que tienen
algunos fluidos en el desarrollo de la vida, como lo es el gguagjemplo. Los seres humanos,
animales y vegetales, por cierto, son literalmente sersesdos en agua. El cuerpo humano, por
citar un caso, tiene aproximadamente un 71 % de agua, coralajoada en claro la impor-
tancia de la misma en el desarrollo de la vida humana y de tes s&o0s en general. Por eso
para hacer una rea del origen de la Mémica de Fluidos s& necesario ir hacia @s hasta
tiempos muy remotos, de los cuales no se tienen registro;ngemtipo. Sin embargoi se
pueden comentar hechosgrecientes, ocurridos en algmomento antes defia 5000 antes
de Cristo, AC, aunque en estos casos no se pueden atribuiagwandividuos sino a toda una
poblacbn. Existen evidencias arquégicas de un pueblo pHico y muy talentoso que descen-
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di6 por eseépoca desde Asia Central hacia la Mesopotamia, es decir adaerdre los RS
Tigris y Eufrates (redgin que en la actualidad corresponde a Irak). Esos registiestnan que

el mismo teia suficiente manejo ingenieril de [des, como para realizar sistemas de irrigaci

y ad conseguir mejorar la produdai de sus plantaciones. Se les atribuye a ellos haber realiza
do las primeras obras de lo que hoy se conoce como ingerighaulica, muy elementales
por cierto, pero muy avanzadas para&poca. Dicho pueblo h@tambén conseguido avances
notables en astrondmy que luego transfirieron a losipgios quienes mostraron ser dignos
continuadores de dicha cultura. Uno de los usos que lpeieg hicieron de los conocimien-
tos astrobmicos heredados, fue definir éi@civil con una duraén exacta de 365ids, 0 12
meses con 30ids cada uno, &s 5 das extras denominados sagrados. Por otro lado realizaron
verdaderas obras de ingengen cuanto al manejo de las aguas del Rilo. Algo asombroso

es saber que ellos hiam relacionado elid que la estrella Sirious aparawisible en el firma-
mento cadai@o, con el inicio aproximado de las crecidas del Nilo. Y com@srcataron de la
regularidad de las mismas, para ellos el nivel del Nil®gaser algo dcomo un calendario. Es
asombroso tambh saber, por ejemplo, que se han encontrado evidenciablde tpie daban
cuenta de anotaciones o registros de los cambios de nivBia@lilo ya en es@&poca. Agco-

mo saber que ellos habian percibido que é&xisiha conexin entre las estaciones déia el
agua y el aire. Lo que podriamos definir como el inicio del @istusi es que se puede usar esa
palabra dado que no eran conocimientos ciertamentdftest del movimiento de los fluidos
gue rodean la tierra.

En base a lo anterior se le puede atribuir al pueblo quedkbregdn entre losios Tigris
y Eufrates, y a los égcios, haber sido los que iniciaron el desarrollo del con@mnto en
Mecanica de Fluidos, sobre la base de la necesidad del manejgukel

Pero para ser equitativos, porque en ciencias Occidentees \ascribe una histia de-
sconectada de Asia, es importante comentar que alrededanae83000 AC, en la regn
gue hoy ocupan China e India, se desarrollaron tambivilizaciones que haén detectado
la relacbn existente entre las estaciones dwl,aon el aguay el aire en la naturaleza. Por otra
parte tampoco se debe olvidar que el pueblo que destaridiMesopotamia, provende Asia
Central.

En dntesis, se puede concluir que en esencia fueron las ewitimes que se desarrollaron
en las regiones que hoy eimdcupan China-India, Mesopotamia-Babilonia y Egipto las qu
dieron origen al desarrollo de conocimiento sobre el madejoagua y por lo tanto de los
fluidos. Y la rabn que motiv dicho desarrollo ha sido sin dudas la importancia del agwe e



desarrollo de la vida. De donde se concluye t@&nlgjue la historia de la Méaica de Fluidos
es en cierto modo paralela a la historia de la civilidaci

En los casos anteriores se habla de civilizaciones que aerdiégron en tal o cual regn y
se hace referencia a las poblaciones, porque no existestromgtomo para identificar quienes
fueron los individuos que realizaron las contribucionés. énbargo para tiempos algoas
modernos, de los cuales ya se tienen registros, se pude daldé&entficos que han realizado
contribuciones y dar sus nombres. A modo de reconocimientsta resga se citan aquellas
personas reconocidas por sus contribuciones &éaNea de Fluidos, hasta que fue obtenido el
modelo nas general sobre damica de fluidos conocido como ecuaciones de Navier-St8les.
aclara sin embargo que dicha lista puede ser sin dudas ihet@npor un lado. Por otra parte,
de las contribuciones solo se comentan algunos casos mallestya que mayores detalles
esén fuera del alcance de este libro.

Luego una lista con nombres ilustres en cuanto a contrinesi@ Meanica de Fluidos
puede comenzar con Tales de Miletos, quienmgenurid en Grecia entre lodias (624-546),
AC, y seguir con Aristoteles quien na@n Macedonia y murio en Grecia y viventre los &os
(384-367), AC. Luego seguir con Arfiuedes, quien na@iy murid en Siracusa, Sicilia, entre
los dios (287-212) AC; Hém de Alejandia, quien na@ en Grecia y luego emigra Egipto,
precisamente a Alejanidr, &0 260 AC, aproximadamente. Siendo los anteriores los posner
cientficos que hicieron aportes notables para &saca. Sin embargo luego la historia de la
ciencia parece haberse detenido a los inicios de la Era&résti

Es decir, el nacimiento de la Magica de Fluidos ocuiibien al comienzo de la civi-
lizacion, pero luego al inicio de la Era Cristiana, coincidente gipradamente con la tda del
Imperio Romano, los avances en Me@a de Fluidos se fueron deteniendo. El panorama gen-
eral para la civilizadn en es@&poca fue de adormecimiento. Se puede decir que la civiimac
se detuvo, entre otras causas, por las invasiones de pusshzsos del norte de Europa. Los
conquistadoresdrbaros no conocian sobre leyes, estado y todo lo gua kalstido en Grecia
y Roma hasta esgpoca. Fueron quemados libros y bibliotecas completas.

Aln cuando fue larga, felizmente esa era de atraso y destruce®. Alrededor del final
del sigloXV, inicio del periodo conocido como Renacimiento, soplaroevos aires y Europa
comend a redescubrir los conocimientos almacenados de Grecia yaReinapso de tiempo
entre la ceda del Imperio Romano y el Renacimiento no fue sin embargo dedolacbn y
conformismo. Existiron aquellos que lucharon a lo largo sleseoscuros siglos, pero fue solo
a partir de laépoca del Renacimiento, que surgieron personalidades ceomatdo de Vinci,
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entre otros, quienes le dieron nuevos impulsos a la ciencia.

Por eso la lista de citas comenzada anteriormente puedegeda, sin embargo, solo de-
sples del Renacimiento, con Leonardo de Vinci, quiz mas importante representante de ese
renacer cienfico, quien nad y vivio en Italia y murd en Francia entre lodias (1452-1519).
Leonardo hizo notables contribuciones a diferedte=sas de la ciencia, pero especialmente a
Hidraulica. Fueel quien primero realiz un estudio, se puede decir ciiicb, sobre la circu-
lacion del aire alrededor de la tierra o inicio de la Meteor@o@e puede seguir con Sim
Stevin quien vivd en Suiza entre loshas (1548-1620). Luego Galileo Galilei, quien riagi
murib en ltalia entre losf#os (1565-1642) y es considerado el padre dédac& moderna en el
sentido que wsla experimentadin en forma sisteatica para corroborar téas. Envangelista
Torricelli, quien vivid en Italia entre losf#s (1608-1647) y es el autor de la expdesi/2gh
para la velocidad media de un chorro, dordes la acelerabn de la gravedad ¥ la altura
de la superficie libre del fluido sobre el centro del orificie.(giede seguir con Otto von Guer-
icke, Alemania, (1602-1686); B Pascal, Francia, (1623-1662) e Issac Newton, quied gaci
vivid en Gran Brefida entre losidos (1642-1727). Poco se puede destacar de Newton porque en
realidad no hubo un tema en particular de la Btéca de Fluidos hasta ese momento al cual no
haya contribido. El talento de Newton es tan indiscutible al punto quenesiderado el mayor
de todos los tiempos. A pesar de comentarios en contrari@ sobpersonalidad, fue alguien
humilde al punto que en la introduéci de su tan famoso libfhilosophice Naturalis Principia
Mathematicaescribd, en otras palabras,. si en realidad vlejos fue porque me subobre los
hombros de gigantes ...Por ejemplo a Newton se debe entre muchos otros aportdadire
tensbn interna en un fluide= coeficientex gradiente de la velocidadSe puede seguir por
Daniel Bernoulli, Francia, (1700-1752), quien esd@ibl primer libro sobre Mdnica de Flu-
idos y por lo tanto muy reconocido en los libros actualés, euando no es, por ejemplo, el
autor de la famosa ecuaadi hoy en @ conocida com&cuacbn de BernoulliLeonardo Euler,
quien vivio entre los &os (1707-83), nadien Suiza pero desarrolsus contribuciones en Ru-
sia. Euler es considerado otros de los grandes contritegdie Meanica de Fluidos, el gran
arquitecto de gran parte de la ma#tina que se usa actualmente y del modelo matiem de
la dinamica de fluidos para fluidos ideales. (Elico error que comdiifue no considerar los
efectos de la viscosidad en dichas ecuaciones. Luis A. Caiat8p-1857), quien natien
Francia y desarrdll sus trabajos en Paris, Taly Praga. Su contribugh mas importante para
Mecanica de Fluidos es su desarrollo para expresar el estadaglerties en un medio continuo.
Jo% Luis de Lagrange, Francia, (1736-1813) fue otro de losdgrsitalentos con inumerables
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contribuciones a Mémica de Fluidos. Por ejemplo la ecuatique hoy en i se conoce co-
mo de Bernoulli, en realidad es la integral que réaliagrange de la ecudxsi de cantidad de
movimiento presentada por Euler, para un fluido sin vis@kitf seguir con Jean D’Alembert,
Francia, (1717-1783), autor de la famosa paradoja de D’B&tnDicha paradoja hace referen-
cia ala discrepancia que encontraba D’Alembert de la fuskzan flujo de un fluido ideal sobre
un cilindro, con lo queel observaba en los experimentos. Y yasmecientemente Poiseuille,
Francia, (1799-1869) y luego Claude Navier, Francia, (178%6), quien primero presenias
ecuaciones conocidas como de Navier-Stokes. Es inteeesamientar que Navier al presentar
esas ecuaciones, consideradas una de las mayores caatrédsa la ciencia, llatnla atenabn

en su presentawn expresando que g@izas mismas no fuesen nada nuevo, porque en realidad
usaba el concepto propuesto por Newton para tratar lososfeetla viscosidad. Y finalmente
quien lleg tiempo despés a las mismas ecuaciones por un camino diferente, JorkesStue
vivd en Gran Bretida, (1819-1903). Stokes redlilas hiptesis de las sustancias que hoy &n d
se modelan con las ecuaciones de Navier-Stokes. YidgiaHas mismas reciban el nombre de
Navier-Stokes.

En dntesis, usando una perspectiva tiista es interesante destacar sobre las citas anteri-
ores, que existieron dos periodos de progresos bien difieidrs para Meinica de Fluidos.
Uno en los comienzo de la civilizawi, hasta aproximadamente ldadadel Imperio Romano,

y otro que se inid con el Renacimiento y que llega a nuestr@sdSeparados ambos por una
era de oscurantismo de aproximadamente 1.408.a

Para terminar con esta résehisbrica, sin emabrgo, es importante comentar sobre una
cierta metamofsis que sufi la ciencia en general en el segundo periodo. Es decirexisti
ciertas particularidades en el desarrollo de Meca de Fluidos en el segundo periodo, desde
el Renacimiento hasta nuestragag| que vale la pena comentar. En ese sentido algo que en
principio se puede afirmar es que hasta el sKjié/ 1, el desarrollo de Memica de Fluidos se
dio basicamente con la acumuléanide conocimientos originados con el menejo del agua para
diferentes usos. Sin embargo por esbesasurgita una rama menos gxtica de la Meanica
de Fluidos, basada en supuestos un tanto idealizados déulaleaa. Por aquellapoca en
las ciencias en general reinaba la Meica Chsica de Newton. Y el demonio imaginado por
Rere Descartes, filosofo y cidfito fran@s (1596-1650), hda pensar que era posible un de-
terminismo absoluto que permitira traes de una monie de @lculos, $lo posibles de ser
realizados por un demonio, conocer cada detalle del futim@ptimismo desmedido originado
por la meé@nica Newtoniana.
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Esta visbn un tanto idealizada de la naturaleza tuvo por supuestorsealato en el es-
tudio de los fluidos. Basados en el modelo de fluido ideal de RoBayle (1662), fsicos y
matenaticos desarrollaron la rama de Maica de Fluidos denominada Hidrodmica Céasica.
Los aportes de Leonardo Euler pueden ser considerados dir&szbn, pero para nada debe
ser tomado eso como un desmerecimiento de los mismos, yaepafde los s importantes.
Sin embargo, como fue comentado antes, el error cometidByder fue despreciar los efectos
de la viscosidad, es decir de la frioaiinterna del fluido, qui& influenciado por el modelo de
fluido ideal. En particular la Hidrodamica Chsica no era considerada de usaqgpico por los
ingenieros de entonces, a no ser incogpaiole correcciones a tries de factores. Por lo tanto
todos los conocimientos desarrollados hasta entoncegés tle los siglos, conformaban la ra-
ma de la Meéanica de Fluidos denominada Hadidica. Esta engldbtodos los conocimientos
hasta ahdesarrollados en el manejo del agua en candles,sistemas de irrigaa, etc, y en la
medida que el desarrollo teciglico exiga disdiar sistemas de condudai de fluidos y otros,
la Hidraulica fue quien ocupesos espacios. Sin embargmauando susdfmulas permian
disdiar, sus ecuaciones o0 modelos matans no consedan explicar ciertos principios del
movimiento de los fluidos. En contraste, mientras con ladtitdamica Chsica se consegan
explicar aspectos fundamentales, la misma ndgedr usada para ehiculo en ingenida, a
no ser usando coeficientes de corrénciLa mas famosa de estas diferencias queshistrada
en la hisbria con el nombre dParadoja de D’Alembertcomo fue comentado anteriormente.
Es decir cuando D’Alembert trataba de verificar sakulo experimentando con el flujo de
aire sobre un cilindro, observaba que éxigtn realidad una fuerza de arrastre sobre el mismo,
resultando parél en una paradoja que fue aclarada&eain siglo nas tarde.

En dntesis, nas que dos ramas, eXestuna ruptura en la Méoica de Fluidos. La Hidwlica
con resultados pcticos pero con falencias en los fundamentos y la Hidéodioa Césica,
explicando aspectos fundametales pero fallando endlesilos pacticos. Para explicar como
termina esta historia, sin embargo, es necesario darapidar revisbn de lo ocurrido con las
ciencias en general en el siglol/ 111, con el nacimiento de la Termodimica.

En ese siglo ocurdi un hito importarisimo en las ciencias en general, algo que llya Pri-
gogine, nacido en Mosicen 1917 y Premio Novel de Quica en 1977 por sus contribuciones
a la termodiamica del desequilibrio, llaénLa Nueva AlianzaEn sntesis dicho hito implio el
fin del optimismo determinista de Descartes y por lo tant@tmmnsideraéin de la Meénica
Clasica, con el surgimiento de la Terma@mica. Fue la necesidad de genevaaile potencia a
partir del carldn, que desatuna corrida cienfico-tecnobgica que derié en el nacimiento de
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la tecnoloda del calor, con los nuevos conceptos de procesos irrblessiriccbn, imposibil-
idad de transformar toda la en@aglel calor en trabajo méanico y aspor delante. Todos estos
avances ciefficos significaron una revolu@n, quiza una de las @&s importantes de lagtimos
siglos, dentro de la ciencia en general, gndole preeminencia a ladica Chsica o Meanica
Newtoniana y por tanto al determinismo. Todas estas adap&xque sufé la ciencia, con
interpretaciones nuevas a la luz de la Termadiica, fue denominada por Prigogine como una
metamorfosis de las ciencias.

Quiza un poco a destiempo, dentro de la Mieica de Fluidos en particular taréhi se
vivio la reconsideradn de la importancia de la friazn interna de los fluidos en movimiento,
es decir la importancia de la viscosidaghapara los gases como el aire. La reconsidéraci
gue las ecuaciones propuestas por Euler esbnvéilidas para fluidos ideales, sin rozamientos.
Esto llewd a una convergencia de la Hidrodmica Césica con la Hidaulica, siendo posible
de ah en mas, explicar el origen de los coeficientes que se usaban axalmdos. Algunos
de los aportes notables en esta Nueva Alianza en los fluidesrf la tedia de la capa limite
desarrollada por Prandtl(1905) y los realizados por Regn(1899) en Gran Brefa, quien
estudd en forma siste@tica la importancia de las fuerzas viscosas en comparacin las de
inercia en tubéas, entre muchas otras cosas.

Con esto se puede dar por terminada estaieeden que resta de historia de la Mica
de Fluidos del sigloX X, esh casi todo relacionado con el problema de la turbulenciayal
resulta ser el problema actual sin resolucile Mecanica de Fluidos.

1.2. Introduccion a la Mecanica de Fluidos

Desde el punto de vista de la Termaalnica la materia puede estar en estado gaseoso,
liquido o $lido, siendo que a una sustancia en estado gasedgaidd se la denomina flui-
do. Para Meanica de Fluidos, no obstante, la defiaitide fluido tiene que ver con aspectos
meda@nicos de la materia y se define como tal a una sustancia eraaue reacciona defor-
mandose en forma iremitanea, ante uesfuerzo de cortpor minimo que sea. Un esfuerzo de
corte es una fuerza por unidad @ea o tengin. Cuando friccionamos la manteca para luego
untar una tostada, lo que aplicamos a la superficie del paradéeoa es un esfuerzo de corte
o tenson de corte. El mismo es una fuerza por unidadud® que tienda romperla sustancia
por ser esta uniido. Si realizamos un esfuerzo similar ahora sobre larfiggeede un fluido,
el esfuerzo produce una deformatide la superficie, generando un movimiento de la sustan-
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cia. Por minimo que sea dicho rozamiento sobre un fluido, siempre sergema deformaén
continua resultando en un movimiento.iAsdefinicbn traza una separdxi entre aquellas sus-
tancias denominadasélglos, que presentan cierta resistencia a esos esfuesfmsndndose, y
las denominadas fluidos que no presentan ninguna resetenci

Definido lo que es un fluido, a seguir se define el significadtedéa del continuo Una
de las hiptesis nas importante en Mémica de Fluidos es la de continuidad de la materia. A
simple vista el agua en un vaso se nos presenta como una nmseapsin discontinuidades.
Esta es la vigin macrosopica de la materia. No obstante se sabe que la misaa@stormada
por mokculasestas poatomos yestosultimos por paiiculas subatmicas, las cuales ocupan
una porcbn reducida del espacio viac Es decir que la materia no es continua. Sin embargo
muchos élculos en ingeniéa, como los relacionados con las fuerzas de arrastre dejan flu
sobre un cuerpo, la transferencia de calor desdélighoshacia un fluido en movimiento, entre
otros ejemplos, no necesitan del detalle molecular@mato de la materia, sino de su efecto
medio. Es decir se emplea una Gisimacrosopica de la materia, o modelo de comportamiento
macrosépico, el cual no hace referencia a la estructura molecdldicho modelo se lo conoce
comomed@nica del continum teoria del continuo

Figura 1.1:Definicion de la densidad de un gas en fi@mcidel volumen.

Para que dicha tefa sea @lida, sin embargo, las escalas cardstmas de longitud y tiempo
minimas del problema deben ser mucho mayores que las escalesulares de longitud y
tiempo. Escalas caractsticas de longitud, tiempo, etc, son valores representatie esas
dimensiones en el problema. Cuando la escala de longitudieiestemente grande, elimero
de mokculas es elevado y una propiedad del fluido tal como la dedsil la presin, etc,
puede ser bien definida y su comportamiento no experingemgaiaciones relacionadas con el
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movimiento molecular. En ese caso séatdntro del rango de validez de la teadel continuo.
Por ejemplo consierese la preéin en la pared de un recipiente que contiene un gas ideal en
equilibrio termodi@mico. Se sabe que la misma es la suma de las fuerzas de $asrmdide las
moléculas en la superficie. Si observamos la @resin una superficie muy pedige con escalas
proxima a las moleculares, elimero de maculas sex reducido y las colisiones defiair una
presbn o fuerza oscilante sobre la superficie. Por el contranasiderando una superficie
mayor, con una escala de longitud bien superior a las distameoleculares, elimero de
moléculas que intervienen aumerdtar la presbn o fuerza por unidad darea ejercida por
las colisiones de las mitulas seéx una variable continua. Otro ejemplo es la deforicde
densidad de un gas, la cual es iguahasa/volumenUna observaéin macrosopica requiere
considerar urvolumen rmimode fluido para eliminar el efecto de las raolilas individuales.
En otras palabras, para definir la masa por unidad de volumameunto, s&r necesario
considerar urvolumen rimimo que contenga unimero suficientemente alto de raollas, de
modo que la funé@n densidad no oscile o sea discontinua. La Figura 1.1 nauestesquema
de lo que ocurria al observar la densidad de un gas en un punto, para désrdimensiones
del volumen considerado en la medici En ese sentido resultdil saber quelmm? de aire
en condiciones estandard contiene en forma aproxim@damoléculas, el cual es uriimero
grande lo suficiente para que una propiedad resulte bienatefidn problema en el cual se
viola la hipbtesis del continuo es el correspondiente al flujo alredddam cohete que ingresa
desde la atmosfera exterior, dado que en las primeras capasrdsma el aire es enrarecido y
el desplazamiento medio de las mallas es grande en compadaca la distancia imima de
interes del cohete.

En relacon con la definidn de la continuidad de la materia comentadaamngio anterior,
conviene aclarar que en este libro se hace referencia a un@mparinima de fluido con el
nombre de partula de fluido, lo cual es una idealizani Esta paitula de fluido para nada
hace referencia a pactilas elementales de la sustancia. Se hace en realidadnetea una
porcion elemental de fluido que contiene ummero suficientemente grande de éwillas.

En sintesis en Mémica de Fluidos se estudia todo lo concerniente a un fluidoostmien-
to, desde un punto de vista macrogico. Todas las variables, adasde la presin y la densi-
dad comentada antes, describen comportamientos de laa@ipvisbn macrosepica. Otras
variables a ser usadas son el vector velocidadgceleradn, a, vorticidad,w, entre otras, to-
das variables dependientes, las cuales reciben el nomimantgos cuando son fuidei de las
variables espacialés;, y, z) y el tiempot, denominadas variables independientes.
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Por otra parte la descrigm de la cineratica y la diramica de un fluido se sintetizan con
ecuaciones matefticas, que representan principios fundamentales de laabeta como la
segunda ley de Newton, la conservacde la eneng, etc, dentro de la méanica del continuo.
Los principios fundamentales usados en Etdca de Fluidos son i@ conservadbn de masa,
(ii) la conservacdn de la cantidad de movimiento lineal y rotacional, ( iii )danserva@n
de la energa y (iv) ley de variaddn de la entropa. Se citan los cuatrolen cuando en este libro
no se presentan los desarrollos que conducen a la écudeila enerig ni a la segunda ley de
la Termodiramica o ley de variabn de la entrofa.

Los principios fundamentales en Matca de Fluidos, sin embargo, tienen algunas restric-
ciones, es decir no son todos universales. La segunda Leyead#oN por ejemplo esalida
aplicada a un sistema inercial y para velocidades muy peguen relaéin a la velocidad de
la luz. La ecuad@n de conservaon de masa esalida tambén lo para bajas velocidades en
comparadn a la velocidad de la luz. En contraste la ley de consauade la enerfg 9 es
universal, se verifica en todos los casos.

Fuera de esas restricciones, el modelo matam mas general en Mémica de Fluidos
correspondiente a esas cuatro leyes, no hace referencidipoutle sustancia. No obstante
como se vex mas adelante, las tensiones y deformaciones internas deidm$ln propias del
mismo y para que las ecuaciones sean resolubles es neasarformacbn sobre el tipo de
fluido. A esa informadin se la denomina ecuaciones constitutivas, porque tiamnerary con la
constitucon me@nica de la sustancia y del estado termadiico de la misma.

En dntesis, dentro de la telardel continuo la naturaleza cumple con los cuatro priosipi
fundamentales comentados antes, sin importar la sustariipa de material estudiado. Esas
son leyes generales para cualquier sustancia. Pero pamalémrel principio de conservam de
cantidad de movimiento para una sustancia en particulagjpmplo agua o aire, es necesario
expresar las fuerzas de redwntidel fluido ante las deformaciones, con una eé@rapropia
para esa sustancia. Esas reacciones o tensiones intertzamdteria son funéin del tipo de
sustancia, ya que no toda sustancia reacciona o deformastebrmodo. Esas ecuaciones que
relacionan las fuerzas superficiales con las deformaciemedeyes enipicas, o responden a
modelos téricos basados en datos experimentales. Un ejemplo esdanifeada ley de New-
ton, que siguen sustancias como el aire y el agua denomifiadiss Newtonianos por esa
razon, que establece una relacilineal entre las tensiones y las deformaciones. Para fhtro
idos esas relaciones llegan a ser muy complejas y son medetach funciones no lineales.
Dichas sustancias son denominadas fluidos no-Newtoniaalgsigos ejemplos son el peteo



16

y derivados del mismo en la industria petragica, en la medicina la sangre y otros fluidos del
cuerpo humano y en la industria alimenticia sustancias damuel, la mayonesa, entre otras.
Bien cabe decir que mientras el estudio de los fluidos Newtosiae encuentra en un estado
avanzado dada la simplicidad del modelo, el de los no Neatms es tan complejo y rico en
fenbmenos que el mismo no asbdava suficientemente desarrollado.

1.3. Revison dealgebra vectorial

Una particularidad de Mémica de Fluidos es la necesidad de trabajaratgabra vecto-
rial. Los conceptos de flujo, gradiente de un escalar, darerigq de un vector y los productos
escalares y vectoriales son de uso frecuente. Esta brag@®retiene por objetivo recordar los
mismos en el contexto de Maeica de Fluidos,@ cuando no es completa ni general. En otras
palabras, se revisan los conceptdassmsuales sin seguir un ordenamiento y desarrollo gradual
del tema. Sin embargo en el item correspondiente a biblizgsa dan referencias de librogam
avanzados y con un desarrollcasmcompleto sobre el tema. Cabe tagnbaclarar y enfatizar
gue todo lo presentado dquorresponde algebra vectorial y tensorial Cartesiana. En ese sen-
tido, enalgebra vectorial Cartesiana existe una n@acnuy conveniente denominada indicial,
la cual facilita enormemente la manipulagide expresiones matéticas. Por ese motivo en
esta revigin se introduce tamén dicha notaéin de forma muy breve y suscinta.

1.3.1. Escalares, vectores y tensores

Para caracterizar un fémeno fsico en Meanica de Fluidos, se usan propiedadsisés del
fluido y del flujo, aderas de caractesticas georatricas. Dichas propiedades o cardisticas
son las variables dependientes del problema y en genemgpsasentan con escalares, vectores
y tensores. Por otra parte cuando las mismas sondnrgl tiempo y del espacio, es decir de
las variables independientes, se habla de campo, por gerapipo escalar, campo vectorial
0 campo tensorial. Para una simple magnitud, como es la tatop&, basta con un escalar o
con un campo o fundn escalar para representar la temperatura en el espacieltiempo.

No obstante para ciertas propiedades del flujo como veldddaerza, donde es necesaria una
magnitud una direcon y un signo, se usan vectores o campos vectoriales. Y simalegidad

aumenta, como al representar la ténsen un punto en un fluido en movimiento, donde es
necesario especificar los valores normales y tangenciatesla plano coordenado, se usan
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X3

(a) (b)

Figura 1.2:(a) Sistema de ejes coordenadog, z. (b) Sistema de ejes coordenadqszs, z3.

tensores. Los tensoresasicomunes en Méaica de Fluidos son de segundo orden los cuales
tienen nueve componentes, como seéveas adelante.

Por otra parte, para hacer referencia en general a lo querBoufs se denominan es-
calares, vectores o0 tensores, se usa la expresitidad vectorial Estas entidades vectoriales
se denominan de gradocuando es un escalar, 1 para un vector y 2 en adelante paoag®ns
Y el nimero de componentes de estas entidades vectorisdedaski por el amero de coorde-
nadas del espacio Euclidiano, elevado al grado correspotegliej.3° para un escalag'! para
un vector,3? para un tensor de segundo orden, etc.

En este libro se usan letras mifiscular en negritas para representar vectores y en general
maylsculas en negritas para tensorésy auando algunos tensores especiales cordelt de
Kronecker se representan con letras griegasimaulas.

El primer concepto a revisar es el de vector en el espacio.i@asdo un sistema Carte-
sianos de coordenadas en el espaei@3, con origenO y vectores unitario$ = (1,0,0),
j =(0,1,0), k = (0,0,1) como base de dicho sistema, la represeatade un vector, por
ejemplo del vector posionr, es la siguiente,

r=uai+yj + 2K (1.1)

donde(z,y, z) son las coordenadas segcada eje de dicho sistema, como se muestra en la
Figura 1.2(a).

Como punto de partida sobre notatiindicial, digamos que otra forma de denominar los
ejes coordenados y la base de vectores unitarios de un gisteelcoordenada3123 es como
se muestra en la Figura 1.2(b). En esa figura la base de v&ctoitarios e, = (1,0,0),
e = (0,1,0),e = (0,0, 1) y los ejes coordenados ahora se denominan dama:, z3).
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Usando esta nueva notanila representagn del vector posiéinr resulta,

= 116 + 126 + 1363 (1.2)

Aprovechando las dos notaciones y sistemas de coorderesdasportante comentar que
el vectorr es una entidad vectorial como lo es la cantidadté que representa y por lo tanto
tend& en cada sistemas de coordenadas, diferentes comporenteser que esos sistemas
sean coincidentes. Pero en cada sistema el vector es eratéaeh mismo. Por otro lado se
debe observar tamdm que un vector, @ndolo aeste como ejemplo de entidad vectorial, se
representa a tr&@s de una combinamn lineal o sumatoria de productos de escalares con los
vectores unitario de la base del sistemas de coordenadasjeRtlo para el caso del vector
posicbnr, se tienen los escalares, x, y 3 representando la magnitud del vector(sedps
direcciones de cada eje coordenado y los vectores unitgriesy e;, sedin las tres direcciones,
respectivamente.

Siguiendo con la representanien la expresin (1.2), la misma permite escribir el vector
también como,

=3
r= Z 7,6 (1.3)
=1

gue constituye la base para introducir la ndtadndicial.

Lo esencial en dicha notaxi consiste en suprimir el signo de sumatoria, es decir siesc
solo,

r=ux,6 1.4

y se aplican las siguientes reglas siempre que sea posible.

1. Una expresin con unindice repetido, denominadondice mudorepresenta una sumato-
ria. Dichoindice vara a traes de su rangb, 2, 3 para el caso de un espacio Euclidiano.
E] a;T; = 171 + aoxo + azxs, ¢ = 1,2, 3. O tambeén Qi T;Tj = A11T1T1 + Q127102 +

A13T1T3 + A21T2X1 + * + + + A31X3T1 + A320T3T9 + A33T3T3, 1= 1, 2, 3 yj = 1, 2, 3.

2. Unindice que no es repetido en un factor es denomiinadioe libre Ej. a;;b; = a;1b1 +
ainby + a;3bs, coni comoindice libre.
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3. Losindices repetidos en una exp@sipueden tener su nombre cambiado.dgp; =

Clikbk.

4. Enalgebra vectorial no tiene sentido indice repetido tres veces. Ej. La exptesi;; b,
no tiene sentido dado que se repite 3 vecésdite!.

5. El nlmero de érminos de una exprési es igual 8", donden es el rumero deindices
libres. Ej.a;, tiene3! terminos;a;;, tiene3® términos;a;;, tiene3? terminos.

6. El orden del ente vectorial é@stlado por el amero deindices libres de los factores. kj.
tiene ordemn); a;, tiene order; a;; tiene orderk.

En lo que resta de esta rewnise presentan definiciones y ejemplos tanto con notaci
vectorial ordinaria como indicial, con el objetivo de gaai@rta familiaridad con estaltima.

Continuando ahora con las operaciones entre vectoresia de vectoress representada
del siguiente modo en notaxi indicial,

atb=c=(ae + a8 + azes) + (b1 + bo€ + b363) = (a,&) + (b:i&) = ;& (1.5)

con las propiedadd§) a+ b =b + a; (i) (a+b) +c=a+ (b+c); (ii)a—b=a+ (—1)b;
(iv)c = aa+ (b, dondec es un vector contenido en el mismo plano formadogpb.

El producto escalade dos vectores, cuyoadulo se define coma- b = |a||b|cosf, donde
6 es elangulo comprendido entre dicho vectores, se define como,

a-b=(a;i+ayj +a.k) - (bl + byj + b.K) = a,b, + a,b, + a.b, (1.6)

con las siguientes propiedadé$:si se multiplican vectores perpendicualres eritige-$ = 0;
(ii) al multimplicar un vectol por un vector unitaria se obtiene la proyeamn del vector en
la direccdn del vector unitarioa - n = |a|cos 6; (ii)a-b=b - a.

Asi el producto escalar entre vectores resulta en un escalarqiee al multiplicar miembro
a miembro todas las componentes, solo resultan los essdigeentes de cero de los siguientes
productos -i = 1,j-j = 1y k -k = 1. Se puede tambn decir que el producto escalar entre
vectores da como resultado un escalar igual a la suma deslogetos de la diagonal principal,
de la matriz formada por lascombinaciones que resultan del producto de las componéates
los vectores.



20
Usando ahora la notam indicial el producto escalar es,

a-b=(a1e + axe + aze;) - (b1€ + ba& + b3€8;3) = a;b; (1.7)

donde otra vez por ser los ejes multualmente ortogonaleénioos factores diferentes de cero
son aquellos con los productes- e, = 1,6, -6, =1,6;-€; = 1.

Luego en general para la base los productos escalaresaresult

6.6 — 1 cuandoi = j, (1.8)
7] 0 cuandoi # ;. '

Es decir que el productg - e;, con: = 1,2,3y j = 1,2, 3, ordenados en forma matricial
forman la mafiz unidad,

= [d;5] = | (1.9)

KyY

)

I
S O =
o = O
_ o O

dondel es el tensor identidad o unidad, cuyas componentes comtadeén con las del tensor
16;;] denominadadelta de Kroneckerel cual es un tensor de segundo orden con la siguiente
definicion,

(1.10)

5. — 1 cuandoi = j,
Y 0 cuandoi # j.

0511 = 522 = 533 = 1 mientras CIUém = (512 = 513 = 531 = 523 = 532 = 0.

El tensor delta de Kronecker es de suma utilidad en el ddleatieexpresiones algebraicas
vectoriales. Ejajdlj = a, sz(smj = ng; szém] = T‘U’ (3P/89c1)(5h = (313/8351), donde en
estalltima7}; es un tensor d@ componentes.

Usando ahora las propiedades del producto escalar ent@e®se define el adulor de
un vectorr, como la réz cuadrada del producto escalat- (r - r)'/2 = (ryr;)'/2.

Es importante remarcar que en las operaciones algebraitrasemtes vectoriales, se tiene
la operaddbn entre la parte escalar de las componentes y la operacitre la parte vectorial
de las mismas. Ambas partes tienen propiedades diferédegjemplo al multiplicar en for-
ma escalar dos vectores se tiene el siguiente fdet@ - b.e,), que debe entenderse como
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(asby & - &), donde el producto entre los escalatiey b, tiene las propiedades del producto
gue conocemos de Aritatica (propiedades conmutativa, asociativa, etc.), masrgue el pro-
ducto escalar entre los vectoms e, debe realizarse con las reglas del producto entre vectores,
escalar en este caso. Este concepto se debe generalizaogesdas operaciones algebricas
entre entes vectoriales.

El otro producto que le sigue en importancia al escalarg®dlicto vectoriaéntre vectores
a x b, el cual da como resultado otro vectorLas propiedades del producto vectorial spn:
no es conmutativaa x b = —b x @; (ii) el mddulo del vector resultante &s = |a||b|sen 6; (iii)
la direccbn del vector resultante es normal al plano definido por logovesay b y el sentido
se corresponde con la regla de la mano derg@heel modulo del vector resultante||b|sen 6
es tambén elarea del paralelograma formado por los dos vectareb.

Un procedimiento para obtener las componentes del veatesultante es a trég de la
resolucon del determinante,

i K
axb=c= a1 ag as (111)
by by b3

Por otra parte los productos de la base en la nateicidicial, usando la regla de la mano
derecha, sop x e, =6;;6, x 6, =€,;6, X € = —6;; 85 X & = —e,. Se introduce ahora el
simbolo de permutadin e el cual es de mucha utilidad para é@aulo de dichas componentes.
El mismo tiene tres suhbdices y es definido como,

0  sidos cualquiera de los suidicesi, j, k son iguales
€k = 1  Siijk esuna permutagn par del,2,3, (1.12)
—1 siijk es una permutagn impar del,2,3.

es decir que,

€193 = €931 = €312 = 1, yen Contrast6321 = €913 = €132 = -1, por otro |ad05113 = €912 =
€390 = -+ = 0. Asi como tamlﬁneijk = €jki = €kij (6] tambénqjk = —€jik = —€jkj = —E€kji-

Usando ahora elimbolo de permutadn el producto vectorial de los vectores unitarios de
la basee;; e;; e; se define come; x e; = ¢;;,€;. Este $mbolo permite por tanto simplificar el
calculo de las componentes del producto vectorial entreovest A la definicbn del producto
vectorial entre dos vectoresy b cualquiera resulta,
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axb= €ijk Q; bj (SR (113)

donde la expreéin (1.13) representa una sumatoria con 27 elementos deljge @xisten tres
pares de subdices, al estar repetidés;j y k; luego se debérhacer variar los siihdices:;k
entre los valores, 2 y 3 enloopsanidados.

Sin embargo una regla qtica que permite obtener las componentes del vectortaesul
en forma nas directa que considerar 128 posibilidades, resulta de considerar solo aquellos
términos para los cuales el signo de permuataas diferente de cero y a la vez agrupando los
escalares que contribuyen a la misma dir@ecEn otras palabras,;, a; b; €, = (€123 a1 by +
€213 A2 by )€ + (€132 a1 b + €312 az by )€ + (€321 a3 by + €231 ao b3 )€y, sustituyendo luego
los valores del signo de permutacide acuerdo a la defin@n dada antes.

Existe un tercer producto entre vectores denomimadducto diadacuyo resultado es un
tensor de segundo orden y se representa simplementeatmonen funcon de sus componentes
comoa;b;. En notacdn matricial este producto es representado como,

arby aiby aibs
ab:[aib]’]: a2b1 a2b2 CLng (114)

asby asby asbs

Un ejemplo en Megnica de Fluidos de este tensor es el producto del vectaridalivv en
el terminos convectivo de la ecuaaide cantidad de movimiento en forma vectorial, cuando se
escriben las ecuaciones en forma divergente, como &eeweel Cajiulo 3.

1.3.2. Operadores gradiente y divergencia

Al simboloV, denominadmabla se lo usa para representar un operador vectorial derivada,
gue en coordenadas Cartesinas tiene la siguiente forma,

g. 0. 0
V= %| + a—y] + %k (1.15)
y en notaadn indicial,
0 0 0 0
V= 28 T 0 T g S = g8 (1.16)
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El operador vectorial nabla no puede aparecer solo en urgEpmatenatica, sino operan-
do sobre un campo escalar, un campo vectorial 0 un campai@n¥da operacbn que realiza
es obtener la derivada de dicho campo.

La forma nés simple de obtener la derivada de un ente vectorial es @stdel producto
simple deV con el ente vectorial. En este caso al operador se lo denognathente. Por
ejemplo enV ¢ = grad (¢) como gradiente de un escalar oenv = grad (v) como
gradiente de un vector.

Una forma de comprender el concepto de gradiente de un cascptaees a traés de la
derivada direccional. Considerando la densidad de un flusdoocejemplo de campo escalar
p(x1; xe; x3;t) y €l vector unitarian, la derivada en la direazn del vector unitario resulta,

0

P —Vp-n (1.17)
on

donde en la ecua@n (1.17) el operador nabla obtiene la derivada del campalagsg resul-

tando en un vector denominado gradientepdel cual luego es proyectado en la diréeccdel

vector unitarion a traves del producto escalar de este con el vector gradiente. &seltado

final es el escalar conocido como dervidad direccional.

Por otro lado es importante observar que al ser el gradienten@ampo escalar, un vector
formado por la derivada de dicho campo, el mismo tiene ladibe de la naxima variacbn del
mismo. En otras palabras, el vector gradiente es normalsufasficies formadas con valores
constantes del campo escalar.

Luego elgradiente de un escalas la operaéin mas simple de este operador derivada y el
resultado es un vector. Un ejemplo frecuente endnéa de Fluidos lo constituye el gradiente
de presbn. La preshn esética P es un campo escalar, como se demoatraas adelante, y el
operador gradiente sobre la p@sdefine el vector gradiente de paasiel cual representa una
fuerza,

oP. OP. 0P
+——j+—k (1.18)

grad P =VP = a_:c' o P

donde en la ecua@n (1.18)grad P es un vector representando la fuerza (en realidad la fuerza
es igual—grad P) que actia sobre el fluido debido a la variaoci de P en el espacio. Existen
otros muchos ejemplos de gradiente de escalares definieuode propiedades, los cuales son
vectores, con significadasico de importancia en Méaaica de Fluidos. De hecho el transporte
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difusivo de una propiedad se modela con un coeficiente dedoate que multiplica el gradiente
de la propiedad. Ej. la Ley de Fourier= — k grad(7'), dondeq es el vector que representa
el flujo de calor por unidad de tiempoayea,[W/m?]. Otro ejemplo importante en Manica

de Fluidos lo constituye el gradiente de la velocidgrdd (v). En primer lugar porque como
se vea en el Cafiulo 2, toda la informadin sobre la cine@tica de un fluido en movimiento
puede ser extida de dicho gradiente. Y tanm@n porque muestra que cuando se le aplica el
gradiente a un campo vectorial, en formalaga que al aplicarlo al campo escalar, el ente
vectorial resultante tiene un grado superior al campo déovEn otras palabras el gradiente
eleva enl el grado del ente vectorial. Al aplicarlo a un escalar seeolatun vector y al hacerlo

a un vector se obtiene un tensor de segundo ordehpoaslelante.

Luego el gradiente de la velocidad en nobexcindicial es,

8u1/8x1 8U1/85C2 8u1/8:c3
] = | Qug/0x1 Ouy/Oxs Ouy/Oxs (2.19)
6u3/8x1 8u3/6x2 8u3/8x3

Vv =grad (v) = |

Otra forma de aplicar el operador derivadaes haciendo un producto escalarsdeon un
vector o tensor. Dado que ®l es un vector y que el producto escalar solo es aplicable entre
vectores o entre un vector y un tensor, no existe la diveigatecun escalar. El ejemploan
frecuente en Manica de Fluidos de dicha operaeies la divergencia del vector velocidad. En
ese caso la operami es,

0 0 0 ou Ov Ow
V(V) =V V= (o0 + —j + =K) - (ul +vf +wk) = — + — + — 1.2
div(v) =V -v (6x|+8yj+az ) - (ui 4 v +wk) 5% oy T 7 (1.20)

Si en cambio se usa notéaiindicial la divergencia de la velocidad resulta,

div(y) = (et Loyt ) (116 + e+ gey) = 2 D2 Qs O
B 8$1e1 8:@282 (%363 1O 28 UGy  Oxy Oxy Oz Oxy

Otro ejemplo de uso en Manica de Fluidos es la divergencia del gradiente de un escala

(1.21)

En ese caso en notaci vectorial, tomando al escalar como siendo la temperdturasulta
V-V T = V?T.Esdecir que la divergencia del gradiente de un escaldtaessr el operador
V2, conocido como Laplaciano de un escalar.

Un teorema de uso frecuente en el cual interviene el opetiekngencia en un integrando,
es elteorema de la divergenci&l mismo establece queses un campo vectorial con primeras
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derivadas continuas en todos los puntos de unamegn el espacid’C, contornado por la
superficieSV (', luego,

div (v) dV = (v-n)dS (1.22)
/.. [

dondedV y dS son elementos darea y de volumen, respectivament®, s un vector unitario
normal externo &V C. Usando notaéin indicial el teorema anterior es,

[f], G =[], fomoas (129

Otra aplicaddbn del operador derivadd es el producto vectorial del mismo con un vector,

denominaddaotor de un vectarY otra vez es el rotor de la velocidad un ejempléximo, cuya
operacbn es,

I'OtXVIVXVI(%i‘F%j‘F%k)X(ui+vj+wk) (1.24)

de forma que usando,

i i k
ow Ov.. ou Ow.. ov  Ou
rot xv= | 9/0x 0/dy 0/0z | = (3_y L Gt ed Il Gl 8_y)k (1.25)

u (% w

el cual tamben puede ser calculado usando ndiagndicial y el operador permutai, segin
la definicbn en la ecuaéin (1.13),

ov;
V xXVv= €ijk a—xi € (126)

Con este temay la siguiente lista de ejercicios se consiéerada esta breve revisi sobre
algebra vectorial Cartesiana.
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1.4. Ejercicios

1. Demostrar que &) = 3; b)d1,,am = a1; C)im0m; = 0;j.
2. Demostrar que &), €xim = 0ik0ji — 0i0jk.

3. Considerando los vectoras= (1;2: 0) y b = (—2; 1; —1) obtener el producto vectorial
a x b usando notaén indicial. Respuesta= (—2;1;5).

4. Demostrar qu& - (V x a) = 0.

5. Demostrar qu& x (V¢) = 0, dondegp es un campo escalar.

6. Demostar qu&’ - (V x ¥) = 0, donde¥ es un campo vectorial.
7. Demostrar qua- b = (ab)l, dondel es la matriz identidad.

8. Demostrar que para un escalaresultaV - vV T' = V2 T.

9. Dado el siguiente campo vectorak= (622)i + (6y)j — 7zzk, obtener la divergencia en
el punto(10;6;1).

10. Dado el siguiente campo vectorink= 10z%yi + 20(yz + x)j + 13k, obtener el rotor en
el punto(6, 1, 2).

11. Considerando el siguiente campo escalar10z%y +3zzy, obtener el radulo del vector
gradiente en el punt@, 1, 2).

12. Considerando el siguiente campo escalar xy + z, obtener el vector unitario normal a
la superficie determinada por= constante que pasa por el puni@, 1, 0).

13. Sila expreding = —kV6 permite calcular el flujo de calor, donde= 2(2? + y*) es la
temperatura, ¥ la conductividad&rmica, a)hallar el flujo de calor en los puntas0) y
(1,1), b)trazar curvas dé = constante y trazar los vectores de flujos de calor en los dos
puntos.

14. Dado el siguiente campo vectonak= (z%y)i + (zyz)j — y?2k, obtener el gradiente de
dicho campo en el puntd; 0; —2).
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15. Dada la siguiente matriz,

evaluarS;;; b)S;;Si;; €)S;x S,

w O =

oS = O

W NN
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Capitulo 2

Cinematica de un fluido en movimiento

2.1. Introduccion

En este Cajpulo se presenta la cindatica de un fluido en movimiento. Cuando hablamos
de cinenatica hablamos de movimiento y entonces lo que se presamtasdescripciones de
los diferentes tipos de movimientos de una jgatt de fluido y temas relacionados como la
ecuacdbn de conservadin de masa, operador derivada sustancial o total y teoretnardgporte
de Reynolds.

Figura 2.1.Lineas de corriente describiendo el movimiento de un fluido en el espacio.

Para hacer referencia al espadgido se usan las variabley,z Figura 2.1, para los tres ejes
de coordenadas cartesianaspara el tiempo. Aisse tienen las cuatro variables independientes
X,y,z,ten funcon de las cuales se definen las dependientes como velagiclad =, ¢) y presbn
P(z,y,z,t), entre otras. En particular la velocidad y la péesson denominadas variables

29
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primarias, ya que existen otras variables dependientes tororticidadw(zx, y, 2, t), etc, que
pueden ser derivadas de las anteriores. Y por ese motivoesmminadas secundarias. Luego
la cinenatica consiste en detallar paso a paso como se definen tedasikbles que definen el
movimiento y la deformaéin de un fluido.

Para hacer referencia al fluido se considera unagodaitdel mismo, tal como fue defini-
da anteriormente. Es decir por patla de fluido se entiende un conglomerado suficientemente
grande de m@culas, de forma que se puedan definir apropiadamente lablearcomo veloci-
dad, densidad, etc, en un punto del espacio. Y una forma o@mmte de imaginar una patila
del mismo, es con formalbica porque facilita su estudio usando ejes cartesianasdos
tiempos suficientemente@imos, de tal forma de estar conformada por la misma maskedes
un punto de vista macro8pico.

En primer lugar, partiendo de los conceptos vistos &sic&, se considera el movimiento
de una partula o cuerpoigido en reladn a un sistema de coordenadas en el espacio. Esta
parfcula tiene seis grados de libertad de movimiento. Es demde desplazarse en forma
rectilinea segn los tres ejegz,y, 2z} y tambin puede girar alrededor de los mismos. Luego
todo movimiento de un cuerpdgido puede ser descompuesto (ge@sos seis movimientos
simples. A se tiene,

movimiento de cuerpdgido = traslacibn sedin {x,y,z} + rotacion sedin {x,y,z}

Hasta ahlos grados de libertad de movimientos posibles de unacpéatiigida. EI nuevo
fenbmeno a considerar al analizar el movimiento de undqaat de fluido es la deformaim.
De los cursos deiBica se sabe que las racllas pueden tener solo una determinada distribu-
cion dentro de un cuerpo en estaddido. Si queremos modificar esa distribiciaplicando
una determinada fuerza, el cuerpo rompe cuando la fuerzexadn limite. En contraste,
los fluidos no tienen esa restribai al movimiento relativo de las n&tulas, con lo cual, por
ejemplo, adoptan la forma del recipiente que los contidagslecir modifican su forma o de-
forman ante un esfuerzo porfimimo que sea. Esa es una propiedad fundamental de los fluidos
la deformaabn, la cual requiere tamémn un nivel mayor de detalle para describir el movimiento
del mismo.

Un experimento sencillo (que podemos hacer té@&mken forma imaginaria) que permite
comprender esta propiedad de un fluido, consiste en usarsorcea miel y dibujar con aim
otro fluido con diferente color, un cuadrado sobre su supedimulando ser una patla de
fluido. Si luego se mueve la miel en la parte exterior del cadalicon algn objeto, el fluido
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se deforma transmitiendo parte de esa deforamaai laparticula de fluido Si el movimien-

to que realizamos pximo del cuadrado es en circulos, veremos que deformaarigsalos
originalmente rectos. Si el movimiento en cambio es reetdi hacia afuera, el cuadrado se
elongaé tendiendo a un re@hgulo. Ese experimento imaginario da una idea del conaipto
deformacbn de una partula de fluido.

La deformaadbn del fluido puede ser cuantificada en fuimcdel movimiento relativo entre
dos puntos sobre una parla del mismo. Por ejemplo podemos considerar los pumtosBeos
de uno de los lados de la panla dibujada sobre la miel en el experimento de arriba gutat
la deformadbn de ese segmento. Es necesario témitiecir que en realidad lo que se debe
cuantificar es la deformaimn especifica en fungn del tiempo, deformaon/(longitud originak
tiempo), o velocidad de deformaun especifica.

Luego, en Btesis, al pasar a considerar una ath de fluido en vez de una piaxla
sblida, hay que agregar a los grados de libertad de movimamta paricula $lida, la defor-
macbn que sufre el fluido al moverse. Y como al movimiento retantre dos puntos sobre
una paricula de fluido se lo puede descomponer en movimientos sinfambeéen la defor-
macbn es descompuesta en deformaciones simplegnsgnovimiento sea rectilineo o rota-
cional. Ad se habla de deformaciones longitudinalesiseik,y,z y deformaciones angulares
con centro en esos ejes, o en los plafwg, {xz} y {yz}. En otras palabras, existe una suma
de efectos cineaticos, los originales de un cuergdgido mas las deformaciones del fluido.

Luego, los grados de libertad al movimiento de un fluido poes® descompuestos en los
grados de libertad de un cuerggido mas los correspondientes a las deformaciones,

movimiento de un fluido = movimiento de cuerjpgido + deformaciones
donde los grados de libertad a la deforndacse descomponen en,
deformaciones = longitudinales eqy,z + angulares en torno d&,y,z.

Asi se deben describir los siguientes cuatradfeenostraslacion enx,y,z + rotacion en
torno dex,y,z + deformaciones longitudinales eqy,z + deformaciones angulares en torno de
X,Y,Z.

Las Figuras 2.2(a), 2.2(b), 2.3(a), y 2.3(b), presentanazs@s con el significado de traskat)
rotacbn y deformadn longitudinal y angular en relam al eje de coordenbadas

Con los conceptos introducidos antes en cuanto a separadapiEn del movimiento en
movimiento de traslabn y de rotadn y luego las deformaciones en longitudinales y angulares,
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Figura 2.2:Parfcula de fluido er, linea $lida, y ent + At, linea de trazos, con movimiento (a)
traslacional; (b) rotacional.
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Figura 2.3:Paricula de fluido er, linea $lida, y ent + At, linea de trazos, con deformaai (a)
longitudinal ; (b) angular.
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a seqguir se presenta la descr@gtidel movimiento traslacional o lineal, luego del moviniéen
rotacional y poiiltimo las deformaciones logitudinales y angulares.

2.2. Descripcon del movimiento de un fluido

En este item se describe el movimiento de un fluido descorapdaial mismo en movimien-
tos simples sdn los ejes coordenados. Antes de siguir, sin embargo, esaée determinar
un método para describir esos movimientos. En otras palalwasgdo en diamica se describe
el movimiento de un cuerpdgido, se usa hacerlo siguiendo al cuerpo aésagiel espacio.
Sin embargo, dado que un fluido @sbnformado por un medio continuo con infinitas fwar
las, en algunos casos es conveniente describir su moviomgnfuncon del movimiento de
parfculas que pasan por un punto fijo del espacid.ekssten dos posibilidade§) describir el
movimiento de partulas que pasan por un determinado punto del espaenominado Euleri-
ano o espacial, @i)describir el movimiento de una pacula a traés del espaciadenominado
Lagrangiano o material. (i) y (ii) son@bodos alternativos.

Luego se puede,

()Realizar una descripgh del movimiento de un fluido tomando como marco de refeaenci
el espacio ikico y describir el movimietno de todas las peutas que eéh pasando por un
punto gekrico a lo largo del tiempo. Por ejemplo, para expresar laciad del fluido se hace
referencia a la velocidad que tienen las fgaitas que pasan por un purfx,y,z) Luego la
misma se escribe comdx,y,z,t)en el puntdP(X,y,z) La velocidad aparece tandén en funabn

del tiempo porque las velocidades de las diferente$qoéeis que pasan por ese punto pueden
ser diferentes. Esta es la descriptespacialo Euleriana Si se describe la velocidad de los
veHhculos que circulan por una autopista usando e&t®do,v(x,y,z,t)describe las velocidades
de los mismos en un punto fijo en un carril.

(iEl segundo nétodo consiste en describir el movimiento del fluido usar@oa@ marco de
referencia las diferentes petlas. Es decir la velocidad corresponde a la de unacpéates-
pedfica del fluidov(x, yo, 20, t) a traés del espacio. Se sigue a la jarta de inteés a lo largo
del espacio. Las coordenadas, 4o, z9) Son, por asdecirlo el nombre de la pacula, dado que
corresponden al punto del espacio en el cual se encontrafiartza ert=0. Esta es la descrip-
cibn material o Lagrangiana Haciendo referencia al ejemplo de arriba, ahefay, yo, 20, t)
describe la velocidad de un viehlo en particular a tras de la autopista.
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En dntesis, las decripciones espacial y material dicen detonde referencia que se usa
para expresar el movimiento. Un punto fijo en el espacio o ancpla fija de fluido. Si en vez
del movimiento se quieren describir las propiedades deldlaomo la densidad, prési, entre
otras, las mismas pueden ser descriptas també@n uno de los dos &todos. Sin embargo
dado que los problemasas usuales en Maaica de Fluidos conviene estudiarlos usando una
descripobn espacial, en este libro se usa solo esa diséripé&ixisten problemas como éaulo
del flujo de sustancias en diferentes fases, por ejemplo deijais de un gas en uiglido,
dispersbn de un contaminante en otro fluido, entre otros casos, aildespuede resultaran
conveniente estudiarlos usando la descoipenaterial o Lagrangiana.

2.2.1. Movimiento traslacional

Del movimiento lineal de una péacula de fluido se estudia la velocidadz, y, z, t), la
cual tiene componented + vj + wk y la acelerad@n a(z, vy, z,t), la cual tiene componentes
a,i+ a,j+ a.k usando notadin Cartesiana convencional. o= u;e; + uzes + uzes = u;e;
ya=ae; + axey; + azes = a;e; usando notadin indicial.

Por ser que el fluido esten movimiento al @lculo de la velocidad y la aceleraai se la
debe realizasiguiendaa las paiticulas de fluido y describirlas en un punto fijo del espacite Es
calculo puede ser explicado con la ayuda de la Figura 2.4 digprasenta en 2 dimensiones las
lineas trayectorias de un flujo. El punto @eico donde se desea calcular la velocidad en ese
flujo esP(z,y). Y el calculo se hace siguiendo la patla de fluido que eh = 0 estuvo en
P(z0,y0) Y que en el tiempad pasa porP(z,y) (no obstante la figura presentar una sitaaci
bidimensional por simplicidad, al desarrollo se lo hace legspacio). El vector posion del
punto gerico P(z,y, z) €s,

r=ai+yj + 2k (2.1)

Por otro lado las ecuaciones pagtntas de la trayeotia de la paitula que ent = 0
estuvo enP(xg, yo, 20) SON,
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Figura 2.4.Lineas trayectorias de un fluido en movimiento en el plaroy, donde el puntd®(z, yo)
corresponde a la posan de la paitula en el tempd y P(x,y) ala posicdbn de la misma en el tiempo
t.

U($07y072077)d7
v(x07y072077-)d7- (22)
t
z2 =2 +/ w(zo, Yo, 20, T)dT
0

donder representa el tiempo.

Luego las ecuaciones (2.2) en forma geca pueden escribirse como,

Tr = x(any())ZOvt)a Yy = y('IanOa 207t)7 z = z(anyO7Z07t) (23)

Si en la ecuaéin (2.3) los valores:, 1o, zo SONn variables, cambia la pantila a la cual se
hace referencia. Si en cambio esos valores se fijan,

Lxo,y0,20 — C(](t), Yzo,y0,20 — y<t>’ 220,40,20 — Z(t) (24)

se esh siguiendo a una pacula. Luego para seguir una dattla con el radio vector posim
r(z,y, z), ecuaobn (2.1), basta con sustituir las coordenadas espaciales del mismo con
las ecuaciones (2.4), el cual resulta,
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I'20,90,20 (t) = Lz0,y0,20 ()i + Yz0,90,20 (1)) + 220,90,20 (t)k (2.5)

donde lainica variable independiente es el tiempoapunta a la paitula a lo largo del tiempo
describiendo su trayectoria. Por lo tanto con la ecwra¢R.5) se puede definir la velocidad
obteniendo la derivada en reléni al tiempo del vector,, ,, .,(t) manteniendo los valores
X, Yo, 20 CONStantes,

dr dx(t) . dy(t) . dz(t)
%|(r0,y0,zo) - V(l'Oa Yo, ZOat) = dt |(zo,yo,zo)| + 7 (zo,yo,zo)J + dt |(zo,y0,zo)k (26)

donde la misma expresa la velocidad de laipata que en el tiempo est pasando por
P(z,y, z). Sustituyendalz /dt = u, dy/dt = vy dz/dt = w en la ecuadin (2.6) se tiene,

V(:L‘0>y07207t) = ul +UJ + wk (27)

Y para recuperar la descrifgei espacial de la velocidad, es decir tener la velocidad en un
punto fijo del espacio a lo largo del tiempo, se sustittye), 2o en la ecuadn (2.7) porz, y, z
usando ecuaon (2.3) donde se han explicitadg, 1o, 29, con lo cual se tiene,

V(z,y,z,t) = ui + vj + wk (2.8)

donde la ecuadi (2.8) describe la velocidad de las diferentesipalds que pasan por el punto
P(z,y, z) alolargo del tiempo.

Esta es la forma usual de velocidad con desadip&uleriana o espacial. Todo el proced-
imiento seguido para obtenerla tuvo como objetivo explearoncepto. Como se \&tuego
de presentar la aceleréqi, en la pactica se usa un operador denominado derivada sustan-
cial o derivada materialp/Dt, que realiza el &@culo de una derivada en relénial tiempo
de una fundin cualquiera de una pastila de fluido, manteniendo constante las coordenadas
(x0, Yo, 20)- Siendo el resultado una fuldei con descripéin espacial o Euleriana. EI nombre de
derivada sustancial o material se refiere justamente a gue aiuna paitula. Sobre este tema
se volvead mas adelante.

Asociados a la funéin velocidad existen algunos conceptos como loknge trayectoria
gue ya fue presentado antes, siendo la linea que descritagétoria de una pacula ylinea
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de corrientela cual se define como la curva tangente al campo de velocidadda punto. Un
ejemplo de lineas de corriente se tiene en la Figura 2.1.

Ahora se puede definir la aceleragila cual es la variaén en reladn al tiempo de la
velocidad. A este @culo otra vez se lo hace sin hacer uso del operador derivederial,
D/ Dt, sino en forma detallada como fue realizado el de velociBadtanto es necesario otra
vez usar la descripoh material usada antes, con la cual se puede seguir a uneuf@artEs
decir se parte de la ecuaqi (2.8) y se realiza la transformaai de las variables, y, z con la
ecuaobn (2.3). As la acelera@n resulta, usando la regla de la cadena en la tumeglocidad,
derivando primero en relam ax y ésta en relaéin al tiempo manteniendo fijo los valores
(0, Yo, 20) COMO,

dv ov dx 8V dy ovdz ov
El(wo,yo,m) = a($0> Yo, <0, t) 8 dt ’(xo,yo Zo) a dt |(£E0 40,20) + Oz dt |(:v0 Y0, 20) (915 (2 9)

donde transformando otra vez usando la e@ra¢2.3) y usando las componentes del vector
velocidadv = ui + vj + wk se tiene,

ov ov ov  Ov
a(z,y,z,t) = ug + va—y + W + 5 (2.10)

El calculo de la velocidad y la aceleraai arriba son algo complicado, dado que se de-
scriben propiedades de un medio queaest movimiento y se lo hace en un punto fijo del
espacio. Como ya se adelansin embargo, existe el operaddy Dt, que realiza todas esas
operaciones en forma autatica. Es decir obtiene la derivada en rebacal tiempo de una
funcibn cualquiera manteniendo constante los val@rgsyo, zo) Y la expresa con descrifiei
espacial. Si para calcular por ejemplo la acelémasie hubiese usado directamente la derivada
material se tenda,

Dv ovdr Ov dy ovdz 0Ov

Dr Awwsl =gty dy dt Tozar o (2.11)

donde se sobreentiende que ese operador obtiene la desigadando una paula y expresa
el resultado en un punto fijo del espacio y luego usando laidigfinde la velocidad,

a(r,y,z,t) =u—+v—+w-—+ — (2.12)
T
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Usando taml@n las componentes del vector velocidad= ui + vj + wk se tienen las
componentes escalares de la aceléraci

a=azi+aj+ak=

(2.13)
ou ou ou Ou.,

(v +v—+w—+ )k (2.14)
Por ejemplo para una furam cualquiersgf = f(x,y, z,t) la aplicacon del operadoP /Dt

de por $ considera que la derivada es realizada siguiendo al mewatmidel fluido, a traés del

empleo de las ecuaciones pagdrntas del desplazamiento. Comparada con la derivadaaparci
en relacdn al tiempo se tiene que,

0 : . : :
— = derivada en relabn al tempo manteniendo constaftey, z)

ot
(2.15)
Dﬂt = derivada en reladin al tempo manteniendo constarig, v, zo)
de donde se tiene,
Df _0fox 0foy 0f0: of 2.16)
Dt 9z 0ot Oyot 0z0t Ot '

y comoodx /0ot = u, dy/0t = v, 0z/0t = w, Sistituyendo estas en la ecuati(2.16) resulta,

bf_of ofr. of 9of
Dt7u8x+vé)y+w8z+8t (2.17)

Por otra parte como se puede observar en la ecné2il17), la derivada material o sustancial
es la suma de las variaciones que experimenta ladarem un punto fijo en el espacicasla
que experimenta con la traslani Estas dos variaciones se denominan vanatemporal y
convectiva, respectivamente. Volviendo alaulo de la aceleragon, lo anterior significa que
la misma es la suma de la varianide la velocidad en relam al tiempo en un punto fijo,
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la cual es denominada acelekatio variacbn local, nas la variadn que sufre la velocidad
de la paritcula en su desplazamiento, denominada acetamacivariacbn convectiva. Es decir
reescribiendo la expresi de la aceleradn,

ov ov ov ov
a(x,y, z,t) = (E) + (u—+v—+w—=—) (2.18)
el primer €rmino a la derecha del signo igual es la acelératemporal y el siguient&tmino
entre pagéntesis representa la aceletacconvectiva.

A seguir conviene ver un ejemplo para comprender lo que e&urta pactica con esos dos
terminos para la acelera@ci, pero sin olvidarnos que lo mismo ocurre con cualquiepipdad
de la cual se obtiene la variéci con el tiempo usand®/Dt. Supongase un flujo de agua
permanente, donde permanente significa que nada cambidaeidmeal tiempo en todo el
dominio, en una expar@i gradual de una tub@rcon velocidad media axial, a otra con un
diametro mayor y velocidad media axtgl, como se muestra en la Figura 2.5.

\ L \
\
uq P u:
- @ >

Figura 2.5:Flujo incompresible en una expaosigradual de una turkiex

Sin aplicar ninguna ley, solo por intu@r se puede concluir que la velocidad es mayor en
la turbefa de menor diametray,; > u, (para circunscribir s nuestro ejemplo se debe pensar
en el flujo de unilquido, el cual no sufra efectos de cambios de volumen, lo que comunmente
es denominado flujo incompresible; un contraejemplo esjel ¢lon Mimero de Mach superior
a 1,0 de un gas, denominado supeiso, para el cual no se verifica esa rabacentre las
velocidades). Es decir dado que la séndie pasaje se expande en la direocixial, existe una
disminucbn gradual de la velocidad en forma paralela con el aumenhtarela transversal (esta
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es la ecuaéin de continuidad que se emas adelante). Dicho cambio de la velocidad en el
espacio se denomina acelef@atconvectiva, que en este caso es en realidad negativa.

Si se desea calcular la aceledaten forma aproximada en la linea de sirfgejyren la mitad
de la expangin, puntoP, se debe calcular, (a)la variadai de la velocidad de las pailas a
medida que se desplazan en el espacio, o acederaonvectiva, ras (b)la variadn que sufre
la velocidad en reladin al tiempo en dicho punto, o acele@ttemporal, como fue comentado
antes. Sin embargo dado que es un fujo permanente, nadaecamtaladn al tiempo en toda
la regibn. Por lo tanto no existiraceleradin temporal. Es decir la varid@m en (b) es nula. Por
su parte la aceleramn convectiva, punto (a), puede ser evaluada conalculo aproximado
como(us — uy)/L, de donde la acelerdni en el puntaP resulta,

—(up) =ap ~ ——— (2.19)

dondeap y up son los nddulos de la aceleramn y de la velocidad axial en el punig respec-
tivamente.

Se supone ahora una situatimas compleja de flujo transitorio, en la cual el caudal de
agua es gradualmente aumentado en el tiempo. En este casopemto fijo del espacio la
velocidad tamkén aumentdr en reladn al tiempo, al contrario del caso anterior. Por lo tanto
para calcular la acelerami en forma aproximada en, es necesario obtener (a)la var@tide
la velocidad de las padulas de fluido en el trayectode la expangin para un tiempo fijo, &s
(b)la variacon que sufre la velocidad a lo largo del tiempo/eriuego en este caso la variani
con la convecdin, punto (a), en forma aproximada (s — u,)/L y la variacbn temporal en
forma aproximada, punto (b), €8p(t + At) — up(t))/At. Luego resulta,

D LUz up(t+ At) —up(t)
T L At

(2.20)

Como se ve en esalculo simple la propiedad aceleranide una partula puede cambiar
en el espacio y tamén a lo largo del tiempo. Y como ya fue comentado, a la parteade |
aceleradn en reladn al espacio se la denomina acelebaaionvectiva y a la que resulta de la
variacbn en el tiempo en un punto fijo del espacio, acel®&matemporal. Otra vez hay que decir
gue la suma de esas dos variaciones representan la gartatal de la velocidad en el punto
P. Lo mismo resulta si dicho operador es aplicado a cualquaipdad como por ejemplo la
densidad, la temperatura, etc.
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De aqu en nas para obtener una derivada material en reteal tiempo se usarel operador
D/ Dt directamente sin comentario alguno.

2.2.2. Movimiento rotacional

El movimiento rotacional de un flujo puede ser expresado aenifn de la vorticidad o
rotacbn que experimentan las p&tlas del mismo. La vorticidad luego permite definir el con-
cepto de flujo rotacional e irrotacional y sus consecuencias

yA

AX AX

Y

=Y
e

Figura 2.6:Parfcula de fluido con velocidad y v, sedin los ejese e y, respectivamente, en su centro
geonetrico.

Por definicon la vorticidad de un fluido es igual al movimiento rotaciat&cuerpo igido
del mismo. Por eso se obtienen las expresiones de la@otdei cuerpoigido que sufre una
parfcula de fluido @bica, se@n los tres ejes coordenados. La Figura 2.6 muestra el plano
y de una paitula dibica. La rotadin de cuerpoigido en ese plano, éstdada por el valor
medio de la rotacion de dos segmentos fijos a lai@dd , en la direcén de los ejex vy y,
respectivamente.

Por un lado la rotaéin del segmento fijo a la pactila en la direcdn del ejex, ab, es el
limite de la diferencia de las velocidades de sus extrenmls, éireccon normal al mismo,

lim (v(x—i—Al’,y,Z,t) —U<$7y72>t)) _ @
Axr — 0 Ax -~ Ox

(2.21)
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y del mismo modo la del segmenid en la direcddn del ejey es,

lim _<U<$7Q+Ayazyt) —u(x,y,z,t)) _ _% (2 22)
Ay — 0 Ay Oy '

donde el signo negativo tiene que ver con el signo de la Giagile se considera positva en
la direccbn opuesta a las agujas del reloj. Luego el valor medio detéiom de esos dos
segmentos es,

1, 0v Ou

i [ I pl =—(z———=— 2.2
rotacbn media en el planry 5 (&c 83/) (2.23)
Y en forma adloga las der@s rotaciones medias son,
1 0w Ov
tact di [ pl = (47— — = 2.24
rotacbn media en el plangz 2( 3y 82) ( )
1,0u Ow
4 [ I pl =—(=——— 2.2
rotacbn media en el planax 2(&2 aI) (2.25)

Luego, la suma de las tres rotaciones medias de cu@jom rsedin los ejes coordenados
recibe el nombre de vector vorticidad,

1 o0ow v, 1 0u oOw.. 1 0v Ou

“=30%y ") e e ) (2:29)

y el vector vorticidadv se relaciona con el operador rotor de la velocidad de laesigeiforma,

w= %rot (v) = %(V X V) (2.27)

gue en coordenadas cartesianas se puede calcular redolgkedeterminante de la siguiente
matriz como se presemen el Cajtulo 1,

i j k
1
w=rot(v) = | 0/0x 0/0y /0> (2.28)
u v w

o tambén usando notagn indicial como en la expr&si (1.26) que se repite aqui por comodi-
dad,
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1 1 ov;
w = §V XV = éeijk 8_2] e (2.29)

Luego si la vorticidad en un punto es nula se dice que el flujoescional en ese punto.
Si para el flujo de toda una ré&gi y en todos sus puntas,= 0, al mismo se lo denominiéujo
irrotacional. Por el contrario toma el nombre @lajo rotacionalsiempre quev # 0 en aldin
punto en dicha re@n. Al final de este Cé&ulo se presentan consecuencias adicionales de la
rotacionalidad e irrotacionalidad de un flujo, como es lanigfin del potencial de velocidad y
la definicibn de circuladn.

2.3. Descripcon de la deformacbn de un fluido

En principio y en reladn con lo estudiado en los cursos dei€a sobre cineatica de
cuerpos 8lidos, la deformadin que sufre un fluido en movimiento es el nuevobf@eno de
cinematica. La importancia del tema en refagia la diramica de un fluido en movimiento,
radica en que la tasa de deform@tipermite expresar las tensiones que el mismo sufre en su
interior. Como se véren el Capiulo 3, los esfuerzos que sufre un fluido en movimiento poede
ser expresados en fubci de las deformaciones del mismo, permitiendo que las Enex
generales sean resolubles. Siendo esa telagntre tensiones y deformani una funddn de
cada sustancia. En otras plabras, el tema de deformacioresdado para tornar completo el
estudio de la cineatica de un fluido en movimiento, sino por lo contrario, es dados temas
centrales de Memica de Fluidos.

Por otra parte como ya se comemn la introduc@n de este Cdfulo, las deformaciones
pueden ser longitudinales o angulares. Y dado que un flustosie deforma por mimos
gue sea un esfuerzo aplicado al mismo, para medir la deftbmao se usa la deformaci
absoluta o especifica como en Resistencia de Materiales)asimelocidad de deformatn
especifica. Es decir que la medida de la deforgraein Me@nica de Fluidos es definida co-
mo deformacbn/(magnitud originalx tiempo de la deformaén), denominandose tasa de de-
formacibn espeffica o velocidad de deformam especifica. Sin embargo por simplicidad se
hata referencia a la misma solo como deforndaci

Por otra parte la descrifm de la deformaéin, al igual que para la velocidad y aceletexi
se hace en un punto fijo del espacio a lo largo del tiempo. Signe la misma expresa la
deformacbn de las paftulas de fluido que pasan por ese punto a lo largo del tiempme Y
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recuerda tamin que las mismas pueden descomponerse en deformaciomdsssgagn la
direccbn de los ejes coordenados. Para obtenerlas se considecastgampre una padula
cUbica y se presentan las deformaciones logitudinales ylaregudescompuestas segcada
uno de los ejes coordenados, como fue comentado en la intiédu

2.3.1. Deformacon longitudinal

La deformaaddn longitudinal que sufre un fluido en movimiento 8eguna direcdn, se
puede evaluar calculando la modificatidel largo especifico en furei del tiempo, de un
segmento perteneciente a una at en esa direasn, Figura 2.3(a). Cuando la deformaci
es positiva se denomir@ongamienty compresbn cuando es negativa. En forma matdioa
es el Imite al que tiende la diferencia de velocidad esjie, de dos puntos pertenecientes a
una paricula de fluido, cuando la distancia entre los mismos tiendlees decir considerando
dos puntos gegricosa y b sobre una paitula, los cuales edh separados uis y tienen
velocidades/, y vy, la deformaddn longitudinal en la direcén de la recta que une esos puntos
es,

. lim (v, —v,) Ov

T As—0 As  Os

Se considera ahora la panla en la Figura (2.6) con dimensior&&z y 2Ay en el plano

x — y, con componentes de la velocidfa v} en su centro. Luego la deforméailongitudinal

(2.30)

en la direcadn del ejer es,

lim  (u(z + Az,y,2,t) —u(z,y,2,t))  u

Axr — 0 Ax G (2:31)
de donde la tasa de deform@aciespetfica longitudinal erx, ¢, resulta,
ou
= 2.32
Cor = 5 (2.32)
y por analogg las deformaciones espfcas longitudinales epy z son,
ov
€yy = oy (2.33)
_Ow (2.34)

6ZZ - az
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Asi €., €, Y €. SON las deformaciones longitudinales sedps ejes coordenadds,y,z.
La suma de esas deformaciones expresa la tasa de ditatabica especifica, que en este libro
se simboliza con la letr@. La misma dice de la variamn total especifica del volumen que sufre
una paricula en movimiento, como se demosérams adelante,

ou Ov Ow
_ S T 2.
O =€ +€yy T €2 o + 3y + 9 (2.35)

2.3.2. Deformacon angular

Ahora se estudian las deformaciones angulares o defornescue sufren logngulos de
una paricula de fluido. Una deformamn angular se define como la deforntatimedia de
los angulos de una pacula, en relad@n a los 3 planos coordenados. Es, en otras palabras,
la rotacbn opuesta de los segmentos que forman @udplo en cada plano. Lo de rotawi
opuesta tiene que ver con el hecho que son estas las que defefamgulo que forman. Si los
segmentos rotan en igual sentido se tiene que lacpéattiene rotadin de cuerpoigido, no
deformacbn angular.

Considerando otra vez la Figura 2.6, por defimda tasa de deformam espeffica angular
en el planax-y, o deformaddbn angular alrededor del eje es el valor medio de las rotaciones
opuestas de los segmentasy ad. O lo que es lo mismo de los puntd¥z + Az, y,z) y
P(xz,y + Ay, z), en relacdn al centro geometrico de la p@xila. Las rotaciones se toman con
signo positivo cuando tienen sentido opuesto a las agujasldg

En primer lugar, la rotadn del puntoP(x + Az, y, z) en relacdn al centro geoktrico de
la paricula es,

lim  (v(z+ Az,y,2,t) —v(v,y,2,t))  Ov

Axr — 0 Ax " or (2.36)
y la rotacbn deP(z,y + Ay, z), o rotacbn del otro lado dehngulo, es,

Ay —0 Ay ~ oy

Luego, el valor medio de la rotdn inversa de los lados dahgulo en el plan&-y, denom-
inadae,,, en funcdn de los resultados de las expresiones (2.36-2.37), es,
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1 ov Ou

€y = 5(5. + 8_y) (2.38)

De forma analoga, las deformaciones e#fieas angulares medias en los playesy z-x

son,
1 0w Ov
€yz = 5(8_1; + &) (2.39)
1 Oou Ow

Siendo que las deformaciones totalesselgs planos: — vy, y — z, y 2 — x Son respectiva-

mente,

1 ov Ou 1 ow Ov _lau 8_w) (2.41)

W=ty Tl te)  =Tilg e
Una forma de ordenar todas las deformaciones, tanto Iafigales como angulares, es en
una matriz denominadansor de deformaciongls cual es,

. (Ou/0x + Ou/0x) (Ou/0y+ Ov/0dx) (Ou/dz+ Ow/0x)
D= 3 (Ou/0y + Ov/0z) (Ov/dy+ Ov/dy) (Ov/0z+ dw/dy) | =
(Ou/0z 4 Ow/0x) (Ov/0z+ dw/0y) (Ow/0z+ Ow/0z)

€xx €ry €xz

(2.42)

Este tensor tiene toda la informénirelacionada con la deforméai que sufre un fluido en
movimiento en un punto fijo del espacio a lo largo del tiemp@ Modo de mtesis es bueno
comentar que el mismo puede ser obtenido a partir del temadregte de la velocidad. Para
mostrar eso de una formaas compacta se usa notaiindicial. AS en esa notadn el tensor

gradiente de la velocidad es,

8@61/81’1 8u1/8x2 8u1/8x3
] 8u2/8x1 5u2/3x2 8U2/8I3 (243)
Oug/0xy Ougw/Oxs Ouzw/0x3

5’ui

8xj

Vv =]
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y dado que en esa notaaiel tensor deformagn, D = [D,;], es,

(Ouy/0xy + Ouy/0xy) (Ouy/0x9 4+ Oug/0x1) (Ouy/0x3 4 Oug/0z1)
(811,2/8331 + 0u1/8x2) (8@/01’2 + 6U2/8$2) (81@/8933 + 8U3/8$2) =

1
[Diy] = 5
(8u3/8x1 + 8u1/8x3) (au;g/al'z + 0u2/8x3) (8u3/8x3 + 3u3/8x3)

€11 €12 €13
(2.44)

€21 €22 €93

€31 €32 €33

resulta que una de sus componentes puede ser escritalggmol /2(Ju;/0z; + Ju;/0x;), O
también usando notadn vectorial el tensor completo cord= 1/2(Vv + Vv?’), dondeVv’
es la transpuesta del tensor gradiente de la velocidad.

Recordando de lo cursos de Algebra para un tensargens,;, el tensor definido con las
componentes$/2(S;; +.5;;) constituye la parte sigtrica del original S;;. En otras palabrtas, el
tensor deformaéin esta conformado por la parte &irnica del tensor gradiente de la velocidad.
Siendo que la parte antis@trica del mismo, obtenida restando lesminos, representa el tensor
rotacbn de cuerpoigido del fluido en un punto,

(aul/(?xl — 8u1/8x1) (8u1/8x2 — 3u2/8x1) (8u1/8x3 — 8u3/8:p1)
(Oug/0x1 — Ouy/0xs) (Qug/Ox9 — us/Oxs) (Ous/dxs — dug/dxs) | =
(8U3/8$1 — Gul/azcg) (au;g/al'g — 8u2/8x3) (8u3/8x3 — 8U3/8$3>

(€] =

DN —

Q11 Q12 Ql3
Q21 Q22 QQ?) (245)
QBl Q32 Q33

el cual tiene 6 componentes diferentes de 0, aquellas fieeta diagonal principal, siendo
las sinétircas aésta iguales en valor absoluto e iguales, por otro lado, adagponente de
la vorticidades en los planas— y, componente?,,, planoy — z, componentg),3, y plano
x — z, componenté&l;;. Es decir son las componentes del vector vorticidad visterammente,
equacdn (2.26).

Los resultados anteriores pueden sintetizarse dicienedeqouarte siratrica del tensokv
representa las deformaciones del fluidg y la parte antisiratrica de la rotaén de cuerpoigi-
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do del fluido,f2. En resumen el gradiente de la velocidad puede descompaieia siguiente
forma,

3xj

| = [Dy; + Q5] =

1 (8u1/5)x1 +8U1/8$1) (6u1/8x2 —|—8u2/8x1) (6u1/8$3 +8u3/3x1)
3 (Qug/Ox1 + Ouy [Oxs) (Oug/Oxg + Qug/dxs) (Oug/dx3 + dus/dxy) | +  (2.46)
(8u3/8x1 + 8u1/8173) (8u3/8x2 + 8U2/8Q33) (8u3/8:€3 + 8“3/8133)

1 (8u1/8x1 — 3u1/8x1) (8u1/3x2 — 8’&2/6%’1) (8u1/8x3 — 8u3/81‘1)
5 (8uz/8x1 — 8u1/8x2) (81@/8@ — 8u2/8x2) (8u2/8x3 — 3u3/8x2)
(8u3/8x1 - 6%1/81’3) (8U3/8x2 — 8u2/8a:3) (8u3/8m3 — 8u3/8x3)

2.4. Movimiento relativo entre dos puntos de una paiicula

A modo de conclugin sobre la cinegtica de un fluido en movimiento, en este item se
muestra como el movimiento relativo de dos puntos de unépatde fluido, puede ser de-
scompuesto en movimiento traslacional y rotacionals meformadcin longitudinal y angular.
En otras palabras, el movimiento relativo entre dos punéreetimplcito todos los efectos
cinematicos estudiados hasta aqu

v A

=Y
e

AX

Figura 2.7:Parfcula de fluido cuyo centro, puntg tiene velocidad: y v sedin los ejest e y, respec-

tivamente.
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En relacon a la paificula de fluido de la Figura 2.7, los dos puntos que se tomalregalésis
son el centro de coordenadas, puntg el vértice superior derecho, puntoLa velocidad segn
el ejex del puntoc en funcbn de la velocidad sém el mismo eje del centro de la pattla,
usando una exparisi solo de losérminos de primer orden es,

u(r + Az, y + Ay) ~ u(x,y) + du(z,y) dx + ulz, y)dy +... (2.47)
ox oy
Por otra parte se tiene que la vorticidad del fluidoiseel ejez en el centro de la padula
es,
1,0v Ou
=—(=——— 2.4

Usando estéaltima ecuadn para sustituit /2 du/0y en la ecuadn (2.47) y reacomodando
la misma resulta,

1
(e + Ay + Ag) = ula,y) —wdy + (200D OUED, W)

5", a9y x  (2.49)

renombrando ahora alguna@sinos finalmente se tiene,

w(x + Az, y + Ay) > u(z,y) — w,dy + €,,dx + €4,dy (2.50)

donde la ecuabn (2.50) expresa que la velocidad 8e@l ejex del puntoc puede ser expresa-
da en funadn de cuatro@rminos. El primeré&rmino a la derecha del signo igual en esa gnuai
representa un movimiento traslacional, el segundo un mewtm rotacional, el tercero una de-
formacibn longitudinal y el cuarto una deforméai angular. Otra forma de ver dicho resultado
es decir que el cambio total entre los puniog ¢ puede ser expresado como la suma de los
efectos ddraslacion + rotacion + deformacdn lineal+ deformacdbn angular

2.5. Dilatacibn cibica y divergencia de la velocidad

En este item se relacionan las tasas de defodndoingitudinales con la divergencia de
la velocidad, a tra&s del concepto de dilatéei volurétrica de un fluido en movimiento. Se
considera un volumen elemental de fluido que en el tietvg®alz(t) x dy(t) x dz(t) = dV(t)
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y ent + At esdx(t + At) x dy(t + At) x dz(t + At) = dV(t + At), Figura 2.8. Por el
movimiento del fluido dicho paralelepipedo se desplaza wprded, pero en un tiempo muy
corto dicho volumen material no rom@een pedazos.

Se desea obtener la expaside,

© = tasa de deformabn volunétrica especifica. (2.51)

£
=
I

dV(t+ At)

dV(t)j@ -

X

Figura 2.8:Molumen material con forma de parlelepipedo en dos tiempos.
Para obtener esa derivada se usa la definide la misma como un proceso de paso al

limite,

iﬂ(dV) 1 dlim (dV(E+ AL = dV (1))
dV Dt dV At —0 At

(2.52)

expresanddV (t + At) en funcdn dedz(t + At) x dy(t + At) x dz(t + At) y estos a la vez
en funcdn dedz(t), dy(t) y dz(t), las deformaciones longitudinales,, ¢,, Y ¢.. en el tiempo
ty el intervalo de tiempd\¢. En otras palabras, la deformagique sufre un segmeniden un

At es,

di(t+ At) = di(t) + ey(t) di(t) At (2.53)

dondeg; () At di(t) es la deformadcin absoluta dél en el intervalo de tiempat, aproximada
ent. Luego losdz(t + At), etc, son expresados como,

dr(t + At) ~ dx(t) + ez da(t) At
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dy(t + At) ~ dy(t) + €,, dy(t) At (2.54)

dz(t + At) ~ dz(t) + €., dz(t) At

de donde ellV (¢ + At) puede ser expresado como,

dV (t + At) >~ [dx(t) + eudz(t)At] [dy(t) + €, dy(t)At] [dz(t) + €..dz(t)At]  (2.55)

y usando el hecho qué/ (t) = dx(t) x dy(t) x dz(t), resulta,

AV (t + At) =~ (1 4 €, A) (1 + €, At) (1 + €, At)dV (1) (2.56)
de donde realizando los productos y despreciando todosriogios con diferenciales de orden
superior al primero resulta,

dV (t + At) >~ dV (t) + (€za + €yy + €:2) At dV (1) (2.57)

luego,

AV (t+ At) — dV (1) = (e4p + €4y + €:2) AL dV (1) (2.58)

por tanto dividiendo ahora pakt dV (t) y tomando elimite cuand@\¢ — 0, recordando que
€z = Ou/0x, €y = Ov/0y, €,, = Ow/0z resulta,

L D@V) _ L _du 9w
av(t) Dt T w5 T oy T 0z

=V-v (2.59)
la cual expresa ltasa volurétrica de deformadin especifica en un punto
A sequir se puede definir la dilatéci volunetrica o expansin, la cual es,

_av
-

cuyo valor vata en el rangd < J < oo y dondedV es el valor de un diferencial de volumen

J (2.60)

en el tiempot, que en el tiempa = 0 tuvo el valordV,. En otras palabragl” = dV'(t) es
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un volumen diferencial materialgh, = dV'(0) un instante pgvio. Multiplicando y dividiendo
ahora el lado izquierdo de la ecuaei(2.59) poriV, y como el mismo no es funan del tiempo
se puede introducir en la derivada material resultando en,

dVo D dV ou Ov Ow
oL av,y_ . I CONCh v 2.61
dVDt(dVO)) Con ey ¥ € 8x+0y+ 0z Vv (2.61)

de donde resulta que,

1D ou Ov Ow

1D e —c. S -CN U 2.62
JDt<J) O =€ €y te 8x+8y+8z V-v (2.62)

Las ecuaciones (2.61) y (2.62) son diferentes formas desaplas deformaciones en fun-
cion de la divergencia de la velocidad. Como conélnsie puede decir que en aquellos casos
condiv v = 0 existe conservaon del volumen. Cuando se vea la ecéaadile conservaon
de masa ras adelante en este Gayho, se vea que para un flujo incompresible la conser&aci
del volumen implica conservam de masa.

2.6. Teorema de Transporte

Caben dos comentarios como introd@eciEl primero que el teorema de Transporte permite
expresar la variadn total de una propiedad contenida en una poréija de materia y expre-
sarla en una regn fija del espacio. Por otro lado, lcasiconfin en los cursosdsicos es aplicar
las leyes de laBica, a cuerpos que se desplazan en el espacio y cuyas reasastienen
constantes. Y el teorema de Transporte es una éelapie permite transformar dichas leyes
aplicadas a sistemas con masa fija, a sistemas abiertosmeruds de control.

Por otra parte de Termodimica se conoce el concepto de sistema cerrado, o simpkement
sistema, que representa una cantidad fija de materia a todatgiempo; por ejemplo un dis-
positivo cilindro-pisbn y una cierta cantidad de gas como sistema.iAguusaa el mismo
concepto para hacer referencia a una fordija de fluido, pero contornado por una sujef
ficticia imaginaria. Asun sistema o volumen material es un volumen formado por lasas
parfculas de fluido a lo largo del tiempo. El sistema abierto eiwvan de control, por el con-
trario, hace referencia a un volumen ficticio el cual perrmtercambiar masa con el medio
ambiente.

Como se recordartambén de Termodiamica una propiedad intensiva es aquella que no
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depende de la masa o volumen del sistema. Ejemplos de estisdensidad, entala especi-
fica, entre otras. Por el contrario las propiedades extession fundn de la masa del sistema.
Ejemplos de estaltima son la masa total, la enéagotal, entre otras.

Luego, usando los conceptos anteriores, el teorema depbnde€xpresa la variam total
de una propiedad extensivé, correspondiente a una propiedad intengjveontenida en un
sistema cerrado y lo expresa en refgca un volumen de control. En la demostéacdada
aqu el volumen de control eaffijo en el espacio.

S(t+At)

S(t)=VC

Figura 2.9:Sitema conformado por un fluido en movimiento en dos tiemyas+ At, el cual coincide
con un volumen de control en el tiempe= 0. El volumen de control ha sido dividido en dos regiones
denominadas | y Il, mientras que la parte del sistema-+m\¢ que ha salido del volumen de control se
denomina redin ll1.

Si la propiedad intensiva eg la cual expresa la propiedad extensNgor unidad de masa,
la cantidad total de dicha propiedad en el sistema es,

N ][ npav (2.63)

donde el sulmdiceS de la integral triple significa que se integra en ladegiel espacio corre-
spondiente al sistema.

Luego la derivada total d& en relacdn al tiempo,DN/ DT, la cual expresa esa variéaoi
en un punto fijo del espacio y es igual a la vaiGaciotal siguiendo al sisteme&iN/dt)sistemas
puede ser expresada usando el concepto de limite del sigureuo,
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dN lim  Nepar — N

—sistema = DN/Dt = 2.64
(dt )szst / t At—>0 At ( )

En la Figura 2.9, en la cual se considera un sisteéiman el tiempa y ¢ + At, y un volumen
de control,VVC, se consideran 3 regiones. La primera |, es la pordel V' C abandonada por
el S en el tiempot + At. Il es la regon conun alVC' y al S en el tiempot + At. Y Il es
la porcbn deS en el tiempat + At que ha abandonado el volumen de control. Usando esas
denominaciones, la formuldmi del limite que significa la derivada sustancial o totabdar
cantidad total de propieda¥d en el sistema es,

lim fffH npdV + fffH[ npdV )eyar — fff] npdV + fff[[ npdV), (2.65)

DN/Dt= \, At

la cual reordenada resulta,

im  (J) Sy 0dV)evas = (S npdV):

DN/Dt= g At
im  ([f;; n0dV)iae = ([[[;; npdV),
g 2 (2.66)

y en base alas regionés/I y I11 se puede concluir que,

1. En el limite deAt — 0 la [, es el flujo que ingresa &C'y [[[,,, es el flujo que
egresa del/C. Es decir que la diferencia es el flujo neto a &s\de la superficie del
volumen de controlSV C,

Aiinlo(ffflj,npdV)t+2;—(fffmpdV)t ://svcn(pv'dA) (2.67)

2. Por otro lado tamkn en el limiteAt — 0,

lim  ([[[;;n0dV)isae — ([[[;; npdV), _ %///VC npdV (2.68)

At — 0 At

Es importante notar que el limite de la exp&si(2.68) no es una derivada siguiendo al
sistema o volumen material, sino sobre unadedija del espacio. Por ese motivo la misma es
un derivada parcial en relaui al tiempo.
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Reordenando todos losrminos el resultado final del teorema de Trasnporte es,

AN
(= sistema = Dt = ///VC np dv+//wc n(pv - dA) (2.69)

Este resultado es una relasicinenatica en forma integral que relaciona la variactotal
sobre una propiedad de un sistema con la vaattal en un volumen de control, equivalente
a la derivada material o sustancial para el caso diferenciekpresa que la variamn total de
una propiedad contenida en un sistema, es igual a la vamialg la propiedad en el tiempo
dentro del volumen de control,as el flujo neto de la propiedad a tesvde la supeidie del
mismo SV C.

En el item siguiente se presenta la ecadie conservadn de masa, la cual sirve como
ejemplo de uso del presente teorema.

2.7. Ley de conservad@n de masa

Por definicon, para un sistema o volumen materalyariacion total en reladbn al tiempo
de la masa de un sistema cerrado es igual a cero

Por otro lado, al totaN de la propiedad en el sistema se lo simboiliza ahora conrkalét
Y en este caso particular que es la propiedad por unidad de masa, resulta ser iguaba lo

M:///Snpdv (2.70)

Ahora la ecuadn de conservaon de masa en forma mtética es,

cual,

dM

(W)sistema - DM/Dt =0 (271)

es decir que la variagh de la masa para un sistema cerrado, tanto con descriptaterial
como espacial, es cero.

Por otro lado usando el teorema de Transporte sustituyepdol y N por M resulta,

Dt at///vc dv+//svc pv - dA) (2.72)
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Igualando ahora el lado derecho de las ecuaciones (2.71)3) (& tiene ada ecuaddn de
conservadn de masa en forma integral,

la cual expresa quka variacion en relacdn al tiempo de la masa dentro de un volumen de
control fijo en el espacio, &s el flujo neto de masa a tras de la superficie del volumen de
control es cero

En esta expresh las funciones no necesitan ser funciones continuas pietiesy del tiem-
po, pero si lo son se puede obtener la forma diferencial deeteacon de masa. El primer
paso para llegar a la forma diferencial es derivar en r@haal tiempo dentro del signo de la
integral triple en el termino de la izquierda, recordande g/ C' es fijo y constante, y aplicar
el teorema de la Divergencia al segundo termino de la izdajercuad@n (1.22). En ese caso
la ecuaaddn (2.73) resulta,

// e %(p)dv - ///VO div(pv)dV =0 (2.74)

Siahora se quiere llegar a la forma diferencial, se puederh®so del hecho que el volumen
de control para el cual fue hallada es uno&y&o y por lo tanto puede ser de taioaliferencial.
En ese caso la integral es igual al argumento de la mismdtaeda la forma diferencial de
conserva@n de masa,

% +div(pv) =0 (2.75)

Esta es la ecuamn de conservadn de masa en forma general, escrita en forma vectorial.
Usando un poco dalgebra sobre esta ecuaeiresulta,

dp _Op B
E%—V-(pv)—a—l—v-Vp—i—pV-v—O (2.76)

o lo que es lo mismo,

Dp
— -V = 2.77
Di +pV-v=0 ( )

la cual es tami@n una forma general.
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Por otro lado, considerando ahora el caso de un flujo paraklacdensidad no cambia con
el tiempo, denominado incompresible, la exppagi2.77) resulta,

V- (pv) =0 (2.78)

Aln cuando la densidad sea constante en el tiempo, la misrda pambiar en el espacio.
Un ejemplo es un flujo estacionario de agua con diferentefogrde salinidad. En ese caso sila
salinidad cambia, por ejemplo en relacia la coordenada vertical, la densidad tégnldambia
en esa direcéin, como ocurre en la ecuéai (2.78).

Suponiendo ahora un caso de flujo con densidad constantegiar®l espacio como en el
tiempo, la ecuaén de conservadhn de masa resulta,

V.v=0 (2.79)

gue es una exprdsi general para cualquier sistema de coordenadas. Y almiahora un
sistema de coordenadas Cartesiano para expresar el opdnagtgencia resulta la forma ex-
tendida,

ou Ov Ow

%‘f—a—yﬁ-gzo (280)

Se puede concluir en base a la ecaadi2.80), la cual expresa que en ese tipo de flujo la
divergencia del campo de velocidad es nula, que para un flo@mpresible se verifica,

ou Ov Ow
_ e e T 2.81
O =€ +€yy T €2 8x+8y+ ER 0 (2.81)

la cual expresa que en ese tipo de flujo la defororagblumetrica especifica es nula o que las
deformaciones longitudinales se equilibran mutuamends gon otras.

Ejemplo: Uso de la ecuadin de conservabn de masa.

Aplicar la ecuadn integral de conservam de masa al mecanismo mostrado en la Figura 2.10,
por el cual circula un flujo estacionario.

La ecuaddn (2.73) aplicada a este ejemplo es,
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=
52 '/ Flujo

saliente

vC

Figura 2.10Uso de la ecuadn integral de conservam de masa para un flujo estacionario.

%///vc(p)d%r//31<PV‘dA>+//SQ(pv-dA)—0 (2.82)

donde la integral de superficie se diidin una correspondiente a la séccde entradas;, y
otra para la secon de salidas,.

En la ecuadin (2.82) el primeré&rmino a la izquierda del signo igual es nulo porque el
mismo representa la vari@ei de masa dentro del volumen de control y dado que el flujo es
estacionario, nada cambia en retacal tiempo.

Luego la ecuadin resulta,

//Sl(pv.dA)+//gQ(pv.dA):o (2.83)

donde el producto escalar- dA es negativo en eetmino de la izquierda, dado que en la
seccon de entrada resulta- dA = v - ndS;, como es mostrado en el detalle de la Figura 2.10,
dondedS; es el escalar diferencial deea en esa seéxi. Luegov - n = —uy, dondeu; es el
modulo de la velocidad horizontal a la entrada. A la salida@nraste ese producto escalar es
positivo. Luego la ecuaoh (2.82) resulta,

Sl SQ
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Suponiendo ahora que se conocen solo valores medios delaensiy p, y velocidades
médiasU; y U, a la entrada y salida, respectivamente, la ecuiade conservadh de masa
finalmente resulta,

—51p1U1 +SQ,02U2 =0 (285)

la cual es denominada ecuawcide continuidad.

2.8. Consecuencia de la irrotacionalidad

Anteriormente se Wi que para un flujo irrotacional el rotor del campo de velatieanulo,

Vxv=0 (2.86)

por otra parte de Mateatica se sabe que el rotor del gradiente de un esgaamulo,

V x (V¢) =0 (2.87)

Por lo tanto, para el caso de un flujo irrotacional combindondaesultados de las ecua-
ciones (2.86) y (2.87), se tiene que el campo de velocidadepaer definido en fungn del
gradiente de un escalar, el cual recibe el nombre de fuidei potencial de velocidad

v=V(0) =it o it gk (2.88)

u—%' v—%' w—%
o) T oy 0z

La anterior es una demostranide la existencia de la furizi potencial de velocidad en un

(2.89)

region para la cual la vorticidad es nula en todos sus puates(). Cabe ahora mostrar como se
obtiene a partir de las velocidades. El procedimiento st&gin integrar las ecuaciones (2.89),

¢:/udx+f(y,z); ¢:/Udy+f(x,z); qﬁz/wderf(a:,y) (2.90)

encontrando por inspe@i las funciones arbitrarig&y, z), f(x, z),y f(z,y), de modo que la
funcion ¢ obtenida de cada ecuacisea la misma.
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2.9. Consecuencia de la incompresibilidad

Cuando un fluido no presenta efectos de compresibilidad del@s condiciones del flujo,
la divergencia del campo de velocidad es nulo, como yaGseas arriba. Es decir,

ou Ov Ow

R P M My | 291
VoV Ty o (2.91)
y por otra parte de Mateatica se sabe que la divergencia del rotor de una dunegctoriall

es nula,

V- (VxT)=0 (2.92)

Por lo tanto combinando las ecuaciones (2.91) y (2.92) sdegyabtener el campo de ve-
locidad en fundn del rotor de una funon vectorial' denominadduncion corriente

v=VxU (2.93)

Luego el campo de velocidad obtenido a partir de la e@mg@.93) cumple con la condan
de divergencia nula de un campo vectorial incompresible oRa aparte, @ cuando exite la
posibilidad de definir una fungn corriente en tres dimensiones, el usasrfrecuente es en dos
dimensiones. Por ejemplo en el plane- y las velocidades son obtenidas como,

ov v

22 y=Z2 2.94
T (2.94)

u=—

Y para obtener la funbn corriente? se procede del mismo modo que para obtener la
funcion potencial de velocidad.

2.10. Circulaciony el teorema de Stokes

Curva reducible es una curva cerradaidiet inmersa en un flujo, la cual puede encogerse
hasta formar un punto sin que salga del mismo. Luego usamdocogsepto, se denomina cir-
culacbn de un campo vectorial y una curva reducibl€(x,y,z,t) a la integral deihea del
producto escalav - dl a lo largo de dicha curva,
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I = ;év -dl (2.95)

dondedl es un vector unitario tangente a la cu@x,y,z,t) O tambén usando las componente
escalares de la velocidad y del vector tangente a la curveitéd, se tiene que la circuldi
es,

r= /(u dlyi + v dlyj + w di.k) (2.96)

El teorema de Stokes relaciona la circutacy la vorticidad en una regi de flujo, el cual
en dos dimensiones es,

j}gv-dl://rot (v)-dS (2.97)

o tambén,

?gv-dl: ;édf = / / rot(v) - dS (2.98)



62

2.11. Ejercicios

1. El campo de velocidad de un flujo @ddado porv = (6x)i + (6y)j — Ttk, [m/seg].
Obtener el mMdulo de la velocidad em = 10 m; y = 6 m; t = 10 s, (b) calcular la
pendiente de ldhea de corriente pata= 0, (c) obtener la expresn de la aceleradn y
el valor del nbdulo de la aceleragn en el punto deitem a).

2. Considerar un flujo permanente, Figura 2.11, en unaitlen perfil de velocidad =
C(1 — (r/R)?), dondeC' es una constante i es el adio de la tubéa. Considerar el
volumen de control formado por las paredes de la fabé secdn de entrad®; y de
salidaS; y calcular el flujo de masa que ingresa al volumen de contrahés desS; y el
que egresa pas,; (b) calcular el flujo de enetg cirética a traes de la superficis;.

Figura 2.11:Calculo del flujo de propiedades como cantidad de movimiento o Enargaes de una

superficie normal a la velocidad axial en una tider

3. Dado el campo de velocidades= 1022yi+20(yz—+x)j+13k, [m/seg], calcular el tensor
de deformaciones en el puniti6, 1, 2) y (b) la velocidad angular total de la padla en
el puntoP(1,4, 3).

4. Describir el procedimiento para observar en una coristaate una tubéa de secdn
transversal variable, por donde escurre un gas a baja siathdrigura 2.12, la velocidad
y la aceleradn axial en un punt@ disponiendo de tubos de Pitot, para los casos que sea
a)flujo permanente; b)impermanente. Considerar que el ffujlocempresible.

5. Describir el procedimiento para observar con tamatros en un laboratorio la variaaoi
total de la temperatura en reédei altiempo, en un flujo en un canal.
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Figura 2.12Calculo de la velocidad y la aceleraadien una contracen, disponiendo de tubos de Pitot.

Figura 2.13Flujo laminar ocasionado por el deslizamiento de la placa superior sohrileldbntenido
entre dos placas paralelas, denominado flujo de Couette.

6. Siel potencial de velocidades de un flujaes 3z%y—3x+3y%+16t3+122t , determinar
el campo de velocidad(z, y, z, t); (b) determinar si el flujo es rotacional o irrotacional.

7. Si un flujo tiene el siguiente campo de velocidadess (10t + )i + (yz)j + 5t’k,
determinar la superficie a lo largo de la cual el flujo es sienmpotacional.

8. Dado un flujo laminar entre dos placas planas paraleldisidt por el vector veloci-
dad de componentes = cy, v = 0, w = 0, donde ¢ es una constante, determinar (a)
si el escurrimiento es irrotacional o rotacional y (b) lafod®maciones longitudinales y
tangenciales, Figura 2.13.
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Figura 2.14Rotor simplificado de un bomba centrifuga.

9. Dado un flujo en el rotor de una bomba definido por el vecttwrcigdad en coordenadas
polaresv, = ¢/r parar; < r <y, y v, = 0, determinar si es un escurrimiento rotacional

o irrotacional, Figura 2.14.

10. Considerando el siguiente campo de velocidades z:/(1 + t), v = y/(1 + t), w =
z/(1+t), obtener la expreén de la aceleracn.

11. Demostrar que las componentes del tensor de deforneasdipnson expresadas en fun-
cion de la velocidad comb/2(0u;/0x; + Ou;/0x;).



Capitulo 3

Dinamica de un fluido en movimiento

3.1. Ecuacon de cantidad de movimiento integral.

En este Cajpulo se presentan las ecuaciones generales dedandia de fluidos para fluidos
Newtonianos o ecuaciones de Navier-Stokes. Para cumpliolggtivo, se comienza con los
conceptos conocidos dédica sobre diamica y los de cineatica del Capitulo anterior y se va
desarrollando pasa a paso cada tema hasta llegar a lasemsinales.

El punto de partida es la segunda ley de Newton o ley de cams@nvde la cantidad de
movimientoP = myv, que para un cuerpo o particuldlisla con masa constante es escrita con
el formato nas usual como,

d d

%(P) = E(mv) =ma=F (3.1)
dondeP es la cantidad de movimiente; es la masa del cuerpw,y a son la velocidad y la
aceleradn de la paitula en su trayeotia, respectivamente, iy es la sumatoria de fuerzas
exteriores.

En palabras dicha ley establece dmgariacion de la cantidad de movimiento de un cuerpo
en relacbn a un sistema de referencia inercial, es igual a la sumatdd las fuerzas exteriores
gue actian sobre el mismoy el objetivo de este Caflo es obtener la exprési matenatica
para un fluido en movimiento de dicha ley, con una des@ipespacial tal como fue explicado
en los Captulos anteriores.

Como se sabe, por otra parte, el movimiento puede tener unpoc@nte lineal y otra

65
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rotacional. Por lo tanto el principio de consengacide cantidad de movimiento se aplica a
ambos movimientos. Por simplicidad para hacer referentgacanservadn de cantidad de
movimiento lineal, en este libro se usa el vocablo en latomentumY a su debido tiempo se
har& referencia a la conservaai de cantidad de movimiento rotacional, en forma integext y
forma diferencial.

En relacon ala ecuaéin (3.1) en principio se puede expresar quéahtnoma se lo puede
ver tambén como representando las fuerzas de inercia, asociadésroasa. Por otra parte, en
Mecanica de Fluidos por conveniencia al terminge lo separa en dos. Uno representando las
fuerzas superficialegue actian sobre una pacula de fluido,f, como es el caso de la prési
y tensiones superficiales y otro representanddueszas masicas F;,, como es el caso de la
fuerza gravitatoria. Es importante observar que las fgemgsicas son aquellas generadas por
el campo gravitatorio, sobre la masa de laigata de fluido y por eso se considera como una
fuerza externa a la mismajacuando su efecto se manifieste en el interior de laqodat.

Es decir el &rmino de fuerza es,

F=F,+F, (3.2)

Luego cuando la ecuami (3.1) se aplique a una pila de fluido F, representa las fuerzas
ejercidas por el resto del fluido sobre la pauta y F,, la fuerza ejercida por la atraéai gravita-
toria en las proximidades de la tierra. Estosasdos dos tipos de fuerzas externas consideradas
en las ecuaciones generales. Si al analizar un problemassevalfjue en el mismo intervienen
fuerzas de otro tipo como pddn ser de flotadin, magticas, entre otras, las mismas se deben
incorporar con el formato que corresponda.

Asi la ecuaddn (3.1) aplicada a la conservanide cantidad de movimiento lineal neo-
mentumde un pailitula de fluido en reladn a un sistema inercial en forma vectorial puede ser
escrita como,

d
—(P)=ma=F;+F,, (3.3)
dt

Esta ecuadin expresa la relagh entre variadin de cantidad de movimiento y fuerzas ex-
teriores siguiendo a la p&tla de fluido. Es decir es la segunda ley de Newton con farmat
Lagrangiano. En otras palabras, como se ha comentado que @rulos cursosésicos en

Fisica, las leyes se aplican a cuerpos en movimiento que @mssu masa y se los sigue en
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el espacio. Sin embargo la descriptique se convino en usar es la espacial o Euleriana, |
cual expresa esa misma ley pero para un punto fijo del espacoun fluido en movmiento.
Luego una de las transformaciones necesarias de la éay&cl) es escribirla para un volumen
de control y con descripgn espacial o Euleriana. Este es el primer paso y se lo hagpa se
usando el teorema de Transporte ya visto.

Es decir, a seguir se apliéata ecua®n (3.3) a una regn finita de fluido o sistema y
usando el teorema de Transporte se ob&taicorrespondiente para un volumen de control
inercial fijo en el espacio. Siempre que se use el conceptsidens para el caso de un fluido
en movimiento, al mismo se lo considera en tiempos m@xipros de tal forma que dicho
sistema deforme, pero no se desintegre en partes.

El primer paso consiste en escribir la ley de conseorade cantidad de movimiento para
un sistema del siguiente modo,

d
E(P)sistema = Fs + Fm (34)

donde ahordP) ;... Simboliza la cantidad de movimiento lineal totalmmentuntotal del
sistema.

Es decir considerando que la velocidaés la propiedad intensiva de cantidad de movimien-

(P)sistema = /// deV (35)
sistema

donde [[/........ €s la integral sobre el sistem@, es el diferencial de volumen y es la
densidad.

to lineal, luego,

En la ecuadn (3.4) arriba, la derivadd/dt es una derivada simple en relagial tiempo.
Tambien se hubiese podido usafot ya que calcula una varian de la propiedad de un fluido
en movimiento solo en relam al tiempo, siendo que el resultado naestpresado en un punto
fijo en el espacio. Luego la ecuéni(3.4) es la ecuatn de conservadn demomentunpara un
sistema o volumen material que contiene, en dos tiempos naxynpost y ¢ + At, las mismas
parfculas de fluido. Si ahora se usa la derivada sustancial lopata expresar la variaam de
la cantidad de movimientB, se obtiene,

D%(P) ~F, +F, (3.6)
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la ecuaddbn de cantidad de movimiento respecto a un punto fijo, noesigia al fluido.

Y el teorema de Transporte, ecuati(2.69), es,

Wi = 58 =2 [[[ v [ [ gpv-any @)

donde para este ca$o = P y la propiedad intensiva es= v. Asi resulta,

dondeV C significa volumen de control §V C' superficie del volumen de control.

Por tanto igualando el lado derecho de las ecuaciones (863 )resulta,

la cual es la ecuagn integral de conservam de cantidad de movimiento lineal para un volu-
men de control fijo, en rela@n a una referencia inercial.

Las fuerzas superficiales o de contacto sobr&Wa’ pueden ser expresadas del siguiente
modo,

Fs:// t(mdS (3.10)
sSvc

dondet, recibe el nombre de vector tedsiy es una fuerza por unidad deea o tengin
gue representa en cada punto d&'1&C las fuerzas superficiales exteriores qudiastsobre
el VC, n es el vector unitario normal externoSd’C de forma quelA = ndS es el vector
diferencial dearea en la direcon del vector unitario normal ¥S es el escalar diferencial de
area. La nomenclatutg, no significa que la fuerza es normal a la superficie, sino gperoe
del vector normal a la superficie.

Y las fuerzas rasicas como,

Fm:///vcpng (3.11)

siendog el vector aceleradn de la gravedad.

Asi la ecuaadbn integral de cantidad de movimiento lineahementunes,
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[fforst] [, s (3.12)

Se puede formular una ecuaniequivalente de conservani de cantidad de movimiento
angular o conservaan integral del momento de la cantidad de movimiento.

N

Figura 3.1:Calculo del empuje de un chorro horizontal de agua sobre una placaaVsitiada a corta
distancia.

Ejemplo: Aplicacibn de la ecuadin integral de cantidad de movimiento lineal

Para un chorro de agua permanente que sale de un&atgberdirecan horizontal e impacta
en un placa plana perpendicular al mismo, Figura 3.1, seqaasalcular el empuje sobre la
placa.

Lo primero a tener en cuenta al aplicar una ley de consémacomo la denomentum
es determinar la regn para la cual se aplica y por tanto trazar para la misma ame de
control. El criterio a seguir en ese sentido es trazar unwetude control que pase por todos los
puntos o superficies a tras de los cuales se tiene inform@tio se desea obtener informaai
En este ejemplo se quiere averigura el empuje del agua solptada y se tiene la velocidad
a la salida de la tub&, por tanto [aSV' C' debe pasar por esas dos superficies. Por otra parte,
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la ecuaddn (3.12) es vectorial, por lo tanto para calcular el empalgesla placa es necesario
escribir la componente escalar en la diréadnorizontal, la cual es,

/ / /V  PeadV + / /S . Fds, + R, (3.13)

dondeu es la velocidad horizontal, seq el ejex y las fuerzas superficiales son desompuestas
en las correspondientes a la ptasatmosérica que adta sobre 1aSV C'y la reaccdn de la
placa sobre 1&6V C (la cual tiene igual magnitud y sentido contrario al empuje gl agua
ejerce sobre la placa) de la cual se considera su valor ctvadenLa reacéin de la placa se
considera con signo positivo, hacia el semieje positivade.|Por otra parte como la situ@ci

es permanente el primegrmino a la izquierda del signo igual es cero y al seguidmino,
correspondiente al flujo deomentuna traes deSV C, se lo expresa como una integral a
través de la secon de salida de la tubker, S, Gnica sec@n por la cual existe transferencia de
momentunen la direcadbn x a tra\es deSV C'. Por otra parte dado queBL' es& inmerso en un
ambiente a la presh atmosérica, la resultante de las fuerzas de la @resitmosérica es nula.
Siendo por otra parte que en la diréotic no existen fuerzas gravitatorias.iAa ecuaddn de
momentunenx resulta,

//s u(pv-dA) = R, (3.14)

resolviendo ahora eétmino de la izquierda, considerando la velocidadniforme en la sec-
cion S de salida de la tub&, resolviendo el producto escalar con el criterio usads ejemplo
corresondiente a la ecuéai de conservaon de masa,

U(—pU S) = R, (3.15)

de donde se observa que al ser negativo el resulfado; —U?pS, la reacodn de la placa
tiene sentido contrario al considerado en la Figura 3.1.d€& djue la misma tiene sentido
del semieje negativo de las Para finalizar basta decir que el empuje del agua sobreda pla
tiene magnitud igual a la reaéei de la placa sobre el agua, pero sentido contrario, coralo cu
E, = —R, y acfla por tanto hacia la derecha.
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Usando el ejemplo pwio, a seguir se sugiere un procedimiento convenientesiduEbdn
de problemas, dado que en Meica de Fluidos siempre las ecuaciones generales son cono-
cidas. EI mismo es una especie ddagpara resolver problemas y puede aproximadamente
contener los siguientes pasos,

1. Dibujar un esquema del problema en el cual debe figurar leoidad, el volumen de
control dibujado con lineas de trazo y el sistema de coodisd&s importante observar
gue la superficie del volumen de control debe siempre pasav@stde superficies en
las cuales se conoce o desea conocer infoldna&n el presente problema, dado que se
desea obtener el empuje del chorro sobre la placa, la supatétvolumen de control
debe pasar a trés de la superficie de sepakatientre el fluido y la placa, en la zona de
impacto del chorro.

2. Listar los datos dados en el enunciado asi como toda leniiafton que puede obtenerse
de tablas, etc, sobre el problema. Listar lasgritas o informadin solicitada en la
resolucon.

3. Escribir las ecuaciones generales edbtegis y simplificar las ecuaciones. En este punto
debe quedar en claro si el problemaeasho bien planteado. Es decir si es posible obtener
las indgnitas con las ecuaciones listadas. Si por otra partegrse tin mayor iimero de
incbgnitas que de ecuaciones, existen dos caminos. Planasecuaciones indepen-
dientes de las anteriores u hacer mediciones de alguna detamitas. Es importante
recordar que desde el punto de vista de laanaa del continuo, se tienen los principios
generales de conservani de masa, cantidad de movimiento, eigeng principio de la
entropa, para resolver un problema en Meca de Fluidos.

4. Resolver en forma nuenica. Al realizar el &élculo nunérico el mismo debe ser hecho
con la precigin deseada. Por otra parte la resdachuneérica puede requerir alguna
metodoloda de resoludn iterativa si las ecuaciones, por ejemplo, son no lineakes
Se debe tener en cuenta que si la sdndiverge, el error puede deberse a una mala
formulacbn como tami@n al metodo nunérico de resoluéin.

5. Una vez obtenido el resultado es conveniente realizanaigo de verificadn o com-
parar los resultados obtenidos con datos de la literattoaSeempre es deseable realizar
un chequeo con étodos alternativos de resolani Si esto no es posible, lo menos que se
puede hacer es chequear los ordenes de magnitud de losvalorericos obtenidos. Es
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decir, si una inégnita es la velocidad media de uquido en una tubéa, es conveniente
realizar @lculos simples adicionales para determinar si el valorérign tiene sentido
fisico.

Como se comenta antes, por ser integral la ebua@.12), la misma permite resolver prob-
lemas en los cuales es necesario obtener solo valores ¢@at®ide una fuerza, velocidad,
etc. En otras palabras, con una formulecintegral no se conoce como el empujeaadis-
tribuido sobre la placa, ni tampoco se puede obtener el plerfielocidad del agua, sino solo
la velocidad media. En contraste con las ecuaciones iésgilas ecuaciones diferenciales a
las cuales se llegaral final de este Cdjulo, son distribidas. Las mismas expresan la conser-
vacion de cantidad de movimiento en un punto del espacio, parempd determinado, y por
lo tanto permiten obtener una solékicon valores distribuidos en el tiempo y en el espacio.
Sin embargo para obtener esas ecuaciones es necesariseexaréistribud@n de las fuerzas
superficiales, o de contacto, en el espacio. Y ese es el tefoa des siguientes items.

3.2. Estado de tensiones en un fluido

3.2.1. Equilibrio de fuerzas en un punto

z A

dy=dl

|
|
|
dz=dl % N
-

Figura 3.2:Parfcula de fluido con dimensionés sedin cada eje coordenado.
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En este item se demuestra lo que ocurre con el equilibrioateds en un punto, para el caso
general de un fluido en movimiento. Aplicando la ecéadéntegral de cantidad de movimiento,
ecuaocbn (3.12), a una pddula de fluido diferencial, Figura 3.2, se tiene,

[ oo [ o= [ o [ v i

Considerando que la patla tiene dimensionedl, sedin los tés ejes coordenados, el
diferencial de volumen egl’ = di® y los diferenciales darea soniS, = di?, dS, = dI?,
dS, = dI%. Por otra parte introduciendo la derivada con réacl tiempo dentro del signo
integral en el primer@rmino de laizquierda, y aplicando el teorema de la divarigeal segundo
termino de la izquierda, y luego reagrupando todos éosinos con integral de volumen, la
ecuacbn arriba resulta,

///VC [ (vp)dV + div (pvv)+pg] di* = //SVC (n) dl? (3.17)

Como para un aisis diferencial las integrales son iguales al integoatel ecuadn ente-
rior se puede escribir como,

[;(Vp)dv-f- div (pwv) + pg} di® = Z t )i I (3.18)

donde el érmino a la derecha es la suma de las tensiones superficialgglicadas por las
respectivagireas,

>ty diP =ty dydz +t, dedz + - =t dIP + .. (3.19)

dondet,, t,, ..., son las componentes del vector ténsio sea son las tensiones resultantes
actuando sobrareas cuyas normales tienen diréccsedin los ejest, v, Y z, respectivamente.

La ecuaddn (3.18) es la conservdxi de cantidad de movimiento lineal para unaipata
de fluido de tami@o diferencial. Se puede obtener la ecaadle equilibio de fuerzas para un
punto dividiendo esa ecudti pordi? y tomando el limite cuando el volumen de la peuta
tiende a cerodl — 0,

lim

g
il o | (5 (ve) +div (pw) + pg)dl = Z tinyi (3.20)
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de donde resulta,

St = 0 (3.21)

La ecuaaddn (3.21) establece que las fuerzas superficiales en un psatoen equilibrio y
al resultado se lo denomiraincipio de equilibrio local para un medio continuba palabra
local significa que se cumple en un punto del fluido. Por otreepaomo ya se comehtantes
el vectort,,); recibe el nombre de vector tebsi por lo tanto la ecuadn (3.21) representa una
condicbn de equilibrio por cada dire@sn de coordenadas.

Este principio permite expresar el estado de tensiones guunio, o que finalmente es
usado para expresar las fuerzas superficiales o de contaetacfian sobre una pacula de
fuido, para asllegar a las ecuaciones diferenciales de cantidad de nienim

A seguir se expresan las tensiones o estado de tensionespentoren un fluido. Primero
se lo hace para un fluido en reposo y luego para el caso geeanalftlido en movimiento.

3.2.2. Estado de tensiones en un punto

Una tensbn se define como una fuerza por unidadadea y en el sistema internacional sus
dimensiones sof’a] 0 [N/m?]. La misma es representada por un tensor de segundo orden, el
cual tiene 9 componentes. Bhwbolo habitual para expresar una témses la letra griegtau
con dos sulmdices,,.,,, €l primeron corresponde al eje coordenado paralelo al vector normal
al area sobre la cual dd la tensdn y el segundaen corresponde al eje coordenado paralelo a
la tenson.

En la Figura 3.3 se da un ejemplo de la denomiracie las tensiones, donde se presenta
un parfcula de forma @ibica, con las tensiones saglas 3 direcciones posibles en 4 caras de la
misma. Las tensiones normales, 7,, Y 7.., reciben ese nombre por ser su diréoonormal a
la superficie sobre las cuales@an y 1asr,,, 7., Ty, 7y» T2a Y T2y tanNgenciales por ser tangente
a las mismas. A estddtimas tambén se las denomina tensiones de corte porque tienden a
romper la sustancipor cortesedin la superficie sobre la cual &en. Las tensiones normales
se toman en este libro actuando hacia el interior de |acoeat por el hecho que al realizar
un aralisis de conservagn de cantidad de movimiento, es conveniente tomar unepkride
fluido y eliminar el resto del fluido dejando solo su efecta: IBdanto las tensinoes normales,
al igual que la preséin, se consideran en este libro actuando hacia el interlorugepo. Por
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Tzz
zy TZX
4
Tyx
/Tyy Tyz ‘
} Tyz Tyy
Tyx o >
/ fzx Y
T
— /Tzz

Figura 3.3:Convencbn para denominar las tensiones.

otra parte, por conveniencia y por razones que q@edelaras ras adelante, a las tensiones
tangenciales se las toma con diréccpositiva cuando agan sobre superficies de la pauia
coincidentes con los planos coordenados y negativas lastes.

Conocida ahora la forma de denominar las tensiones se analizaesin relacionadas las
tensiones para un fluido en reposo. Lo primero que se puedesdbee un fluido en reposo es
gue en el mismo no existen tensiones de corte. Esto se ddsmtera defini@n de fluido. Es
decir para fluidos que no trasmiten t@nsj que es el caso consideradoiagna tengin tangen-
cial genera siempre movimiento. Por lo tanto un fluidégsb no tiene tensiones tangenciales
por definicbn. Luego en este caso,

Toy = Taz = Tyz = Tyz = Tag = Ty = 0 (3.22)

En la Figura 3.4 se considera un punto en un fluido en reposwftw poi5 superficies, una
de las cuales tiene orientaai gererica yarea diferenciallzds (Note que se hace referencia a
un punto en un fluido,@ cuando se puede hacer ehbisis considerando una pentla y luego
llevarla a un punto con un paso ahite cuando su volumen tiende a cero). En el item anterior
se preseidt el principio de equilibrio local de fuerzas superficiales,acbn (3.21), el cual es
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Figura 3.4:Punto con forma de prisma en un fluido en reposo, formadd uperficies una de las
cuales tiene orientan gerérica, cuya normal es el vector

valido en un punto,

Dt =0 (3.23)

donde dicha condion se debe verificar sgg cada uno de las direcciones coordenadas.

Recordando que las tensiones tangenciales son nulas, leiéonde equilibrio local de las
fuerzas que abtan sobre la patula de la Figura 3.4 en la direéeiy es,

Z ty = Ty dz dx + Ty, do ds Cos(a) (3.24)
pero comaCos («) = dz/ds resulta

Dty = 0 = 7y dzde + Ty dudz (3.25)

con lo cual,
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Tyy = —Tnn (3.26)

O sea que en un punto la tesir,, sobre el plano con orientadsi gerérica es igual en
magnitud a la tenéin 7,,, actuando normal al plano— z. Si el aralisis se repite en la dired@nn
z Y x se obtienen los resultadosaogos,

Tzz = —Tan; Tex = —Tnn (327)

Luego se concluye gyaara un fluido en reposo las tensiones normalesisdgs tres ejes
coordenados son iguales entfieemn magnitud, e iguales en magnitud a la témshormal que
actla sobre una superficie con orientanigererica,

Tox = Tyy = Toz = —Tmn (3.28)

Esta reladn permite definir la variable denominada péesesética, P, la cual tiene la
magnitud de las tensiones normales y sentido hacia el antdel punto, es decir opuesto a
la direccbn dada en la Figura 3.4 a la temsiactuando sobre la superficie con orier@iaci
gererica. Luego resulta,

Tex — Tyy — Tzz — P (329)

Dado que en un punto de un fluido en reposo las tensiones reweratodas las direcciones
tienen la misma magnitud, a la varialitese la puede representar con un escalar. Lagmesi,
definida de ese modo es tarahila presin termodimica, considerando que en el punto existe
equilibrio termodi@mico.

A seguir se hace el atisis para un fluido general en movimiento, Figura 3.5.

Se considera un punto en un fluido formado por cuatro plawsincidentes con los planos
coordenados y el cuarto con orientatigererica, pero ahora tomando en cuenta todas las ten-
siones, tanto las normales como las tengenciales, como sstraen la Figura 3.5. El plano
con orientadn gerérica determina en su intersemcicon los semi-ejes positivds:, y, 2z} un
triangulo con erticesA, By C, conarea diferenciadS. El vector normah a dicha superficie
o plano es,
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/Tnt T nn

Figura 3.5:Punto con forma de prisma en un fluido en movimiento.

n = n,l + n,j + n.kK (3.30)

donde las componentes, n, y n, se denominan tambn cosenos directores, por el hecho
gue el producto escalar del vector unitanicon el versor unitario correspondiente a un eje
coordenado, por ejemplg da como resultado el coseno delgulo que forma con dicho eje
n-j=cos(n,j).

Por lo tanto el diferencial darea del téanguloABC en forma vectorial es,
dA = ndS (3.31)

yen forma extensa es,

dA = n,dSi + n,dS| + n.dSk (3.32)

o tambén denominando a,dS comodsS,, o en forma vectorial comdA,, y ad en forma
sucesiva,
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dA = dS,i + dS,j + dS.k = dA, + dA, + dA, (3.33)

donde las componentes en forma vectorial del diferencid@rdadA, por ejemplo normal al
ejex es,dA, = n,dSi = cos(n,i)dSi, siendocos(n,i)dS la proyeccdn dedsS en la direcadn
normal al ejer.

Por otro lado a la tengn resultante sobre el émgulo ABC' se la expresa con el vector
tensbnt,),
t(n)ABC = {0 + tyj + t.k (3.34)
Ahora se aplica el principio de equilibrio de fuerzas supgtiés \alido para un punto, al
punto limitado por el tdnguloABC'y los tres planos coordenados. Luego en la ditgteise
tiene,
ty dS 4 Tpp dSy + Ty, dSy + T dS, = 0 (3.35)
sustituyendo ahora las proyecciomks porn.dS, y ad en forma suseciva para las direcciones
Yy z se tiene,
tpz dS + T dS 1y + 7y dSny + 7, dSn, = 0 (3.36)

de donde se puede elimind$' y reordenar como,

—ty = Tag Nz + Ty Ny + T N, (3.37)

y lo mismo se tiene para las otras dos direcciones,

—ty = Toy Nz + Tyy Ny + Toy Nz (3.38)

—tz = Tz nx +Tyz ny _'_ T2z /n’Z (339)

De las ecuaciones (3.37)-(3.39) se observa que se puedsTeolz#s componentes escalares
del vector que representa las fuerzas superficiales poadidiearea en un punto, correspondi-
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ente a una superficie cuyo vector normahesonociendo las tensiones quelaat en ese punto
en las 3 direcciones coordenadas y la oriedtadien.

Por otro lado si a las componentes de las tensiones se lasa@deina matriz como se hizo
con las deformaciones, se tiene,

Tex Toy Tzz
Tye Tyy Tye (3.40)

Tex Tzy Tzz

el cual es denominado tensor de tensiones y a las ecuaciereggitibrio de fuerzas superfi-
ciales en un punto se las puede escribir en forma vectonmabco

—t(n) =n-T (341)

En palabras, multiplicando en forma escalar el tensor dgdeas en un punto de un flui-
do en movimiento por el vector normal a la misma, se obtieneetor resultante de fuerzas
superficiales actuando sobre esa superficie en ese punto.

ZAA

7

Z

Figura 3.6:Punto con forma de prisma en un fluido en movimiento solo con las tensionesdéaigs
coplanares con un plano paralelacal- y.
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Hasta este punto se ha hecho uso de la consérvae cantidad de moviento lineal en un
punto. A seguir se haruso de la conservdni de cantidad de movimiento rotacional en un
punto. Es decir, se demostaague el tensor de tension€ses sinétrico. Para demostrar dicha
propiedad se considera, como se muestra en la Figura 3.6selg) ABC' cortado por un
plano paralelo al plano — y que pasa por el punto de aplicagide la ten€in resultante sobre
el plano geerico ABC'. Luego se aplica la conservaaide contidad de movimiento rotacional,
de las fuerzas contenidas en dicho plano en rateaiun ejez’ paralelo al ejez, que pasa por
el punto de acéin de la tengin resultanté,,,) actuando sobre el &nguloABC.

Luego la sumatoria de momentos eactuando sobre dicho plano es,

> My =0 = 1y ly dA, — 7,1, dA, (3.42)

y dado queSen (a) = I,/(I/2) = Cos () = n,, luegol, = n, ({/2). Tambénl,/(l/2) =
Cos (a) = ng, luegol, = n, (1/2). Por lo tanto,

[ l

Tey Ty 5 dAx — Tyz Ng 5 dAy =0 (343)

Y usando el hecho que, dA, =dAyn, dA, = dA se obtiene,

Toy = Tyz (3.44)

y ahora repitiendo para planos paralelas-a z y z — y se puede demostrar que,

Tez = Tzzy Tzy = Tyz (345)

con lo cual queda demostrado que el tensor de tensibresuacbn (3.40), es sirgtrico.

Es importante aclarar que si bien hasta el momento no se e meferencia a nirign
tipo de fluido en especial, un tensor de tensione€sioo corresponde a un fluido sin efectos
polares, o sea a uituido no polar Sin entrar en detalles, dado que es un tema sobre fluidos
especiales y estiarfuera del alcance de este libro, un fluido simple no polanespara el cual
los momentos internos son el resultado exclusivo de ldaaté las fuerzas externas. En con-
traste, uno polar es capaz de trasmitir tomsilo cual se da en ciertos fluidos no-Newtonianos.
Para uno no polar el momento angular en un punto se consemag kesultado se tiene un
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tensor de tensiones satnico en el punto. Este es el casasmgeneral y los fluidos tratados en
este libro son no polares.

3.3. Ecuaciones diferenciales de cantidad de movimiento

Al principio de este Cdulo se vb que las fuerzas que a@ein sobre una pacula de flui-
do pueden, en un caso general, ser superficialegsicas. El &lculo de las fuerzas asicas no
presenta problemas de formulaej y para expresar las fuerzas superficiales en cada canade u
parfcula ahora ya se tiene la defirbai del tensor de tensiones en un punto, que permite cono-
cer las tensiones seg los tres ejes coordenados conocido el vector normal glkftie. Por
lo tanto se tienen todos los elementos para formular lascemes de cantidad de movimiento
lineal, para un pacula de fluido en movimiento. Es importante observar quedaedbn de con-
servacbn de cantidad de movimiento angular ha sido ya utilizada pelacionar las tensiones
fuera de la diagonal principal del tensor de tensiones.

Por lo tanto ahora se formula la ecu@tide conservaon de cantidad de movimiento lineal,
para una partula de fluido que en el tiempatiene coincidente uno de suénices inferiores
con el origen de coordenadas, como se muestra en la Figur2i8ha Figura por claridad no
tiene las tensiones sobre las dos caras cuyas normalesrateigsmal eje z.

La masa de esa patila es,

dm = pdxdydz (3.46)

Por simplicidad se harun arlisis solo se@in el ejex para obtener la ecudxi de cantidad
de movimiento en esa dire€ti y luego por analdg se obtienen las ecuacionesgnz. Luego
la ecuaddn demomentunenx, equivalente a la ecudmi (3.3), pero con descrigm Euleriana
es,

D
E(u dm) = dF,, + dFs, (3.47)

siendodF;,, = p g. dV, dondeg, es la componente ende la aceleraéin de la gravedad y
F,, es la componente ende las fuerzas superficiales.

El termino de la izquierda resulta,
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T xx /Txy ‘ Txz -
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Figura 3.7:Parfcula de fluido con dimensionek:, dy, y dz sedin cada eje coordenado, con las ten-
siones que adkn en cuatro de sus caras.

Dﬂt(u dm) = dml%(u) (3.48)

dado quelm es la masa de la pactila que es constante, siendo que el diferencial totaksagu
una paricula y describe el resultado en un punto fijo del espacio.

Por otro lado las fuerzas actuando sobre las caras de layjart-igura 3.7, son,

a T
dFsy = (—Tpw — gx dx + Tpy) dydz +
(%xy OTy
(—Tay — 9y dy + Tyy) dedz + (—Tp — 5, dz + 7)) dxdz (3.49)

de donde resulta,

OTpa 0Ty OTy

Foo—(—
dsm(@x dy 0z

) dedydz (3.50)

Luego reordenando los diferentes terminos se tiene,
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Du Du asz aTxy aT:Bz
+ 2 g

dm — = pdV — = e AV —
th P Dt P9 (895 oy 0z

) dedydz (3.52)

Note que la convenon de signos para las tensiones consiste en considerankisrtes
con sentido positivo en las caras de la faa coincidentes con los planos coordenados. Esta
convencbn permite que la tensiones normales esten siempre oragentetia el interior de la
parficula, en concordancia con la forma como se toma la @mdsidrosética.

Dividiendo ahora la expre@n (3.51) por el volumen elemental y generalizando para las
denas direcciones se tiene,

Du B (8% LT asz)
Ppr =PI or | By | 02

Dv OTay O0Tyy 0Ty

Dw . . (aTacz + aTyz + aTZZ)
Ppe =P ox oy 0z

Las cuales son el resultado de aplicar la ecurade conservaén de cantidad de movimien-
to lineal a un fluido en movimiento sin hacer referencia al tie sustancia. Adeais de estas
ecuaciones se tienen las que resultaron de aplicar la sacger de cantidad de movimiento
rotacional, es decir,

Tye = Tyz; Tzy = Tyzy Tazz — T (353)

Asi las ecuaciones (3.52)-3.53), sumadas a la edbnats conservaon de masa, ecudni(2.57),
son el conjunto de ecuaciones derivadas de los principitdaimentales que se pueden usar
para solucionar un problema igomico. Si el problema fuese no-igomico, es decir si existe
variacbn de la temperatura, se debe incluir la ectiade la enefig. Es importante destacar
también que lalinica hiptesis restrictiva hecha hasta afue sobre la teda del continuo (lo
cual excluye sustancias con muy baja densidad, como los gasicados) y sobre fluidos no
polares que es el caso general de fluidos que no transmigdntosin embargo no se ha he-
cho hasta el momento ninguna mémsal tipo de sustancia. Por lo tanto las ecuaciones arriba
obtenidas son generales o universales para cualquiensisstep polar, respetando la teedel
continuo.
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A este nivel se puede hacer un balance sobre lagimtas y ecuaciones que se tienen
para resolver un problema igomico. Como se anticipa en la introdumej las variables de-
pendientes de intés son las tres componentes de la velocidad, lagrgsla densidad. Si se
conocen esas 5 variables en cada punto del dominio de lai@ojige conoce todo sobre el
flujo en cuestin. Todas las deas variables pueden ser deduzidas a partir de esas 5 variable
Sin embargo al observar elimero de inbgnitas vemos que tenemos las 5 variables ya comen-
tadas, nas las 9 tensiones,, 7, . ... Es decir se tienen 14 ipgnitas. En contraste eimero
de ecuaciones, considerando 3 de cantidad de movimiee@ | de cantidad de movimiento
rotacional y la ecuabn de conservadh de masa, son 7. Es decir que se necesitan 7 nuevas
ecuaciones para cerrar el problema y hacerlo resolubla.uPgproblema no-isétmico el bal-
ance no cambia ya que se incluye una nuevagnda, que es la temperatura, y una nueva
ecuaobn, que es la de la enéagy

Por lo tanto para cerrar el problema y hacerlo resoluble berdaportar las ecuaciones
denominadas constitutivas, propias para una sustancigpatial. Esas ecuaciones tienen el
nombre de constitutivas porque dan infornéacsobre como egtconstitida la materia. Ese
tema se trata a seguir para luego llegar a las ecuacionesvilEr{8tokes, las cuales son ecua-
ciones especializadas para sustancias denomifladss Newtonianas

3.4. Ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones generales para fluidos Newtonianos o eoesale Navier-Stokes, son las
ecuaciones de cantidad de movimiento vistas en el itemianteon el agregado de 7 ecua-
ciones constitutivas propias para un tipo de sustancia.riaepa de esas relaciones es una
ecuacdn de estado propia para la sustancia, un ejemplo muy usaldocdel es la ecuagn
de estado para un gas ideal. Las otras 6 ecuaciones soronelscjue permiten expresar las
tensiones en funen de las deformaciones,

tensiones viscosas = f(deformaciones)

Esas relaciones expresan de que forma ocurre el rozamm@too en un fluido en movimien-
to. Las primeras ideas sobre el rozamiento interno en urofldiellas cuales se tienen registros,
surgen de anotaciones de Leonardo de Vinci quien de&dalsi parametros que definen el
rozamiento sobre un cuerpo sumergido en un flujo, y luego &tescy nas tarde Torricelli
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y Viviani, quienes trataron de relacionar experimentali@ezh rozamiento con variables cin-
ematicas. Estos han sido trabajos en los cuales sedeaéstablecer relaciones entre la fiicci
interna de un fluido en movimiento y @amnetros cinelticos.

Y son los antecedentes que tuvo Newton, quien razonandorcamdelo dedminas que
se desplazan unas sobre otra, propuso una oeldiceal entre tenén y deformadn del sigu-
iente tipor = fuerza/area = coeficiente x du/dy, para la tenéin de corte. Luego Navier
presenb por primera vez las ecuaciones hoy & denominadas de Navier-Stokes en 1822, en
base a la relabn propuesta por Newton. Y tiempo deépgustokes, quien liéga las mismas
ecuaciones por un camino diferente en 1845, hizo una sehgdatesis sobre el tipo de fluido
gue modelan esas ecuaciones, las cuales conceptualménenda sustancia. Los anteriores
son los antecedentes de las ecuaciones constitutivas pdka@do Newtoniano, las cuales al
presente no tienen demosti@etianaitica y si modelan correctamente un fluido Newtoniano
en movimiento o no se lo debe verificar experimentalmentetdelos esos aportes es que las
ecuaciones son denominadas de Navier-Stokes y al fluidoddewio. Cabe mencionar sin em-
bargo que a la fecha existen sobrados datos tanto expealeeobmo de simula@n nunérica
directa, que demustran que las ecuaciones de Navier-Stad@slan correctamente los fluidos
Newtonianos.

Las hiptesis que hizo Stokes son,

1. Las tensiones en un punto son una fanaontinua de las deformaciones y del equilib-
rio termodiramico local, es decir en un punto, e independiente de alguiaavariable
cinematica.

2. El fluido es homogenoeo, es decir que las tensiones en un pondependen de las
coordenadas espaciales.

3. El fluido es isotbpico, es decir que no existe una dirécpreferencial ni de terdm ni
de deformad@n.

4. Cuando no existe deformacilatnica tenson es la esttica o hidrositica, como se quiera
llamarla, coincidente con la termodimica.

Luego para un fluido Newtoniano la fuidd f arriba es lineal, multiplicada por un coefi-
ciente, el cual es una propiedad del estado local terraauo de la sustancia, pero no de la tasa
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de deformadin. De alhel nombre de fluidos Newtonianos para sustancias que parexpre-
sar las tensines en fuidti de las deformaciones a tés/de un coeficiente constante. Ejemplos
de este tipo de sustancias son el aire y el agua.

En dntesis las ecuaiones constitutivas relacionan las teesioon las deformaciones para
fluidos Newtonianos. Es decir que relacionan las 6 tensidife®ntes del tensor;,

Tex Toy Tz

T = Tyz Tyy Tyz (3.54)
Tzx sz Tzz
con las deformaciones vistas del tenBor
ou 1/0v ou 1 /0w ou
pm 3ot 3a) 205 +3:) €xw €ay Cuz
_ 1/0u ov ov 1/ 0w ov _
D — 5(8_y "‘ &) a_y E(a_y + &) - Ey:c eyy Gyz (355)
1/0u ow 1/0v ow ow
3o +55) 35 +5) o €n € Es

Algo a remarcar es que el tensor de deformacidhes tambén sinétricos, como se puede
observar por inspeéa.

Luego las ecuaciones constitutivas para las tensionessasaormales son,

Tea = —A (exr + €yy + 62«2) — 2M €rx
Tll/y = = (69090 + ey + EZZ) — 2u Cyy (356)
T;z = —A (Exoc + €yy + Ezz) - 2# €22

Es importante observar que las anteriores son las tension@siles derivadas de los efectos
de laviscosidad. Ms adelante se incluiran las tensiones debido al peso dkd Bthidrosaticas.

Y las tensiones tangenciales,

Ty = Tyz = —p (€2 + €2) (3.57)
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Tez = Tz = —H (Ezac+6xz)

Poniendo las deformaciones en fumtide los diferente€tminos del gradiente de la ve-
locidad, las ecuaciones anteriores resultan,

.. = —Adivv — 2;1@
ox
’ . aU
Ty = —Adivv — 2ua—y (3.58)
7., = —Adivv — 2ua—w
0z
ov ou
T = T = T G T gy
Jov  Ow
Tey = Tyz = —H ($+_y) (3.59)
ow Ou
Tez = Tz = —H %_‘_&

En esas ecuaciongss el primer coeficiente de viscosidad, denominado visadsidami-
ca, Y\ es el segundo coeficiente de viscosidad o coeficiente desuilswbglobal. El primer co-
eficiente de viscosidad puede ser obtenido en forma expetaingetiene un significadddico
claro al representar el coeficiente que relaciona unatem corte con el gradiente de la ve-
locidad. El segundo coeficiente, en contraste, tiene urifisigdo fisico menos claro que se
comenta ras adelante. Esos dos coeficientearestlacionado por la denominaligobtesis de
Stokesla clal permite definir la preén hidrosética.

Cuando se presental inicio de este Capulo el estado de tensiones totales en un punto
para un fluido esttico, se lleg a la expregin (3.29), la cual muestra que las tensiones totales
normales tienen su magnitud coincidente con la prekidroséticaP. Por eso el paso a seguir
es redefinir las tensiones normales totales, como la sumasdensiones viscosas normales
mas las tensiones normales debido al peso del fluido ogrésilrosética. Luego las tensiones
normales totales son, en la diremeiz,
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wa:P—FT;m:P—)\diVV—?,M% (3.60)

Por lo tanto ahora en las tres direcciones las tensiondegatarmales son,

Tow = P —Adivv — 2/¢%
T

T, :P—/\diVV—ZM@ (3.61)
dy

T, = P —Adivv — ZM?)—w
z

Si estas trefiltimas ecuaciones son sumadas miembro a miembro se gbtiene

Tew + Ty + Too= 3P — (3\ + 2u)divv (3.62)

de donde se tiene que si los coeficientes de viscosidad cammgbea condin, la cual fue unas
de las consideraciones que hizo Stokes, que,

3N+ 20 =0 (3.63)
se tiene que para un fluido asto,

1
P = g(Tm; + Ty + Taz) (3.64)

la cual cumple con la condimn de equilibrio para un fluido €ttco visto anteriormente.

Reescribiendo ahora todas las ecuaciones constitutivagahdo el segundo coeficiente
de viscosidad usando la ldifesis de Stokes, ecuaai(3.63), se tiene,

2 ou
e = P —ndivv — 2u —
7 * 3'u M@x

ov

3 (3.65)

2 .
Ty = P +§udlvv — 2u
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ov  Ou
Tey = Tyz — —H %—i_(i)_y

ov
Tey = Tyz = —H (&+_) (366)

ow Ou
Toz = Tz = —H (% + £>
En relacon a la definicddn de pregin dada antes, cabe decir que la misma es coincidente
con la definicbn de pregin termodi@mica, si en el punto en cudsti existe equilibrio ter-
modiramico. Y esta es la hgiesis considerada para esas relaciones. En otras pateilabe
pensar que todos los procesos termadiitos deben tener una escala de tiempo bien menor
gue la correspondiente a la del flujo.

Ahora se tienen todas las partes del rompecabezas que levaeuaciones generales para
un fluido Newtoniano o ecuaciones de Navier-Stokes. El camiseguir es sustituir las ecua-
ciones constitutivas para un fluido Newtoniano, ecuaci§Bd5)-(3.66) arriba, en las ecua-
ciones de conservam de cantidad de movimiento generales, e@ra¢8.52), que para la di-
reccbn x resulta,

Du 0 2 . ou
0 ov ou 0 ov  Ow
a@(ﬂ%%@ﬂ*&(ﬂ@*a—yﬂ (3.67)

Por simplicidad para la divergencia de la velocidad se usadetante elisnbolo ya visto,
O, ecuacbn (2.62),

0 ov  Ou 0 ov  Ow
a—y<ﬂ(%+ 8_y)) +@<M(@+8_y)> (3.68)
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Usando algo délgebra en estaltima expresin, considerando que las variables son fun-
ciones continuas en el tiempo y el espacio y considerandbi¢engue el coeficiente de vis-
cosidad es constante resulta,

Du OP 1 00 0%u 0%u 9%u
——+pPGge + Flal + u((%2 + 07 - azg) (3.69)

pﬁz ox

Y en forma equivalente para las dasdirecciones,

& — _a_P + + 1 8_6 + (8_21} + @ + @) (3 70)
P Dr ~ oy Py T 3 oy Hlog? Oy? 022 '
Dw oP 1 00 0*w 0*w 0*w
P Dr T Tas TP Ty THge t g t ) @7

las cuales son las tres componentes de la siguiente éouasgtorial de cantidad de movimiento
lineal,

P F\t/ — —grad(P) + pg + %u grad(divv) + pV3v (3.72)

Estas son las ecuaciones denominadas de Navier-Stokes@raldavier(1822) y Stokes(1845).
Existen otros trabajos donde estas ecuaciones han sicdmfadas, por ejemplo Poisson(1829),
Saint Venant (1843) y Boussinesq (1868), pero las contrimgs nas importantes fuén las
realizadas por Navier y Stokes.

3.4.1. Especializadn de las ecuaciones de Navier-Stokes

Se pueden ahora especializar las ecuaciones (3.69-3ralalganos casos simples a modo
de comprender el significado de alguno de sus terminos. guletitud se incluye la ecudui
de conservadin de masa, ecudmi (2.60) que se repite agpor comodidad, en cada problema.

Dp
7 TPVV=0 (3.73)

Flujo incompresibleEn primer lugar es conveniente aclarar que en este librotda Ha flujo
incompresible y no de fluido, dado que los efectos de coniplidsid son impuestos por el flujo.
Sin embargo es tamém reelevante recordar que las sustan@ipsdas resisten sustancialmente
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mas los efectos de compresibilidad que los gases y puedegasdni apropiado hablar de fluido
incompresible.

Luego para un flujo incompresible la ecuat{3.73) de conservami de masa arriba resulta,

V.v=0 (3.74)

con lo cual la ecuabn (3.72) resulta,

Dv
P o = —grad(P) + pg + uV?v (3.75)

Estas ecuaciones son gaila forma nas usual de las ecuaciones de Navier-Stokes en temas
relacionados con ingenierme@nica y qimica, dado que los flujos &s habituales son incom-
presibles como ocurre con Idgjlidos o los gases a bajas velocidades.

Fluido esttico: Eliminando todos los terminos de velocidad la cual es nelgylta,

0=—grad(P) + pg (3.76)
o tambeén considerando la gravedad actuando en la divaabe—k resulta,

dP
0=—— — pg (3.77)
dz

de donde se obtiene la conocida retexde la pre€in hidrosética,

P(z) = P(0) + pgz (3.78)

Esta segunda especializécituvo como objetivo mostrar que una vez concidas las ecua-
ciones de Navier-Stokes, todos los problemas con fluidodgruser formulados a partir de las
mismas, haciendo las tipesis correspondientes.
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3.5. Ejercicios

1. a)Un punto fijo sobre nuestro planeta constituye unaerféa inercial? En caso neg-
ativo argumente porque entonces es habitual usar la écuaa = f, solo \alida en
relacbn a una referencia inercial, en relatia puntos fijos a la tierra. b)Que modifica-
ciones se deben introducir a la ecuacina = f al ser aplicada en relam a una referen-
cia no-inercial? c)Deducir la exprési de conservaon de cantidad de movimiento para
un cuerpo 8lido en reladdn a una referencia no-inercial.

2. Considerar una garganta convergente descargando aga#as$dera con un caudal de
150 m3 /min como se muestra en la Figura 3.8. Emietro interno es depulgadas a la
entrada yl pulgada a la salida. Despreciar las fuerzas de ficgicalcular la fuerza de
reaccon de la garganta sobre el flujo, usando la forma integral dedacbn de cantidad

de movimiento.

——

Figura 3.8:Garganta convergente descargando agua a lasféma.

3. Atrawes del codo de doble salida de la Figura 3.9 se mueve aguarea fmrmanente.
La velocidad de ingreso al codo es@en/seg. Un marometro diferencial indica que la
presbn en esa seaan es de25000 Pa. La velocidad media en la salida izquierda cuyo
diametro es dé,18 m, la cual tiene direcén horizontal, es dé0 m/seg. La salida
derecha tiene un dmetro de&),20 m y forma unangulo det5 grados con la horizontal.
Calcular el empuje horizontal y el vertical que el agua y et ajercen sobre el codo.
Estimar el volumen del codo.
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Figura 3.9:Codo con dos salidas a t@v del cual circula agua.
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