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Prefacio

El material presentado aquı́ es una introducción a los fundamentos de Mecánica de Fluidos. Se

presentan todos los conceptos y principios en los cuales se basan las ecuaciones, manteniendo

siempre el nivel introductorio correspondiente a un curso básico de ingenierı́a. Se concentra en

un mismo material el estudio de la cinemática y dińamica de un fluido en movimiento, hasta

llegar a las ecuaciones para un fluido Newtoniano o ecuaciones de Navier-Stokes.

Con el ordenamiento usado en este libro se supone que una vez conocidas las ecuaciones

generales, la tarea de especializarlas a casos aplicados ayuda a fijar conceptos relacionados con

la fı́sica del problema. Se tiene sin embargo la desventaja que alpresentar las ecuaciones a

partir de aspectos fundamentales, sin relacionarlas con casos aplicados, los desarrollos pueden

resultar algo abstractos.

El objetivo es presentar un material introductorio sobre Mecánica de Fluidos para quienes

necesiten estudiar temas más avanzados y no hayan realizado un primer curso formal. Es decir

se supone que el material presentado aquı́ puede ser asimilado en un lapso corto de tiempo,

en relacíon con el usado en un curso regular. La distribución de los temas comienza en el

Capitulos 1 con una introducción y una revisíon de algebra vectorial Cartesiana. En el Capı́tulo

2 se progresa desde los conocimientos básicos vistos en Fı́sica, hasta llegar a describir todas

las relaciones de la cinemática de un fluido en movimiento. Y porúltimo en el Caṕıtulo 3 se

presenta la dińamica de un fluido en movimiento, finalizando con las ecuaciones generales para

un fluido Newtoniano o ecuaciones de Navier-Stokes.
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2.2. Descripcíon del movimiento de un fluido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.2.1. Movimiento traslacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 34

2.2.2. Movimiento rotacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 41
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Caṕıtulo 1

Introducci ón

1.1. Oŕıgenes de la Mećanica de Fluidos

A modo de introduccíon se comenta algo sobre el lugar que ocupa la Mecánica de Fluidos

en el cuerpo general de las ciencias y luego se hace una reseña hist́orica de los oŕıgenes de la

misma.

Como punto de partida se puede definir a laMećanica de Fluidos como la ciencia que

estudia la cineḿatica y dińamica de los fluidos ante la acción de fuerzas aplicadas. Y se puede

afirmar que los conocimientos de Mecánica de Fluidos son cientı́ficos, porque conforman teorı́as

corroboradas por la experimentación. Se puede ahora dar un rápido recorrido por las diferentes

ramas de la ciencia que intentan explicar el mundo material en que vivimos, para ver donde están

ubicados los conocimientos correspondientes a Mecánica de Fluidos. La rama principal de las

ciencias que explican el mundo material es denominada Filosofı́a de la Naturaleza o Filosofı́a

Natural. Pero dado que la Matemática como ciencia juega un rol importante en el modelado

de la naturaleza, se puede hablar de un cuerpo más amplio de la ciencia que explica el mundo

material como es la Filosofı́a Natural y Mateḿatica. Existe, por otro lado, una división de la

Mateḿatica en Pura y Aplicada. La primera comforma un cuerpo de conocimientos abstractos,

que no hace necesariamente referencia al mundo en el que vivimos. En contraste la Matemática

Aplicada es aquella parte de la Matemática orientada al estudio de los aspectos fı́sico del mundo

real. Es decir la misma incluye el estudio de la cinemática y dińamica de cuerpos, deformación

de śolidos y estad́ıstica, entre otras ciencias. Y en especial el estudio en general del movimiento,

que constituye el objeto de estudio de la Mecánica. Y es en estáultima rama de la ciencia donde
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reside la Mećanica de Fluidos. Es decir la Mecánica de Fluidos es una rama de la Mecánica,

dentro de Mateḿatica Aplicada. Sin embargo a diferencia del resto de la Mecánica, la Mećanica

de Fluidos estudia la materia que tiene capacidad de fluir o fluido. Por otra parte, ya dentro de la

Mecánica de Fluidos existen inumerables subdivisiones según el fluido sea un gas, en Dinámica

de Gases, o un lı́quido, Hidromećanica, Hidŕaulica e Hidroest́atica. O seǵun el gas en cuestión

sea el aire, tomando el nombre de Aerodinámica Experimental o Teórica. O ḿas expecializada

aún, como Aeroespacial o Aeronáutica, para hacer referencia a las ciencias sobre vuelos enla

atmósfera o fuera de ella. Y quedan muchas subdivisiones sin comentar, pero esas pocas nos da

una idea de lo completo que es el cuerpo de conocimiento que hoy en d́ıa abarca la Mećanica

de Fluidos.

Además de ser amplio y completo el espectro de temas que estudia laMecánica de Fluidos,

existe mucha riqueza de problemas fı́sicos. Dentro de la Mecánica, la Mećanica de Fluidos

compite de igual a igual frente a otras ramas de la misma como la F́ısica At́omica, la Mećancia

Cuántica y la Relatividad, en la riqueza de fenómenos aśı como en el desafı́o que representan su

compresíon para el ser humano. Mucha de la riqueza de dichos fenómenos f́ısicos es explicada

por el modelo mateḿatico, que a diferencia de las otras ciencias mencionadas, en la Mećanica

de Fluidos est́a conformado por ecuaciones no lineales. De hecho uno de los feńomenos ḿas

intrigantes y fascinantes de la naturaleza como es la turbulencia, la cual no tiene al presente una

teoŕıa completa, pertenece al movimiento de los fluidos.

Además de conocer su lugar dentro de las ciencias en general, otroaspecto interesante es

conocer algo de la historia de la Mecánica de Fluidos, para tener una ubicación en el tiempo

de sus conocimientos y también para dar reconocimiento a los cientificos que han realizado

contribuciones a la misma. En primer lugar digamos que la historia de la Mećanica de Fluidos

es paralela a la historia de la civilización. Y esto ha ocurrido ası́ dada la importancia que tienen

algunos fluidos en el desarrollo de la vida, como lo es el agua,por ejemplo. Los seres humanos,

animales y vegetales, por cierto, son literalmente seres basados en agua. El cuerpo humano, por

citar un caso, tiene aproximadamente un 71 % de agua, con lo cual queda en claro la impor-

tancia de la misma en el desarrollo de la vida humana y de los seres vivos en general. Por eso

para hacer una reseña del origen de la Mecánica de Fluidos serı́a necesario ir hacia atrás hasta

tiempos muy remotos, de los cuales no se tienen registros de ningún tipo. Sin embargo sı́ se

pueden comentar hechos más recientes, ocurridos en algún momento antes del año 5000 antes

de Cristo, AC, aunque en estos casos no se pueden atribuir autorias a individuos sino a toda una

poblacíon. Existen evidencias arqueológicas de un pueblo pacı́fico y muy talentoso que descen-
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dió por esáepoca desde Asia Central hacia la Mesopotamia, es decir a la zona entre los Ŕıos

Tigris y Eufrates (regíon que en la actualidad corresponde a Irak). Esos registros muestran que

el mismo teńıa suficiente manejo ingenieril de los rı́os, como para realizar sistemas de irrigación

y aśı conseguir mejorar la producción de sus plantaciones. Se les atribuye a ellos haber realiza-

do las primeras obras de lo que hoy se conoce como ingenierı́a hidŕaulica, muy elementales

por cierto, pero muy avanzadas para suépoca. Dicho pueblo habı́a tambíen conseguido avances

notables en astronomı́a, que luego transfirieron a los egı́pcios quienes mostraron ser dignos

continuadores de dicha cultura. Uno de los usos que los egı́pcios hicieron de los conocimien-

tos astrońomicos heredados, fue definir el año civil con una duración exacta de 365 dı́as, o 12

meses con 30 dı́as cada uno, ḿas 5 d́ıas extras denominados sagrados. Por otro lado realizaron

verdaderas obras de ingenierı́a en cuanto al manejo de las aguas del Rı́o Nilo. Algo asombroso

es saber que ellos habı́an relacionado el dı́a que la estrella Sirious aparecı́a visible en el firma-

mento cada ãno, con el inicio aproximado de las crecidas del Nilo. Y como se percataron de la

regularidad de las mismas, para ellos el nivel del Nilo pasó a ser algo ası́ como un calendario. Es

asombroso también saber, por ejemplo, que se han encontrado evidencias de tablas que daban

cuenta de anotaciones o registros de los cambios de nivel delRı́o Nilo ya en esáepoca. Aśı co-

mo saber que ellos habian percibido que existı́a una conexíon entre las estaciones del año, el

agua y el aire. Lo que podriamos definir como el inicio del estudio, si es que se puede usar esa

palabra dado que no eran conocimientos ciertamente cientı́ficos, del movimiento de los fluidos

que rodean la tierra.

En base a lo anterior se le puede atribuir al pueblo que habitó la regíon entre los ŕıos Tigris

y Eufrates, y a los egı́pcios, haber sido los que iniciaron el desarrollo del conocimiento en

Mecánica de Fluidos, sobre la base de la necesidad del manejo delagua.

Pero para ser equitativos, porque en ciencias Occidente a veces escribe una história de-

sconectada de Asia, es importante comentar que alrededor del año 3000 AC, en la región

que hoy ocupan China e India, se desarrollaron también civilizaciones que habı́an detectado

la relacíon existente entre las estaciones del año, con el agua y el aire en la naturaleza. Por otra

parte tampoco se debe olvidar que el pueblo que descendió a la Mesopotamia, provenı́a de Asia

Central.

En śıntesis, se puede concluir que en esencia fueron las civilizaciones que se desarrollaron

en las regiones que hoy en dı́a ocupan China-India, Mesopotamia-Babilonia y Egipto las que

dieron origen al desarrollo de conocimiento sobre el manejodel agua y por lo tanto de los

fluidos. Y la raźon que motiv́o dicho desarrollo ha sido sin dudas la importancia del agua en el
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desarrollo de la vida. De donde se concluye también que la historia de la Mecánica de Fluidos

es en cierto modo paralela a la historia de la civilización.

En los casos anteriores se habla de civilizaciones que se desarrollaron en tal o cual región y

se hace referencia a las poblaciones, porque no existen registros como para identificar quienes

fueron los individuos que realizaron las contribuciones. Sin embargo para tiempos algo más

modernos, de los cuales ya se tienen registros, se pude hablar de cient́ıficos que han realizado

contribuciones y dar sus nombres. A modo de reconocimiento en esta resẽna se citan aquellas

personas reconocidas por sus contribuciones a Mecánica de Fluidos, hasta que fue obtenido el

modelo ḿas general sobre dinámica de fluidos conocido como ecuaciones de Navier-Stokes.Se

aclara sin embargo que dicha lista puede ser sin dudas incompleta, por un lado. Por otra parte,

de las contribuciones solo se comentan algunos casos muy notables, ya que mayores detalles

est́an fuera del alcance de este libro.

Luego una lista con nombres ilustres en cuanto a contribuciones a Mećanica de Fluidos

puede comenzar con Tales de Miletos, quien nació y murió en Grecia entre los años (624-546),

AC, y seguir con Aristoteles quien nació en Macedonia y murio en Grecia y vivió entre los ãnos

(384-367), AC. Luego seguir con Arquı́medes, quien nació y murió en Siracusa, Sicilia, entre

los ãnos (287-212) AC; Heŕon de Alejandŕıa, quien nacío en Grecia y luego emigró a Egipto,

precisamente a Alejandrı́a, ãno 260 AC, aproximadamente. Siendo los anteriores los primeros

cient́ıficos que hicieron aportes notables para esaépoca. Sin embargo luego la historia de la

ciencia parece haberse detenido a los inicios de la Era Cristiana.

Es decir, el nacimiento de la Mecánica de Fluidos ocurrió bien al comienzo de la civi-

lización, pero luego al inicio de la Era Cristiana, coincidente aproximadamente con la caı́da del

Imperio Romano, los avances en Mecánica de Fluidos se fueron deteniendo. El panorama gen-

eral para la civilizacíon en esáepoca fue de adormecimiento. Se puede decir que la civilización

se detuvo, entre otras causas, por las invasiones de pueblosbárbaros del norte de Europa. Los

conquistadores b́arbaros no conocian sobre leyes, estado y todo lo que habı́a existido en Grecia

y Roma hasta esáepoca. Fueron quemados libros y bibliotecas completas.

Aún cuando fue larga, felizmente esa era de atraso y destrucción ceśo. Alrededor del final

del sigloXV , inicio del periodo conocido como Renacimiento, soplaron nuevos aires y Europa

comenźo a redescubrir los conocimientos almacenados de Grecia y Roma. El lapso de tiempo

entre la cáıda del Imperio Romano y el Renacimiento no fue sin embargo tododesolacíon y

conformismo. Existiron aquellos que lucharon a lo largo de esos oscuros siglos, pero fue solo

a partir de láepoca del Renacimiento, que surgieron personalidades como Leonardo de Vinci,
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entre otros, quienes le dieron nuevos impulsos a la ciencia.

Por eso la lista de citas comenzada anteriormente puede ser seguida, sin embargo, solo de-

spúes del Renacimiento, con Leonardo de Vinci, quizá el ḿas importante representante de ese

renacer cientı́fico, quien nacío y vivió en Italia y murío en Francia entre los años (1452-1519).

Leonardo hizo notables contribuciones a diferentesáreas de la ciencia, pero especialmente a

Hidráulica. Fuéel quien primero realiźo un estudio, se puede decir cientı́fico, sobre la circu-

lación del aire alrededor de la tierra o inicio de la Meteorologı́a. Se puede seguir con Simón

Stevin quien vivío en Suiza entre los años (1548-1620). Luego Galileo Galilei, quien nació y

murió en Italia entre los ãnos (1565-1642) y es considerado el padre de la Fı́sica moderna en el

sentido que uśo la experimentación en forma sisteḿatica para corroborar teorı́as. Envangelista

Torricelli, quien vivío en Italia entre los ãnos (1608-1647) y es el autor de la expresión
√

2gh

para la velocidad media de un chorro, dondeg es la aceleración de la gravedad yh la altura

de la superficie libre del fluido sobre el centro del orificio. Se puede seguir con Otto von Guer-

icke, Alemania, (1602-1686); Blás Pascal, Francia, (1623-1662) e Issac Newton, quien nació y

vivi ó en Gran Bretãna entre los ãnos (1642-1727). Poco se puede destacar de Newton porque en

realidad no hubo un tema en particular de la Mecánica de Fluidos hasta ese momento al cual no

haya contribúıdo. El talento de Newton es tan indiscutible al punto que es considerado el mayor

de todos los tiempos. A pesar de comentarios en contrario sobre su personalidad, fue alguien

humilde al punto que en la introducción de su tan famoso libroPhilosophice Naturalis Principia

Mathematicaescribío, en otras palabras,. . . si en realidad v́ı lejos fue porque me subı́ sobre los

hombros de gigantes . . .. Por ejemplo a Newton se debe entre muchos otros aportes la relación

tensíon interna en un fluido= coeficiente× gradiente de la velocidad. Se puede seguir por

Daniel Bernoulli, Francia, (1700-1752), quien escribió el primer libro sobre Mećanica de Flu-

idos y por lo tanto muy reconocido en los libros actuales, aún cuando no es, por ejemplo, el

autor de la famosa ecuación hoy en d́ıa conocida comoEcuacíon de Bernoulli. Leonardo Euler,

quien vivió entre los ãnos (1707-83), nació en Suiza pero desarrolló sus contribuciones en Ru-

sia. Euler es considerado otros de los grandes contribuidores de Mećanica de Fluidos, el gran

arquitecto de gran parte de la matemática que se usa actualmente y del modelo matemático de

la dinámica de fluidos para fluidos ideales. Elúnico error que cometió fue no considerar los

efectos de la viscosidad en dichas ecuaciones. Luis A. Cauchy(1789-1857), quien nació en

Francia y desarrolló sus trabajos en Paris, Turı́n y Praga. Su contribución más importante para

Mecánica de Fluidos es su desarrollo para expresar el estado de tensiones en un medio continuo.

Jośe Luis de Lagrange, Francia, (1736-1813) fue otro de los grandes talentos con inumerables
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contribuciones a Mećanica de Fluidos. Por ejemplo la ecuación que hoy en d́ıa se conoce co-

mo de Bernoulli, en realidad es la integral que realizó Lagrange de la ecuación de cantidad de

movimiento presentada por Euler, para un fluido sin viscosidad. Y seguir con Jean D’Alembert,

Francia, (1717-1783), autor de la famosa paradoja de D’Alembert. Dicha paradoja hace referen-

cia a la discrepancia que encontraba D’Alembert de la fuerzade un flujo de un fluido ideal sobre

un cilindro, con lo quéel observaba en los experimentos. Y ya más recientemente Poiseuille,

Francia, (1799-1869) y luego Claude Navier, Francia, (1785-1836), quien primero presentó las

ecuaciones conocidas como de Navier-Stokes. Es interesante comentar que Navier al presentar

esas ecuaciones, consideradas una de las mayores contribuciones a la ciencia, llaḿo la atencíon

en su presentación expresando que quizá las mismas no fuesen nada nuevo, porque en realidad

usaba el concepto propuesto por Newton para tratar los efectos de la viscosidad. Y finalmente

quien lleǵo tiempo despúes a las mismas ecuaciones por un camino diferente, Jorge Stokes, que

vivó en Gran Bretãna, (1819-1903). Stokes realizó las hiṕotesis de las sustancias que hoy en dı́a

se modelan con las ecuaciones de Navier-Stokes. Y de ahı́ que las mismas reciban el nombre de

Navier-Stokes.

En śıntesis, usando una perspectiva histórica es interesante destacar sobre las citas anteri-

ores, que existieron dos periodos de progresos bien diferenciados para Mećanica de Fluidos.

Uno en los comienzo de la civilización, hasta aproximadamente la caı́da del Imperio Romano,

y otro que se inicío con el Renacimiento y que llega a nuestros dı́as. Separados ambos por una

era de oscurantismo de aproximadamente 1.400 años.

Para terminar con esta reseña hist́orica, sin emabrgo, es importante comentar sobre una

cierta metamorf́osis que sufrío la ciencia en general en el segundo periodo. Es decir existieron

ciertas particularidades en el desarrollo de Mecánica de Fluidos en el segundo periodo, desde

el Renacimiento hasta nuestros dı́as, que vale la pena comentar. En ese sentido algo que en

principio se puede afirmar es que hasta el sigloXV II, el desarrollo de Mećanica de Fluidos se

dio básicamente con la acumulación de conocimientos originados con el menejo del agua para

diferentes usos. Sin embargo por esos años surgiŕıa una rama menos práctica de la Mećanica

de Fluidos, basada en supuestos un tanto idealizados de la naturaleza. Por aquelláepoca en

las ciencias en general reinaba la Mecánica Cĺasica de Newton. Y el demonio imaginado por

Reńe Descartes, filosofo y cientı́fico franćes (1596-1650), hacı́a pensar que era posible un de-

terminismo absoluto que permitirı́a a trav́es de una montaña de ćalculos, śolo posibles de ser

realizados por un demonio, conocer cada detalle del futuro.Un optimismo desmedido originado

por la mećanica Newtoniana.
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Esta visíon un tanto idealizada de la naturaleza tuvo por supuesto su correlato en el es-

tudio de los fluidos. Basados en el modelo de fluido ideal de Roberto Boyle (1662), f́ısicos y

mateḿaticos desarrollaron la rama de Mecánica de Fluidos denominada Hidrodinámica Cĺasica.

Los aportes de Leonardo Euler pueden ser considerados en esadireccíon, pero para nada debe

ser tomado eso como un desmerecimiento de los mismos, ya que fueron de los ḿas importantes.

Sin embargo, como fue comentado antes, el error cometido porEuler fue despreciar los efectos

de la viscosidad, es decir de la fricción interna del fluido, quiźa influenciado por el modelo de

fluido ideal. En particular la Hidrodińamica Cĺasica no era considerada de uso práctico por los

ingenieros de entonces, a no ser incorporándole correcciones a través de factores. Por lo tanto

todos los conocimientos desarrollados hasta entonces a través de los siglos, conformaban la ra-

ma de la Mećanica de Fluidos denominada Hidráulica. Esta englob́o todos los conocimientos

hasta ah́ı desarrollados en el manejo del agua en canales, rı́os, sistemas de irrigación, etc, y en la

medida que el desarrollo tecnológico exiǵıa disẽnar sistemas de conducción de fluidos y otros,

la Hidráulica fue quien ocuṕo esos espacios. Sin embargo aún cuando sus fórmulas permit́ıan

disẽnar, sus ecuaciones o modelos matemáticos no conseguı́an explicar ciertos principios del

movimiento de los fluidos. En contraste, mientras con la Hidrodinámica Cĺasica se conseguı́an

explicar aspectos fundamentales, la misma no podı́a ser usada para el cálculo en ingenierı́a, a

no ser usando coeficientes de corrección. La ḿas famosa de estas diferencias quedó registrada

en la hist́oria con el nombre deParadoja de D’Alembert, como fue comentado anteriormente.

Es decir cuando D’Alembert trataba de verificar sus cálculo experimentando con el flujo de

aire sobre un cilindro, observaba que existı́a en realidad una fuerza de arrastre sobre el mismo,

resultando paráel en una paradoja que fue aclarada recién un siglo ḿas tarde.

En śıntesis, ḿas que dos ramas, existı́a una ruptura en la Mecánica de Fluidos. La Hidráulica

con resultados prácticos pero con falencias en los fundamentos y la Hidrodinámica Cĺasica,

explicando aspectos fundametales pero fallando en los cálculos pŕacticos. Para explicar como

termina esta historia, sin embargo, es necesario dar una rápida revisíon de lo ocurrido con las

ciencias en general en el sigloXV III, con el nacimiento de la Termodinámica.

En ese siglo ocurrió un hito important́ısimo en las ciencias en general, algo que Ilya Pri-

gogine, nacido en Moscú en 1917 y Premio Novel de Quı́mica en 1977 por sus contribuciones

a la termodińamica del desequilibrio, llaḿo La Nueva Alianza. En śıntesis dicho hito implićo el

fin del optimismo determinista de Descartes y por lo tanto la reconsideración de la Mećanica

Clásica, con el surgimiento de la Termodinámica. Fue la necesidad de generación de potencia a

partir del carb́on, que desató una corrida cientı́fico-tecnoĺogica que deriv́o en el nacimiento de
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la tecnoloǵıa del calor, con los nuevos conceptos de procesos irreversibles, friccíon, imposibil-

idad de transformar toda la energı́a del calor en trabajo mecánico y aśı por delante. Todos estos

avances cientı́ficos significaron una revolución, quiźa una de las ḿas importantes de lośultimos

siglos, dentro de la ciencia en general, quitándole preeminencia a la Fı́sica Cĺasica o Mećanica

Newtoniana y por tanto al determinismo. Todas estas adaptaciones que sufrío la ciencia, con

interpretaciones nuevas a la luz de la Termodinámica, fue denominada por Prigogine como una

metamorfosis de las ciencias.

Quizá un poco a destiempo, dentro de la Mecánica de Fluidos en particular también se

vivi ó la reconsideración de la importancia de la fricción interna de los fluidos en movimiento,

es decir la importancia de la viscosidad aún para los gases como el aire. La reconsideración

que las ecuaciones propuestas por Euler eran sólo válidas para fluidos ideales, sin rozamientos.

Esto llev́o a una convergencia de la Hidrodinámica Cĺasica con la Hidŕaulica, siendo posible

de ah́ı en ḿas, explicar el origen de los coeficientes que se usaban en loscálculos. Algunos

de los aportes notables en esta Nueva Alianza en los fluidos, fueron la teoŕıa de la capa limite

desarrollada por Prandtl(1905) y los realizados por Reynolds (1899) en Gran Bretaña, quien

estudío en forma sisteḿatica la importancia de las fuerzas viscosas en comparación con las de

inercia en tuberı́as, entre muchas otras cosas.

Con esto se puede dar por terminada esta reseña. Lo que resta de historia de la Mecánica

de Fluidos del sigloXX, est́a casi todo relacionado con el problema de la turbulencia, elcual

resulta ser el problema actual sin resolución de Mecáanica de Fluidos.

1.2. Introducción a la Mećanica de Fluidos

Desde el punto de vista de la Termodinámica la materia puede estar en estado gaseoso,

lı́quido o śolido, siendo que a una sustancia en estado gaseoso o lı́quido se la denomina flui-

do. Para Mećanica de Fluidos, no obstante, la definición de fluido tiene que ver con aspectos

mećanicos de la materia y se define como tal a una sustancia cualquiera que reacciona defor-

mandose en forma instántanea, ante unesfuerzo de cortepor ḿınimo que sea. Un esfuerzo de

corte es una fuerza por unidad deárea o tensión. Cuando friccionamos la manteca para luego

untar una tostada, lo que aplicamos a la superficie del pan de manteca es un esfuerzo de corte

o tensíon de corte. El mismo es una fuerza por unidad deárea que tiendea romperla sustancia

por ser esta un sólido. Si realizamos un esfuerzo similar ahora sobre la superficie de un fluido,

el esfuerzo produce una deformación de la superficie, generando un movimiento de la sustan-
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cia. Por ḿınimo que sea dicho rozamiento sobre un fluido, siempre se genera una deformación

continua resultando en un movimiento. Ası́ la definicíon traza una separación entre aquellas sus-

tancias denominadas sólidos, que presentan cierta resistencia a esos esfuerzos deformandose, y

las denominadas fluidos que no presentan ninguna resistencia.

Definido lo que es un fluido, a seguir se define el significado deteoŕıa del continuo. Una

de las hiṕotesis ḿas importante en Mecánica de Fluidos es la de continuidad de la materia. A

simple vista el agua en un vaso se nos presenta como una masa continua, sin discontinuidades.

Esta es la visíon macrosćopica de la materia. No obstante se sabe que la misma está conformada

por moĺeculas,́estas poŕatomos yéstosúltimos por part́ıculas subat́omicas, las cuales ocupan

una porcíon reducida del espacio vacı́o. Es decir que la materia no es continua. Sin embargo

muchos ćalculos en ingenierı́a, como los relacionados con las fuerzas de arrastre de un flujo

sobre un cuerpo, la transferencia de calor desde un sólido hacia un fluido en movimiento, entre

otros ejemplos, no necesitan del detalle molecular ni atómico de la materia, sino de su efecto

medio. Es decir se emplea una visión macrosćopica de la materia, o modelo de comportamiento

macrosćopico, el cual no hace referencia a la estructura molecular.A dicho modelo se lo conoce

comomećanica del continuoo teoŕıa del continuo.

Figura 1.1:Definición de la densidad de un gas en función del volumen.

Para que dicha teorı́a sea v́alida, sin embargo, las escalas caracterı́sticas de longitud y tiempo

mı́nimas del problema deben ser mucho mayores que las escalas moleculares de longitud y

tiempo. Escalas caracterı́sticas de longitud, tiempo, etc, son valores representativos de esas

dimensiones en el problema. Cuando la escala de longitud es suficientemente grande, el número

de moĺeculas es elevado y una propiedad del fluido tal como la densidad, o la presíon, etc,

puede ser bien definida y su comportamiento no experimentará variaciones relacionadas con el
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movimiento molecular. En ese caso se está dentro del rango de validez de la teorı́a del continuo.

Por ejemplo consid́erese la presión en la pared de un recipiente que contiene un gas ideal en

equilibrio termodińamico. Se sabe que la misma es la suma de las fuerzas de las colisiones de las

moléculas en la superficie. Si observamos la presión en una superficie muy pequeña, con escalas

próxima a las moleculares, el número de moĺeculas seŕa reducido y las colisiones definirán una

presíon o fuerza oscilante sobre la superficie. Por el contrario, considerando una superficie

mayor, con una escala de longitud bien superior a las distancias moleculares, el ńumero de

moléculas que intervienen aumentará y la presíon o fuerza por unidad déarea ejercida por

las colisiones de las moléculas seŕa una variable continua. Otro ejemplo es la definición de

densidad de un gas, la cual es igual amasa/volumen. Una observación macrosćopica requiere

considerar unvolumen ḿınimode fluido para eliminar el efecto de las moléculas individuales.

En otras palabras, para definir la masa por unidad de volumen en un punto, seŕa necesario

considerar unvolumen ḿınimoque contenga un número suficientemente alto de moléculas, de

modo que la funcíon densidad no oscile o sea discontinua. La Figura 1.1 muestra un esquema

de lo que ocurriŕıa al observar la densidad de un gas en un punto, para diferentes dimensiones

del volumen considerado en la medición. En ese sentido resultaútil saber que1mm3 de aire

en condiciones estandard contiene en forma aproximada1012 moléculas, el cual es un número

grande lo suficiente para que una propiedad resulte bien definida. Un problema en el cual se

viola la hiṕotesis del continuo es el correspondiente al flujo alrededorde un cohete que ingresa

desde la atmosfera exterior, dado que en las primeras capas de la misma el aire es enrarecido y

el desplazamiento medio de las moléculas es grande en comparación a la distancia ḿınima de

interes del cohete.

En relacíon con la definicíon de la continuidad de la materia comentada en párrafo anterior,

conviene aclarar que en este libro se hace referencia a una porción ḿınima de fluido con el

nombre de partı́cula de fluido, lo cual es una idealización. Esta partı́cula de fluido para nada

hace referencia a partı́culas elementales de la sustancia. Se hace en realidad referencia a una

porción elemental de fluido que contiene un número suficientemente grande de moléculas.

En sintesis en Mećanica de Fluidos se estudia todo lo concerniente a un fluido enmovimien-

to, desde un punto de vista macroscópico. Todas las variables, además de la presión y la densi-

dad comentada antes, describen comportamientos de la materia con visíon macrosćopica. Otras

variables a ser usadas son el vector velocidad,v, aceleracíon, a, vorticidad,ω, entre otras, to-

das variables dependientes, las cuales reciben el nombre decampos cuando son función de las

variables espaciales(x, y, z) y el tiempot, denominadas variables independientes.
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Por otra parte la descripción de la cineḿatica y la dińamica de un fluido se sintetizan con

ecuaciones mateḿaticas, que representan principios fundamentales de la naturaleza como la

segunda ley de Newton, la conservación de la enerǵıa, etc, dentro de la mecánica del continuo.

Los principios fundamentales usados en Mecánica de Fluidos son la(i) conservacíon de masa,

( ii ) la conservacíon de la cantidad de movimiento lineal y rotacional, ( iii ) laconservacíon

de la enerǵıa y (iv) ley de variacíon de la entroṕıa. Se citan los cuatro aún cuando en este libro

no se presentan los desarrollos que conducen a la ecuación de la enerǵıa ni a la segunda ley de

la Termodińamica o ley de variación de la entroṕıa.

Los principios fundamentales en Mecánica de Fluidos, sin embargo, tienen algunas restric-

ciones, es decir no son todos universales. La segunda Ley de Newton por ejemplo es válida

aplicada a un sistema inercial y para velocidades muy pequeñas en relación a la velocidad de

la luz. La ecuacíon de conservación de masa es válida tambíen śolo para bajas velocidades en

comparacíon a la velocidad de la luz. En contraste la ley de conservación de la enerǵıa śı es

universal, se verifica en todos los casos.

Fuera de esas restricciones, el modelo matemático ḿas general en Mecánica de Fluidos

correspondiente a esas cuatro leyes, no hace referencia a untipo de sustancia. No obstante

como se veŕa más adelante, las tensiones y deformaciones internas de un fluido son propias del

mismo y para que las ecuaciones sean resolubles es necesariodar informacíon sobre el tipo de

fluido. A esa informacíon se la denomina ecuaciones constitutivas, porque tienen que ver con la

constitucíon mećanica de la sustancia y del estado termodinámico de la misma.

En śıntesis, dentro de la teorı́a del continuo la naturaleza cumple con los cuatro principios

fundamentales comentados antes, sin importar la sustanciao tipo de material estudiado. Esas

son leyes generales para cualquier sustancia. Pero para formular el principio de conservación de

cantidad de movimiento para una sustancia en particular, por ejemplo agua o aire, es necesario

expresar las fuerzas de reacción del fluido ante las deformaciones, con una ecuación propia

para esa sustancia. Esas reacciones o tensiones internas dela materia son función del tipo de

sustancia, ya que no toda sustancia reacciona o deforma del mismo modo. Esas ecuaciones que

relacionan las fuerzas superficiales con las deformacionesson leyes emṕıricas, o responden a

modelos téoricos basados en datos experimentales. Un ejemplo es la denominada ley de New-

ton, que siguen sustancias como el aire y el agua denominadasfluidos Newtonianos por esa

raźon, que establece una relación lineal entre las tensiones y las deformaciones. Para otros flu-

idos esas relaciones llegan a ser muy complejas y son modeladas con funciones no lineales.

Dichas sustancias son denominadas fluidos no-Newtonianos yalgunos ejemplos son el petróleo
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y derivados del mismo en la industria petroquı́mica, en la medicina la sangre y otros fluidos del

cuerpo humano y en la industria alimenticia sustancias comola miel, la mayonesa, entre otras.

Bien cabe decir que mientras el estudio de los fluidos Newtonianos se encuentra en un estado

avanzado dada la simplicidad del modelo, el de los no Newtonianos es tan complejo y rico en

fenómenos que el mismo no está todav́ıa suficientemente desarrollado.

1.3. Revisíon deálgebra vectorial

Una particularidad de Mecánica de Fluidos es la necesidad de trabajar conálgebra vecto-

rial. Los conceptos de flujo, gradiente de un escalar, divergencia de un vector y los productos

escalares y vectoriales son de uso frecuente. Esta breve revisión tiene por objetivo recordar los

mismos en el contexto de Mecánica de Fluidos, áun cuando no es completa ni general. En otras

palabras, se revisan los conceptos más usuales sin seguir un ordenamiento y desarrollo gradual

del tema. Sin embargo en el item correspondiente a bibliografı́a se dan referencias de libros más

avanzados y con un desarrollo más completo sobre el tema. Cabe también aclarar y enfatizar

que todo lo presentado aquı́ corresponde áalgebra vectorial y tensorial Cartesiana. En ese sen-

tido, enálgebra vectorial Cartesiana existe una notación muy conveniente denominada indicial,

la cual facilita enormemente la manipulación de expresiones matemáticas. Por ese motivo en

esta revisíon se introduce también dicha notación de forma muy breve y suscinta.

1.3.1. Escalares, vectores y tensores

Para caracterizar un fenómeno f́ısico en Mećanica de Fluidos, se usan propiedades fı́sicas del

fluido y del flujo, adeḿas de caracterı́sticas geoḿetricas. Dichas propiedades o caracterı́sticas

son las variables dependientes del problema y en general se representan con escalares, vectores

y tensores. Por otra parte cuando las mismas son función del tiempo y del espacio, es decir de

las variables independientes, se habla de campo, por ejemplo campo escalar, campo vectorial

o campo tensorial. Para una simple magnitud, como es la temperatura, basta con un escalar o

con un campo o función escalar para representar la temperatura en el espacio y enel tiempo.

No obstante para ciertas propiedades del flujo como velocidad o fuerza, donde es necesaria una

magnitud una dirección y un signo, se usan vectores o campos vectoriales. Y si la complejidad

aumenta, como al representar la tensión en un punto en un fluido en movimiento, donde es

necesario especificar los valores normales y tangenciales acada plano coordenado, se usan
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(a) (b)

Figura 1.2:(a) Sistema de ejes coordenadosx, y, z. (b) Sistema de ejes coordenadosx1, x2, x3.

tensores. Los tensores más comunes en Mecánica de Fluidos son de segundo orden los cuales

tienen nueve componentes, como se verá más adelante.

Por otra parte, para hacer referencia en general a lo que en particular se denominan es-

calares, vectores o tensores, se usa la expresión entidad vectorial. Estas entidades vectoriales

se denominan de grado0 cuando es un escalar, 1 para un vector y 2 en adelante para tensores.

Y el número de componentes de estas entidades vectoriales está dado por el ńumero de coorde-

nadas del espacio Euclidiano, elevado al grado correspondiente; ej.30 para un escalar,31 para

un vector,32 para un tensor de segundo orden, etc.

En este libro se usarán letras mińuscular en negritas para representar vectores y en general

maýusculas en negritas para tensores, aún cuando algunos tensores especiales como eldelta de

Kronecker, se representan con letras griegas minúsculas.

El primer concepto a revisar es el de vector en el espacio. Considerando un sistema Carte-

sianos de coordenadas en el espacioO123, con origenO y vectores unitariosi = (1, 0, 0),

j = (0, 1, 0), k = (0, 0, 1) como base de dicho sistema, la representación de un vector, por

ejemplo del vector posición r , es la siguiente,

r = xi + yj + zk (1.1)

donde(x, y, z) son las coordenadas según cada eje de dicho sistema, como se muestra en la

Figura 1.2(a).

Como punto de partida sobre notación indicial, digamos que otra forma de denominar los

ejes coordenados y la base de vectores unitarios de un sistema de coordenadasO123 es como

se muestra en la Figura 1.2(b). En esa figura la base de vectores unitarios ese1 = (1, 0, 0),

e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) y los ejes coordenados ahora se denominan como(x1, x2, x3).
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Usando esta nueva notación la representación del vector posición r resulta,

r = x1e1 + x2e2 + x3e3 (1.2)

Aprovechando las dos notaciones y sistemas de coordenadas,es importante comentar que

el vectorr es una entidad vectorial como lo es la cantidad fı́sica que representa y por lo tanto

tendŕa en cada sistemas de coordenadas, diferentes componentes,a no ser que esos sistemas

sean coincidentes. Pero en cada sistema el vector es exactamente el mismo. Por otro lado se

debe observar también que un vector, usándolo aéste como ejemplo de entidad vectorial, se

representa a través de una combinación lineal o sumatoria de productos de escalares con los

vectores unitario de la base del sistemas de coordenadas. Por ejemplo para el caso del vector

posicíon r , se tienen los escalaresx1, x2 y x3 representando la magnitud del vector según las

direcciones de cada eje coordenado y los vectores unitariose1, e2 y e3, seǵun las tres direcciones,

respectivamente.

Siguiendo con la representación en la expresión (1.2), la misma permite escribir el vector

tambíen como,

r =
i=3
∑

i=1

xiei (1.3)

que constituye la base para introducir la notación indicial.

Lo esencial en dicha notación consiste en suprimir el signo de sumatoria, es decir se escribe

solo,

r = xiei (1.4)

y se aplican las siguientes reglas siempre que sea posible.

1. Una expresíon con uńındice repetido, denominadoı́ndice mudo, representa una sumato-

ria. Dichoı́ndice vaŕıa a trav́es de su rango1, 2, 3 para el caso de un espacio Euclidiano.

Ej. aixi = a1x1 + a2x2 + a3x3, i = 1, 2, 3. O tambíenaijxixj = a11x1x1 + a12x1x2 +

a13x1x3 + a21x2x1 + · · · + a31x3x1 + a32x3x2 + a33x3x3, i = 1, 2, 3 y j = 1, 2, 3.

2. Unı́ndice que no es repetido en un factor es denominadoı́ndice libre. Ej. aijbj = ai1b1 +

ai2b2 + ai3b3, coni comoı́ndice libre.
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3. Los ı́ndices repetidos en una expresión pueden tener su nombre cambiado. Ej.aijbj =

aikbk.

4. Enálgebra vectorial no tiene sentido unı́ndice repetido tres veces. Ej. La expresiónallblj

no tiene sentido dado que se repite 3 veces elı́ndicel.

5. El número de t́erminos de una expresión es igual a3n, donden es el ńumero déındices

libres. Ej.aj, tiene31 términos;aii, tiene30 términos;aij, tiene32 términos.

6. El orden del ente vectorial está dado por el ńumero déındices libres de los factores. Ej.q,

tiene orden0; ai, tiene orden1; aij tiene orden2.

En lo que resta de esta revisión se presentarán definiciones y ejemplos tanto con notación

vectorial ordinaria como indicial, con el objetivo de ganarcierta familiaridad con estáultima.

Continuando ahora con las operaciones entre vectores, lasuma de vectoreses representada

del siguiente modo en notación indicial,

a + b = c = (a1e1 + a2e2 + a3e3) + (b1e1 + b2e2 + b3e3) = (aiei) + (biei) = ciei (1.5)

con las propiedades(i) a + b = b + a; (ii)(a + b) + c = a + (b + c); (iii) a− b = a + (−1)b;

(iv)c = αa + βb, dondec es un vector contenido en el mismo plano formado pora y b.

El producto escalarde dos vectores, cuyo ḿodulo se define comoa · b = |a||b|cosθ, donde

θ es elángulo comprendido entre dicho vectores, se define como,

a · b = (axi + ayj + azk) · (bxi + byj + bzk) = axbx + ayby + azbz (1.6)

con las siguientes propiedades:(i) si se multiplican vectores perpendicualres entre sı́ a · b = 0;

(ii) al multimplicar un vectora por un vector unitarion se obtiene la proyección del vector en

la direccíon del vector unitario,a · n = |a|cos θ; (iii) a · b = b · a.

Aśı el producto escalar entre vectores resulta en un escalar dado que al multiplicar miembro

a miembro todas las componentes, solo resultan los escalares diferentes de cero de los siguientes

productosi · i = 1, j · j = 1 y k · k = 1. Se puede también decir que el producto escalar entre

vectores da como resultado un escalar igual a la suma de los elementos de la diagonal principal,

de la matriz formada por las9 combinaciones que resultan del producto de las componentesde

los vectores.



20

Usando ahora la notación indicial el producto escalar es,

a · b = (a1e1 + a2e2 + a3e3) · (b1e1 + b2e2 + b3e3) = aibi (1.7)

donde otra vez por ser los ejes multualmente ortogonales, los únicos factores diferentes de cero

son aquellos con los productose1 · e1 = 1, e2 · e2 = 1, e3 · e3 = 1.

Luego en general para la base los productos escalares resultan,

ei · ej =

{

1 cuandoi = j,

0 cuandoi 6= j.
(1.8)

Es decir que el productoei · ej, coni = 1, 2, 3 y j = 1, 2, 3, ordenados en forma matricial

forman la matŕız unidad,

[ei · ej] =









1 0 0

0 1 0

0 0 1









= [δij] = I (1.9)

dondeI es el tensor identidad o unidad, cuyas componentes coinciden tambíen con las del tensor

[δij] denominadodelta de Kronecker, el cual es un tensor de segundo orden con la siguiente

definición,

δij =

{

1 cuandoi = j,

0 cuandoi 6= j.
(1.10)

o δ11 = δ22 = δ33 = 1 mientras queδ21 = δ12 = δ13 = δ31 = δ23 = δ32 = 0.

El tensor delta de Kronecker es de suma utilidad en el desarrollo de expresiones algebraicas

vectoriales. Ej.ajδ1j = a1; T2mδmj = T2j; Timδmj = Tij; (∂P/∂xi)δ1i = (∂P/∂x1), donde en

estaúltimaTij es un tensor de9 componentes.

Usando ahora las propiedades del producto escalar entre vectores se define el ḿodulor de

un vectorr , como la ráız cuadrada del producto escalar,r = (r · r)1/2 = (riri)
1/2.

Es importante remarcar que en las operaciones algebraicas entre entes vectoriales, se tiene

la operacíon entre la parte escalar de las componentes y la operación entre la parte vectorial

de las mismas. Ambas partes tienen propiedades diferentes.Por ejemplo al multiplicar en for-

ma escalar dos vectores se tiene el siguiente factor(a2e2 · b2e2), que debe entenderse como
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(a2b2 e2 · e2), donde el producto entre los escalaresa2 y b2 tiene las propiedades del producto

que conocemos de Aritḿetica (propiedades conmutativa, asociativa, etc.), mientras que el pro-

ducto escalar entre los vectorese2 ·e2 debe realizarse con las reglas del producto entre vectores,

escalar en este caso. Este concepto se debe generalizar paratodas las operaciones algebricas

entre entes vectoriales.

El otro producto que le sigue en importancia al escalar es elproducto vectorialentre vectores

a× b, el cual da como resultado otro vector,c. Las propiedades del producto vectorial son:(i)

no es conmutativo,a×b = −b×a; (ii) el módulo del vector resultante es|c| = |a||b|sen θ; (iii)

la direccíon del vector resultante es normal al plano definido por los vectoresa y b y el sentido

se corresponde con la regla de la mano derecha;(iv) el módulo del vector resultante|a||b|sen θ

es tambíen elárea del paralelograma formado por los dos vectoresa y b.

Un procedimiento para obtener las componentes del vectorc resultante es a través de la

resolucíon del determinante,

a× b = c =









i j k

a1 a2 a3

b1 b2 b3









(1.11)

Por otra parte los productos de la base en la notación indicial, usando la regla de la mano

derecha, sone1 × e2 = e3; e2 × e3 = e1; e2 × e1 = −e3; e3 × e2 = −e1. Se introduce ahora el

śımbolo de permutación ε el cual es de mucha utilidad para el cálculo de dichas componentes.

El mismo tiene tres subı́ndices y es definido como,

εijk =















0 si dos cualquiera de los subı́ndicesi, j, k son iguales,

1 si ijk es una permutación par de1,2,3,

−1 si ijk es una permutación impar de1,2,3.

(1.12)

es decir que,

ε123 = ε231 = ε312 = 1, y en contrasteε321 = ε213 = ε132 = −1, por otro ladoε113 = ε212 =

ε322 = · · · = 0. Aśı como tambíenεijk = εjki = εkij, o tambíenεijk = −εjik = −εikj = −εkji.

Usando ahora el sı́mbolo de permutación el producto vectorial de los vectores unitarios de

la basee1; e2; e3 se define comoei × ej = εijkek. Este śımbolo permite por tanto simplificar el

cálculo de las componentes del producto vectorial entre vectores. Aśı la definicíon del producto

vectorial entre dos vectoresa y b cualquiera resulta,
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a× b = εijk ai bj ek (1.13)

donde la expresión (1.13) representa una sumatoria con 27 elementos debido aque existen tres

pares de subı́ndices, al estar repetidosi, j y k; luego se deberá hacer variar los subı́ndicesijk

entre los valores1, 2 y 3 en loopsanidados.

Sin embargo una regla práctica que permite obtener las componentes del vector resultate

en forma ḿas directa que considerar las27 posibilidades, resulta de considerar solo aquellos

términos para los cuales el signo de permutación es diferente de cero y a la vez agrupando los

escalares que contribuyen a la misma dirección. En otras palabras,εijk ai bj ek = (ε123 a1 b2 +

ε213 a2 b1 )e3 + (ε132 a1 b3 + ε312 a3 b1 )e2 + (ε321 a3 b2 + ε231 a2 b3 )e1, sustituyendo luego

los valores del signo de permutación de acuerdo a la definición dada antes.

Existe un tercer producto entre vectores denominadoproducto diada, cuyo resultado es un

tensor de segundo orden y se representa simplemente comoab o en funcíon de sus componentes

comoaibj. En notacíon matricial este producto es representado como,

ab = [aibj] =









a1b1 a1b2 a1b3

a2b1 a2b2 a2b3

a3b1 a3b2 a3b3









(1.14)

Un ejemplo en Mećanica de Fluidos de este tensor es el producto del vector velocidadvv en

el términos convectivo de la ecuación de cantidad de movimiento en forma vectorial, cuando se

escriben las ecuaciones en forma divergente, como se verá en el Caṕıtulo 3.

1.3.2. Operadores gradiente y divergencia

Al sı́mbolo∇, denominadonabla, se lo usa para representar un operador vectorial derivada,

que en coordenadas Cartesinas tiene la siguiente forma,

∇ =
∂

∂x
i +

∂

∂y
j +

∂

∂z
k (1.15)

y en notacíon indicial,

∇ =
∂

∂x1

e1 +
∂

∂x2

e2 +
∂

∂x3

e3 =
∂

∂xi

ei (1.16)
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El operador vectorial nabla no puede aparecer solo en un expresíon mateḿatica, sino operan-

do sobre un campo escalar, un campo vectorial o un campo tensorial. Y la operacíon que realiza

es obtener la derivada de dicho campo.

La forma ḿas simple de obtener la derivada de un ente vectorial es a través del producto

simple de∇ con el ente vectorial. En este caso al operador se lo denominagradiente. Por

ejemplo en∇ φ = grad (φ) como gradiente de un escalar o en∇ v = grad (v) como

gradiente de un vector.

Una forma de comprender el concepto de gradiente de un campo escalar es a trav́es de la

derivada direccional. Considerando la densidad de un fluido como ejemplo de campo escalar

ρ(x1; x2; x3; t) y el vector unitarion, la derivada en la dirección del vector unitarion resulta,

∂ρ

∂n
= ∇ρ · n (1.17)

donde en la ecuación (1.17) el operador nabla obtiene la derivada del campo escalarρ, resul-

tando en un vector denominado gradiente deρ, el cual luego es proyectado en la dirección del

vector unitarion a trav́es del producto escalar de este con el vector gradiente. Y el resultado

final es el escalar conocido como dervidad direccional.

Por otro lado es importante observar que al ser el gradiente de un campo escalar, un vector

formado por la derivada de dicho campo, el mismo tiene la dirección de la ḿaxima variacíon del

mismo. En otras palabras, el vector gradiente es normal a lassuperficies formadas con valores

constantes del campo escalar.

Luego elgradiente de un escalares la operación más simple de este operador derivada y el

resultado es un vector. Un ejemplo frecuente en Mecánica de Fluidos lo constituye el gradiente

de presíon. La presíon est́aticaP es un campo escalar, como se demostrará más adelante, y el

operador gradiente sobre la presión define el vector gradiente de presión, el cual representa una

fuerza,

grad P = ∇P =
∂P

∂x
i +

∂P

∂y
j +

∂P

∂z
k (1.18)

donde en la ecuación (1.18)grad P es un vector representando la fuerza (en realidad la fuerza

es igual−grad P ) que act́ua sobre el fluido debido a la variación deP en el espacio. Existen

otros muchos ejemplos de gradiente de escalares definiendo flujos de propiedades, los cuales son

vectores, con significado fı́sico de importancia en Mecánica de Fluidos. De hecho el transporte
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difusivo de una propiedad se modela con un coeficiente de transporte que multiplica el gradiente

de la propiedad. Ej. la Ley de Fourier,q = − k grad(T ), dondeq es el vector que representa

el flujo de calor por unidad de tiempo yárea,[W/m2]. Otro ejemplo importante en Mecánica

de Fluidos lo constituye el gradiente de la velocidad,grad (v). En primer lugar porque como

se veŕa en el Caṕıtulo 2, toda la informacíon sobre la cineḿatica de un fluido en movimiento

puede ser extraı́da de dicho gradiente. Y también porque muestra que cuando se le aplica el

gradiente a un campo vectorial, en forma análoga que al aplicarlo al campo escalar, el ente

vectorial resultante tiene un grado superior al campo derivado. En otras palabras el gradiente

eleva en1 el grado del ente vectorial. Al aplicarlo a un escalar se obtiene un vector y al hacerlo

a un vector se obtiene un tensor de segundo orden y ası́ por delante.

Luego el gradiente de la velocidad en notación indicial es,

∇v = grad (v) = [
∂ui

∂xj

] =









∂u1/∂x1 ∂u1/∂x2 ∂u1/∂x3

∂u2/∂x1 ∂u2/∂x2 ∂u2/∂x3

∂u3/∂x1 ∂u3/∂x2 ∂u3/∂x3









(1.19)

Otra forma de aplicar el operador derivada∇ es haciendo un producto escalar de∇ con un

vector o tensor. Dado que el∇ es un vector y que el producto escalar solo es aplicable entre

vectores o entre un vector y un tensor, no existe la divergencia de un escalar. El ejemplo más

frecuente en Mećanica de Fluidos de dicha operación es la divergencia del vector velocidad. En

ese caso la operación es,

div(v) = ∇ · v = (
∂

∂x
i +

∂

∂y
j +

∂

∂z
k) · (ui + vj + wk) =

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
(1.20)

Si en cambio se usa notación indicial la divergencia de la velocidad resulta,

div(v) = (
∂

∂x1

e1 +
∂

∂x2

e2 +
∂

∂x3

e3) · (u1e1 +u2e2 +u3e3) =
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

+
∂u3

∂x3

=
∂ui

∂xi

(1.21)

Otro ejemplo de uso en Mecánica de Fluidos es la divergencia del gradiente de un escalar.

En ese caso en notación vectorial, tomando al escalar como siendo la temperaturaT , resulta

∇·∇ T = ∇2 T . Es decir que la divergencia del gradiente de un escalar resulta ser el operador

∇2, conocido como Laplaciano de un escalar.

Un teorema de uso frecuente en el cual interviene el operadordivergencia en un integrando,

es elteorema de la divergencia. El mismo establece que siv es un campo vectorial con primeras
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derivadas continuas en todos los puntos de una región en el espacioV C, contornado por la

superficieSV C, luego,

∫∫∫

V C

div (v) dV =

∫∫

SV C

(v · n) dS (1.22)

dondedV y dS son elementos déarea y de volumen, respectivamente, yn es un vector unitario

normal externo aSV C. Usando notación indicial el teorema anterior es,

∫∫∫

V C

(
∂vi

∂xi

)dV =

∫∫

SV C

(vi ni) dS (1.23)

Otra aplicacíon del operador derivada∇ es el producto vectorial del mismo con un vector,

denominadorotor de un vector. Y otra vez es el rotor de la velocidad un ejemplo próximo, cuya

operacíon es,

rot × v = ∇× v = (
∂

∂x
i +

∂

∂y
j +

∂

∂z
k) × (ui + vj + wk) (1.24)

de forma que usando,

rot × v =









i j k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

u v w









= (
∂w

∂y
− ∂v

∂z
)i + (

∂u

∂z
− ∂w

∂x
)j + (

∂v

∂x
− ∂u

∂y
)k (1.25)

el cual tambíen puede ser calculado usando notación indicial y el operador permutación, seǵun

la definicíon en la ecuación (1.13),

∇× v = εijk
∂vj

∂xi

ek (1.26)

Con este tema y la siguiente lista de ejercicios se considera cerrada esta breve revisión sobre

álgebra vectorial Cartesiana.
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1.4. Ejercicios

1. Demostrar que a)δii = 3; b)δ1mam = a1; c)δimδmj = δij.

2. Demostrar que a)εijmεklm = δikδjl − δilδjk.

3. Considerando los vectoresa = (1; 2 : 0) y b = (−2; 1;−1) obtener el producto vectorial

a× b usando notación indicial. Respuestac = (−2; 1; 5).

4. Demostrar que∇ · (∇× a) = 0.

5. Demostrar que∇× (∇φ) = 0, dondeφ es un campo escalar.

6. Demostar que∇ · (∇× Ψ) = 0, dondeΨ es un campo vectorial.

7. Demostrar quea · b = (ab)I , dondeI es la matriz identidad.

8. Demostrar que para un escalarT resulta∇ · ∇ T = ∇2 T .

9. Dado el siguiente campo vectoriala = (6x2)i + (6y)j − 7zxk, obtener la divergencia en

el punto(10; 6; 1).

10. Dado el siguiente campo vectorialb = 10x2yi + 20(yz + x)j + 13k, obtener el rotor en

el punto(6, 1, 2).

11. Considerando el siguiente campo escalarφ = 10x2y+3zxy, obtener el ḿodulo del vector

gradiente en el punto(0, 1, 2).

12. Considerando el siguiente campo escalarφ = xy + z, obtener el vector unitario normal a

la superficie determinada porφ = constante que pasa por el punto(2, 1, 0).

13. Si la expresíon q = −k∇θ permite calcular el flujo de calor, dondeθ = 2(x2 + y2) es la

temperatura, yk la conductividad t́ermica, a)hallar el flujo de calor en los puntos(1, 0) y

(1, 1), b)trazar curvas deθ = constante y trazar los vectores de flujos de calor en los dos

puntos.

14. Dado el siguiente campo vectorialv = (x2y)i + (xyz)j − y2zk, obtener el gradiente de

dicho campo en el punto(1; 0;−2).
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15. Dada la siguiente matriz,

[Sij] =









1 0 2

0 1 2

3 0 3









evaluarSii; b)SijSij; c)SjkSjk.
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Caṕıtulo 2

Cinemática de un fluido en movimiento

2.1. Introducción

En este Caṕıtulo se presenta la cinemática de un fluido en movimiento. Cuando hablamos

de cineḿatica hablamos de movimiento y entonces lo que se presenta son las descripciones de

los diferentes tipos de movimientos de una partı́cula de fluido y temas relacionados como la

ecuacíon de conservación de masa, operador derivada sustancial o total y teorema detransporte

de Reynolds.

Figura 2.1:Lı́neas de corriente describiendo el movimiento de un fluido en el espacio.

Para hacer referencia al espacio fı́sico se usan las variablesx,y,z, Figura 2.1, para los tres ejes

de coordenadas cartesianos yt para el tiempo. Aśı se tienen las cuatro variables independientes

x,y,z,t, en funcíon de las cuales se definen las dependientes como velocidadv(x, y, z, t) y presíon

P (x, y, z, t), entre otras. En particular la velocidad y la presión son denominadas variables

29
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primarias, ya que existen otras variables dependientes como la vorticidadω(x, y, z, t), etc, que

pueden ser derivadas de las anteriores. Y por ese motivo son denominadas secundarias. Luego

la cineḿatica consiste en detallar paso a paso como se definen todas las variables que definen el

movimiento y la deformación de un fluido.

Para hacer referencia al fluido se considera una partı́cula del mismo, tal como fue defini-

da anteriormente. Es decir por partı́cula de fluido se entiende un conglomerado suficientemente

grande de moléculas, de forma que se puedan definir apropiadamente las variables como veloci-

dad, densidad, etc, en un punto del espacio. Y una forma conveniente de imaginar una partı́cula

del mismo, es con forma cúbica porque facilita su estudio usando ejes cartesianos y en dos

tiempos suficientemente próximos, de tal forma de estar conformada por la misma masa desde

un punto de vista macroscópico.

En primer lugar, partiendo de los conceptos vistos en Fı́sica, se considera el movimiento

de una partı́cula o cuerpo ŕıgido en relacíon a un sistema de coordenadas en el espacio. Esta

part́ıcula tiene seis grados de libertad de movimiento. Es decir puede desplazarse en forma

rectilinea seǵun los tres ejes{x, y, z} y tambíen puede girar alrededor de los mismos. Luego

todo movimiento de un cuerpo rı́gido puede ser descompuesto según esos seis movimientos

simples. Aśı se tiene,

movimiento de cuerpo rı́gido = traslacíon seǵun{x,y,z} + rotación seǵun{x,y,z}

Hasta ah́ı los grados de libertad de movimientos posibles de una partı́cula ŕıgida. El nuevo

fenómeno a considerar al analizar el movimiento de una partı́cula de fluido es la deformación.

De los cursos de Fı́sica se sabe que las moléculas pueden tener solo una determinada distribu-

ción dentro de un cuerpo en estado sólido. Si queremos modificar esa distribución aplicando

una determinada fuerza, el cuerpo rompe cuando la fuerza excede alǵun limite. En contraste,

los fluidos no tienen esa restricción al movimiento relativo de las moléculas, con lo cual, por

ejemplo, adoptan la forma del recipiente que los contienes.Es decir modifican su forma o de-

forman ante un esfuerzo por mı́nimo que sea. Esa es una propiedad fundamental de los fluidos,

la deformacíon, la cual requiere también un nivel mayor de detalle para describir el movimiento

del mismo.

Un experimento sencillo (que podemos hacer también en forma imaginaria) que permite

comprender esta propiedad de un fluido, consiste en usar un vaso con miel y dibujar con alǵun

otro fluido con diferente color, un cuadrado sobre su superficie simulando ser una partı́cula de

fluido. Si luego se mueve la miel en la parte exterior del cuadrado con alǵun objeto, el fluido
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se deforma transmitiendo parte de esa deformación a lapart́ıcula de fluido. Si el movimien-

to que realizamos próximo del cuadrado es en circulos, veremos que deforman losángulos

originalmente rectos. Si el movimiento en cambio es rectilineo hacia afuera, el cuadrado se

elongaŕa tendiendo a un rectángulo. Ese experimento imaginario da una idea del conceptode

deformacíon de una partı́cula de fluido.

La deformacíon del fluido puede ser cuantificada en función del movimiento relativo entre

dos puntos sobre una partı́cula del mismo. Por ejemplo podemos considerar los puntos extremos

de uno de los lados de la partı́cula dibujada sobre la miel en el experimento de arriba y calcular

la deformacíon de ese segmento. Es necesario también decir que en realidad lo que se debe

cuantificar es la deformación especifica en función del tiempo, deformación/(longitud original×
tiempo), o velocidad de deformación especifica.

Luego, en śıntesis, al pasar a considerar una partı́cula de fluido en vez de una partı́cula

sólida, hay que agregar a los grados de libertad de movimientode la part́ıcula śolida, la defor-

macíon que sufre el fluido al moverse. Y como al movimiento relativo entre dos puntos sobre

una part́ıcula de fluido se lo puede descomponer en movimientos simples, tambíen la defor-

macíon es descompuesta en deformaciones simples, según el movimiento sea rectilineo o rota-

cional. Aśı se habla de deformaciones longitudinales según {x,y,z} y deformaciones angulares

con centro en esos ejes, o en los planos{xy}, {xz} y {yz}. En otras palabras, existe una suma

de efectos cineḿaticos, los originales de un cuerpo rı́gido más las deformaciones del fluido.

Luego, los grados de libertad al movimiento de un fluido pueden ser descompuestos en los

grados de libertad de un cuerpo rı́gido más los correspondientes a las deformaciones,

movimiento de un fluido = movimiento de cuerpo rı́gido + deformaciones

donde los grados de libertad a la deformación se descomponen en,

deformaciones = longitudinales enx,y,z+ angulares en torno dex,y,z.

Aśı se deben describir los siguientes cuatro fenómenos,traslación enx,y,z + rotación en

torno dex,y,z + deformaciones longitudinales enx,y,z + deformaciones angulares en torno de

x,y,z.

Las Figuras 2.2(a), 2.2(b), 2.3(a), y 2.3(b), presentan esquemas con el significado de traslación,

rotacíon y deformacíon longitudinal y angular en relación al eje de coordenbadasz.

Con los conceptos introducidos antes en cuanto a separar la descripcíon del movimiento en

movimiento de traslación y de rotacíon y luego las deformaciones en longitudinales y angulares,
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(a) (b)

Figura 2.2:Part́ıcula de fluido ent, linea śolida, y ent + ∆t, linea de trazos, con movimiento (a)

traslacional; (b) rotacional.

(a) (b)

Figura 2.3:Part́ıcula de fluido ent, linea śolida, y ent + ∆t, linea de trazos, con deformación (a)

longitudinal ; (b) angular.
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a seguir se presenta la descripción del movimiento traslacional o lineal, luego del movimiento

rotacional y poŕultimo las deformaciones logitudinales y angulares.

2.2. Descripcíon del movimiento de un fluido

En este item se describe el movimiento de un fluido descomponiendo al mismo en movimien-

tos simples seǵun los ejes coordenados. Antes de siguir, sin embargo, es necesario determinar

un método para describir esos movimientos. En otras palabras, cuando en dińamica se describe

el movimiento de un cuerpo rı́gido, se usa hacerlo siguiendo al cuerpo a través del espacio.

Sin embargo, dado que un fluido está conformado por un medio continuo con infinitas partı́cu-

las, en algunos casos es conveniente describir su movimiento en funcíon del movimiento de

part́ıculas que pasan por un punto fijo del espacio. Ası́ existen dos posibilidades,(i) describir el

movimiento de partı́culas que pasan por un determinado punto del espacio, denominado Euleri-

ano o espacial, o(ii)describir el movimiento de una partı́cula a trav́es del espacio, denominado

Lagrangiano o material. (i) y (ii) son ḿetodos alternativos.

Luego se puede,

(i)Realizar una descripción del movimiento de un fluido tomando como marco de referencia

el espacio f́ısico y describir el movimietno de todas las partı́culas que están pasando por un

punto geńerico a lo largo del tiempo. Por ejemplo, para expresar la velocidad del fluido se hace

referencia a la velocidad que tienen las partı́culas que pasan por un puntoP(x,y,z). Luego la

misma se escribe comov(x,y,z,t)en el puntoP(x,y,z). La velocidad aparece también en funcíon

del tiempo porque las velocidades de las diferentes partı́culas que pasan por ese punto pueden

ser diferentes. Esta es la descripción espacialo Euleriana. Si se describe la velocidad de los

veh́ıculos que circulan por una autopista usando este método,v(x,y,z,t)describe las velocidades

de los mismos en un punto fijo en un carril.

(ii)El segundo ḿetodo consiste en describir el movimiento del fluido usando como marco de

referencia las diferentes partı́culas. Es decir la velocidad corresponde a la de una partı́cula es-

pećıfica del fluidov(x0, y0, z0, t) a trav́es del espacio. Se sigue a la partı́cula de inteŕes a lo largo

del espacio. Las coordenadas(x0, y0, z0) son, por aśı decirlo el nombre de la partı́cula, dado que

corresponden al punto del espacio en el cual se encontraba lamisma ent=0. Esta es la descrip-

ción material o Lagrangiana. Haciendo referencia al ejemplo de arriba, ahorav(x0, y0, z0, t)

describe la velocidad de un vehı́culo en particular a trav́es de la autopista.
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En śıntesis, las decripciones espacial y material dicen del marco de referencia que se usa

para expresar el movimiento. Un punto fijo en el espacio o una part́ıcula fija de fluido. Si en vez

del movimiento se quieren describir las propiedades del fluido como la densidad, presión, entre

otras, las mismas pueden ser descriptas también seǵun uno de los dos ḿetodos. Sin embargo

dado que los problemas más usuales en Mecánica de Fluidos conviene estudiarlos usando una

descripcíon espacial, en este libro se usa solo esa discripción. Existen problemas como el cáculo

del flujo de sustancias en diferentes fases, por ejemplo de burbujas de un gas en un lı́quido,

dispersíon de un contaminante en otro fluido, entre otros casos, a los cuales puede resultar más

conveniente estudiarlos usando la descripción material o Lagrangiana.

2.2.1. Movimiento traslacional

Del movimiento lineal de una partı́cula de fluido se estudia la velocidadv(x, y, z, t), la

cual tiene componentesui + vj + wk y la aceleracíon a(x, y, z, t), la cual tiene componentes

axi + ayj + azk usando notación Cartesiana convencional. Ov = u1e1 + u2e2 + u3e3 = uiei

y a = a1e1 + a2e2 + a3e3 = aiei usando notación indicial.

Por ser que el fluido está en movimiento al ćalculo de la velocidad y la aceleración se la

debe realizarsiguiendoa las part́ıculas de fluido y describirlas en un punto fijo del espacio. Este

cálculo puede ser explicado con la ayuda de la Figura 2.4, la cual presenta en 2 dimensiones las

lineas trayectorias de un flujo. El punto genérico donde se desea calcular la velocidad en ese

flujo esP (x, y). Y el cálculo se hace siguiendo la partı́cula de fluido que ent = 0 estuvo en

P (x0, y0) y que en el tiempot pasa porP (x, y) (no obstante la figura presentar una situación

bidimensional por simplicidad, al desarrollo se lo hace en el espacio). El vector posición del

punto geńericoP (x, y, z) es,

r = xi + yj + zk (2.1)

Por otro lado las ecuaciones paramétricas de la trayectória de la part́ıcula que ent = 0

estuvo enP (x0, y0, z0) son,
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Figura 2.4:Lı́neas trayectorias de un fluido en movimiento en el planox− y, donde el puntoP (x0, y0)

corresponde a la posición de la part́ıcula en el tiempo0 y P (x, y) a la posicíon de la misma en el tiempo

t.

x = x0 +

∫ t

0

u(x0, y0, z0, τ)dτ

y = y0 +

∫ t

0

v(x0, y0, z0, τ)dτ (2.2)

z = z0 +

∫ t

0

w(x0, y0, z0, τ)dτ

dondeτ representa el tiempo.

Luego las ecuaciones (2.2) en forma genérica pueden escribirse como,

x = x(x0, y0, z0, t), y = y(x0, y0, z0, t), z = z(x0, y0, z0, t) (2.3)

Si en la ecuación (2.3) los valoresx0, y0, z0 son variables, cambia la partı́cula a la cual se

hace referencia. Si en cambio esos valores se fijan,

xx0,y0,z0
= x(t), yx0,y0,z0

= y(t), zx0,y0,z0
= z(t) (2.4)

se est́a siguiendo a una partı́cula. Luego para seguir una partı́cula con el radio vector posición

r(x, y, z), ecuacíon (2.1), basta con sustituir las coordenadas espacialesx, y, z del mismo con

las ecuaciones (2.4), el cual resulta,
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rx0,y0,z0
(t) = xx0,y0,z0

(t)i + yx0,y0,z0
(t)j + zx0,y0,z0

(t)k (2.5)

donde láunica variable independiente es el tiempo yr apunta a la partı́cula a lo largo del tiempo

describiendo su trayectoria. Por lo tanto con la ecuación (2.5) se puede definir la velocidad

obteniendo la derivada en relación al tiempo del vectorrx0,y0,z0
(t) manteniendo los valores

x0, y0, z0 constantes,

dr
dt

|(x0,y0,z0) = v(x0, y0, z0, t) =
dx(t)

dt
|(x0,y0,z0)i +

dy(t)

dt
|(x0,y0,z0)j +

dz(t)

dt
|(x0,y0,z0)k (2.6)

donde la misma expresa la velocidad de la partı́cula que en el tiempot est́a pasando por

P (x, y, z). Sustituyendodx/dt = u, dy/dt = v y dz/dt = w en la ecuacíon (2.6) se tiene,

v(x0, y0, z0, t) = ui + vj + wk (2.7)

Y para recuperar la descripción espacial de la velocidad, es decir tener la velocidad en un

punto fijo del espacio a lo largo del tiempo, se sustituyex0, y0, z0 en la ecuacíon (2.7) porx, y, z

usando ecuación (2.3) donde se han explicitadox0, y0, z0, con lo cual se tiene,

v(x, y, z, t) = ui + vj + wk (2.8)

donde la ecuación (2.8) describe la velocidad de las diferentes partı́culas que pasan por el punto

P (x, y, z) a lo largo del tiempo.

Esta es la forma usual de velocidad con descripción Euleriana o espacial. Todo el proced-

imiento seguido para obtenerla tuvo como objetivo explicarel concepto. Como se verá luego

de presentar la aceleración, en la pŕactica se usa un operador denominado derivada sustan-

cial o derivada material,D/Dt, que realiza el ćalculo de una derivada en relación al tiempo

de una funcíon cualquiera de una partı́cula de fluido, manteniendo constante las coordenadas

(x0, y0, z0). Siendo el resultado una función con descripción espacial o Euleriana. El nombre de

derivada sustancial o material se refiere justamente a que sigue a una partı́cula. Sobre este tema

se volveŕa más adelante.

Asociados a la función velocidad existen algunos conceptos como los delinea trayectoria,

que ya fue presentado antes, siendo la linea que describe la trayectoria de una partı́cula y linea
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de corrientela cual se define como la curva tangente al campo de velocidad en cada punto. Un

ejemplo de lineas de corriente se tiene en la Figura 2.1.

Ahora se puede definir la aceleración la cual es la variación en relacíon al tiempo de la

velocidad. A este ćalculo otra vez se lo hace sin hacer uso del operador derivadamaterial,

D/Dt, sino en forma detallada como fue realizado el de velocidad.Por tanto es necesario otra

vez usar la descripción material usada antes, con la cual se puede seguir a una partı́cula . Es

decir se parte de la ecuación (2.8) y se realiza la transformación de las variablesx, y, z con la

ecuacíon (2.3). Aśı la aceleracíon resulta, usando la regla de la cadena en la función velocidad,

derivando primero en relación ax y ésta en relación al tiempo manteniendo fijo los valores

(x0, y0, z0) como,

dv

dt
|(x0,y0,z0) = a(x0, y0, z0, t) =

∂v

∂x

dx

dt
|(x0,y0,z0)+

∂v

∂y

dy

dt
|(x0,y0,z0)+

∂v

∂z

dz

dt
|(x0,y0,z0)+

∂v

∂t
(2.9)

donde transformando otra vez usando la ecuación (2.3) y usando las componentes del vector

velocidadv = ui + vj + wk se tiene,

a(x, y, z, t) = u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z
+

∂v

∂t
(2.10)

El cálculo de la velocidad y la aceleración arriba son algo complicado, dado que se de-

scriben propiedades de un medio que está en movimiento y se lo hace en un punto fijo del

espacio. Como ya se adelantó, sin embargo, existe el operadorD/Dt, que realiza todas esas

operaciones en forma automática. Es decir obtiene la derivada en relación al tiempo de una

función cualquiera manteniendo constante los valores(x0, y0, z0) y la expresa con descripción

espacial. Si para calcular por ejemplo la aceleración se hubiese usado directamente la derivada

material se tendrı́a,

Dv

Dt
= a(x, y, z, t) =

∂v

∂x

dx

dt
+

∂v

∂y

dy

dt
+

∂v

∂z

dz

dt
+

∂v

∂t
(2.11)

donde se sobreentiende que ese operador obtiene la derivadasiguiendo una partı́cula y expresa

el resultado en un punto fijo del espacio y luego usando la definición de la velocidad,

a(x, y, z, t) = u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z
+

∂v

∂t
(2.12)
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Usando tambíen las componentes del vector velocidadv = ui + vj + wk se tienen las

componentes escalares de la aceleración,

a = axi + ayj + azk =

(2.13)

(u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z
+

∂u

∂t
)i +

(u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z
+

∂v

∂t
)j +

(u
∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z
+

∂w

∂t
)k (2.14)

Por ejemplo para una función cualquieraf = f(x, y, z, t) la aplicacíon del operadorD/Dt

de por śı considera que la derivada es realizada siguiendo al movimiento del fluido, a trav́es del

empleo de las ecuaciones paramétricas del desplazamiento. Comparada con la derivada parcial

en relacíon al tiempo se tiene que,

∂

∂t
= derivada en relación al tiempo manteniendo constante(x, y, z)

(2.15)
D

Dt
= derivada en relación al tiempo manteniendo constante(x0, y0, z0)

de donde se tiene,

Df

Dt
=

∂f

∂x

∂x

∂t
+

∂f

∂y

∂y

∂t
+

∂f

∂z

∂z

∂t
+

∂f

∂t
(2.16)

y como∂x/∂t = u, ∂y/∂t = v, ∂z/∂t = w, sistituyendo estas en la ecuación (2.16) resulta,

Df

Dt
= u

∂f

∂x
+ v

∂f

∂y
+ w

∂f

∂z
+

∂f

∂t
(2.17)

Por otra parte como se puede observar en la ecuación (2.17), la derivada material o sustancial

es la suma de las variaciones que experimenta la función en un punto fijo en el espacio más la

que experimenta con la traslación. Estas dos variaciones se denominan variación temporal y

convectiva, respectivamente. Volviendo al cálculo de la aceleración, lo anterior significa que

la misma es la suma de la variación de la velocidad en relación al tiempo en un punto fijo,
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la cual es denominada aceleración o variacíon local, ḿas la variacíon que sufre la velocidad

de la part́ıcula en su desplazamiento, denominada aceleración o variacíon convectiva. Es decir

reescribiendo la expresión de la aceleración,

a(x, y, z, t) = (
∂v

∂t
) + (u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z
) (2.18)

el primer t́ermino a la derecha del signo igual es la aceleración temporal y el siguiente término

entre paŕentesis representa la aceleración convectiva.

A seguir conviene ver un ejemplo para comprender lo que ocurre en la pŕactica con esos dos

términos para la aceleración, pero sin olvidarnos que lo mismo ocurre con cualquier propiedad

de la cual se obtiene la variación con el tiempo usandoD/Dt. Supongase un flujo de agua

permanente, donde permanente significa que nada cambia en relación al tiempo en todo el

dominio, en una expansión gradual de una tuberı́a con velocidad media axialu1, a otra con un

diametro mayor y velocidad media axialu2, como se muestra en la Figura 2.5.

Figura 2.5:Flujo incompresible en una expansión gradual de una turberı́a.

Sin aplicar ninguna ley, solo por intuición se puede concluir que la velocidad es mayor en

la turbeŕıa de menor diametro,u1 > u2 (para circunscribir ḿas nuestro ejemplo se debe pensar

en el flujo de un ĺıquido, el cual no sufriŕa efectos de cambios de volumen, lo que comunmente

es denominado flujo incompresible; un contraejemplo es el flujo con ńumero de Mach superior

a 1,0 de un gas, denominado supersónico, para el cual no se verifica esa relación entre las

velocidades). Es decir dado que la sección de pasaje se expande en la dirección axial, existe una

disminucíon gradual de la velocidad en forma paralela con el aumento del área transversal (esta
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es la ecuación de continuidad que se verá más adelante). Dicho cambio de la velocidad en el

espacio se denomina aceleración convectiva, que en este caso es en realidad negativa.

Si se desea calcular la aceleración en forma aproximada en la linea de simetrı́a y en la mitad

de la expansión, puntoP , se debe calcular, (a)la variación de la velocidad de las partı́culas a

medida que se desplazan en el espacio, o aceleración convectiva, ḿas (b)la variacíon que sufre

la velocidad en relación al tiempo en dicho punto, o aceleración temporal, como fue comentado

antes. Sin embargo dado que es un fujo permanente, nada cambia en relacíon al tiempo en toda

la regíon. Por lo tanto no existirá aceleracíon temporal. Es decir la variación en (b) es nula. Por

su parte la aceleración convectiva, punto (a), puede ser evaluada con un cálculo aproximado

como(u2 − u1)/L, de donde la aceleración en el puntoP resulta,

D

Dt
(uP ) = aP ' u2 − u1

L
(2.19)

dondeaP y uP son los ḿodulos de la aceleración y de la velocidad axial en el puntoP , respec-

tivamente.

Se supone ahora una situación más compleja de flujo transitorio, en la cual el caudal de

agua es gradualmente aumentado en el tiempo. En este caso en un punto fijo del espacio la

velocidad tambíen aumentará en relacíon al tiempo, al contrario del caso anterior. Por lo tanto

para calcular la aceleración en forma aproximada enP , es necesario obtener (a)la variación de

la velocidad de las partı́culas de fluido en el trayectoL de la expansión para un tiempo fijo, ḿas

(b)la variacíon que sufre la velocidad a lo largo del tiempo enP . Luego en este caso la variación

con la conveccíon, punto (a), en forma aproximada es(u2 − u1)/L y la variacíon temporal en

forma aproximada, punto (b), es(uP (t + ∆t) − uP (t))/∆t. Luego resulta,

D

Dt
(uP ) = aP ' u2 − u1

L
+

uP (t + ∆t) − uP (t)

∆t
(2.20)

Como se ve en ese cálculo simple la propiedad aceleración de una partı́cula puede cambiar

en el espacio y también a lo largo del tiempo. Y como ya fue comentado, a la parte de la

aceleracíon en relacíon al espacio se la denomina aceleración convectiva y a la que resulta de la

variacíon en el tiempo en un punto fijo del espacio, aceleración temporal. Otra vez hay que decir

que la suma de esas dos variaciones representan la variación total de la velocidad en el punto

P . Lo mismo resulta si dicho operador es aplicado a cualquier propiedad como por ejemplo la

densidadρ, la temperatura, etc.
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De aqúı en ḿas para obtener una derivada material en relación al tiempo se usará el operador

D/Dt directamente sin comentario alguno.

2.2.2. Movimiento rotacional

El movimiento rotacional de un flujo puede ser expresado en función de la vorticidad o

rotacíon que experimentan las partı́culas del mismo. La vorticidad luego permite definir el con-

cepto de flujo rotacional e irrotacional y sus consecuencias.

Figura 2.6:Part́ıcula de fluido con velocidadu y v, seǵun los ejesx e y, respectivamente, en su centro

geoḿetrico.

Por definicíon la vorticidad de un fluido es igual al movimiento rotacional de cuerpo ŕıgido

del mismo. Por eso se obtienen las expresiones de la rotación de cuerpo rı́gido que sufre una

part́ıcula de fluido ćubica, seǵun los tres ejes coordenados. La Figura 2.6 muestra el planox-

y de una partı́cula ćubica. La rotacíon de cuerpo rı́gido en ese plano, está dada por el valor

medio de la rotacion de dos segmentos fijos a la partı́cula , en la direccíon de los ejesx y y,

respectivamente.

Por un lado la rotación del segmento fijo a la partı́cula en la direccíon del ejex, āb, es el

limite de la diferencia de las velocidades de sus extremos, en la direccíon normal al mismo,

lim
∆x → 0

(v(x + ∆x, y, z, t) − v(x, y, z, t))

∆x
=

∂v

∂x
(2.21)
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y del mismo modo la del segmentōad en la direccíon del ejey es,

lim
∆y → 0

−(u(x, y + ∆y, z, t) − u(x, y, z, t))

∆y
= −∂u

∂y
(2.22)

donde el signo negativo tiene que ver con el signo de la rotación que se considera positva en

la direccíon opuesta a las agujas del reloj. Luego el valor medio de la rotación de esos dos

segmentos es,

rotacíon media en el planoxy =
1

2
(
∂v

∂x
− ∂u

∂y
) (2.23)

Y en forma ańaloga las deḿas rotaciones medias son,

rotacíon media en el planoyz=
1

2
(
∂w

∂y
− ∂v

∂z
) (2.24)

rotacíon media en el planozx=
1

2
(
∂u

∂z
− ∂w

∂x
) (2.25)

Luego, la suma de las tres rotaciones medias de cuerpo rı́gido seǵun los ejes coordenados

recibe el nombre de vector vorticidad,

ω =
1

2
(
∂w

∂y
− ∂v

∂z
)i +

1

2
(
∂u

∂z
− ∂w

∂x
)j +

1

2
(
∂v

∂x
− ∂u

∂y
)k (2.26)

y el vector vorticidadω se relaciona con el operador rotor de la velocidad de la siguiente forma,

ω =
1

2
rot (v) =

1

2
(∇× v) (2.27)

que en coordenadas cartesianas se puede calcular resolviendo el determinante de la siguiente

matriz como se presentó en el Caṕıtulo 1,

ω =
1

2
rot (v) =









i j k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

u v w









(2.28)

o tambíen usando notación indicial como en la expresión (1.26) que se repite aqui por comodi-

dad,
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ω =
1

2
∇× v =

1

2
εijk

∂vj

∂xi

ek (2.29)

Luego si la vorticidad en un punto es nula se dice que el flujo esirrotacional en ese punto.

Si para el flujo de toda una región y en todos sus puntos,ω = 0, al mismo se lo denominaflujo

irrotacional. Por el contrario toma el nombre deflujo rotacionalsiempre queω 6= 0 en alǵun

punto en dicha región. Al final de este Cáıtulo se presentarán consecuencias adicionales de la

rotacionalidad e irrotacionalidad de un flujo, como es la definición del potencial de velocidad y

la definicíon de circulacíon.

2.3. Descripcíon de la deformacíon de un fluido

En principio y en relacíon con lo estudiado en los cursos de Fı́sica sobre cineḿatica de

cuerpos śolidos, la deformacíon que sufre un fluido en movimiento es el nuevo fenómeno de

cineḿatica. La importancia del tema en relación a la dińamica de un fluido en movimiento,

radica en que la tasa de deformación permite expresar las tensiones que el mismo sufre en su

interior. Como se verá en el Caṕıtulo 3, los esfuerzos que sufre un fluido en movimiento pueden

ser expresados en función de las deformaciones del mismo, permitiendo que las ecuaciones

generales sean resolubles. Siendo esa relación entre tensiones y deformación una funcíon de

cada sustancia. En otras plabras, el tema de deformaciones no es dado para tornar completo el

estudio de la cineḿatica de un fluido en movimiento, sino por lo contrario, es unode los temas

centrales de Mećanica de Fluidos.

Por otra parte como ya se comentó en la introduccíon de este Capı́tulo, las deformaciones

pueden ser longitudinales o angulares. Y dado que un fluido siempre deforma por ḿınimos

que sea un esfuerzo aplicado al mismo, para medir la deformación no se usa la deformación

absoluta o especifica como en Resistencia de Materiales, sinola velocidad de deformación

especifica. Es decir que la medida de la deformación en Mećanica de Fluidos es definida co-

mo deformacíon/(magnitud original× tiempo de la deformación), denominandose tasa de de-

formacíon espećıfica o velocidad de deformación especifica. Sin embargo por simplicidad se

haŕa referencia a la misma solo como deformación.

Por otra parte la descripción de la deformación, al igual que para la velocidad y aceleración,

se hace en un punto fijo del espacio a lo largo del tiempo. Siendo que la misma expresa la

deformacíon de las partı́culas de fluido que pasan por ese punto a lo largo del tiempo. Yse
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recuerda también que las mismas pueden descomponerse en deformaciones simples seǵun la

direccíon de los ejes coordenados. Para obtenerlas se considera como siempre una partı́cula

cúbica y se presentan las deformaciones logitudinales y angulares descompuestas según cada

uno de los ejes coordenados, como fue comentado en la introducción.

2.3.1. Deformacíon longitudinal

La deformacíon longitudinal que sufre un fluido en movimiento según una direccíon, se

puede evaluar calculando la modificación del largo especifico en función del tiempo, de un

segmento perteneciente a una partı́cula en esa dirección, Figura 2.3(a). Cuando la deformación

es positiva se denominaelongamientoy compresíon cuando es negativa. En forma matemática

es el ĺımite al que tiende la diferencia de velocidad especı́fica, de dos puntos pertenecientes a

una part́ıcula de fluido, cuando la distancia entre los mismos tiende a0. Es decir considerando

dos puntos geńericosa y b sobre una partı́cula, los cuales están separados un∆s y tienen

velocidadesva y vb, la deformacíon longitudinal en la dirección de la recta que une esos puntos

es,

εss =
lim

∆s → 0

(vb − va)

∆s
=

∂v

∂s
(2.30)

Se considera ahora la partı́cula en la Figura (2.6) con dimensiones2∆x y 2∆y en el plano

x − y, con componentes de la velocidad{u,v} en su centro. Luego la deformación longitudinal

en la direccíon del ejex es,

lim
∆x → 0

(u(x + ∆x, y, z, t) − u(x, y, z, t))

∆x
=

∂u

∂x
(2.31)

de donde la tasa de deformación espećıfica longitudinal enx, εxx, resulta,

εxx =
∂u

∂x
(2.32)

y por analoǵıa las deformaciones especı́ficas longitudinales eny y z son,

εyy =
∂v

∂y
(2.33)

εzz =
∂w

∂z
(2.34)
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Aśı εxx, εyy y εzz son las deformaciones longitudinales según los ejes coordenados{x,y,z}.

La suma de esas deformaciones expresa la tasa de dilatación ćubica especifica, que en este libro

se simboliza con la letraΘ. La misma dice de la variación total especifica del volumen que sufre

una part́ıcula en movimiento, como se demostrará más adelante,

Θ = εxx + εyy + εzz =
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
(2.35)

2.3.2. Deformacíon angular

Ahora se estudian las deformaciones angulares o deformaciones que sufren lośangulos de

una part́ıcula de fluido. Una deformación angular se define como la deformación media de

los ángulos de una partı́cula, en relacíon a los 3 planos coordenados. Es, en otras palabras,

la rotacíon opuesta de los segmentos que forman cadaángulo en cada plano. Lo de rotación

opuesta tiene que ver con el hecho que son estas las que deforman elángulo que forman. Si los

segmentos rotan en igual sentido se tiene que la partı́cula tiene rotacíon de cuerpo rı́gido, no

deformacíon angular.

Considerando otra vez la Figura 2.6, por definición la tasa de deformación espećıfica angular

en el planox-y, o deformacíon angular alrededor del ejez, es el valor medio de las rotaciones

opuestas de los segmentosāb y ād. O lo que es lo mismo de los puntosP (x + ∆x, y, z) y

P (x, y + ∆y, z), en relacíon al centro geometrico de la partı́cula. Las rotaciones se toman con

signo positivo cuando tienen sentido opuesto a las agujas del reloj.

En primer lugar, la rotación del puntoP (x + ∆x, y, z) en relacíon al centro geoḿetrico de

la part́ıcula es,

lim
∆x → 0

(v(x + ∆x, y, z, t) − v(x, y, z, t))

∆x
=

∂v

∂x
(2.36)

y la rotacíon deP (x, y + ∆y, z), o rotacíon del otro lado deĺangulo, es,

lim
∆y → 0

(u(x, y + ∆y, z, t) − u(x, y, z, t))

∆y
=

∂u

∂y
(2.37)

Luego, el valor medio de la rotación inversa de los lados delángulo en el planox-y, denom-

inadaεxy, en funcíon de los resultados de las expresiones (2.36-2.37), es,
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εxy =
1

2
(
∂v

∂x
+

∂u

∂y
) (2.38)

De forma analoga, las deformaciones especı́ficas angulares medias en los planosy-z y z-x

son,

εyz =
1

2
(
∂w

∂y
+

∂v

∂z
) (2.39)

εzx =
1

2
(
∂u

∂z
+

∂w

∂x
) (2.40)

Siendo que las deformaciones totales según los planosx− y, y − z, y z − x son respectiva-

mente,

εxy =
1

2
(
∂v

∂x
+

∂u

∂y
); εyz =

1

2
(
∂w

∂y
+

∂v

∂z
); εxz =

1

2
(
∂u

∂z
+

∂w

∂x
) (2.41)

Una forma de ordenar todas las deformaciones, tanto longitudinales como angulares, es en

una matriz denominadatensor de deformaciones, la cual es,

D =
1

2









(∂u/∂x + ∂u/∂x) (∂u/∂y + ∂v/∂x) (∂u/∂z + ∂w/∂x)

(∂u/∂y + ∂v/∂x) (∂v/∂y + ∂v/∂y) (∂v/∂z + ∂w/∂y)

(∂u/∂z + ∂w/∂x) (∂v/∂z + ∂w/∂y) (∂w/∂z + ∂w/∂z)









=









εxx εxy εxz

εyx εyy εyz

εzx εzy εzz









(2.42)

Este tensor tiene toda la información relacionada con la deformación que sufre un fluido en

movimiento en un punto fijo del espacio a lo largo del tiempo. Ya modo de śıntesis es bueno

comentar que el mismo puede ser obtenido a partir del tensor gradiente de la velocidad. Para

mostrar eso de una forma más compacta se usa notación indicial. Aśı en esa notación el tensor

gradiente de la velocidad es,

∇v = [
∂ui

∂xj

]









∂u1/∂x1 ∂u1/∂x2 ∂u1/∂x3

∂u2/∂x1 ∂u2/∂x2 ∂u2/∂x3

∂u3/∂x1 ∂u3w/∂x2 ∂u3w/∂x3









(2.43)
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y dado que en esa notación el tensor deformación,D = [Dij], es,

[Dij] =
1

2









(∂u1/∂x1 + ∂u1/∂x1) (∂u1/∂x2 + ∂u2/∂x1) (∂u1/∂x3 + ∂u3/∂x1)

(∂u2/∂x1 + ∂u1/∂x2) (∂u2/∂x2 + ∂u2/∂x2) (∂u2/∂x3 + ∂u3/∂x2)

(∂u3/∂x1 + ∂u1/∂x3) (∂u3/∂x2 + ∂u2/∂x3) (∂u3/∂x3 + ∂u3/∂x3)









=









ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

ε31 ε32 ε33









(2.44)

resulta que una de sus componentes puede ser escrita comoDij = 1/2(∂ui/∂xj + ∂uj/∂xi), o

tambíen usando notación vectorial el tensor completo comoD = 1/2(∇v+∇vT ), donde∇vT

es la transpuesta del tensor gradiente de la velocidad.

Recordando de lo cursos de Algebra para un tensor genéricoSij, el tensor definido con las

componentes1/2(Sij +Sji) constituye la parte siḿetrica del original,Sij. En otras palabrtas, el

tensor deformación esta conformado por la parte simétrica del tensor gradiente de la velocidad.

Siendo que la parte antisimétrica del mismo, obtenida restando los términos, representa el tensor

rotacíon de cuerpo rı́gido del fluido en un punto,

[Ωij] =
1

2









(∂u1/∂x1 − ∂u1/∂x1) (∂u1/∂x2 − ∂u2/∂x1) (∂u1/∂x3 − ∂u3/∂x1)

(∂u2/∂x1 − ∂u1/∂x2) (∂u2/∂x2 − ∂u2/∂x2) (∂u2/∂x3 − ∂u3/∂x2)

(∂u3/∂x1 − ∂u1/∂x3) (∂u3/∂x2 − ∂u2/∂x3) (∂u3/∂x3 − ∂u3/∂x3)









=









Ω11 Ω12 Ω13

Ω21 Ω22 Ω23

Ω31 Ω32 Ω33









(2.45)

el cual tiene 6 componentes diferentes de 0, aquellas fuera de la diagonal principal, siendo

las siḿetircas aésta iguales en valor absoluto e iguales, por otro lado, a lascomponente de

la vorticidades en los planosx − y, componenteΩ12, planoy − z, componenteΩ23, y plano

x−z, componenteΩ13. Es decir son las componentes del vector vorticidad visto anteriormente,

equacíon (2.26).

Los resultados anteriores pueden sintetizarse diciendo que la parte siḿetrica del tensor∇v

representa las deformaciones del fluido,D, y la parte antisiḿetrica de la rotación de cuerpo rı́gi-
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do del fluido,Ω. En resumen el gradiente de la velocidad puede descomponerse de la siguiente

forma,

[
∂ui

∂xj

] = [Dij + Ωij] =

1

2









(∂u1/∂x1 + ∂u1/∂x1) (∂u1/∂x2 + ∂u2/∂x1) (∂u1/∂x3 + ∂u3/∂x1)

(∂u2/∂x1 + ∂u1/∂x2) (∂u2/∂x2 + ∂u2/∂x2) (∂u2/∂x3 + ∂u3/∂x2)

(∂u3/∂x1 + ∂u1/∂x3) (∂u3/∂x2 + ∂u2/∂x3) (∂u3/∂x3 + ∂u3/∂x3)









+ (2.46)

1

2









(∂u1/∂x1 − ∂u1/∂x1) (∂u1/∂x2 − ∂u2/∂x1) (∂u1/∂x3 − ∂u3/∂x1)

(∂u2/∂x1 − ∂u1/∂x2) (∂u2/∂x2 − ∂u2/∂x2) (∂u2/∂x3 − ∂u3/∂x2)

(∂u3/∂x1 − ∂u1/∂x3) (∂u3/∂x2 − ∂u2/∂x3) (∂u3/∂x3 − ∂u3/∂x3)









2.4. Movimiento relativo entre dos puntos de una part́ıcula

A modo de conclusión sobre la cineḿatica de un fluido en movimiento, en este item se

muestra como el movimiento relativo de dos puntos de una partı́cula de fluido, puede ser de-

scompuesto en movimiento traslacional y rotacional, más deformacíon longitudinal y angular.

En otras palabras, el movimiento relativo entre dos puntos tiene impĺıcito todos los efectos

cineḿaticos estudiados hasta aquı́.

Figura 2.7:Part́ıcula de fluido cuyo centro, puntoa, tiene velocidadu y v seǵun los ejesx e y, respec-

tivamente.
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En relacíon a la part́ıcula de fluido de la Figura 2.7, los dos puntos que se toman en el análisis

son el centro de coordenadas, puntoa, y el vértice superior derecho, puntoc. La velocidad seǵun

el ejex del puntoc en funcíon de la velocidad según el mismo eje del centro de la partı́cula,

usando una expansión solo de los t́erminos de primer orden es,

u(x + ∆x, y + ∆y) ' u(x, y) +
∂u(x, y)

∂x
dx +

∂u(x, y)

∂y
dy + . . . (2.47)

Por otra parte se tiene que la vorticidad del fluido según el ejez en el centro de la partı́cula

es,

ωz =
1

2
(
∂v

∂x
− ∂u

∂y
) (2.48)

Usando estáultima ecuacíon para sustituir1/2 ∂u/∂y en la ecuacíon (2.47) y reacomodando

la misma resulta,

u(x + ∆x, y + ∆y) ' u(x, y) − ωzdy +
1

2
(
∂v(x, y)

∂x
+

∂u(x, y)

∂y
)dy +

u(x, y)

∂x
dx (2.49)

renombrando ahora algunos términos finalmente se tiene,

u(x + ∆x, y + ∆y) ' u(x, y) − ωzdy + εxxdx + εxydy (2.50)

donde la ecuación (2.50) expresa que la velocidad según el ejex del puntoc puede ser expresa-

da en funcíon de cuatro t́erminos. El primer t́ermino a la derecha del signo igual en esa equaión

representa un movimiento traslacional, el segundo un movimiento rotacional, el tercero una de-

formacíon longitudinal y el cuarto una deformación angular. Otra forma de ver dicho resultado

es decir que el cambio total entre los puntosa y c puede ser expresado como la suma de los

efectos detraslación+ rotación+ deformacíon lineal+ deformacíon angular.

2.5. Dilatación cúbica y divergencia de la velocidad

En este item se relacionan las tasas de deformación longitudinales con la divergencia de

la velocidad, a trav́es del concepto de dilatación voluḿetrica de un fluido en movimiento. Se

considera un volumen elemental de fluido que en el tiempot esdx(t)× dy(t)× dz(t) = dV (t)
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y en t + ∆t esdx(t + ∆t) × dy(t + ∆t) × dz(t + ∆t) = dV (t + ∆t), Figura 2.8. Por el

movimiento del fluido dicho paralelepipedo se desplaza y deforma, pero en un tiempo muy

corto dicho volumen material no romperá en pedazos.

Se desea obtener la expresión de,

1

dV

D

Dt
(dV ) = Θ = tasa de deformación voluḿetrica especifica. (2.51)

Figura 2.8:Volumen material con forma de parlelepipedo en dos tiempos.

Para obtener esa derivada se usa la definición de la misma como un proceso de paso al

limite,

1

dV

D

Dt
(dV ) =

1

dV

lim
∆t → 0

(dV (t + ∆t) − dV (t))

∆t
(2.52)

expresandodV (t + ∆t) en funcíon dedx(t + ∆t) × dy(t + ∆t) × dz(t + ∆t) y estos a la vez

en funcíon dedx(t), dy(t) y dz(t), las deformaciones longitudinalesεxx, εyy y εzz en el tiempo

t y el intervalo de tiempo∆t. En otras palabras, la deformación que sufre un segmentodl en un

∆t es,

dl(t + ∆t) = dl(t) + εll(t) dl(t) ∆t (2.53)

dondeεll(t) ∆t dl(t) es la deformación absoluta dedl en el intervalo de tiempo∆t, aproximada

ent. Luego losdx(t + ∆t), etc, son expresados como,

dx(t + ∆t) ' dx(t) + εxx dx(t) ∆t
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dy(t + ∆t) ' dy(t) + εyy dy(t) ∆t (2.54)

dz(t + ∆t) ' dz(t) + εzz dz(t) ∆t

de donde eldV (t + ∆t) puede ser expresado como,

dV (t + ∆t) ' [dx(t) + εxxdx(t)∆t] [dy(t) + εyydy(t)∆t] [dz(t) + εzzdz(t)∆t] (2.55)

y usando el hecho quedV (t) = dx(t) × dy(t) × dz(t), resulta,

dV (t + ∆t) ' (1 + εxx∆t)(1 + εyy∆t)(1 + εzz∆t)dV (t) (2.56)

de donde realizando los productos y despreciando todos los términos con diferenciales de orden

superior al primero resulta,

dV (t + ∆t) ' dV (t) + (εxx + εyy + εzz) ∆t dV (t) (2.57)

luego,

dV (t + ∆t) − dV (t) ' (εxx + εyy + εzz) ∆t dV (t) (2.58)

por tanto dividiendo ahora por∆t dV (t) y tomando el ĺımite cuando∆t → 0, recordando que

εxx = ∂u/∂x, εyy = ∂v/∂y, εzz = ∂w/∂z resulta,

1

dV (t)

D(dV (t))

Dt
= εxx + εyy + εzz =

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= ∇ · v (2.59)

la cual expresa latasa voluḿetrica de deformación especifica en un punto.

A seguir se puede definir la dilatación voluḿetrica o expansión, la cual es,

J =
dV

dV0

(2.60)

cuyo valor vaŕıa en el rango0 < J < ∞ y dondedV es el valor de un diferencial de volumen

en el tiempot, que en el tiempot = 0 tuvo el valordV0. En otras palabrasdV = dV (t) es
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un volumen diferencial material ydV0 = dV (0) un instante pŕevio. Multiplicando y dividiendo

ahora el lado izquierdo de la ecuación (2.59) pordV0 y como el mismo no es función del tiempo

se puede introducir en la derivada material resultando en,

dV0

dV

D

Dt
(

dV

dV0)
) = εxx + εyy + εzz =

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= ∇ · v (2.61)

de donde resulta que,

1

J

D

Dt
(J) = Θ = εxx + εyy + εzz =

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= ∇ · v (2.62)

Las ecuaciones (2.61) y (2.62) son diferentes formas de expresar las deformaciones en fun-

ción de la divergencia de la velocidad. Como conclusión se puede decir que en aquellos casos

condiv v = 0 existe conservación del volumen. Cuando se vea la ecuación de conservación

de masa ḿas adelante en este Capı́tulo, se veŕa que para un flujo incompresible la conservación

del volumen implica conservación de masa.

2.6. Teorema de Transporte

Caben dos comentarios como introducción. El primero que el teorema de Transporte permite

expresar la variación total de una propiedad contenida en una porción fija de materia y expre-

sarla en una región fija del espacio. Por otro lado, lo más coḿun en los cursos b́asicos es aplicar

las leyes de la F́ısica, a cuerpos que se desplazan en el espacio y cuyas masas se mantienen

constantes. Y el teorema de Transporte es una relación que permite transformar dichas leyes

aplicadas a sistemas con masa fija, a sistemas abiertos o volumenes de control.

Por otra parte de Termodinámica se conoce el concepto de sistema cerrado, o simplemente

sistema, que representa una cantidad fija de materia a lo largo del tiempo; por ejemplo un dis-

positivo cilindro-pist́on y una cierta cantidad de gas como sistema. Aquı́ se usaŕa el mismo

concepto para hacer referencia a una porción fija de fluido, pero contornado por una superfı́cie

fictı́cia imaginaria. Aśı un sistema o volumen material es un volumen formado por las mismas

part́ıculas de fluido a lo largo del tiempo. El sistema abierto o volumen de control, por el con-

trario, hace referencia a un volumen ficticio el cual permiteintercambiar masa con el medio

ambiente.

Como se recordará tambíen de Termodińamica una propiedad intensiva es aquella que no
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depende de la masa o volumen del sistema. Ejemplos de estas son la densidad, entalpı́a especi-

fica, entre otras. Por el contrario las propiedades extensivas son funcíon de la masa del sistema.

Ejemplos de estáultima son la masa total, la energı́a total, entre otras.

Luego, usando los conceptos anteriores, el teorema de Transporte expresa la variación total

de una propiedad extensivaN , correspondiente a una propiedad intensivaη contenida en un

sistema cerrado y lo expresa en relación a un volumen de control. En la demostración dada

aqúı el volumen de control está fijo en el espacio.

Figura 2.9:Sitema conformado por un fluido en movimiento en dos tiempost y t+∆t, el cual coincide

con un volumen de control en el tiempot = 0. El volumen de control ha sido dividido en dos regiones

denominadas I y II, mientras que la parte del sistema ent + ∆t que ha salido del volumen de control se

denomina regíon III.

Si la propiedad intensiva esη, la cual expresa la propiedad extensivaN por unidad de masa,

la cantidad total de dicha propiedad en el sistema es,

N =

∫∫∫

S

η ρ dV (2.63)

donde el sub́ındiceS de la integral triple significa que se integra en la región del espacio corre-

spondiente al sistema.

Luego la derivada total deN en relacíon al tiempo,DN/DT , la cual expresa esa variación

en un punto fijo del espacio y es igual a la variación total siguiendo al sistema,(dN/dt)sistema,

puede ser expresada usando el concepto de limite del siguiente modo,
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(
dN

dt
)sistema = DN/Dt =

lim
∆t → 0

Nt+∆t − Nt

∆t
(2.64)

En la Figura 2.9, en la cual se considera un sistema,S, en el tiempot y t+∆t, y un volumen

de control,V C, se consideran 3 regiones. La primera I, es la porción delV C abandonada por

el S en el tiempot + ∆t. II es la regíon coḿun al V C y al S en el tiempot + ∆t. Y III es

la porcíon deS en el tiempot + ∆t que ha abandonado el volumen de control. Usando esas

denominaciones, la formulación del limite que significa la derivada sustancial o total para la

cantidad total de propiedadN en el sistema es,

DN/Dt =
lim

∆t → 0

(
∫∫∫

II
ηρdV +

∫∫∫

III
ηρdV )t+∆t − (

∫∫∫

I
ηρdV +

∫∫∫

II
ηρdV )t

∆t
(2.65)

la cual reordenada resulta,

DN/Dt =
lim

∆t → 0

(
∫∫∫

III
ηρdV )t+∆t − (

∫∫∫

I
ηρdV )t

∆t
+

lim
∆t → 0

(
∫∫∫

II
ηρdV )t+∆t − (

∫∫∫

II
ηρdV )t

∆t
(2.66)

y en base a las regionesI, II y III se puede concluir que,

1. En el limite de∆t → 0 la
∫∫∫

I
es el flujo que ingresa alV C y

∫∫∫

III
es el flujo que

egresa delV C. Es decir que la diferencia es el flujo neto a través de la superficie del

volumen de control,SV C,

lim
∆t → 0

(
∫∫∫

III
ηρdV )t+∆t − (

∫∫∫

I
ηρdV )t

∆t
=

∫ ∫

SV C

η(ρv · dA) (2.67)

2. Por otro lado también en el limite∆t → 0,

lim
∆t → 0

(
∫∫∫

II
ηρdV )t+∆t − (

∫∫∫

II
ηρdV )t

∆t
=

∂

∂t

∫∫∫

V C

ηρdV (2.68)

Es importante notar que el limite de la expresión (2.68) no es una derivada siguiendo al

sistema o volumen material, sino sobre una región fija del espacio. Por ese motivo la misma es

un derivada parcial en relación al tiempo.
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Reordenando todos los términos el resultado final del teorema de Trasnporte es,

(
dN

dt
)sistema =

DN

Dt
=

∂

∂t

∫∫∫

V.C.

(ηρ)dV +

∫ ∫

S.V.C.

η(ρv · dA) (2.69)

Este resultado es una relación cineḿatica en forma integral que relaciona la variación total

sobre una propiedad de un sistema con la variación total en un volumen de control, equivalente

a la derivada material o sustancial para el caso diferencial. Y expresa que la variación total de

una propiedad contenida en un sistema, es igual a la variación de la propiedad en el tiempo

dentro del volumen de control, ḿas el flujo neto de la propiedad a través de la superfı́cie del

mismoSV C.

En el item siguiente se presenta la ecuación de conservación de masa, la cual sirve como

ejemplo de uso del presente teorema.

2.7. Ley de conservacíon de masa

Por definicíon, para un sistema o volumen material,la variación total en relacíon al tiempo

de la masa de un sistema cerrado es igual a cero.

Por otro lado, al totalN de la propiedad en el sistema se lo simboiliza ahora con la letraM .

Y en este caso particularη, que es la propiedad por unidad de masa, resulta ser igual a1, con lo

cual,

M =

∫∫∫

S

η ρ dV (2.70)

Ahora la ecuacíon de conservación de masa en forma mtemática es,

(
dM

dt
)sistema = DM/Dt = 0 (2.71)

es decir que la variación de la masa para un sistema cerrado, tanto con descripción material

como espacial, es cero.

Por otro lado usando el teorema de Transporte sustituyendoη por1 y N porM resulta,

DM

Dt
=

∂

∂t

∫∫∫

V C

(ρ)dV +

∫ ∫

SV C

(ρv · dA) (2.72)
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Igualando ahora el lado derecho de las ecuaciones (2.71) y (2.72) se tiene ası́ la ecuacíon de

conservacíon de masa en forma integral,

∂

∂t

∫∫∫

V C

(ρ)dV +

∫ ∫

SV C

(ρv · dA) = 0 (2.73)

la cual expresa quela variación en relacíon al tiempo de la masa dentro de un volumen de

control fijo en el espacio, ḿas el flujo neto de masa a través de la superficie del volumen de

control es cero.

En esta expresión las funciones no necesitan ser funciones continuas del espacio y del tiem-

po, pero si lo son se puede obtener la forma diferencial de conservacíon de masa. El primer

paso para llegar a la forma diferencial es derivar en relación al tiempo dentro del signo de la

integral triple en el termino de la izquierda, recordando que elV C es fijo y constante, y aplicar

el teorema de la Divergencia al segundo termino de la izquierda, ecuacíon (1.22). En ese caso

la ecuacíon (2.73) resulta,

∫∫∫

V.C.

∂

∂t
(ρ)dV +

∫∫∫

V.C.

div(ρv)dV = 0 (2.74)

Si ahora se quiere llegar a la forma diferencial, se puede hacer uso del hecho que el volumen

de control para el cual fue hallada es uno genérico y por lo tanto puede ser de tamaño diferencial.

En ese caso la integral es igual al argumento de la misma, resultando la forma diferencial de

conservacíon de masa,

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0 (2.75)

Esta es la ecuación de conservación de masa en forma general, escrita en forma vectorial.

Usando un poco déalgebra sobre esta ecuación resulta,

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρv) =

∂ρ

∂t
+ v · ∇ρ + ρ∇ · v = 0 (2.76)

o lo que es lo mismo,

Dρ

Dt
+ ρ∇ · v = 0 (2.77)

la cual es también una forma general.
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Por otro lado, considerando ahora el caso de un flujo para el cual la densidad no cambia con

el tiempo, denominado incompresible, la expresión (2.77) resulta,

∇ · (ρv) = 0 (2.78)

Aún cuando la densidad sea constante en el tiempo, la misma puede cambiar en el espacio.

Un ejemplo es un flujo estacionario de agua con diferentes grados de salinidad. En ese caso si la

salinidad cambia, por ejemplo en relación a la coordenada vertical, la densidad también cambia

en esa dirección, como ocurre en la ecuación (2.78).

Suponiendo ahora un caso de flujo con densidad constante tanto en el espacio como en el

tiempo, la ecuación de conservación de masa resulta,

∇ · v = 0 (2.79)

que es una expresión general para cualquier sistema de coordenadas. Y eligiendo ahora un

sistema de coordenadas Cartesiano para expresar el operadordivergencia resulta la forma ex-

tendida,

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0 (2.80)

Se puede concluir en base a la ecuación (2.80), la cual expresa que en ese tipo de flujo la

divergencia del campo de velocidad es nula, que para un flujo incompresible se verifica,

Θ = εxx + εyy + εzz =
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0 (2.81)

la cual expresa que en ese tipo de flujo la deformación volumetrica especifica es nula o que las

deformaciones longitudinales se equilibran mutuamente unas con otras.

Ejemplo: Uso de la ecuación de conservación de masa.

Aplicar la ecuacíon integral de conservación de masa al mecanismo mostrado en la Figura 2.10,

por el cual circula un flujo estacionario.

La ecuacíon (2.73) aplicada a este ejemplo es,
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Figura 2.10:Uso de la ecuación integral de conservación de masa para un flujo estacionario.

∂

∂t

∫∫∫

V C

(ρ)dV +

∫ ∫

S1

(ρv · dA) +

∫ ∫

S2

(ρv · dA) = 0 (2.82)

donde la integral de superficie se dividió en una correspondiente a la sección de entrada,S1, y

otra para la sección de salida,S2.

En la ecuacíon (2.82) el primer t́ermino a la izquierda del signo igual es nulo porque el

mismo representa la variación de masa dentro del volumen de control y dado que el flujo es

estacionario, nada cambia en relación al tiempo.

Luego la ecuación resulta,

∫ ∫

S1

(ρv · dA) +

∫ ∫

S2

(ρv · dA) = 0 (2.83)

donde el producto escalarv · dA es negativo en el término de la izquierda, dado que en la

seccíon de entrada resultav · dA = v · ndS1, como es mostrado en el detalle de la Figura 2.10,

dondedS1 es el escalar diferencial deárea en esa sección. Luegov · n = −u1, dondeu1 es el

módulo de la velocidad horizontal a la entrada. A la salida en contraste ese producto escalar es

positivo. Luego la ecuación (2.82) resulta,

∫ ∫

S1

−ρu1 dS1 +

∫ ∫

S2

ρu2 dS2 = 0 (2.84)
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Suponiendo ahora que se conocen solo valores medios de densidad,ρ1 y ρ2 y velocidades

médiasU1 y U2 a la entrada y salida, respectivamente, la ecuación de conservación de masa

finalmente resulta,

−S1ρ1U1 + S2ρ2U2 = 0 (2.85)

la cual es denominada ecuación de continuidad.

2.8. Consecuencia de la irrotacionalidad

Anteriormente se vió que para un flujo irrotacional el rotor del campo de velocidad es nulo,

∇× v = 0 (2.86)

por otra parte de Mateḿatica se sabe que el rotor del gradiente de un escalarφ es nulo,

∇× (∇φ) = 0 (2.87)

Por lo tanto, para el caso de un flujo irrotacional combinandolos resultados de las ecua-

ciones (2.86) y (2.87), se tiene que el campo de velocidad puede ser definido en función del

gradiente de un escalar,φ, el cual recibe el nombre de funciónpotencial de velocidad,

v = ∇(φ) =
∂φ

∂x
i +

∂φ

∂y
j +

∂φ

∂z
k (2.88)

u =
∂φ

∂x
; v =

∂φ

∂y
; w =

∂φ

∂z
(2.89)

La anterior es una demostración de la existencia de la función potencial de velocidad en un

región para la cual la vorticidad es nula en todos sus puntos,ω = 0. Cabe ahora mostrar como se

obtiene a partir de las velocidades. El procedimiento consiste en integrar las ecuaciones (2.89),

φ =

∫

udx + f(y, z); φ =

∫

vdy + f(x, z); φ =

∫

wdz + f(x, y) (2.90)

encontrando por inspección las funciones arbitrariasf(y, z), f(x, z), y f(x, y), de modo que la

funciónφ obtenida de cada ecuación sea la misma.
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2.9. Consecuencia de la incompresibilidad

Cuando un fluido no presenta efectos de compresibilidad debido a las condiciones del flujo,

la divergencia del campo de velocidad es nulo, como ya se vió más arriba. Es decir,

∇ · v =
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0 (2.91)

y por otra parte de Mateḿatica se sabe que la divergencia del rotor de una función vectorialΨ

es nula,

∇ · (∇× Ψ) = 0 (2.92)

Por lo tanto combinando las ecuaciones (2.91) y (2.92) se puede obtener el campo de ve-

locidad en funcíon del rotor de una función vectorialΨ denominadafunción corriente,

v = ∇× Ψ (2.93)

Luego el campo de velocidad obtenido a partir de la ecuación (2.93) cumple con la condición

de divergencia nula de un campo vectorial incompresible. Por otra aparte, áun cuando exite la

posibilidad de definir una función corriente en tres dimensiones, el uso más frecuente es en dos

dimensiones. Por ejemplo en el planox − y las velocidades son obtenidas como,

u = −∂Ψ

∂y
; v =

∂Ψ

∂x
(2.94)

Y para obtener la función corrienteΨ se procede del mismo modo que para obtener la

función potencial de velocidad.

2.10. Circulación y el teorema de Stokes

Curva reducible es una curva cerrada fictı́cia inmersa en un flujo, la cual puede encogerse

hasta formar un punto sin que salga del mismo. Luego usando ese concepto, se denomina cir-

culacíon de un campo vectorialv y una curva reducibleC(x,y,z,t), a la integral de lı́nea del

producto escalarv · dl a lo largo de dicha curva,
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Γ =

∫

�v · dl (2.95)

dondedl es un vector unitario tangente a la curvaC(x,y,z,t). O tambíen usando las componente

escalares de la velocidad y del vector tangente a la curva reducible, se tiene que la circulación

es,

Γ =

∫

(u dlxi + v dlyj + w dlzk) (2.96)

El teorema de Stokes relaciona la circulación y la vorticidad en una región de flujo, el cual

en dos dimensiones es,

∫

�v · dl =

∫ ∫

rot (v) · dS (2.97)

o tambíen,

∫

�v · dl =

∫

�dΓ =

∫ ∫

rot(v) · dS (2.98)
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2.11. Ejercicios

1. El campo de velocidad de un flujo está dado porv = (6x)i + (6y)j − 7tk, [m/seg].

Obtener el ḿodulo de la velocidad enx = 10 m; y = 6 m; t = 10 s, (b) calcular la

pendiente de la lı́nea de corriente parat = 0, (c) obtener la expresión de la aceleración y

el valor del ḿodulo de la aceleración en el punto deĺıtem a).

2. Considerar un flujo permanente, Figura 2.11, en una tuberı́a con perfil de velocidadu =

C(1 − (r/R)2), dondeC es una constante yR es el ŕadio de la tuberı́a. Considerar el

volumen de control formado por las paredes de la tuberı́a, la seccíon de entradaS1 y de

salidaS2 y calcular el flujo de masa que ingresa al volumen de control a través deS1 y el

que egresa porS2; (b) calcular el flujo de energı́a cińetica a trav́es de la superficieS1.

Figura 2.11:Cálculo del flujo de propiedades como cantidad de movimiento o energı́a a trav́es de una

superficie normal a la velocidad axial en una tuberı́a.

3. Dado el campo de velocidadesv = 10x2yi+20(yz+x)j+13k, [m/seg], calcular el tensor

de deformaciones en el puntoP (6, 1, 2) y (b) la velocidad angular total de la partı́cula en

el puntoP (1, 4, 3).

4. Describir el procedimiento para observar en una contracción de una tuberı́a de seccíon

transversal variable, por donde escurre un gas a baja velocidad, Figura 2.12, la velocidad

y la aceleracíon axial en un puntoP disponiendo de tubos de Pitot, para los casos que sea

a)flujo permanente; b)impermanente. Considerar que el flujo es incompresible.

5. Describir el procedimiento para observar con termómetros en un laboratorio la variación

total de la temperatura en relción altiempo, en un flujo en un canal.
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Figura 2.12:Cálculo de la velocidad y la aceleración en una contracción, disponiendo de tubos de Pitot.

Figura 2.13:Flujo laminar ocasionado por el deslizamiento de la placa superior sobre el fluido contenido

entre dos placas paralelas, denominado flujo de Couette.

6. Si el potencial de velocidades de un flujo esφ = 3x2y−3x+3y2+16t3+12zt , determinar

el campo de velocidadv(x, y, z, t); (b) determinar si el flujo es rotacional o irrotacional.

7. Si un flujo tiene el siguiente campo de velocidades,v = (10t + x)i + (yz)j + 5t2k,

determinar la superficie a lo largo de la cual el flujo es siempre irrotacional.

8. Dado un flujo laminar entre dos placas planas paralelas, definido por el vector veloci-

dad de componentesu = cy, v = 0, w = 0, donde c es una constante, determinar (a)

si el escurrimiento es irrotacional o rotacional y (b) las deformaciones longitudinales y

tangenciales, Figura 2.13.
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Figura 2.14:Rotor simplificado de un bomba centrifuga.

9. Dado un flujo en el rotor de una bomba definido por el vector velocidad en coordenadas

polaresvr = c/r parar1 ≤ r ≤ r2, y vt = 0, determinar si es un escurrimiento rotacional

o irrotacional, Figura 2.14.

10. Considerando el siguiente campo de velocidadesu = x/(1 + t), v = y/(1 + t), w =

z/(1 + t), obtener la expresión de la aceleración.

11. Demostrar que las componentes del tensor de deformacionesDij son expresadas en fun-

ción de la velocidad como1/2(∂ui/∂xj + ∂uj/∂xi).



Caṕıtulo 3

Dinámica de un fluido en movimiento

3.1. Ecuacíon de cantidad de movimiento integral.

En este Caṕıtulo se presentan las ecuaciones generales de la dinámica de fluidos para fluidos

Newtonianos o ecuaciones de Navier-Stokes. Para cumplir ese objetivo, se comienza con los

conceptos conocidos de Fı́sica sobre dińamica y los de cineḿatica del Capitulo anterior y se va

desarrollando pasa a paso cada tema hasta llegar a las ecuaciones finales.

El punto de partida es la segunda ley de Newton o ley de conservación de la cantidad de

movimientoP = mv, que para un cuerpo o particula sólida con masa constante es escrita con

el formato ḿas usual como,

d

dt
(P) =

d

dt
(mv) = ma = F (3.1)

dondeP es la cantidad de movimiento,m es la masa del cuerpo,v y a son la velocidad y la

aceleracíon de la part́ıcula en su trayectória, respectivamente, yF es la sumatoria de fuerzas

exteriores.

En palabras dicha ley establece quela variación de la cantidad de movimiento de un cuerpo

en relacíon a un sistema de referencia inercial, es igual a la sumatoria de las fuerzas exteriores

que act́uan sobre el mismo. Y el objetivo de este Capı́tulo es obtener la expresión mateḿatica

para un fluido en movimiento de dicha ley, con una descripción espacial tal como fue explicado

en los Caṕıtulos anteriores.

Como se sabe, por otra parte, el movimiento puede tener una componente lineal y otra

65
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rotacional. Por lo tanto el principio de conservación de cantidad de movimiento se aplica a

ámbos movimientos. Por simplicidad para hacer referencia ala conservacíon de cantidad de

movimiento lineal, en este libro se usa el vocablo en latinmomentum. Y a su debido tiempo se

haŕa referencia a la conservación de cantidad de movimiento rotacional, en forma integral yen

forma diferencial.

En relacíon a la ecuación (3.1) en principio se puede expresar que al términoma se lo puede

ver tambíen como representando las fuerzas de inercia, asociadas conla masa. Por otra parte, en

Mecánica de Fluidos por conveniencia al terminoF se lo separa en dos. Uno representando las

fuerzas superficialesque act́uan sobre una partı́cula de fluido,Fs, como es el caso de la presión

y tensiones superficiales y otro representando lasfuerzas ḿasicas, Fm, como es el caso de la

fuerza gravitatoria. Es importante observar que las fuerzas másicas son aquellas generadas por

el campo gravitatorio, sobre la masa de la partı́cula de fluido y por eso se considera como una

fuerza externa a la misma, aún cuando su efecto se manifieste en el interior de la partı́cula .

Es decir el t́ermino de fuerza es,

F = Fs + Fm (3.2)

Luego cuando la ecuación (3.1) se aplique a una partı́cula de fluido,Fs representa las fuerzas

ejercidas por el resto del fluido sobre la partı́cula yFm la fuerza ejercida por la atracción gravita-

toria en las proximidades de la tierra. Estos serán los dos tipos de fuerzas externas consideradas

en las ecuaciones generales. Si al analizar un problema se observa que en el mismo intervienen

fuerzas de otro tipo como podrı́an ser de flotación, magńeticas, entre otras, las mismas se deben

incorporar con el formato que corresponda.

Aśı la ecuacíon (3.1) aplicada a la conservación de cantidad de movimiento lineal, omo-

mentum, de un part́ıcula de fluido en relación a un sistema inercial en forma vectorial puede ser

escrita como,

d

dt
(P) = ma = Fs + Fm (3.3)

Esta ecuación expresa la relación entre variacíon de cantidad de movimiento y fuerzas ex-

teriores siguiendo a la partı́cula de fluido. Es decir es la segunda ley de Newton con formato

Lagrangiano. En otras palabras, como se ha comentado que ocurre en los cursos b́asicos en

Fı́sica, las leyes se aplican a cuerpos en movimiento que conservan su masa y se los sigue en
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el espacio. Sin embargo la descripción que se convino en usar es la espacial o Euleriana, la

cual expresa esa misma ley pero para un punto fijo del espacio para un fluido en movmiento.

Luego una de las transformaciones necesarias de la ecuación (3.1) es escribirla para un volumen

de control y con descripción espacial o Euleriana. Este es el primer paso y se lo hace a seguir

usando el teorema de Transporte ya visto.

Es decir, a seguir se aplicará la ecuacíon (3.3) a una región finita de fluido o sistema y

usando el teorema de Transporte se obtendrá la correspondiente para un volumen de control

inercial fijo en el espacio. Siempre que se use el concepto de sistema para el caso de un fluido

en movimiento, al mismo se lo considera en tiempos muy próximos de tal forma que dicho

sistema deforme, pero no se desintegre en partes.

El primer paso consiste en escribir la ley de conservación de cantidad de movimiento para

un sistema del siguiente modo,

d

dt
(P)sistema = Fs + Fm (3.4)

donde ahora(P)sistema simboliza la cantidad de movimiento lineal total omomentumtotal del

sistema.

Es decir considerando que la velocidadv es la propiedad intensiva de cantidad de movimien-

to lineal, luego,

(P)sistema =

∫∫∫

sistema

ρvdV (3.5)

donde
∫∫∫

sistema
es la integral sobre el sistema,dV es el diferencial de volumen yρ es la

densidad.

En la ecuacíon (3.4) arriba, la derivadad/dt es una derivada simple en relación al tiempo.

Tambíen se hubiese podido usar∂/∂t ya que calcula una variación de la propiedad de un fluido

en movimiento solo en relación al tiempo, siendo que el resultado no está expresado en un punto

fijo en el espacio. Luego la ecuación (3.4) es la ecuación de conservación demomentumpara un

sistema o volumen material que contiene, en dos tiempos muy próximost y t + ∆t, las mismas

part́ıculas de fluido. Si ahora se usa la derivada sustancial o total para expresar la variación de

la cantidad de movimientoP, se obtiene,

D

Dt
(P) = Fs + Fm (3.6)
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la ecuacíon de cantidad de movimiento respecto a un punto fijo, no siguiendo al fluido.

Y el teorema de Transporte, ecuación (2.69), es,

d

dt
(N)sistema =

D

Dt
(N) =

∂

∂t

∫∫∫

V C

(ηρ)dV +

∫ ∫

SV C

η(ρv · dA) (3.7)

donde para este casoN = P y la propiedad intensiva esη = v. Aśı resulta,

D

Dt
(P) =

∂

∂t

∫∫∫

V C

(vρ)dV +

∫ ∫

SV C

v(ρv · dA) (3.8)

dondeV C significa volumen de control ySV C superficie del volumen de control.

Por tanto igualando el lado derecho de las ecuaciones (3.6) y(3.8) resulta,

∂

∂t

∫∫∫

V C

(vρ)dV +

∫ ∫

SV C

v(ρv · dA) = Fs + Fm (3.9)

la cual es la ecuación integral de conservación de cantidad de movimiento lineal para un volu-

men de control fijo, en relación a una referencia inercial.

Las fuerzas superficiales o de contacto sobre laSV C pueden ser expresadas del siguiente

modo,

Fs =

∫ ∫

SV C

t(n)dS (3.10)

dondet(n) recibe el nombre de vector tensión y es una fuerza por unidad deárea o tensión

que representa en cada punto de laSV C las fuerzas superficiales exteriores que actúan sobre

el V C, n es el vector unitario normal externo aSV C de forma quedA = ndS es el vector

diferencial déarea en la dirección del vector unitario normal ydS es el escalar diferencial de

área. La nomenclaturat(n) no significa que la fuerza es normal a la superficie, sino que depende

del vector normal a la superficie.

Y las fuerzas ḿasicas como,

Fm =

∫∫∫

V C

ρ g dV (3.11)

siendog el vector aceleración de la gravedad.

Aśı la ecuacíon integral de cantidad de movimiento lineal omomentumes,
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∂

∂t

∫∫∫

V.C.

(ρ v)dV +

∫ ∫

S.V.C.

v(ρv · dA) =

∫∫∫

V.C.

ρ g dV +

∫ ∫

S.V.C.

t(n)dS (3.12)

Se puede formular una ecuación equivalente de conservación de cantidad de movimiento

angular o conservación integral del momento de la cantidad de movimiento.

Figura 3.1:Cálculo del empuje de un chorro horizontal de agua sobre una placa vertical situada a corta

distancia.

Ejemplo: Aplicación de la ecuacíon integral de cantidad de movimiento lineal

Para un chorro de agua permanente que sale de una tuberı́a con direccíon horizontal e impacta

en un placa plana perpendicular al mismo, Figura 3.1, se plantea calcular el empuje sobre la

placa.

Lo primero a tener en cuenta al aplicar una ley de conservación, como la demomentum,

es determinar la región para la cual se aplica y por tanto trazar para la misma el volumen de

control. El criterio a seguir en ese sentido es trazar un volumen de control que pase por todos los

puntos o superficies a través de los cuales se tiene información o se desea obtener información.

En este ejemplo se quiere averigura el empuje del agua sobre la placa y se tiene la velocidad

a la salida de la tuberı́a, por tanto laSV C debe pasar por esas dos superficies. Por otra parte,
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la ecuacíon (3.12) es vectorial, por lo tanto para calcular el empuje sobre la placa es necesario

escribir la componente escalar en la dirección horizontal, la cual es,

∂

∂t

∫∫∫

V.C.

(u ρ)dV +

∫ ∫

S.V.C.

u (ρv · dA) =

∫∫∫

V.C.

ρgxdV +

∫ ∫

S.V.C.

P0dSx + Rx (3.13)

dondeu es la velocidad horizontal, según el ejex y las fuerzas superficiales son desompuestas

en las correspondientes a la presión atmosf́erica que act́ua sobre laSV C y la reaccíon de la

placa sobre laSV C (la cual tiene igual magnitud y sentido contrario al empuje que el agua

ejerce sobre la placa) de la cual se considera su valor concentrado. La reaccíon de la placa se

considera con signo positivo, hacia el semieje positivo de lasx. Por otra parte como la situación

es permanente el primer término a la izquierda del signo igual es cero y al segundo término,

correspondiente al flujo demomentuma trav́es deSV C, se lo expresa como una integral a

través de la sección de salida de la tuberı́a,S, única seccíon por la cual existe transferencia de

momentumen la direccíonx a trav́es deSV C. Por otra parte dado que elV C est́a inmerso en un

ámbiente a la presión atmosf́erica, la resultante de las fuerzas de la presión atmosf́erica es nula.

Siendo por otra parte que en la dirección x no existen fuerzas gravitatorias. Ası́ la ecuacíon de

momentumenx resulta,

∫ ∫

S

u (ρv · dA) = Rx (3.14)

resolviendo ahora el término de la izquierda, considerando la velocidadU uniforme en la sec-

ciónS de salida de la tuberı́a, resolviendo el producto escalar con el criterio usado enel ejemplo

corresondiente a la ecuación de conservación de masa,

U(−ρ U S) = Rx (3.15)

de donde se observa que al ser negativo el resultado,Rx = −U2ρS, la reaccíon de la placa

tiene sentido contrario al considerado en la Figura 3.1. Es decir que la misma tiene sentido

del semieje negativo de lasx. Para finalizar basta decir que el empuje del agua sobre la placa

tiene magnitud igual a la reacción de la placa sobre el agua, pero sentido contrario, con lo cual

Ex = −Rx y act́ua por tanto hacia la derecha.



Fundamentos de Mecánica de Fluidos, Hugo D. Pasinato 71

Usando el ejemplo prévio, a seguir se sugiere un procedimiento conveniente de resolucíon

de problemas, dado que en Mecánica de Fluidos siempre las ecuaciones generales son cono-

cidas. El mismo es una especie de guı́a para resolver problemas y puede aproximadamente

contener los siguientes pasos,

1. Dibujar un esquema del problema en el cual debe figurar con claridad, el volumen de

control dibujado con lineas de trazo y el sistema de coordenadas. Es importante observar

que la superficie del volumen de control debe siempre pasar a través de superficies en

las cuales se conoce o desea conocer información. En el presente problema, dado que se

desea obtener el empuje del chorro sobre la placa, la superficie del volumen de control

debe pasar a través de la superficie de separación entre el fluido y la placa, en la zona de

impacto del chorro.

2. Listar los datos dados en el enunciado asi como toda la informacíon que puede obtenerse

de tablas, etc, sobre el problema. Listar las incógnitas o informacíon solicitada en la

resolucíon.

3. Escribir las ecuaciones generales e hipótesis y simplificar las ecuaciones. En este punto

debe quedar en claro si el problema está o no bien planteado. Es decir si es posible obtener

las inćognitas con las ecuaciones listadas. Si por otra parte, se tiene un mayor ńumero de

incógnitas que de ecuaciones, existen dos caminos. Plantear nuevas ecuaciones indepen-

dientes de las anteriores u hacer mediciones de alguna de lasincógnitas. Es importante

recordar que desde el punto de vista de la mecánica del continuo, se tienen los principios

generales de conservación de masa, cantidad de movimiento, energı́a y principio de la

entroṕıa, para resolver un problema en Mecánica de Fluidos.

4. Resolver en forma nuḿerica. Al realizar el ćalculo nuḿerico el mismo debe ser hecho

con la precisíon deseada. Por otra parte la resolución nuḿerica puede requerir alguna

metodoloǵıa de resolucíon iterativa si las ecuaciones, por ejemplo, son no lineales, etc.

Se debe tener en cuenta que si la solución diverge, el error puede deberse a una mala

formulacíon como tambíen al ḿetodo nuḿerico de resolución.

5. Una vez obtenido el resultado es conveniente realizar algún tipo de verificacíon o com-

parar los resultados obtenidos con datos de la literatura, etc. Siempre es deseable realizar

un chequeo con ḿetodos alternativos de resolución. Si esto no es posible, lo menos que se

puede hacer es chequear los ordenes de magnitud de los valores nuḿericos obtenidos. Es
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decir, si una inćognita es la velocidad media de un lı́quido en una tuberı́a, es conveniente

realizar ćalculos simples adicionales para determinar si el valor numérico tiene sentido

fı́sico.

Como se comenta antes, por ser integral la ecuación (3.12), la misma permite resolver prob-

lemas en los cuales es necesario obtener solo valores concentrado de una fuerza, velocidad,

etc. En otras palabras, con una formulación integral no se conoce como el empuje está dis-

tribuido sobre la placa, ni tampoco se puede obtener el perfilde velocidad del agua, sino solo

la velocidad media. En contraste con las ecuaciones integrales, las ecuaciones diferenciales a

las cuales se llegará al final de este Capı́tulo, son distribúıdas. Las mismas expresan la conser-

vación de cantidad de movimiento en un punto del espacio, para un tiempo determinado, y por

lo tanto permiten obtener una solución con valores distribuidos en el tiempo y en el espacio.

Sin embargo para obtener esas ecuaciones es necesario expresar la distribucíon de las fuerzas

superficiales, o de contacto, en el espacio. Y ese es el tema delos dos siguientes items.

3.2. Estado de tensiones en un fluido

3.2.1. Equilibrio de fuerzas en un punto

Figura 3.2:Part́ıcula de fluido con dimensionesdl seǵun cada eje coordenado.
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En este item se demuestra lo que ocurre con el equilibrio de fuerzas en un punto, para el caso

general de un fluido en movimiento. Aplicando la ecuación integral de cantidad de movimiento,

ecuacíon (3.12), a una partı́cula de fluido diferencial, Figura 3.2, se tiene,

∂

∂t

∫∫∫

V.C.

(vρ)dV +

∫ ∫

S.V.C.

v(ρv · dA) =

∫∫∫

V.C.

ρgdV +

∫ ∫

S.V.C.

t(n)dS (3.16)

Considerando que la partı́cula tiene dimensionesdl, seǵun los tŕes ejes coordenados, el

diferencial de volumen esdV = dl3 y los diferenciales déarea sondSx = dl2, dSy = dl2,

dSz = dl2. Por otra parte introduciendo la derivada con relación al tiempo dentro del signo

integral en el primer t́ermino de la izquierda, y aplicando el teorema de la divergencia al segundo

término de la izquierda, y luego reagrupando todos los términos con integral de volumen, la

ecuacíon arriba resulta,

∫∫∫

V.C.

[

∂

∂t
(vρ)dV + div (ρvv) + ρg

]

dl3 =

∫ ∫

S.V.C.

t(n) dl2 (3.17)

Como para un ańalisis diferencial las integrales son iguales al integrando, la ecuacíon ente-

rior se puede escribir como,

[

∂

∂t
(vρ)dV + div (ρvv) + ρg

]

dl3 =
∑

i

t(n)i dl2 (3.18)

donde el t́ermino a la derecha es la suma de las tensiones superficiales multiplicadas por las

respectivaśareas,

∑

i

t(n)i dl2 = tx dydz + ty dxdz + · · · = tx dl2 + . . . (3.19)

dondetx, ty, . . . , son las componentes del vector tensión, o sea son las tensiones resultantes

actuando sobréareas cuyas normales tienen dirección seǵun los ejesx, y, y z, respectivamente.

La ecuacíon (3.18) es la conservación de cantidad de movimiento lineal para una partı́cula

de fluido de tamãno diferencial. Se puede obtener la ecuación de equilibŕıo de fuerzas para un

punto dividiendo esa ecuación pordl2 y tomando el limite cuando el volumen de la partı́cula

tiende a cero,dl → 0,

lim
dl → 0

[

(
∂

∂t
(vρ) + div (ρvv) + ρg)dl =

∑

i

t(n)i

]

(3.20)
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de donde resulta,

∑

i

t(n)i = 0 (3.21)

La ecuacíon (3.21) establece que las fuerzas superficiales en un puntoest́an en equilibrio y

al resultado se lo denominaprincipio de equilibrio local para un medio continuo. La palabra

local significa que se cumple en un punto del fluido. Por otra parte, como ya se comentó antes

el vectort(n)i recibe el nombre de vector tensión, por lo tanto la ecuación (3.21) representa una

condicíon de equilibrio por cada dirección de coordenadas.

Este principio permite expresar el estado de tensiones en unpunto, lo que finalmente es

usado para expresar las fuerzas superficiales o de contacto que act́uan sobre una partı́cula de

fuido, para aśı llegar a las ecuaciones diferenciales de cantidad de movimiento.

A seguir se expresan las tensiones o estado de tensiones en unpunto en un fluido. Primero

se lo hace para un fluido en reposo y luego para el caso general de un fluido en movimiento.

3.2.2. Estado de tensiones en un punto

Una tensíon se define como una fuerza por unidad deárea y en el sistema internacional sus

dimensiones son[Pa] o [N/m2]. La misma es representada por un tensor de segundo orden, el

cual tiene 9 componentes. El sı́mbolo habitual para expresar una tensión es la letra griegatau

con dos sub́ındices,τnm, el primeron corresponde al eje coordenado paralelo al vector normal

al área sobre la cual actúa la tensíon y el segundom corresponde al eje coordenado paralelo a

la tensíon.

En la Figura 3.3 se da un ejemplo de la denominación de las tensiones, donde se presenta

un part́ıcula de forma ćubica, con las tensiones según las 3 direcciones posibles en 4 caras de la

misma. Las tensiones normalesτxx, τyy y τzz, reciben ese nombre por ser su dirección normal a

la superficie sobre las cuales actúan y lasτxy, τxz, τyx, τyz, τzx y τzy tangenciales por ser tangente

a las mismas. A estaśultimas tambíen se las denomina tensiones de corte porque tienden a

romper la sustanciapor corteseǵun la superficie sobre la cual actúan. Las tensiones normales

se toman en este libro actuando hacia el interior de la partı́cula, por el hecho que al realizar

un ańalisis de conservación de cantidad de movimiento, es conveniente tomar una partı́cula de

fluido y eliminar el resto del fluido dejando solo su efecto. Por lo tanto las tensinoes normales,

al igual que la presión, se consideran en este libro actuando hacia el interior del cuerpo. Por
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Figura 3.3:Convencíon para denominar las tensiones.

otra parte, por conveniencia y por razones que quedarán claras ḿas adelante, a las tensiones

tangenciales se las toma con dirección positiva cuando actúan sobre superficies de la partı́cula

coincidentes con los planos coordenados y negativas las restantes.

Conocida ahora la forma de denominar las tensiones se analizacomo est́an relacionadas las

tensiones para un fluido en reposo. Lo primero que se puede decir sobre un fluido en reposo es

que en el mismo no existen tensiones de corte. Esto se desprende de la definicíon de fluido. Es

decir para fluidos que no trasmiten torsión, que es el caso considerado aquı́, una tensíon tangen-

cial genera siempre movimiento. Por lo tanto un fluido estático no tiene tensiones tangenciales

por definicíon. Luego en este caso,

τxy = τxz = τyx = τyz = τzx = τzy = 0 (3.22)

En la Figura 3.4 se considera un punto en un fluido en reposo formado por5 superficies, una

de las cuales tiene orientación geńerica yárea diferencialdxds (Note que se hace referencia a

un punto en un fluido, áun cuando se puede hacer el análisis considerando una partı́cula y luego

llevarla a un punto con un paso al lı́mite cuando su volumen tiende a cero). En el item anterior

se presentó el principio de equilibrio local de fuerzas superficiales,ecuacíon (3.21), el cual es



76

Figura 3.4:Punto con forma de prisma en un fluido en reposo, formado por5 superficies una de las

cuales tiene orientación geńerica, cuya normal es el vectorn.

válido en un punto,

∑

i

t(n)i = 0 (3.23)

donde dicha condición se debe verificar según cada uno de las direcciones coordenadas.

Recordando que las tensiones tangenciales son nulas, la condición de equilibrio local de las

fuerzas que actúan sobre la partı́cula de la Figura 3.4 en la direccióny es,

∑

i

t(n)i = τyy dz dx + τnn dx ds Cos(α) (3.24)

pero comoCos (α) = dz/ds resulta

∑

i

t(n)i = 0 = τyy dzdx + τnn dxdz (3.25)

con lo cual,
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τyy = −τnn (3.26)

O sea que en un punto la tensión τnn sobre el plano con orientación geńerica es igual en

magnitud a la tensiónτyy actuando normal al planox− z. Si el ańalisis se repite en la dirección

z y x se obtienen los resultados análogos,

τzz = −τnn; τxx = −τnn (3.27)

Luego se concluye quepara un fluido en reposo las tensiones normales según los tres ejes

coordenados son iguales entre sı́ en magnitud, e iguales en magnitud a la tensión normal que

actúa sobre una superficie con orientación geńerica,

τxx = τyy = τzz = −τnn (3.28)

Esta relacíon permite definir la variable denominada presión est́atica,P , la cual tiene la

magnitud de las tensiones normales y sentido hacia el interior del punto, es decir opuesto a

la direccíon dada en la Figura 3.4 a la tensión actuando sobre la superficie con orientación

geńerica. Luego resulta,

τxx = τyy = τzz = P (3.29)

Dado que en un punto de un fluido en reposo las tensiones normales en todas las direcciones

tienen la misma magnitud, a la variableP se la puede representar con un escalar. La presión,P ,

definida de ese modo es también la presíon termodińamica, considerando que en el punto existe

equilibrio termodińamico.

A seguir se hace el análisis para un fluido general en movimiento, Figura 3.5.

Se considera un punto en un fluido formado por cuatro planos,3 coincidentes con los planos

coordenados y el cuarto con orientación geńerica, pero ahora tomando en cuenta todas las ten-

siones, tanto las normales como las tengenciales, como se muestra en la Figura 3.5. El plano

con orientacíon geńerica determina en su intersección con los semi-ejes positivos{x, y, z} un

triángulo con v́erticesA, B y C, conárea diferencialdS. El vector normaln a dicha superficie

o plano es,
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Figura 3.5:Punto con forma de prisma en un fluido en movimiento.

n = nxi + nyj + nzk (3.30)

donde las componentesnx, ny y nz se denominan también cosenos directores, por el hecho

que el producto escalar del vector unitarion con el versor unitario correspondiente a un eje

coordenado, por ejemploy, da como resultado el coseno delángulo que forman con dicho eje

n · j = cos(n, j).

Por lo tanto el diferencial déarea del tríanguloABC en forma vectorial es,

dA = ndS (3.31)

y en forma extensa es,

dA = nxdS i + nydS j + nzdS k (3.32)

o tambíen denominando anxdS comodSx, o en forma vectorial comodAx, y aśı en forma

sucesiva,
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dA = dSx i + dSy j + dSz k = dAx + dAy + dAz (3.33)

donde las componentes en forma vectorial del diferencial deáreadA, por ejemplo normal al

ejex es,dAx = nxdSi = cos(n, i)dSi, siendocos(n, i)dS la proyeccíon dedS en la direccíon

normal al ejex.

Por otro lado a la tensión resultante sobre el triánguloABC se la expresa con el vector

tensíon t(n),

t(n)ABC = txi + tyj + tzk (3.34)

Ahora se aplica el principio de equilibrio de fuerzas superficiales v́alido para un punto, al

punto limitado por el tríanguloABC y los tres planos coordenados. Luego en la direcciónx se

tiene,

tx dS + τxx dSx + τyx dSy + τzx dSz = 0 (3.35)

sustituyendo ahora las proyeccionesdSx pornxdS, y aśı en forma suseciva para las direcciones

y y z se tiene,

tx dS + τxx dS nx + τyx dS ny + τzx dS nz = 0 (3.36)

de donde se puede eliminardS y reordenar como,

−tx = τxx nx + τyx ny + τzx nz (3.37)

y lo mismo se tiene para las otras dos direcciones,

−ty = τxy nx + τyy ny + τzy nz (3.38)

−tz = τxz nx + τyz ny + τzz nz (3.39)

De las ecuaciones (3.37)-(3.39) se observa que se pueden obtener las componentes escalares

del vector que representa las fuerzas superficiales por unidad deárea en un punto, correspondi-
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ente a una superficie cuyo vector normal esn, conociendo las tensiones que actúan en ese punto

en las 3 direcciones coordenadas y la orientación den.

Por otro lado si a las componentes de las tensiones se las ordena en una matriz como se hizo

con las deformaciones, se tiene,

T =









τxx τxy τxz

τyx τyy τyz

τzx τzy τzz









(3.40)

el cual es denominado tensor de tensiones y a las ecuaciones de equilibrio de fuerzas superfi-

ciales en un punto se las puede escribir en forma vectorial como,

−t(n) = n · T (3.41)

En palabras, multiplicando en forma escalar el tensor de tensiones en un punto de un flui-

do en movimiento por el vector normal a la misma, se obtiene elvector resultante de fuerzas

superficiales actuando sobre esa superficie en ese punto.

Figura 3.6:Punto con forma de prisma en un fluido en movimiento solo con las tensiones tangenciales

coplanares con un plano paralelo alx − y.
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Hasta este punto se ha hecho uso de la conservación de cantidad de moviento lineal en un

punto. A seguir se hará uso de la conservación de cantidad de movimiento rotacional en un

punto. Es decir, se demostrará que el tensor de tensionesT es siḿetrico. Para demostrar dicha

propiedad se considera, como se muestra en la Figura 3.6, el prismaOABC cortado por un

plano paralelo al planox − y que pasa por el punto de aplicación de la tensíon resultante sobre

el plano geńericoABC. Luego se aplica la conservación de contidad de movimiento rotacional,

de las fuerzas contenidas en dicho plano en relación a un ejez′ paralelo al ejez, que pasa por

el punto de acción de la tensíon resultantet(n) actuando sobre el triánguloABC.

Luego la sumatoria de momentos enz actuando sobre dicho plano es,

∑

Mz′ = 0 = τxy lx dAx − τyx ly dAy (3.42)

y dado queSen (α) = lx/(l/2) = Cos (β) = ny, luegolx = ny (l/2). Tambíen ly/(l/2) =

Cos (α) = nx, luegoly = nx (l/2). Por lo tanto,

τxy ny
l

2
dAx − τyx nx

l

2
dAy = 0 (3.43)

Y usando el hecho queny dAx = dA y nx dAy = dA se obtiene,

τxy = τyx (3.44)

y ahora repitiendo para planos paralelos ax − z y z − y se puede demostrar que,

τxz = τzx; τzy = τyz (3.45)

con lo cual queda demostrado que el tensor de tensionesT, ecuacíon (3.40), es siḿetrico.

Es importante aclarar que si bien hasta el momento no se ha hecho referencia a ninǵun

tipo de fluido en especial, un tensor de tensiones simétrico corresponde a un fluido sin efectos

polares, o sea a unfluido no polar. Sin entrar en detalles, dado que es un tema sobre fluidos

especiales y estarı́a fuera del alcance de este libro, un fluido simple no polar esuno para el cual

los momentos internos son el resultado exclusivo de la acción de las fuerzas externas. En con-

traste, uno polar es capaz de trasmitir torsión, lo cual se da en ciertos fluidos no-Newtonianos.

Para uno no polar el momento angular en un punto se conserva y como resultado se tiene un
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tensor de tensiones simétrico en el punto. Este es el caso más general y los fluidos tratados en

este libro son no polares.

3.3. Ecuaciones diferenciales de cantidad de movimiento

Al principio de este Caṕıtulo se vío que las fuerzas que actúan sobre una partı́cula de flui-

do pueden, en un caso general, ser superficiales o másicas. El ćalculo de las fuerzas ḿasicas no

presenta problemas de formulación, y para expresar las fuerzas superficiales en cada cara de una

part́ıcula ahora ya se tiene la definición del tensor de tensiones en un punto, que permite cono-

cer las tensiones según los tres ejes coordenados conocido el vector normal a la superficie. Por

lo tanto se tienen todos los elementos para formular las ecuaciones de cantidad de movimiento

lineal, para un parı́cula de fluido en movimiento. Es importante observar que la ecuacíon de con-

servacíon de cantidad de movimiento angular ha sido ya utilizada para relacionar las tensiones

fuera de la diagonal principal del tensor de tensiones.

Por lo tanto ahora se formula la ecuación de conservación de cantidad de movimiento lineal,

para una partı́cula de fluido que en el tiempot tiene coincidente uno de sus vértices inferiores

con el origen de coordenadas, como se muestra en la Figura 3.7. Dicha Figura por claridad no

tiene las tensiones sobre las dos caras cuyas normales son paralelas al eje z.

La masa de esa partı́cula es,

dm = ρ dxdydz (3.46)

Por simplicidad se hará un ańalisis solo seǵun el ejex para obtener la ecuación de cantidad

de movimiento en esa dirección y luego por analogı́a se obtienen las ecuaciones eny y z. Luego

la ecuacíon demomentumenx, equivalente a la ecuación (3.3), pero con descripción Euleriana

es,

D

Dt
(u dm) = dFmx + dFsx (3.47)

siendodFmx = ρ gx dV , dondegx es la componente enx de la aceleración de la gravedad y

Fsx es la componente enx de las fuerzas superficiales.

El termino de la izquierda resulta,
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Figura 3.7:Part́ıcula de fluido con dimensionesdx, dy, y dz seǵun cada eje coordenado, con las ten-

siones que actúan en cuatro de sus caras.

D

Dt
(u dm) = dm

D

Dt
(u) (3.48)

dado quedm es la masa de la partı́cula que es constante, siendo que el diferencial total sigue a

una part́ıcula y describe el resultado en un punto fijo del espacio.

Por otro lado las fuerzas actuando sobre las caras de la partı́cula, Figura 3.7, son,

dFsx = (−τxx −
∂τxx

∂x
dx + τxx) dydz +

(−τxy −
∂τxy

∂y
dy + τxy) dxdz + (−τxz −

∂τxz

∂z
dz + τxz) dxdz (3.49)

de donde resulta,

dFsx = (−∂τxx

∂x
− ∂τxy

∂y
− ∂τxz

∂z
) dxdydz (3.50)

Luego reordenando los diferentes terminos se tiene,
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dm
Du

Dt
= ρ dV

Du

Dt
= ρ gx dV − (

∂τxx

∂x
+

∂τxy

∂y
+

∂τxz

∂z
) dxdydz (3.51)

Note que la convención de signos para las tensiones consiste en considerar las tensiones

con sentido positivo en las caras de la partı́cula coincidentes con los planos coordenados. Esta

convencíon permite que la tensiones normales esten siempre orientadas hacia el interior de la

part́ıcula, en concordancia con la forma como se toma la presión hidrost́atica.

Dividiendo ahora la expresión (3.51) por el volumen elemental y generalizando para las

deḿas direcciones se tiene,

ρ
Du

Dt
= ρ gx − (

∂τxx

∂x
+

∂τyx

∂y
+

∂τzx

∂z
)

ρ
Dv

Dt
= ρ gy − (

∂τxy

∂x
+

∂τyy

∂y
+

∂τzy

∂z
) (3.52)

ρ
Dw

Dt
= ρ gz − (

∂τxz

∂x
+

∂τyz

∂y
+

∂τzz

∂z
)

Las cuales son el resultado de aplicar la ecuación de conservación de cantidad de movimien-

to lineal a un fluido en movimiento sin hacer referencia al tipo de sustancia. Adeḿas de estas

ecuaciones se tienen las que resultaron de aplicar la conservación de cantidad de movimiento

rotacional, es decir,

τyx = τyx; τzy = τyz; τxz = τzx (3.53)

Aśı las ecuaciones (3.52)-3.53), sumadas a la ecuación de conservación de masa, ecuación(2.57),

son el conjunto de ecuaciones derivadas de los principios fundamentales que se pueden usar

para solucionar un problema isotérmico. Si el problema fuese no-isotérmico, es decir si existe

variacíon de la temperatura, se debe incluir la ecuación de la enerǵıa. Es importante destacar

tambíen que laúnica hiṕotesis restrictiva hecha hasta aquı́ fue sobre la teorı́a del continuo (lo

cual excluye sustancias con muy baja densidad, como los gases rarificados) y sobre fluidos no

polares que es el caso general de fluidos que no transmiten torsión. Sin embargo no se ha he-

cho hasta el momento ninguna mensión al tipo de sustancia. Por lo tanto las ecuaciones arriba

obtenidas son generales o universales para cualquier sustancia no polar, respetando la teorı́a del

continuo.
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A este nivel se puede hacer un balance sobre las incógnitas y ecuaciones que se tienen

para resolver un problema isotérmico. Como se anticipa en la introducción, las variables de-

pendientes de interés son las tres componentes de la velocidad, la presión y la densidad. Si se

conocen esas 5 variables en cada punto del dominio de la solución, se conoce todo sobre el

flujo en cuestíon. Todas las deḿas variables pueden ser deduzidas a partir de esas 5 variables.

Sin embargo al observar el número de inćognitas vemos que tenemos las 5 variables ya comen-

tadas, ḿas las 9 tensionesτxx, τxy, . . . . Es decir se tienen 14 incógnitas. En contraste el número

de ecuaciones, considerando 3 de cantidad de movimiento lineal, 3 de cantidad de movimiento

rotacional y la ecuación de conservación de masa, son 7. Es decir que se necesitan 7 nuevas

ecuaciones para cerrar el problema y hacerlo resoluble. Para un problema no-isotérmico el bal-

ance no cambia ya que se incluye una nueva incógnita, que es la temperatura, y una nueva

ecuacíon, que es la de la energı́a.

Por lo tanto para cerrar el problema y hacerlo resoluble se deben aportar las ecuaciones

denominadas constitutivas, propias para una sustancia en especial. Esas ecuaciones tienen el

nombre de constitutivas porque dan información sobre como está constitúıda la materia. Ese

tema se trata a seguir para luego llegar a las ecuaciones de Navier-Stokes, las cuales son ecua-

ciones especializadas para sustancias denominadasfluidos Newtonianos.

3.4. Ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones generales para fluidos Newtonianos o ecuaciones de Navier-Stokes, son las

ecuaciones de cantidad de movimiento vistas en el item anterior, con el agregado de 7 ecua-

ciones constitutivas propias para un tipo de sustancia. La primera de esas relaciones es una

ecuacíon de estado propia para la sustancia, un ejemplo muy usado dela cual es la ecuación

de estado para un gas ideal. Las otras 6 ecuaciones son relaciones que permiten expresar las

tensiones en función de las deformaciones,

tensiones viscosas = f(deformaciones)

Esas relaciones expresan de que forma ocurre el rozamiento interno en un fluido en movimien-

to. Las primeras ideas sobre el rozamiento interno en un fluido, de las cuales se tienen registros,

surgen de anotaciones de Leonardo de Vinci quien describió los parametros que definen el

rozamiento sobre un cuerpo sumergido en un flujo, y luego Descartes y ḿas tarde Torricelli
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y Viviani, quienes trataron de relacionar experimentalmente el rozamiento con variables cin-

emáticas. Estos han sido trabajos en los cuales se trató de establecer relaciones entre la fricción

interna de un fluido en movimiento y parámetros cineḿaticos.

Y son los antecedentes que tuvo Newton, quien razonando con un modelo de ĺaminas que

se desplazan unas sobre otra, propuso una relación lineal entre tensión y deformacíon del sigu-

iente tipoτ = fuerza/area = coeficiente × du/dy, para la tensíon de corte. Luego Navier

present́o por primera vez las ecuaciones hoy en dı́a denominadas de Navier-Stokes en 1822, en

base a la relación propuesta por Newton. Y tiempo después Stokes, quien llegó a las mismas

ecuaciones por un camino diferente en 1845, hizo una serie dehipótesis sobre el tipo de fluido

que modelan esas ecuaciones, las cuales conceptualmente definen la sustancia. Los anteriores

son los antecedentes de las ecuaciones constitutivas para un fluido Newtoniano, las cuales al

presente no tienen demostración anaĺıtica y si modelan correctamente un fluido Newtoniano

en movimiento o no se lo debe verificar experimentalmente. Por todos esos aportes es que las

ecuaciones son denominadas de Navier-Stokes y al fluido Newtoniano. Cabe mencionar sin em-

bargo que a la fecha existen sobrados datos tanto experimentales como de simulación nuḿerica

directa, que demustran que las ecuaciones de Navier-Stokesmodelan correctamente los fluidos

Newtonianos.

Las hiṕotesis que hizo Stokes son,

1. Las tensiones en un punto son una función continua de las deformaciones y del equilib-

rio termodińamico local, es decir en un punto, e independiente de alguna otra variable

cineḿatica.

2. El fluido es homogenoeo, es decir que las tensiones en un punto no dependen de las

coordenadas espaciales.

3. El fluido es isotŕopico, es decir que no existe una dirección preferencial ni de tensión ni

de deformacíon.

4. Cuando no existe deformación laúnica tensíon es la est́atica o hidrost́atica, como se quiera

llamarla, coincidente con la termodinámica.

Luego para un fluido Newtoniano la función f arriba es lineal, multiplicada por un coefi-

ciente, el cual es una propiedad del estado local termodinámico de la sustancia, pero no de la tasa
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de deformacíon. De ah́ı el nombre de fluidos Newtonianos para sustancias que permiten expre-

sar las tensines en función de las deformaciones a través de un coeficiente constante. Ejemplos

de este tipo de sustancias son el aire y el agua.

En śıntesis las ecuaiones constitutivas relacionan las tensiones con las deformaciones para

fluidos Newtonianos. Es decir que relacionan las 6 tensionesdiferentes del tensor,T,

T =









τxx τxy τxz

τyx τyy τyz

τzx τzy τzz









(3.54)

con las deformaciones vistas del tensorD,

D =









∂u
∂x

1
2
( ∂v

∂x
+ ∂u

∂y
) 1

2
(∂w

∂x
+ ∂u

∂z
)

1
2
(∂u

∂y
+ ∂v

∂x
) ∂v

∂y
1
2
(∂w

∂y
+ ∂v

∂z
)

1
2
(∂u

∂z
+ ∂w

∂x
) 1

2
(∂v

∂z
+ ∂w

∂y
) ∂w

∂z









=









εxx εxy εxz

εyx εyy εyz

εzx εzy εzz









(3.55)

Algo a remarcar es que el tensor de deformacionesD es tambíen siḿetricos, como se puede

observar por inspeccón.

Luego las ecuaciones constitutivas para las tensiones viscosas normales son,

τ
′

xx = −λ (εxx + εyy + εzz) − 2µ εxx

τ
′

yy = −λ (εxx + εyy + εzz) − 2µ εyy (3.56)

τ
′

zz = −λ (εxx + εyy + εzz) − 2µ εzz

Es importante observar que las anteriores son las tensionesnormales derivadas de los efectos

de la viscosidad. Ḿas adelante se incluiran las tensiones debido al peso del fluido o hidrost́aticas.

Y las tensiones tangenciales,

τxy = τyx = −µ (εyx + εxy )

τzy = τyz = −µ (εyz + εzy) (3.57)
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τxz = τzx = −µ (εzx + εxz)

Poniendo las deformaciones en función de los diferentes términos del gradiente de la ve-

locidad, las ecuaciones anteriores resultan,

τ
′

xx = −λ div v − 2µ
∂u

∂x

τ
′

yy = −λ div v − 2µ
∂v

∂y
(3.58)

τ
′

zz = −λ div v − 2µ
∂w

∂z

τxy = τyx = −µ

(

∂v

∂x
+

∂u

∂y

)

τzy = τyz = −µ

(

∂v

∂z
+

∂w

∂y

)

(3.59)

τxz = τzx = −µ

(

∂w

∂x
+

∂u

∂z

)

En esas ecuacionesµ es el primer coeficiente de viscosidad, denominado viscosidad dińami-

ca, yλ es el segundo coeficiente de viscosidad o coeficiente de viscosidad global. El primer co-

eficiente de viscosidad puede ser obtenido en forma experimental y tiene un significado fı́sico

claro al representar el coeficiente que relaciona una tensión de corte con el gradiente de la ve-

locidad. El segundo coeficiente, en contraste, tiene un significado f́ısico menos claro que se

comenta ḿas adelante. Esos dos coeficientes están relacionado por la denominadahipótesis de

Stokes, la cúal permite definir la presión hidrost́atica.

Cuando se presentó al inicio de este Capı́tulo el estado de tensiones totales en un punto

para un fluido estático, se lleǵo a la expresíon (3.29), la cual muestra que las tensiones totales

normales tienen su magnitud coincidente con la presión hidrost́aticaP . Por eso el paso a seguir

es redefinir las tensiones normales totales, como la suma de las tensiones viscosas normales

más las tensiones normales debido al peso del fluido o presión hidrost́atica. Luego las tensiones

normales totales son, en la direcciónx,
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τxx = P + τ ′

xx = P − λ div v − 2µ
∂u

∂x
(3.60)

Por lo tanto ahora en las tres direcciones las tensiones totales normales son,

τxx = P − λ div v − 2µ
∂u

∂x

τyy = P − λ div v − 2µ
∂v

∂y
(3.61)

τzz = P − λ div v − 2µ
∂w

∂z

Si estas treśultimas ecuaciones son sumadas miembro a miembro se obtiene,

τxx + τyy + τzz = 3P − (3λ + 2µ) div v (3.62)

de donde se tiene que si los coeficientes de viscosidad cumplen con la condíon, la cual fue unas

de las consideraciones que hizo Stokes, que,

3 λ + 2µ = 0 (3.63)

se tiene que para un fluido estático,

P =
1

3
(τxx + τyy + τzz) (3.64)

la cual cumple con la condición de equilibrio para un fluido estático visto anteriormente.

Reescribiendo ahora todas las ecuaciones constitutivas eliminando el segundo coeficiente

de viscosidad usando la hipótesis de Stokes, ecuación (3.63), se tiene,

τxx = P +
2

3
µ div v − 2µ

∂u

∂x

τyy = P +
2

3
µ div v − 2µ

∂v

∂y
(3.65)
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τzz = P +
2

3
µ div v − 2µ

∂w

∂z

τxy = τyx = −µ

(

∂v

∂x
+

∂u

∂y

)

τzy = τyz = −µ

(

∂v

∂z
+

∂w

∂y

)

(3.66)

τxz = τzx = −µ

(

∂w

∂x
+

∂u

∂z

)

En relacíon a la definicíon de presíon dada antes, cabe decir que la misma es coincidente

con la definicíon de presíon termodińamica, si en el punto en cuestión existe equilibrio ter-

modińamico. Y esta es la hiṕotesis considerada para esas relaciones. En otras palabrasse debe

pensar que todos los procesos termodinámicos deben tener una escala de tiempo bien menor

que la correspondiente a la del flujo.

Ahora se tienen todas las partes del rompecabezas que lleva alas ecuaciones generales para

un fluido Newtoniano o ecuaciones de Navier-Stokes. El camino a seguir es sustituir las ecua-

ciones constitutivas para un fluido Newtoniano, ecuaciones(3.65)-(3.66) arriba, en las ecua-

ciones de conservación de cantidad de movimiento generales, ecuación (3.52), que para la di-

reccíonx resulta,

ρ
Du

Dt
= ρ gx +

∂

∂x

(

−P +
2

3
µ div v + 2µ

∂u

∂x

)

+

∂

∂y

(

µ (
∂v

∂x
+

∂u

∂y
)

)

+
∂

∂z

(

µ (
∂v

∂z
+

∂w

∂y
)

)

(3.67)

Por simplicidad para la divergencia de la velocidad se usa enadelante el śımbolo ya visto,

Θ, ecuacíon (2.62),

ρ
Du

Dt
= ρ gx +

∂

∂x

(

−P +
2

3
µ Θ + 2µ

∂u

∂x

)

+

∂

∂y

(

µ (
∂v

∂x
+

∂u

∂y
)

)

+
∂

∂z

(

µ (
∂v

∂z
+

∂w

∂y
)

)

(3.68)
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Usando algo déalgebra en estáultima expresíon, considerando que las variables son fun-

ciones continuas en el tiempo y el espacio y considerando también que el coeficiente de vis-

cosidad es constante resulta,

ρ
Du

Dt
= −∂P

∂x
+ ρ gx +

1

3
µ

∂Θ

∂x
+ µ(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
) (3.69)

Y en forma equivalente para las demás direcciones,

ρ
Dv

Dt
= −∂P

∂y
+ ρ gy +

1

3
µ

∂Θ

∂y
+ µ(

∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2
) (3.70)

ρ
Dw

Dt
= −∂P

∂z
+ ρ gz +

1

3
µ

∂Θ

∂z
+ µ(

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
+

∂2w

∂z2
) (3.71)

las cuales son las tres componentes de la siguiente ecuación vectorial de cantidad de movimiento

lineal,

ρ
Dv
Dt

= −grad(P ) + ρ g +
1

3
µ grad(div v) + µ∇2v (3.72)

Estas son las ecuaciones denominadas de Navier-Stokes en honor a Navier(1822) y Stokes(1845).

Existen otros trabajos donde estas ecuaciones han sido presentadas, por ejemplo Poisson(1829),

Saint Venant (1843) y Boussinesq (1868), pero las contribuciones ḿas importantes fuerón las

realizadas por Navier y Stokes.

3.4.1. Especializacíon de las ecuaciones de Navier-Stokes

Se pueden ahora especializar las ecuaciones (3.69-3.71) para algunos casos simples a modo

de comprender el significado de alguno de sus terminos. Por completitud se incluye la ecuación

de conservación de masa, ecuación (2.60) que se repite aquı́ por comodidad, en cada problema.

Dρ

Dt
+ ρ∇ · v = 0 (3.73)

Flujo incompresible:En primer lugar es conveniente aclarar que en este libro se habla de flujo

incompresible y no de fluido, dado que los efectos de compresibilidad son impuestos por el flujo.

Sin embargo es también reelevante recordar que las sustancias lı́quidas resisten sustancialmente
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más los efectos de compresibilidad que los gases y puede también ser apropiado hablar de fluido

incompresible.

Luego para un flujo incompresible la ecuación (3.73) de conservación de masa arriba resulta,

∇ · v = 0 (3.74)

con lo cual la ecuación (3.72) resulta,

ρ
Dv
Dt

= −grad(P ) + ρ g + µ∇2v (3.75)

Estas ecuaciones son quizá la forma ḿas usual de las ecuaciones de Navier-Stokes en temas

relacionados con ingenierı́a mećanica y qúımica, dado que los flujos ḿas habituales son incom-

presibles como ocurre con los lı́quidos o los gases a bajas velocidades.

Fluido est́atico: Eliminando todos los terminos de velocidad la cual es nula, resulta,

0 = −grad(P ) + ρ g (3.76)

o tambíen considerando la gravedad actuando en la dirección de−k resulta,

0 = −dP

dz
− ρg (3.77)

de donde se obtiene la conocida relación de la presíon hidrost́atica,

P (z) = P (0) + ρgz (3.78)

Esta segunda especialización tuvo como objetivo mostrar que una vez concidas las ecua-

ciones de Navier-Stokes, todos los problemas con fluidos pueden ser formulados a partir de las

mismas, haciendo las hipótesis correspondientes.
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3.5. Ejercicios

1. a)Un punto fijo sobre nuestro planeta constituye una referencia inercial? En caso neg-

ativo argumente porque entonces es habitual usar la ecuación ma = f, solo v́alida en

relacíon a una referencia inercial, en relación a puntos fijos a la tierra. b)Que modifica-

ciones se deben introducir a la ecuaciónma = f al ser aplicada en relación a una referen-

cia no-inercial? c)Deducir la expresión de conservación de cantidad de movimiento para

un cuerpo śolido en relacíon a una referencia no-inercial.

2. Considerar una garganta convergente descargando agua a laatmósfera con un caudal de

150 m3/min como se muestra en la Figura 3.8. El diámetro interno es de3 pulgadas a la

entrada y1 pulgada a la salida. Despreciar las fuerzas de fricción y calcular la fuerza de

reaccíon de la garganta sobre el flujo, usando la forma integral de laecuacíon de cantidad

de movimiento.

Figura 3.8:Garganta convergente descargando agua a la atmósfera.

3. A trav́es del codo de doble salida de la Figura 3.9 se mueve agua en forma permanente.

La velocidad de ingreso al codo es de5 m/seg. Un mańometro diferencial indica que la

presíon en esa sección es de25000 Pa. La velocidad media en la salida izquierda cuyo

diámetro es de0,18 m, la cual tiene dirección horizontal, es de10 m/seg. La salida

derecha tiene un diámetro de0,20 m y forma unángulo de45 grados con la horizontal.

Calcular el empuje horizontal y el vertical que el agua y el aire ejercen sobre el codo.

Estimar el volumen del codo.
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Figura 3.9:Codo con dos salidas a través del cual circula agua.



Caṕıtulo 4
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