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ABSTRACT

These notes deal with basic results about the asymptotic distribution of the eigenvalues {A,} of the
Dirichlet problem for the differential operator -k™1(x)A,, x = (x1,%x;), k(x) > 0 defined on an open
and bounded set D € R2. The more general D is, the more conditions are to be imposed on the weight
function k to get our main objetive, that is, to prove that n/A, ~(4m)™! ffD k(xq,x,)dx,dx,. We pay
attention to the regularity of the eigenfunctions, isospectrality of different regions, some properties of the
Green kernel and the behaviour of the boundary | = 0D. Included is also a synopsis of the seminal paper

of Hermann Weyl that appeared in the Mathematische Annalen a century ago. Let us review the present
work chapter by chapter:

Chapter 0. This is a chapter of prerequisites. It includes the mentioned synopsis and several auxiliary
results, among others the fundamental solution for the Laplacian, Weyl’s Lemma, the definitions of
several families of functions: C*, Lip,,., Lip,, N $, U, theorems of maximum for elliptic differential

equations, a general principle of maximum for the Laplacian, Weierstrass preparation theorem, lkehara’s
theorem, a theorem of Lax and Milgram, a tauberian theorem of Hardy and Littlewood, etc..

Chapter 1. In this chapter we introduce the Green’s kernel for the Dirichlet problem of the Laplacian in a
Jordan region D and prove several properties of it. Following a classical method we show for the
differential operator —k™1A the existence of an orthonormal and complete family of eigenfunctions in
L*(D,k),k € Lip + (D). By definition k is a continuous, bounded, positive and bounded away from zero

function that satisfies locally a Hélder condition whose parameters depend on the neighborhood.

The eigenfunctions are associated to the family of eigenvalues which are positive and of finite
multiplicity. A set of functions dense in L*(D, k) have a Fourier expansion uniformly and absolutely
convergent.

Chapter 2. We treat here the isospectrality of problems where (D,k,) # (D,k;) and show that if
D = B = an open disk, there are infinitely many pairwise different k,, such that all the spectra {A,,} of
the Dirichlet problem for —k,, YA on B are equal. We also trace the isospectral problem just mentioned to
Euler but for the vibrating string.

The isospectrality when (Dq, k) # (D, k), (Kac’s problem), is considered in an appendix to the Chapter
where we show, following Conway, that for k = 1 there are two Jordan regions D; with the same areas

and perimeters, not congruent and isospectral. We also discuss the counter N(A) = #{A,, < A}.

Chapter 3. Here we study the Green’s kernel G,(p,q;A) of Dirichlet’s problem for the operator
—L=—-A+(-Dk, A=—-t<0 and Green’s operator (Ggl)f)(p) = fD G.(p,q; —t)f(q)dq. We
approximate G,(p, q; —t) by K, (\/ﬂp — q|) where K, is Kelvin's function and estimate the error.

Using this and following Carleman we prove for D a Jordan region having a boundary | with Minkowski
dimension less than 2 and k € J1,(D) that A, fD k(p)dp~4nn. By definition the function k is in
Lip, (D) and satisfies a global Hélder condition |k(p) — k(q)| < M(p)|p — ql% p,q € D, with M(p) a

summable function. In particular we have one of Weyl’s theorems since every Jordan region with finite

perimeter has dimy,,(J) < 2.

We also show the plausibility of the modified Weyl-Berry conjecture for the operator L. Finally we prove
a similar asymptotic result for the selfadjoint elliptic differential operator —Av + kv = pymv: if k,m €

Jq(D),v=0o0n], then u fD m(p)dp~4nn.



The equation Av + [um — kv = 0 is the analogue of the so called Sturm-Liouville (ordinary) differential
equation, (cf. [BR], Ch. 10).

Appendix B to Chapter 3. In this appendix we consider weights k € Lip,D, D a Jordan region such that
D c D and prove that if k € Lip,D and |0D| = 0 then Weyl's theorem holds no matter how | = D

behaves.



FOREWORD

This little book deals with the asymptotic distribution of the normal frequencies of
vibration of a non-homogenous plane membrane fixed at the boundary of a Jordan
region that could have a rough boundary.

It is to be expected that these normal frequencies satisfy f, = \n. The central theme of
this monograph is the first approximation of the asymptotic behaviour of these
frequencies, which is like % ~A, A, = kf;2, where A and x are constants.

This fact, for regions with rectifiable boundaries, was first obtained by Hermann Weyl
in his paper on the distribution of the family of eigenvalues { 1,,} of certain boundary
problems, (see Math. Ann., 71, p. 441-479, 1912). It is an important and basic result
and we shall deal with it in its generalization.

The differential operator of our mathematical model is the bidimensional Sturm-

Liouville operator —ﬁAx in a region D where k(x) > 0. The (positive) numbers A,

will be the eigenvalues of the Dirichlet boundary problem and the limit A will be equal

to (1/4m) |, D k(x)dx . One of the theoretical problems is to know for which “weights”’
k(x) this main result holds.

Hermann Weyl’s asymptotic theorems answer an important question posed more than a
century ago, (cf- [W], p. 442). Another question that has been posed is whether the
family of eigenvalues determines the membrane or not, (cf. [K], 1966). However, this
question has a negative answer. Notwithstanding, it is strongly related to an old

problem for the vibrating string to which Euler has paid attention, (for the string one
2

must have Z— - A, = constant).
n

If N is the counting function, N(1): = number of j's suchthat A; < A, then Weyl’s
theorem can be rewritten as N(1)/A — A whenever A — . When k = 1 it holds that
4mA = area(D).

Moreover, if in this situation the region has a smooth boundary J then
NA)~ ariiw)l - lenz;h(]) VA. As a matter of fact, one of the aims of the theory is to

add information to the well established first approximation N(A)/A = A which is valid
with great generality.

We believe that in each chapter of this memoir some contributions were made. None the
less, we have written it with all the details that are proper of a book for advanced
students -even so it is not easy to read- and as an introduction to further developments.

Bahia Blanca, September 2012.



PREFACIO

Este trabajo versa sobre la teoria de objetos vibrantes finitos. Nos hemos limitado a
objetos bidimensionales pues creemos que la membrana vibrante es en alguna medida
paradigmatica y mas simple de tratar. Consideramos s6lo membranas planas, no
necesariamente homogéneas, fijas en el borde, el cual puede ser no rectificable.

De las frecuencias de vibracion debe esperarse que satisfagan f, ~ v/n. El tema central
de este trabajo es el comportamiento asintdtico de esas frecuencias cuya primera

. .y n
aproximacion es A—~A, A, = kf;?, donde A y x son constantes. Este hecho para

n

regiones con borde rectificable es un corolario del estudio de Hermann Weyl sobre la
distribucion de la familia de autovalores { 4,,}, (Math. Ann., 71, p. 441-479, 1912).

Es un resultado basico y de gran importancia en la problematica del comportamiento
asintotico de los autovalores del que nos ocuparemos principalmente en su
generalizacion por T. Carleman. Una sinopsis del trabajo de Weyl se encuentra al
comienzo de esta obra.

El operador diferencial que rige el modelo matematico que estudiaremos sera el

operador de Sturm-Liouville bidimensional, — A, en una region de Jordan D donde

1
ke(x)
k(x) > 0. Los A,, apareceran como los autovalores de un problema de Dirichlet y la
constante mencionada arriba serd A4 = ﬁ fD k(x)dx. Uno de los problemas que se

presentan es para cuales “pesos” k(x) son vigentes los argumentos de los resultados a
los que se llega.

Se ha insinuado que la investigacion es el arte del bien preguntar. El teorema asintético
responde a preguntas formuladas hace cien afios, (cf. [W], p. 442). Otra pregunta bien
formulada a mediados del siglo XX, (cf. [K]), inquiere por la posibilidad de que la
familia de autovalores determine la membrana: ;puede oirse la forma de un tambor? Si

bien la respuesta es negativa se reencuentra esta cuestion con un viejo tema que ya

le

intereso a L. Euler en el caso de la cuerda vibrante; aqui debe esperarse que P Ao,
n

donde A, es una constante.

Si N es el contador, N(4) = n®de j’s tales que A; < A, entonces el teorema de Weyl

se reescribe como N(4)/A — A para A - . Cuando k =1 vale 4nA = area(D).
Sobre ciertas regiones de contorno muy regular y k(x) = 1 hay mas informacién; en

. longitud d
efecto, se sabe también que N(1)~ ari‘jr(D)/l _ longitu (sztomo eD) V2. Otro de los

varios objetivos de la teoria es precisamente sumar conocimiento al que da la bien
establecida primera aproximacion N(4)/4 — A, que es valida con gran generalidad.

Creemos que hay en todos los capitulos contribuciones originales pero hemos redactado
esta memoria con todos los detalles propios de unas notas de curso para alumnos
avanzados (aun asi no es facil de leer) y como fundamento de continuaciones
actualmente en revision.

Bahia Blanca, Septiembre de 2012.
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CAPITULO 0.

En este Capitulo presentamos un resumen del trabajo fundamental de H. Weyl, la
solucion fundamental para el Laplaciano y algunos resultados auxiliares.

0.1. Sinopsis del trabajo de Hermann Weyl, Das asymptotische Verteilungsgesetz der
Eigenwerte linearer partiellerDifferentialgleichungen, Math. Ann., 71, 441-479, (1912).

§1. Relacion de los valores propios de dos nucleos con los de su suma. Aproximacion
de un nucleo por medio de combinaciuones bilineales finitas de funciones.

Sea K el operador Hilbert-Schmidt definido por el nucleo real y simétrico K(s,t) €
1%((a,b) x (a,b)),K #0: Kf(s) = f; K(s,t)f(t)dt. Los valores propios y; =
xj(K), presentes segiin su multiplicidad, verifican f; K(s,t)p;(t)dt = x;9;(s) con
autofunciones ¢; tales que f; A dt =1, f; @jprdt = 0si k # j. Se suponen

. 1 .
ordenados de manera que |y;| = [x2| =--- > 0. Sus inversos A; = — seran llamados
Xj

los autovalores del operador. Vale [|K||5 = X5 x7.

Los valores propios no negativos (no positivos) entre los y; los denotaremos x4 (Xn-)

donde n > 1 designa la posicion de ese valor propio entre los no negativos (no
positivos) ordenados por modulo decreciente.

Vale y;- < (Kf,f) < x1+ si lIfllz = 1. Notaremos ky (s, t) = Xij—1 ¢; ;P (s)P;(t),
cij = ¢j; donde ®; € L?(a,b) y K,,(s,t) = 2T x;9,(s)e;(t). Se tiene entonces el

Lema. ¥ (n41)+ (K) = x14. (K — Kp) < X140 (K — kp).

Teorema I. Sean K', K" dos ntcleos como K tales que K = K’ + K. Entonces, si
X'n = xn(K"), etc., valen

(1) Xmen+1)+ = X,(m+1)+ + X”(n+1)+
(m+n+1)— = ,(m+1)— ”(n+1)—
2)x =X +x

(3) |Xm+n+1| < |X,m+1| + |X”n+1| .

El siguiente teorema II generaliza al Lema,
Teorema II. Valen,

Xm+m)+(K) < Y+ (K = ky),
Xm+my-(K) 2 xm-(K — k),

Xtnem O < Ixm (K — k)l

Teorema IIL ||K — k|5 = X574 x5 -

Si K=K(a) y en la norma-2 es continuo en a entonces también dependen
continuamente de ese parametro los valores propios: @ = 8 = Yp+ (@) = xn+(B), etc.



Teorema IV. Sea p(s) una funcion continua a trozos y tal que 0 < py < |p(s)| < P,
donde a < s <b y py, Py son constantes. Sea K'(s,t) = p(s)K(s, t)p(t). Entonces,

Xn+(K).D§ SX’,H = Xn+ (K') < xn+ (K). P§.

Teorema V. Sean (a,b) D (ay,by) y K'(s,t) = K(s,t)I(q, p,)x(ayb,) (S, t). Entonces,
Xns(K) = Xne 2 X' Xne S X',_ O sea, 4y, (K) < 4,4 (K'), ete.

Si (aq, by) 4 {x} entonces y,,.(K') = 0, y,_(K") = 0.

§2. Invariancia de la distribucion asintotica de los valores propios respecto de la
adicion de nucleos con distribucion de valores propios rala. Valores propios de un
nucleo continuamente diferenciable.

Los resultados precedentes dan origen a diversos corolarios. Por ejemplo,

Teorema VI. Sean K, K’, K’ como en el Teorema 1. Si lim,_ ony'ns =1y
lim, L ny'', = 0 entonces lim,,_,eoNyns = 1.

Teorema VII. Si K(s,t) es continuamente diferenciable, incluso en el borde del
cuadrado Q = (a, b) X (a, b), entonces lim,,_,,Vn3 x,, = 0.

En la demostracion de este teorema recurre al teorema III. En el teorema VII puede
reemplazarse “incluso en el borde del cuadrado Q” por “en el interior del cuadrado Q y

oK\ ? o o :
) 0 (5) dsdt < 00”. Para demostrar esto utiliza el siguiente resultado: si u es de
cuadrado integrable, continuamente diferenciable en Q° y de media cero entonces

Q| ,
lull3 < L 11vull3 . Q] = drea de 0.

A continuacion considera el caso en que el dominio es una region de Jordan J de
contorno rectificable de longitud L. Sea 4,, = A (%) = {s = (s1,5,) €J:dist(s,0]) <
1/n}. El area de A4, es |4,| = 0(%). Supone del nticleo K que posee derivadas primeras
continuas en J° y de cuadrado integrable y ademas que el ntcleo satisface una condicion
como [f A, K 2dsdt = 0(%), obviamente satisfecha por nucleos acotados. Hace uso

de una construccion de rectangulos esencialmente disjuntos - a partir de un cuadriculado
de lado 1/n? - contenidos en J°, de lados < 1/n y cuyo nimero es O(n?). Obtiene
entonces que ny, — 0 paran — oo.

El método de demostracion puede utilizarse en abiertos planos acotados conexos con un
numero finito de contornos rectificables, obteniéndose el mismo resultado.

$3. Ley asintodtica de los autovalores de la ecuacion de las ondas en el plano para las

.. Jdu
condiciones de contornou = 0y P 0.

Teorema VIII. Sea J un abierto acotado plano conexo con un numero finito de
contornos rectificables, Para el problema de Dirichlet (u = 0 en d]) los autovalores del
operador diferencial —Au = Au son positivos y cuando se los ordena segiin su magnitud

. . : n r
se comportan en el infinito como lim,,_,4 == %, (|/| =area de J).
n



Para probar este teorema considera un nucleo, —G(x y;é,n):= zln (log o

H(x,y; 6,77)), el nucleo de Green, cuyos valores propios, que son todos positivos,

coinciden con los reciprocos de los autovalores de la ecuacion diferencial —Au = Au.

Aquir = (x =82+ (y—n)?%y H(x,v;&,1n) es, para (x,y) fijo en J, una funcién
armonica de (&,1) € J tal que G se anula en el borde. Vale 0 < G < logr 1,0 < H <
logr~1. Usando el Principio de Dirichlet (cf. [We], entre todas las funciones
continuamente diferenciables v en J con valor de contorno continuo f la funcion

armonica con esta propiedad es la ((inica) que minimiza [f ; lgrad v|%2dxdy), prueba

que el nucleo H(x, y; &,n) satisface las condiciones mencionadas en el §2 que aseguran
que sus valores propios a, verifican nan — 0. En efecto, con ese fin prueba que

I, [(g_?) ( ) Jdgdn < 2mlog —

dist{(x,y),0/} y que [[, H?*dédn < M@. Del Teorema VI se deduce entonces

< oo donde x,y) €], plx,y) =

que basta estudiar el limite de los valores propios del nucleo relativamente sencillo
K = % log % el cual si bien satisface la segunda de las dos desigualdades precedentes no

verifica la primera.

Sean J', J' dos regiones formadas por un nimero finito de cuadrados congruentes tales
que J' € J < J". Por el teorema V se tiene xpn4+(J') < Xn+(J) < xnat(J'); por tanto para
demostrar que limny,,(J) = |J|/4m bastara demostrar esta propiedad para regiones
como J', /" que se aproximan a J. Por homotecias los autovalores 1 =y~ 1 se
multiplican por un factor t? mientras que las areas se dividen por ese factor. Sea ahora

J =uU¥ q;, los q; cuadrados de un cuadriculado del plano de lado I, esencialmente
1
an

[ = 1. Bastara demostrar que limny,.(J) = |J|/4m. En esta situacion |J| = |UY ¢q;| =
#{q;} =N. Se descompone el nacleo K, K = Ky + Y1<n<i<n Knis
Kni = K(x,y; & mM{lq, (6, 1, (6 m) + 1g, (6, Mg, (x, 1)}, 2Ko = Ta<in K- Se
demuestra que cada nucleo Kj;, h # i, es tal que limny,,(Ky;) = 0. Del teorema VI
sigue entonces que los valores propios de Ky K, deben tener el mismo comportamiento
asintotico.

disjuntos. Por lo dicho y dado que se quiere probar lim,,_, ; , se puede suponer

Supongase que N=1 y K, = = (0,1) X

1 1
Elogm; (x;y): (f;n) € Q

(0,1). Si a(4; Q) = #{1,, < A} entonces lim;_,, G(’XQ) = limp_,e 7 (Q) . Los autovalores

del problema diferencial estdn en correspondencia biunivoca con los siguientes pares
(m,n) segin la formula Agy, ) = 72(m? + n?),m,n = 1,2,3,---, (para infinitos X la
multiplicidad es mayor que 1). Se demuestra con un argumento geométrico-numérico
o(A4Q) _
2
propios de K, = E lo

que limy_, o = 1/4m. Por tanto, limnA;1(Q) = 1/4m. Como se vi6 los valores

g —(x_ TR en Oy los del nucleo de Green del problema de

Dirichlet en esa region tienen el mismo limite asintotico. Luego, lim
limny,,(Q) = 1/4m.

n —
An(Q)



Por otra parte, si |/| = N > 1, cada valor propio y(Q) de multiplicidad m,q) es un
valor propio x(J), J =UY q;, de multiplicidad m,,;y = Nm,,g). Como cada valor

propio x(J) de K, correspondiente a /] =UY g; coincide con un valor propio x(Q) se
deduce que m,, ;) < Nmy,(qy. O sea, por cada y(Q) hay exactamente N valores propios

x() = x(Q). Luego, lim m. x,+ (J) = lim Nn. x,,4.(Q) = Nlimny,.(Q) = ” 3

De otras condiciones de borde considera solamente la de Neumann que exige que la
derivada normal de u en 0] se anule sobre el contorno de J del que se supone formado

por curvas de curvatura continua. La ecuacion —Au = pu tiene ahora autovalores que

. . . n |71
también verifican lim,_,, — = —.
HUn 4m

$§4. Investigaciones andlogas para la ecuacion diferencial lineal autoadjunta.

En este parrafo se estudian los autovalores de la siguiente ecuacion diferencial lineal
autoadjunta de tipo eliptico donde p € C?(J), ¢ y K son continuasen J y p >0, K >
0 alli:

(17) {%(p%)+%(p%)—q}u+/1KuEL(u)+AKu=O.

Sumando £NKu, N >> 1, se puede reemplazar g por otro g que asegure la positividad
de la funciéon [ = I(x,y) == + % y por tanto también la de los autovalores. Estos

autovalores 4,, para el problema de Dirichlet de - L(u) = AKu se comportan segun el
siguiente teorema IX donde escribimos k = K /p. Por tanto, lo mismo vale para los de la
ecuacion de partida.

k(x,y)dxd
TEOREMA IX. lim,, g, - = ﬂ’z# .

En efecto, realizando el cambio de variables u = v/Vp se obtiene

L1 = {2 (%) + £ () - (D=0 16w

Entonces, la ecuacion de autovalores — L\/—E = Aj_u = Akwv, se escribe como
(17°) —Av+lv=2Akv=w

Si G (T') es el inverso de —A (—A + 1) tenemos
'w=v=6w-1v)=6w—G(UI'w).

Luego, el nucleo de I resuelve la siguiente ecuacion integral, (x = (xq, x;), etc.),

(18) I"(x,t)_f] { G(xz)l(z)} F(zt)d G(xt)

2T 21 21

Por otra parte, como v =TI(AK Z) obtenemos yv =T ( \/g \/gv). Por tanto,

X ([ f f f , es decir, y® = f ( f dD) y el operador con nticleo



(19) — JK@I (x, D) (D)

posee los mismos autovalores A, = 1/x,;+ que la ecuacién (17°). Debemos probar
entonces que vale

(20) lim,, 4Ny, . =f] k(t)dt.

, 1 1
El nacleo Ew/k(x) [['(x,t) — G(x,t)]/Kk(t) delﬁne un operador tal que Y, = O(W) y
por tanto, los valores propios de (19) y E,/k(x)G(x, t)yk(t) tienen el mismo
comportamiento asintotico. Como G = i (lo g% — A), A armonica, por lo ya visto y el

1 1 1 :
T. IV resulta que Ew/k(x) (log r(x,t)) k(t) y E,/k(x)G(x, t)/k(t) tienen valores

propios con el mismo comportamiento asintético.

Finalmente el autor muestra que K(x,t) = %w/k(x) (log Wlt)) JK(t) tiene valores

propios que se comportan como en (20) y lo hace descomponiendo / en regiones
pequefias, J =UJ; y K =XK(x, 0)I;,(x)]; (t) =X K;; + Xp<;Kni = K + K; luego
observa que K verifica limn_)oo47m)(n+(1'( ) =0, (como en el T. VIII). Pero en cada
Ji X Ji, Jk(x)k(t)~k(z), z € J;. Recurriendo nuevamente al Teorema IV logra
demostrar que f] kdt — ¢ < lim 4nny, . (k) < lm 47rn)(n+(f(') < f] kdt + ¢ para
todo €.

$5. Modificaciones propuestas para el trasplante de la demostracion al caso
tridimensional.

Sea V una region acotada en R3 de volumen |V| con contorno formado por un niimero
finito de superficies de area finita.

TEOREMA X. El problema de Dirichlet para la ecuacion —Au = Au tiene autovalores
4]
6n2

cuyo comportamiento asintdtico es
A’

. . . . ou
Si el contorno es de curvatura continua y la condicion de contorno es P 0 vale el
mismo resultado.

$6. Sobre el espectro de la radiacion en el vacio.

Géttingen, Mayo 1911.



1
0.2. La solucion fundamental para el Laplaciano. Sean s(a,x)= o log

E(x) = loglxl —s(0,x). Entonces A _s(a,x)=0 en R*\{a}. Vale el siguiente

TEOREMA 1. Sea f(x)e L”(R*) de soporte compacto. Si x=(x,,x,), y=(y,7,) y

(1) ulx)=(g)x)==[s(x, y)f(y)dy=— jlog|x Af )y =(E* f)x)

RZ

entonces u(x)e C'(R*) y paratodo xe R’ vale:

) aa—:(x)——j (62) £ () dy=—— j = )y

* son localmente integrables en R*. Por

tanto las convoluciones en (1) y (2) definen funciones continuas. La igualdad en (2) es
consecuencia del siguiente teorema auxiliar, QED.

El siguiente es un resultado sobre la posibilidad de conmutar derivacion e integracion
que cubre todos los casos del presente texto.

LEMA 1 (teor. de la conmutacion de derivacion e integracion) Sea a<t<b, 0€ (a,b),
f(t,y) absolutamente continua en ¢ para casi todo y. Supongamos f(0,y)
absolutamente integrable en y: “ f(0, y)| dy <eo. Si Z_{ (t,y) es absolutamente
integrable en (t, y):

(3) idzj

d
 F(t,y)| dy <o,
atf( J’)‘ y <

entonces f(t,y) es medible en (t,y) y f(¢,.) es absolutamente integrable para todo
te (a,b). Ademas,

) F(t)=[f(t,y)dy

es absolutamente continua en (a,b) y vale

(5) F'(t)= I—(t y)dy  casidoquier (a.e.) en t€ (a,b).
., of .
Mas aun, si J.E(t’ ) dy es continua en ¢ entonces

—jf(z V) dy=F'(t)= j—(z y)dy entodo te (a,b).



No demostraremos este lema. Su demostracién es esencialmente una aplicacion del
Teorema de Fubini para pasar de (4) a (5).

COROLARIO 1. Sean f,g—j: €Ll((a<t<b)x{y€eR?)y f(ty) absolutamente
continua en ¢ a.e. y. Entonces, a.e. t, %ff(t, y)dy = fg—}; (t,y)dy. Si f%(t, y)dy €

C(a, b) entonces la igualdad vale para todo ¢

0.2.1. Regularidad de of.

TEOREMA 1. Sea f,e L”, f, € C'(D), donde D es una regién (dominio) acotada y
f,=0en R*\D. Siu,(x) = (6f;)(x) = (E * f,)(x) entonces

u(x)e C*(D) y Au,=f; enD.

DEMOSTRACION. Sea B,(0)={x:[x—0/<e}, e>0 y w={y:M2]y|>2¢},
M >2¢&. La funcion

(6) jlog|x—y| h(y)dy, he L*(R?)

es indefinidamente diferenciable en B, . En efecto, ello resulta de repetidas aplicaciones

del lema 1. Mas atin, las derivadas se obtienen derivando bajo el signo integral.
La funcién £, puede descomponerse asi: f; =h+ f, f€ C' con soporte compacto

contenido en D e igual a f, en U=B,.(x,) , un 2¢€ -entorno de x,, x,e DD U .

Entonces u, =oh+0of , y de lo dicho resulta que en un &£ -entorno de x,:

Aloh)(x) = —ijs(x, ¥) h(y) dy =0. Para esta f'sea u definida por (1). Como

du 1 XV f( ) y__ Vi f( —y)dy fEC SUprCD

7 =
( ) axl. 27 |x y| | |

resulta de una aplicacion del Lema 1 que

du 1 ¢y of
8 — =t dye C(D
(8) o 2”Ha(xy)yE()
Entonces,
2 1 ZI
Au(x)==p — ——f(x y)dy =lin ——f(x y)dy=
=2l b I



1 [ B y[ylﬂx 9yt y)] f(x_y)(iy_lz+ 2, ﬂdy
) bl b Wi eyl

=lzm— J‘[— div(f(x—y) grad10g|y|) + f(x—y). Alog|y|]

y\>ﬂ}

—lim j f(x~y)(gradlog)y|xii) do= lzm— j flx— y)—— f(x), QED.
n—0 27[{‘ I 2}

0.2.2. Contraejemplo. Probaremos por reduccion al absurdo que en el teorema 1,
§0.2.1, no basta elegir f,€ C(D) si queremos que u,€ C*(D). En lo que sigue

usaremos sin previo aviso extensiones (o restricciones) de funciones dadas siempre que
aquellas se reconozcan claramente en el contexto y supondremos sin pérdida de
generalidad que Oe D.

Supongamos que: A(C 2(D)):) C(D)NL*(D). Sea CO(B) la familia de funciones

continuas en D nulas en 0D. Para ge CO(B) consideremos la aplicacion o: ¢ —

log|.
op = [(;LHJ *@ . Por hipotesis una tal ¢ = Au para algin ue C*(D).
V4

Por otra parte, v=0¢ es solucién de Av=¢ en el espacio de distribuciones D'(R?).
Luego ve C*(D). En efecto, A(v)=¢ en D’(D) y u—v es una distribucién armonica
enD’(D) y por tanto es una funcion armonica, ([S], [H], [T]). Luego, u—ve C”(D) y
asi ve C*(D).

Sea K = {x : |x| < R} c D, C,(K)= la familia de funciones continuas en K, nulas endk .

Convenimos en denotar con C*(K) a la familia de funciones continuas con k derivadas
continuas en el interior de K extendibles continuamente hasta el borde. En particular,
C°(K)> C,(K). Cuando interpretemos a estas familias como espacios de Banach lo

serdan munidas con la norma |||l ),

1Flla:= ||f"oo+Z||af|| I

Abusando de la notacién podemos interpretar a C,(K) como la familia de funciones

Vs

axl dxk=nh

continuas en D, nulas en D\K, o bien, nulas en R*\K. Entonces, C,(K)c C, (5) es un

subespacio cerrado de C,(D) . Es claro ahora el significado de la proposicion:

o es 1-1de C,(K) en C*(K),



pues en D'(R*) vale Acp=¢.

Ademas o define una transformacion cerrada: en efecto, si ¢ —¢ en C,(K) y

o¢, —v en C>(K) entonces 0¢, — o¢ en D'(D) y por tanto v=0¢ . Aplicando el

teorema del grafico cerrado vemos que o es acotada.

Probaremos enseguida que:

I (o) =—Lipiing

®) 0x,0x, | |

Supuesto esto tenemos, por ser o acotada de C,(K) en C*(K), que

a 2
0x,0x, (O-¢)<

X, X
L2+ g

4
4

Para una sucesion de funciones

(10)

<Clol.s -

oo‘K

oo‘K

Ty, donde g,

es la funcién caracteristica de un cuadrado H = (0,0)%(0,0) c K, vale (T. de Fatou)

[v . 2*%}(0)
&

XX, 0’
v o
[p . }( )‘ Haxlaxz( v,)

— oo . Pero por (10):

<C<oo, ¥

M‘K

contradiccion.

Llegamos asi a la

PROPOSICION 1. i) C(D) L (D) « A[C*(D)),
iiy 6(C,(K)) & C*(D).

0.2.3. Derivadas segundas de E(X).

2

DEMOSTRACION DE (9). Sea ¢e C;'(R?). Entonces, (00)=
X10X,
9’ 1 —y, 09
— [ = ! =
St 22 j ogx— ) ¢(») dv = . f| o, ——(y)dy=



= lim L j J ! =0() ¢(y)— —h dy . Recurriendo a la formula
£-0 27[\); Ve 8y2 |x y| |x y|

de la divergencia,

9’ 1
_ ds +
0x,0x, (O-¢) pia 27[‘)6 J; ¢(y) |x y| V2 °
tlim- [ g2 EIBZI) gy i [ ()= ) v s
0 27| e e — y| | Se

Lf_ X%
[ P ¢]‘

La ultima igualdad debido a que J‘(x1 -y )W,ds =0, (ver figura). Como el ultimo

|x—y|=¢
limite es cero, obtenemos (9) y
2 1 _
(an SO [load) 1,
x,0x,\ 27w 7T A
en el espacio de las distribuciones D'(R2 ), qed.

0.2.4. Mas sobre las derivadas segundas de E(X). Queremos probar ahora que en
D'(Rz) vale:

2 10 X 2 _ 2
(12) J . g =L pnh L9
axl 2 2z |_x| 2
2 2
En efecto, como antes [:?iloglxl] * ¢ = aa—z(—loglxl cp)
1

_ 0’ 1 N a¢ _
=37 )= 27J| O

' 1 ) N =
lim L 700 | =05~ P |y
0 27 ~[>€{ayl[|x [ J (|x o J}

m— m b= -2, - )’
=lim — ¢(y) v, ds+1lim — ¢(y) dy

I j Ix f 27%_L =]
lim — L 000 - 0n =2y, ds —lim £ Ly sl 225 o -2
EN LT | e |x y| e>0 2 el |x y| 27Z|x|

10



e 2 X, =X X, —x;
= 0+ lim vids T vyp—=—7-%0 = §(x)/2 + vp———-EkP=
27L'|x| 27L'|x|

=L+ wpi].g, QED.

En forma completamente analoga se obtiene también

9% ( loglx] 1 xl-x; &
13 =—wp1—2+—.
(13) ax22 ( 2 J 2r P |x|4 ’ 2

Sumando (12) y (13) obtenemos

21

(13") A2 =5 en D'(R?)
0.2.5. Accion de ¢ sobre funciones Holder continuas.

DEFINICION 1. Diremos que f e C**(D) (ace (0,1]) si existe una constante M tal
que para todo x, y de la region D vale |f(x) — f(y)| < M|x — y|%.

En palabras, f'es Holder continua de orden o en D. El teorema siguiente mejora al T. 1,
§0.2.1.

TEOREMA 1 (Lema de H. Weyl.). Sea f; nula en R*\D y Holder continua de orden &
en D, una region acotada. Entonces u = o(f;) es una funcién con primeras y segundas

derivadas continuas en D.

DEMOSTRACION. Observemos en primer lugar que f; es una funcién acotada en R>.

Sea ahora ® e C” (D) con soporte en B, un circulo abierto tal que K = BcD.

Sea xe B. Porel T. 1, §0.2.1, sabemos que o(®) tiene segundas derivadas continuas.

Veamos que ocurre con estas derivadas.

aa( ) )= j N ,y) (y)dy j (xy)—](cb(w D(x)) dy =

=lim | {%(sxi @ @) -@@)])-s, ,, [<I>(y>—<1>(x>]}dy= (cf. (11), (12), (13))

0
e Kﬂ{‘ x—y‘Zé‘}

=lim | ai(sx,(x,w[cb(y)—cb(x)])dy—jsx,,y,(x,y) [@(3) - @(x)]dy=

0
e Kﬁ{‘x—y‘?e} yj

=lim [ 5, (@) -@@)]i,ds(y) - [, (%) [@(y) - D(x)] dy =

£-0
B(Kﬂﬂx—y‘>g K

11



=lim= [, (5, ))(@() - @)V ds - [@(x) s, (x,0) 7, ds =[5, [@() @) dy
|x—y|=¢ oK K

El limite es igual a cero (cf.(7)). Por tanto,

I’o(®) s, 0P - o i

aor, Jax (x,) > () dy J{ D(x) s, (x,y) i, ds 1[ 5., (@) [@0) - 0@ dy,

(14) aa (0(@)=®x).F(x)+[s,, Ox)-®())dy, FeC(RNIK).
x,0X J

Sea fe C**(D), f con soporte en By ¢g(x)=¢(gj? donde ¢=0, ¢e C;(B,)),
I(z}(x) dx=1, B, = {x : |x| < 1}. Entonces, @, (x):=(f *¢,)(x) satisface una condicion de

Holder o, uniformemente en €.
Aplicando la formula (14) a ®, para £<¢g; vale,

az
0x,0x ;

J

(15) (0(®,))=®,(x0).F(x)+[s, , (x[®,(x) -, (»)]dy

Pasando al limite para £ — 0 obtenemos, en el sentido de las distribuciones,

a2
0x,0x ;

J

(16) (0(N))=F)Fx)+[s,, @)= 1))y

En efecto, @.(x) = f(x) en By el integrando en (15) define una familia de funciones
que converge puntualmente y en forma dominada pues, independientemente de &£, se

M0|x—y|a

tiene que el modulo del integrando es < | |2 .
X=y

La funcién limite G(x)::J.le . (x,») | f(x)—f( y)]dy es continua en B. Aceptando esto

K

por un momento concluimos que el segundo miembro de (16) es la derivada de o(f)

respecto de x;,x; en el sentido ordinario. Luego, o(f) es dos veces continuamente

diferenciable en B.

Una funcién f, que verifica las hipotesis del teorema se puede descomponer en la
forma: f,=h+ f, fe C**(D), fcon soporte en B e igual a f; en un 2& -entorno de un

punto dado x,, x,€ D. Entonces of, =oh+0of . De lo demostrado anteriormente sigue

el teorema pues ohe C” en un € -entorno de x,.

12



Para demostrar que G es una funcion continua basta probar que es continua en x, € B.

De G(x)ZJ.sxi,y/_ (x, 1) [f(x)- f(»)]dy obtenemos con ¢ = (—1)%,

K

Z(Xi _yi)('xj _yj)_é‘i,j|x_y|2
o=

(D 6w=o_[lr@-role } dy

S
XY

——. Luego,

con |{---}|S3|x—y|_2.Osea, < =
=]

G-Ga)= | {5, @nlr@=-r0)-s,, o) - o)y +

Kﬁﬂ y=xg ‘228}

+ s, lr@-rolay = [ s, G0 ) = fOldy=1,+1, + L.

‘yfxo‘<2£ ‘y—xn ‘<2£

Debemos estimar las 7, . En primer lugar tenemos: I, — 0 para € fijoy x — x,.

3e
Si |x—x0| < & entonces |12| <3M “x - y|'de = ZﬂMI% _2mM &”. Por tanto,
‘yfx‘<3£ 0 r o
Il< 2rM
| 3| = € De todo esto concluimos que G(x) = G(x,) para x = x,, QED.

DEFINICION 2. Sea A un abierto acotado. f € Lip;,.(A) significa que f es una
funcion acotada definida en 4 tal que para cada x € A existe un entorno circular B = B*
tal que x € B € B c A y donde f satisface una condicion de Holder a: si z,y € B¥
entonces |f(z) —f(Y)| <Clz—y|* donde C=C(x) <o, a =a(x), 0<a<1.
Lip, (A) designara a la familia de funciones f € Lip;,.(A) tales que inf (f) > 0.

COROLARIO 1. Si D es una region de Jordan y f € Lip;,.(D) entonces af € C?(D).

0.3. La familia de funciones JI = JI, (D). Sigue de f € Lip;,.(A) que dado x para todo
y puede encontrarse un M(x) <o tal que |f(x)—f)| < M®)|x—y|*®.

Obsérvese que si existe y tal que para todo x, 0 < y < a(x), esta desigualdad vale con

y en lugar de a pero con otra M.

13



DEFINICION 3. Sea D una region de Jordan. Diremos que f € JI,(D), 0 <y <1, si
f € Lip,. (D) y para todo x,y € D y para cierta My(x) finita, absolutamente integrable
en D, vale |f(x) = f()] < Mp(x)|x — yI".

JI, es una variedad aditiva tal que para cada f existe € = &(f) > 0 tal que Vx: ¢ <
f(x) < 1/e. Supuesto esto, {constantes} c C®Y(D) c JI,(D). Otro ejemplo: la
funcion g(t) =+/t, t € I = (0,1) verifica |g(u) — g(v)| < u=*/?|u — v|; por tanto,
fxy,x) =14 g(x) € J,(I X I) con M(xq,x,) = 1//x;.

0.3.1. El operador de Sturm-Liouville (- ﬁ)Ax en una region de Jordan D.
Supondremos en la definicion del operador que k € Lip, (D) o para cierto a, k(x) €

J = J1,(D).

DEFINICION 4. Escribiremos S(D):= Cy(D)NC?(D) donde Cy(D):={ve
C(D):y € D = v(y) = 0} y también U(D) := C(D) n C%(D). Por solucion cldsica

del problema de Dirichlet: Au + Ak(x)u = 0,u|sp = 0, entenderemos una funcion en

S(D) que verifica en D: — (% A) u = Au.

Demostraremos en el §1.9 el siguiente teorema sobre el sistema ortonormal de

autofunciones del operador y sus desarrollos en serie.

TEOREMA 1. Sea k(x) € Lip, (D), D regiéon de Jordan. El problema de contorno

Au+Aku=0, u| ,p =0, posee infinitos autovalores reales de multiplicidad finita que
pueden ordenarse segin su magnitud creciente: 0<A4 <A, <.., A —e. Las
correspondientes autofunciones {¢j }, soluciones de %A(ﬁ i = Ajpj, reales vy

normalizadas, I $,(x)¢,(x) k(x)dx=0,,, forman un sistema ortonormal completo
D

respecto de la medida k(x) dx en D.

Toda funciéon u € §(D) tal que Awue L”(D) admite un desarrollo absoluta, y

uniformemente convergente, en D : u = ch(bn ,donde ¢, =c,(u)= I ug@, kdx.
n=1 D

0.3.2. La dimension de Minkowski (dimension box) del contorno J de una region de

Jordan D. Sea V(8) = {x € R?>:3y € J:|x — y| < 6}. Entonces, la dimensioén box (de

14



log|v(é)I

. Si
968

Minkowski) superior de | = dD se define como d = dimg ] := 2 — limg,,

dimy(J) designa a la dimension Hausdorff de J se tiene 2 > d = dimg ] > dimy(J) = 1,

([F]). Luego, si 2 > d entonces la medida plana de J es nula, |J| = 0.
Uno de nuestros objetivos es probar el siguiente resultado, (cf. [La]).

TEOREMA 1. Sea D una region de Jordan y k(x) € JI = JI,(D). Si el contorno J tiene
dimension de Minkowski < 2 entonces los autovalores del problema Au + Ak(x)u =

0,u € $(D), verifican A, [, k(x)dx~4nn.
TEOREMA 2. Para D una region de Jordan perimetrizable vale la tesis del Teorema 1.
En efecto, en este caso d = 1.

0.4. Algunos teoremas de maximo y minimo. Sean a,(x) =a,(x), a,(x), a(x) y

f(x) funciones continuas reales en D, D es aqui un dominio (abierto conexo) acotado

de R*. Sea A el operador definido sobre U(D) por

2

Au = Zalk . an Z xl,xz)

i,k=1 =1

Supongamos A4 de tipo eliptico, es decir, para todo xe D :

2
D a, (x)h, b >0si h=(h,h,)#0.

ik=1
Para este operador vale el (cf. [He]):

LEMA de Hopf. Seau € J(D), Au=>0enD. Si 3 x, €D tal que u(x) < u(x,) para

todo xe D entonces, u(x) = u(xy) en D.

Sea A=A+a, a<0, pero del dominio D supogamos que su contorno satisface la
siguiente propiedad: si x,€ dD entonces existe una esfera Bc D tal que x,€ dB.

Vale entonces el

Segundo lema de Hopf. Sean u #constante, u € C1(D) n C?(D)(c U(D)), Au=0 en
D. Supongamos que en x, € dS, u tenga un maximo > 0. Entonces, g—z(xo) <0, donde
v designa a la normal interior a la esfera B en ese punto.

0.4.1. Son corolarios del Lema de Hopf los siguientes teoremas.

TEOREMA 1 (del maximo). Sea a < 0. Si f <0 en D entonces toda solucién no

constante u(x) de A := Au + au = f que tenga un minimo < 0 en D lo alcanza en dD,

15



ynoenD.Si f > 0en D entonces toda solucion no constante u(x) de 4 :== Au + au =

f que tenga un maximo > 0 en D lo alcanza en D, y no en D.

TEOREMA 2 (de unicidad y continuidad). El problema de contorno Au+au= f en
D, a<0,u=¢ en 0D, ¢ C(dD), tiene a lo sumo una solucion u(x) € U(D). Si las

u,(x), i=1,2, son soluciones con u, =@, en dD entonces ||¢1 - ¢2||w > ||ul - u2||o° .

0.4.2. Principio general de maximo (para el Laplaciano). Veamos ahora una util
generalizacion. En este trabajo usamos la expresion Au + c(x)u = f en el sentido de
las distribuciones D'(D). Nétese sin embargo que lo hacemos siempre junto a una
hipétesis que asegura que la distribucion u es funcion, u = u(x) € LY, lo mismo que

c(x) y son tales que c(x)u(x) esta en cada caso bien definida y es funcion.

TEOREMA 1. Sea D un dominio acotado, L'(D) 3 ¢(x) <0 y sea ue C(l_) ) tal que
Au+c(x)u= f(x) en D'(D) donde f € L*(D).

a)Si f(x) =0y M = maxp u(x) > 0 entonces M = m = maxyp u(x).
b) Si f(x) < 0y ming u(x) < 0 entonces mingp u(x) = ming u(x).
¢)Sic(x) =0y f(x) = 0 entonces maxp u(x) = maxyp u(x).

d). Sic(x) =0y f(x) < 0 entonces ming u(x) = mingp u(x).

DEMOSTRACION. a) Supongamos que M =u(x,)>m. Sea D la componente conexa

de {x:u(x) > 0} que contiene a x,. Entonces, 0D c {u = 0} U dD. Definamos, para
v € L1(D),

i) = 5 [, v () dy = [, v(0)ee(x —y)dy.  0<peCr(x<l)  con
I¢dx=1. Luego, vie C™.

Sea D, = {x € D:d(x,0D) > &} y 0<e<<g,. Alli: (Au)’ =—(cu) +f°20. Si

X, X € D¢, tenemos:

F(x)=(|du+ £ ) (0)=(au) () =(Au,p, (x=)) =(u(»). A0, (x = »)) =(.A,0,(x-)
= [u(y) 8,0, (x=y) dy=A, [u(r) @, (x=y) dy = A, [u")

O sea, A(ug):F 20 en D . Del teorema del maximo se deduce entonces que

uf(xg) < MaXyeqp, u®(x). De esto sigue que M < sup(m, 0), una contradiccion.

b) sigue de a) aplicada a — u. c) resulta sumando a u una constante adecuada, QED.
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0.5. Funciones de varias variables complejas. Sean G, y G, dos conjuntos abiertos
del plano complejo y F(z,w) definida en G,xXG, Diremos que F(z,w), a valores
complejos, es holomorfa en G, X G, si para cada valor ze G, es holomorfa con respecto
a we G, y para cada valor we G,, F es holomorfa con respecto a ze G, . Una funcion
holomorfa en G,XG, es continua alli (teorema de Hartog), y las derivadas
omn
dz" ow"

Condicion necesaria y suficiente para que F(z,w) sea holomorfa en algin entorno

(z,w) existen y son holomorfas en G, XG,.

bicircular de (z,,w,), o dicho mas brevemente, para que sea holomorfa en (z,,w,), es
que F admita un desarrollo de la forma F(z,w)= Zan (z)(w—w,)" uniformemente

n=0
convergente en un entorno abierto bicircular K, XK, con coeficientes a,(z)

holomorfos en X, .

TEOREMA 1 (de preparacion de Weierstrass) ([SZ]). Sea F(z,w) una funcidon
holomorfa, no idénticamente nula, en el entorno bicircular D; X D, alrededor del punto
(zg,wp) € C X C. Sea F(zy,wpy) =0. Entonces en un cierto entorno K; X K, de

(zp, W) la funcion es de la forma
F(z,w) = (z—2y)"P(z,w)F,(z,w)

donde F;(z,w) # 0 en K; X K, y es holomorfa alli, m es un entero no negativo y P es

un polinomio en w de grado k > 0 para todo z € K; de la forma

P(z,w) = (W —wp)* + A1 () (W — wp)* ™ + -+ + A (2)
donde A;(z) es holomorfa en K; y A;(z,) = 0 paratodoj, j=1..,k.
Si F(zy,w) £ 0en K, , esto es, sim = 0, entonces

F(z,w) = P(z,w)F,(z,w)

con k > 0, k = la multiplicidad de la raiz w=w, de F(z,,w). En este caso podemos
escribir P(z,w) también en la forma P(z,w) = ?:1 (W —w; (z)) donde w;(z) son
funciones continuas de z, verificando w;(zy) = wy.

Mas aun, son de la forma w;(z) = Tj((Z — zy)V q), (serie de Puiseux, cf. [H]), para

cierto q entero positivo, donde las 7;(v) son analiticas en un entorno de v = 0.
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LEMA 1. Sea ¢(z) = Z;"zl(aj + ibj)zj =it ajzj + iz;';lbjzj una funcion
analitica en un entorno de z = 0, donde los a; y b; son reales. Entonces vale la
alternativa:

a) ¢(x) esreal para 0 < x < §, § bastante pequeno, o bien

b) Im(¢(x) # 0 para todo x > 0, x bastante pequefio.

DEMOSTRACION. Si no pasa b), existe una sucesion x; — 0 tal que Im(¢p(x;) =

i bjxl-j = 0. Pero entonces b; = 0 para todo j, o sea vale a), QED

1
COROLARIO 1. Sea I = {x:0 < x < &}, x4 continua en /. Si € es bastante pequefio
entonces en el teorema anterior Ti(xl/ 4 ) es una funcién a valores reales en /, o bien no

toma valores reales alli.

0.6. Sobre series de Dirichlet, ((Wi]). Si f(s)= Zak exp(-4,s),s =0 +it, c>0,,
k=1

es analitica en el infinito entonces f(s) es igual a una constante. f(s) no tiene
necesariamente una singularidad sobre la abscisa de convergencia. Sin embargo vale el

TEOREMA 1 (Landau). Si a, >0 para todo k entonces f(s) no es analiticaen s =0,.

0.6.1. Sobre la transformada de Mellin-Stieltjes, ([1], [Ko], [C]). Sea a(x) una

funcién monétona, no negativa, no decreciente en (1,00) y sea f(s) = J.x_sa’a(x) .

1+
TEOREMA 1 (Ikehara). Si para Re(s) >1 la integral converge y para A =constante

A . .y . . o(x
g(s)=f(s)— 1 tiene una extension continua a Re s > 1 entonces hm(—) =A.

S — Yo X

0.7. Funcionales bilineales en un espacio de Hilbert. El siguiente teorema es un caso

particular del teorema de representacion de Lax-Milgram.

TEOREMA 1. Sea H un espacio de Hilbert y sea b(.,.):H X H—= Q (= cuerpo de

escalares de H, Q = C 6 R) una aplicacion que verifica:
i) b(u, +u,,v)=b(u,,v)+b(u,,v), b(u,v, +v,)=b(u,v,)+b(u,v,);
i) b(cu,v) = cb(u,v) = b(u, cv) para ceQ

iii) (b < Klul V], [pu,w)| 2 k|u|"  para ciertos K,k >0.
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Entonces, para todo se H existe un (unico) g€ H, g =q(s), tal que b(u,s) = (u,q)
paratodo ue H . Ademas q = q(s) g es un operador de H sobre H, lineal y acotado, lo

mismo que g~ 1.

DEMOSTRACION. Las hipotesis implican que b(., s) es un operador lineal y acotado.
Luego por el teorema de Riesz-Fischer existe q(s) tal que b(.,s) = (., q(s)). Por iii),

b(.,s) =0=s =0, 0seaq es uno a uno. Por i) e ii) es lineal y es continuo pues vale
lla()II? = (q(s), q(s)) = b(q(s), s) <por iii).< Kllq(s)lllIs]|.

Por iii) kllsli> < |b(s, $)I = (s, q(sN] < sllllg(s)l,

de donde se deduce que g tiene rango cerrado y g~ es continuo.

Sea S el rango de ¢, S == {q(s):s € H}. Sea z L S. Entonces 0 = (z,q(s)) = b(z,5)
para todo s. Para s = z sigue por iii) que z = 0. Luego, S = H. QED.

0.8. Valores propios. (1) de §0.1 vale aun para operadores K;, K, simétricos

completamente continuos y en la siguiente forma xp1q-1)+ < X'p+ + X' 'q+. Por tanto,

|)(p+ —)('p+| < |IK,||. Si ademas K, > 0 entonces x4+ = x'ps, (cf. [RN], §95).

0.9. Una desigualdad numérica. Sean a,b >0 y 0<a < . Entonces

(a+b)”’ <na(, B -B
———<2%a”+b7").
aabﬂ ( )
o o ﬁ_ o
En efecto, si a <b tenemos (a+b/3 :(1+a/5b) (EJ S—ﬂ,ysi b<a,
a’b a b a
(a+b)” _(1+b/a)” _2° . 1 2% (1 1)
= <—-. En consecuencia, < —+—, ED.
a’b’? b? b? a®b’ " (a+b)*\a? bP Q

0.10. TEOREMA (Hardy y Littlewood, [Ti]). Sean 0 < f(x) no decreciente y 0 < f <

a>1.8Si fgo % dy~ x% entonces (y s6lo entonces)

Cr(a)

@ . a-p-1
ra-prp’ 0 PAEET®

£
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CAPITULO 1.
Se sugiere al lector recurrir a Capitulo 0 en la primera busqueda de referencias sobre
resultados utilizados en el texto.
1.0. El nucleo de Green para € Laplaciano. Para probar € teorema citado en 0.3.1
necesitamos algunos resultados correspondientes a caso k(x) = 1. Sea D una region
plana de Jordan de contorno J. Nos proponemos estudiar €l nucleo de Green del
problema de Dirichlet:
(1) Au+Au=0 enD, u=0endD.
La funcion (nucleo) de Green, G(p,q), se construye utilizando la solucién (elemental)
fundamental del operador A (cf. 0.2) y & teorema de existencia y unicidad de la
solucion armonica: si g es una funcion continua definida sobre J entonces existe una 'y

sblo una funcion arménicaen D continuaen D que coincide con g sobre J.

DEFINICION 1. Sean pe D, qe D, p#q.

2 G(p,q):=s(p,q)-H(p,q),

donde s(p,q) := ZilogL y H(p,.) eslafuncién armonicaen D que coincide con
V4

la-pl
s(p,.) en dD: A H(p,q) =0 paratodo qe D, H(p,r)=s(p,r) paratodo r e dD.
Es decir, G(p,q) esta definida, por e momento, en DxD . Si p, — p en D entonces
H(p,.q) converge uniformemente a H(p,q), ge D, (cf. 0.4.1). Una consecuencia de
esto es que H(p,q) es continua en DxD . Por tanto G(p,q) es continua en (p,q)e

DxD siempreque p#q. En particular, G(p,q) es medible en Dx D . Convendremos
en definir G(p, p) =+~ s peD.

Si E(x) = —s(0,x) entonces AE = & (= §,) en D'(R?) y para toda distribucion T de
soporte compacto vale E * (AT) =T = A(E = T), (cf. [H], [Tr]).

El proximo teorema enuncia propiedades del nucleo (funcién) de Green.

TEOREMA 1. i) SeaD de Jordan de contorno J. Seanu € S(D), ¢ € L*(D) y

(3) Au=¢ enD.

Entonces, si definimos el operador G por (Gf)(p):= [ G(p,q)f(q)dq, vde

@ u(p)=-[G(p.a)¢(q)dq=(G(-Au))p), peD.
Osea Go—A=1Ienu € S$(D) cuando Au € L.
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ii)S p,qe D, p#q, entonces
G(p,a)=G(a,p).,
iii) Seage L"(D) y peD.Si

u(p) =~[G(p,q) ¢(q) da=-Gg(p)
entonces ue C(D), u=0en dD y parai=1,2,

5 a—n=—j —(p a)¢(d)dge C(D).

Esdecir, —G: L®(D) — Co(D) n C1(D).

iv) Sea g C* (D)L~ (D) . Entonces la funcion u(p) definidapor u = —G¢, pertenece

aS(D) y verificaAu = ¢. Esdecir, resuelve un problema de Dirichlet:
PECINL® = —GPpES,(—A°G)p = Ip = ¢.

V) son equivalentes las siguientes proposiciones (A € C):

a) ® € 12(D), @ =AGD,

b) ® eS(D), —AD = Ad.

vi) SiM es e diametro de D, M: = sup{|x — y|: x,y € D}, entonces

0< G(pq)<ilog| q’ , (p.9)e DxD,
p-

y 1

vii) G*(p,g)dgs—— Iog( qu C’<o, peD,
f e 4

viii) 7/2:”DXBGZ(p,q)dpdqSC2|D|<c>o.

Obsérvese que e operador G, (Gg@)(p) :J'G(p,q)(z)(q) dqg, es, segun i), iv), € inverso

del operador diferencial —A. Y ademéas que no necesariamente |D| = |D| pues puede
ser que |J| > 0. A continuacion demostraremos las propiedades vi)-viii) de G(p,q) y
luego mostraremos que i)-iv) = V).

DEMOSTRACION DE vi)-viii). La no negatividad de G sigue del hecho que G es no
negativa en el contorno de laregién D\B,(p) —donde ¢ es suficientemente pequefio —
y es armonica en su interior. El principio de maximo aplicado a la funcién armonica

—H(p,.) dalugar aladesigualdad uniforme:
(6) ~H(p q)<imaxlog|p—r|<ilogM
"V T o read T o
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delacual siguevi). Obviamente, vi) = vii) = viii) , ged.
DEMOSTRACION DE i)—iv)=vV). Supongamos que @ verifica @). De vii) y la
desigualdad de Cauchy-Schwarz resulta |®| < |A|C||D]|,. Luego, ® e L™(D). De iii)
sigue ahoraque ® € C*(D). Finalmente, deiv) se deduce b).

Reciprocamente, si vale b) podemos aplicar i) y obtenemos a), ged.

1.1. Resultados auxiliar es. En esta seccion y las siguientes veremos algunos resultados
necesarios para la demostracion de i)-iv). Aqui u designara a una funcion armonica
(real) no constante en D, region de Jordan: u=u(p), p=(x,y)e D, ([Keg]).
DEFINICION 1. Por un arco de curva C", n entero positivo, entenderemos una curva
¥ que admite una representacion f (t) =(x,(t),x,(t)), 0<t<1, x(t)e C"(0,)), tal que
paratodo te (01), (% (t), %,(t)) # (0,0) y f esunhomeomorfismo (C°) de (0,1) sobre
y=1(01.

En palabras, ¥ esunarco deJordan C".

DEFINICION 2. De un conjunto conexo compacto I' de R* se dird que es una curva
cerrada C" s paratodo z=(x,y)e I' existeun entorno U, ta que T nU, esun arco de
curva C".

Luego, I' esunacurva deJordan C". T" admite un versor norma (n,,n,) en cada uno

de sus puntos.

DEFINICION 3. Diremos que un dominio D es estdndar regular (D€ ER) s es un

recinto de Jordan cuyo contorno es unacurva C* (con tangente no nula en todo punto).

L os dominios estandar regulares son normales (para el teorema de Gauss) pues valen en
ellos los teoremas de Gauss, Green y Stokes. Vale que si a un dominio estandar D se le
quita un numero finito de circulos contenidos en D e dominio multiplemente conexo
gue resta es normal.

NOTACION. Recordemos que B.(p) ={q:lp —ql < e} =S\, = B\Z,, 2, =
{g:lp —ql = €}.

1.2. PLAN paralademostracion dei) eii). Supongamos D € ER (Def. 3).

Llamaremos D, :=D\S, (p), S,  D. Entonces,
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[ G(p.c)o(a)da=1im [(G(p.a) Au(@) ~u(@)A,G(p.))dg. Luegosi 1 =|p—q|, esto es

igual a(n normal exterior, u € C?):

1) [Iigg I(G( p.q)Au(g) —u(9)A,G(p,q))dg =
j(ea—“— a—doa —~lim (Ga—“— a—doO'q:
;LU on o on =0l \dr o ar

_ ou oG
_HG%daq—J;ua—nda }+O+ I)grg u—da H 3[ }—Ilm— Iu(q)da

=[---]-u(p) = =0-u(p)=-u(p).
Osea s [+ ] = 0 tendriamosii). Esto es, necesitamos

] G
(a)f] GﬁddeI:O (ﬁ)f] u ——dog =0

Veamos ahora ii). Para p,qe D, p#q, sea S=S (p)US,(q) =D, donde las esferas
S,(p), S,(g), no tienen puntos en comdn. Sea D, = D\S Aplicando € teorema de

Green alas funciones u(s) =G(p,s), v(s) =G(q,s) , amodnicasen D, , obtenemos:

0= [(uAv—vAu)ds = J‘[uﬂ— @jda:

d, a,L 9N on
—J-( ﬂ—va—jd j (v%—ua—jd <t J. (v@— deds
5L on n sqlerep OF r splropl OF 0T
L uego,
ov _du : ov ou
2 0= ——-Vv—|do| + lim 0— —d —do,-0|=
@ U( on Vanj G} nlgg[ S_L””ar G“g_Lﬂvar s ]

:Dug o- jv—d0}+u(q) v(p)= 0+G(p,q)-G(q, p).

Aqui necesitamos que las dos integrales del corchete se anulen. Ambas son del tipo (B).
NB. Laregion D del Teor. 1, 81.0, no es necesariamente ER ni puede asegurarse quez—i

exista en dD por lo que la argumentacién precedente no es correcta en general. Sin
embargo esta es valida en regiones aproximantes D, para las que son verdaderas las
formulas de esta seccion. Las construiremos a continuacion verificando D, T D. Asi

podremos finalmente probar el teorema mencionado para D de Jordan arbitraria.

23



1.3. Nuevos resultados auxiliares. Sea u arménica en D, regién de Jordan, tal que
u #+ cte..
NOTACION. X(u) denotard a conjunto (cerrado) de puntos de D donde se
anula e gradiente de lafuncién armonica u.
LEMA 1. El conjunto u(X (u) es numerable.
DEMOSTRACION. Basta probar que u es localmente constante sobre X (u), (= X(u)
en D). Sea p € X(u). Podemos suponer que p = (0,0), esto es, Vu(0,0) =0. La
funcion F(x,y) = uz(x,y) + uj(x,y) es analitica (real) en un entorno U x U (c R X
R) por lo que admite una extension F(z,w), obtenida extendiendo ambos sumandos,
analitica en un entorno VxV (c CxC) del origen. Podemos suponer, disminuyendo el
entorno S es necesario, que u(x,y) tiene en VxV una extension ii(z,w). Las
extensiones mencionadas son Unicas. Esto implicaque F(z, w) = %i2(z,w) + 12, (z,w).
El teorema de preparacion de Weierstrass (§ 0.5) afirma entonces que £, en un entorno
bicircular WxW cV xV , se anula solamente sobre el gréfico de un ndmero finito
(eventualmente 0) de funciones analiticas en W \ {0}, 7; (z1/9), tales que las 7j(v) son
analiticasen W, nulasen z = 0 y posiblemente también sobre un entorno reducido Y de
w = 0 en {0} x C. Usando ahora el Corolario 1, § 0.5, obtenemos que para un entorno
bicircular rea de (0,0), U X U (€ R X R) vale

X(w) nU x U=U*_ {(x, 7;(x9): x € U)} U{(0,¥):y € U}U(0,0).
Si sobre I = {x:0 < x € U}, (x, Tj(xl/q)) € X(u) entonces Vu (x, Tj(xl/q)) =0y

%u(x,r(xl/q)) es cero en I. Por la continuidad de u, u (x,r(xl/q)) = u(0,0) enl. De
lamisma manera, s paray € U, (0,y) € X(u) entonces u(0,y) = u(0,0). Conclusion:
u es localmente constante sobre X (u), QED.

LEMA 2. Los conjuntos equipotenciales J, = {p=(xy):u(p) = u}, peu(X(u)), s
no son vacios, localment son curvas C™, cualquieraseam > 0.

aul, [ou
oX| |ay
y=Yy(X)e C”,0bien, x=x(y)e C, QED.

DEMOSTRACION. En J + >0. Entonces, locamente se tiene

o

Sea ahora u(q) una funcién arménica no negativa en D\{p}, p € D, continua hasta

J=0D y nuladli, quetiende a +« cuando g — p. Por gemplo, u(q)=G(p,q).Si t
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es un arco de Jordan (abierto) contenido en D tal que un extremo r € dD y €l otro es p
entonces {t: t = u(x),x € t} = (0, ) pero por € Lemal,
card{t:t = u(x), Vu(x) = 0} < X,.
Definamos para e u(X(u)), 1 > ¢ > 0,
D, ={a:u(@)>¢}, C, ={a:0<u(g)<e}, I, ={a:u(@) =&}
Se deduce entonces que oD, =J, U{p}, oC, =J,UJ. Por dominio entendemos un

abierto conexo y vale e

LEMA 3. D, y C, son dominios. J, es una curva de Jordan cerrada C™, v m > 1,

(que tiene tangente continua no nula en todo punto y es por tanto rectificable).
DEMOSTRACION. r y g en D se dicen conectados en D s existe un arco de Jordan

contenido en D con extremos r y g (arquiconexion). D, es conexo: en efecto, si no lo
fueraexistiria p,e D, no conectado en D, ap. Sea

T,={qe D, : qconectadoen D, a p, }.
Entonces, T, es abierto y dT,cJ,. Luego, u=¢ en T,, lo cua no es posble
pues.u(p,) > £y uesarmonica.
D, es un compacto contenido en D. Sea C'=R?\D, =C, U{ R*\D}. ¢’ es un dominio:
en efecto, para ver esto es suficiente mostrar que todo punto de C, se puede conectar
con un punto de J. Sea p,e C, y S, ={ge C, : g esta conectadoa p, enC, }. Entonces
0S cdC,=J,UJ. S 9dS,cJ, entonces llegamos a una contradiccion como antes.
Luego 0S,NJ = . De esto se deduce que p, esta conectado aJ.
El conjunto compacto J,, contenido en el dominio interior aJ, admite exactamente dos
dominios complementarios: D, y C'. Como es localmente una curva C* con tangente
no nula, pues ¢ X(u), tiene normal en cada punto r € J_, la cua posee la direccion

del gradiente de u. Luego, hay dos pequefios segmentos de extremo r, uno contenido en

D, y otro en C,, salvo por ese extremo El teorema reciproco de Jordan asegura
entonces que J, esunacurvade Jordan.
C. estacontenido en €l interior de Jy en el exterior de J, , ambas curvas de Jordan. En

consecuencia, C, esun conjunto abierto conexo, QED.
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1.4. CONTINUACION de la demostracién de ii). Usamos la notacion del §1.2,
u(s) =G(p,s),v(s) =G(q,s), y con O<eegu(X(u), e<u(@. S I, =

{se D:u(s)=¢e}={s: G(p,s) = &} entonces ge D,. Obsérvese que V536: dist(s,]) <
0 =0<G(p,s) <dporloque J, — J. Reemplazando en ladeduccion de (2) 1.2 D

por D, , obtenemos:

Ju ov
1 - =|-——vd —do..
M VP -u(@ =[5 vdo, +e 5 do,

Sien (1) 1.2 hubiéramosusado u=1y D, enlugar de D, habriamos obtenido:
G

(P.9) do,=1.
n

2 peD = -
2 peg:{_a

Como ?SO en J

n normal exterior y [, Z—Zdas =1 06s) g5 . resulta, por @
n & &

on

e

teoremadel valor medio y paracierto punto s, € J, :

3) v(p)—u(q)=—j§—‘r’]vdas—e:M%‘dos—e:v(sg)j

Ju
1 d o=
an‘ o, —€&

= —v(s,) ffg Z—Zdas —&.
Luego, v(p)—u(q)=Vv(s,).1-¢.Para e — 0, v(s.) >0 pues J, — J,y latesissigue,
QED.
Definimos G(p,,q) = LLTOG(p,q) para p,ge D, p,€ dD. Como ese limite existe y es

igua a lim G(q, p) =G(q, p,) =0, resulta: G(p,,q) =0 paratodo p,e dD, qe D.
P—Po
1.5. CONTINUACION de la demostracién de i). Sea ¢ < 1, D.=D,\S.(p),
r=|p—q|, . Por hipétesisu € $(D) y sabemos que, para 7 — 0, (cf. (1), §1.2),
oG 1
rLuydo-q = —gmLu(q)dO'q —=u(p) .

Por (2) y como en (3), obtenemos,

9G(p,s) _ 3G (p,s) _
f{G(p,S)#}v(S) o 405 = v(Se) f]g ~ = dos = v(s,).

Luego,  [G(p.a) ¢(q) da=lim [G(p,q) Au(q) dg=

. ou dG . ou dG _
‘UEJE(G%‘”a—n]d"q*'e'i‘(?,_iea—n‘“a—n]d"q‘

26



L ou . oG . oG _
—I;ggje(p,q)a—n(q) do, —nm!u(q)a—n(p,q)daq+ogg)miu(q)y(p,q) do,=
:|iij(p,q)@(q) do, —limu(q.) +0+lim j u(q)a—G(p,q) do, =
e035 on d a0 or a
. ou
:Ugglg%(q) do,+0+0-u(p).
Dado que Au = ¢, usando laférmula de Green obtenemos,
[G(p.a) ¢(a) da=lime[[ ¢ dxdy—u(p)=-u(p), QED.
. .
1.6. DEMOSTRACION deiii). Sean p,re D y |p—r|< . Por definicion:
u®) = Jpns, 0 @ DO@dq + [ o 6@, DP(q)dq =:L(P) + L(p).
Comoen D\S,;(r) vale G(p,q) S%Iog(M /6), resulta:

) () =lim1,(p).

Por otraparte, dado £ >0, s ¢ es suficientemente pequefio,

%) I, (p)|< j log™ dx<e.

{x<3s} | |

De (44) y (45) sigue entonces que u(r) = Ipin:lu(p) y ue C(D).
Enel casoque redD: u(r):jG(r,q)¢(q) dg=0.

Teniendo en cuenta el Teorema 1 del 80.2, la demostracion del punto iii) llegaa su fin

con una aplicacion del siguiente lema.

LEMA 1. Sea¢€ LM(D)! H(p,CI)ZS(p,Q)—G(p,CI) y

(3) F()=[H(xy) o(y) dy.

Entonces, F(x)e C”(D) y en D vale,

ai+jF aH—J
@ Saat H ) (2, Y2)) 931, ¥) dls s,
2 2
(5) af+af=AXF:o.
X, 9%
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DEMOSTRACION. (5) sigue inmediatamente de (4). Veamos (4). Sabemos que la
funcion H(p,q) es continua en (p,q)e DxD y simétricaen DxD . Ademés, por ser
armonica, H(.,q)e C” (D) paratodo qe D.

S Kcint(K)cK'cD, Ky K’ compactos, entonces, para (p,g)e KxD y por

medio de la desigualdad de Harnack para la funcion arménica H(.,q) calculada en

pe K y radiodd circuloigua a dist(K,0K") obtenemos,

<2 s [H(P.A) ik oK)= MKK)suplH(p.o)]: (p.c) e KxD}

p=K’,qeD

oH
(6) ‘a—pi(p,q)

Por tanto, s Cy(K', D) :=sup{|H (p,q)|: (p,q) € K'xD} tenemos,
(7  C,(K,D) = sup{|g—i(p, q)| .(p,q) €K x D} < M(K,K").Co(K', D) < 0.

Lavalidez de (4) paralas derivadas de primer orden se obtiene ahora derivando (3) bago

el signo integral. Esta operacion queda justificada por €l Lema 1 del parrafo 0.2.

Con derivadas de orden superior se procede en forma semejante pero recurriendo a(7),
QED.

1.7. DEMOSTRACION de iv). Usaremos a continuacién el teorema de existencia y

unicidad de la solucién armdénica mencionado en 1.0. La funcién

V(P) =~ [ s(p.a)(@)da=_ [ ¢(a)log p-qica,

D
pertenece a C?(D)NC'(R?) y essolucién de Av=¢ en D, (cf. 0.2y 0.2.1).
Recurriendo a la funcion armonica we C~(D)(\C(D) ta que w=-v en oD,

definimos u=v+w. Entonces, u € S(D) y como Aw=0 en D, u resuelve & problema
deDirichlet Au = ¢, u=0enadD.

Dei) sigue que ademésuy w son delaforma(p € D):

U(IO)=—IG(D,Q)¢(Q)O|CI, w(p) = [, Hp, Q¢(q)dq, QED.

1.8. COMPLEMENTO. Como consecuencia del ultimo Lema y el Corolario 1 del

80.2.5 obtenemos €l siguiente resultado

TEOREMA 1. Sea D de Jordan. Si f € Lip,,(D) entonces [, G(p,q)f(q)dq €
C?(D).
Este teorematiene la siguiente extension que no demostraremos,
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TEOREMA 2. Sea O<a<1. Sea ¢ una funcion acotada, localmente o —Holder

continua en D de Jordan. Entonces, la funcion u(p):—G(¢)(p)=—.[G(p, q) #(q) dq
D

tiene derivadas segundas localmente o — Holder continuas.
1.9. El desarrollo en autofunciones del operador —k~1(x)A,.
TEOREMA 1. i) Sea k(x) € Lip,(D) ta que 0 < e <k(x) parax € D region de

Jordan. El problema (clasico) de contorno Au+ A ku=0, u|aD =0, esto es,

(1) ~ o lu® =@,  uesD),

posee infinitos autovalores reales de multiplicidad finita que pueden ordenarse segiin su

magnitud creciente: 0< A, <A, <., A, > eo.

ii) Las correspondientes autofunciones ¢; € $(D), reales, normaizadas en L*(D, k):

Iyl = {5, I8, Gol krdx = 1, verifican,
(2) 808,00 k(x) dx=0 s i #].

Estas forman un sistema ortonormal completo respecto de lamedida k(x) dx en D.
iii) Toda funcion u € S(D) tal que Aue L™ (D) admite un desarrollo uniformemente y

absolutamente convergenteen D :
(3) u=>cd,. ©, =c,(u)=[ug, kax.
n=1 D

NB. Designaremos con L, ,, 0 simplemente con £,, a operador A + Ak por lo que al
problemaclasico (1) o podemos describir como £, ,u = 0, u € §.
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1. i) Del teorema del maximo (80.4.1) se deduce

quesi uz0 resuelve (1) entonces A ¢ (—e0,0].

Sea A+ 0. Seau € S(D) ta que Au=-Aku y 0<+/e < f =k . Entonces, por i)
Teorema l, 81.0,

(4) Au(p) = IG( p.a)u(@k(a)dg = [, G, Qu@.f* (q)dq.

Reciprocamente, si ue L?(D) y satisface (4) entonces kue L*(D) y u es acotada . En

consecuencia, ue C'(D)NC(D), u|,, =0. Como u es acotada y localmente Lipschitz,

kue Lip, (D). Del Teoremal, §1.8, obtenemos ue C*(D) y por tanto u € S(D).
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Entonces, usando la solucion fundamental del Laplacianoy € Lema 1 81.6, obtenemos:
A (%) = A(=E = uk) = —uk (D'(D)). Porser u € C2, Au=—Aku también en sentido
ordinario. Es decir, u es solucion de (1), (en sentido clésico).

Hemos probado entonces que el problema diferencia (1) es, para1 # 0, equivalente a

siguiente problemaintegral:

(5) #G(p) = [G(p,q)i(q) do =: (K1) (p),

donde G(p,q) = f(p)G(p.0) (a), (,q) € D x D, T(p)= f(p)u(p), u=1/1.

Las autofunciones normalizadas @,n:lZ,..., con vaores propios u,#0 se

corresponden con los del problema (1): ¢, = {5“ / f conautovaloresi, = 1/u,.

1 =0 no es valor propio. En efecto, € nlcleo de K verifica: G(p,q) = G(q,p) €

L*(0xD), y |G|, <cCIDI"?|kll, <o ya que VpE€D: 1/f|5(p, 9)|"dg <

Cllkl|loo < oo, (vii) T1 1.0). Luego, la integral en (5) define un operador de Hilbert-

Schmidt, K, en L*(D), (RG)(p):jé(p,q)G(q) dg. K es autoadjunto y de rango
D

denso. Esto ultimo siguede i) T. 1 81.0 pues Cy,° (D) < S(D).

De esto sigue que paratodo n, n=12,... , 4, esrea no nulo- por lo yadicho positivo -

de multiplicidad finitacon A, = " — o paran—oo.

K es un operador positivo pues

(6) G, q) = Ximd:i(@)Pi(@) L*®.q)), ;i > 0.

ii) Las autofunciones del problema diferencial, ¢, = g;n/ f , son ortogonales respecto al

peso ki [,(a)¢,(A) k() da = [ 4, (a) §,,(A) g = &, y forman un sistema completo en
D D
L*(D;k) pues {(Zn}escompletoen laclausuradel rango de K , es decir, en L*(D).

ii) Sea U (p) = (KH)(p) = [ G(p,6) H(a) dq f€ rango de K ) donde H € 1.

Como paratodo p, Hé( P, q)‘2 dg<M <o, envirtud de un teoremade E. Schmidt vale,
D

(cf.[RN]), que e desarollo U(p)=i'6n(u)é(p)=Z‘funfn(H)én(p) es

absolutamente convergente.
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Més aln, el desarrollo es uniformemente convergenteen D .

S ueSD), [Au| <e, entonces uf = K((-Au)/f). O sea, U(p):=(uf)(p)
pertenece a rango de K. Ademés,

(7) ¢, (u) = [u(a) k(a) ¢,(a) da= &,U) = [ (u(a) f (o)), (a)d

Luego, i‘én(uw;(p)=icn(u)<?>;(p)=[icn(u>¢n(p)jf<p)—'>uw>=u<p> ()

y como o > \/lkll, = f > Ve, , sigueque . c,dn > u, QED.
COROLARIO 1. Las soluciones de —Au =7ku, u € S(D), k(x) € Lip;,.(D) tal que

paracierto € > 0,e < k(x), resuelven la ecuacion u(p) = TIG(p, g)u(q).k(g)dg y de
D

manera que,

® AP [C(Pan@ K@ A, ¢y = dn0) = aCih),
9 vp €D, G(p,9) =2 6,(P¢.(a)/2, (L*(q € D)),

©) 6. @) = 5 $u(D)bn(@)/ A, 12(D x D),

10) g (p)/A4[ = IGz.kdq <|k|_C? < e, uniformementeen pe D .
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CAPITULO 1.
Se sugiere al lector recurrir a Capitulo 0 en la primera busqueda de referencias sobre
resultados utilizados en el texto.
1.0. El nucleo de Green para € Laplaciano. Para probar € teorema citado en 0.3.1
necesitamos algunos resultados correspondientes a caso k(x) = 1. Sea D una region
plana de Jordan de contorno J. Nos proponemos estudiar €l nucleo de Green del
problema de Dirichlet:
(1) Au+Au=0 enD, u=0endD.
La funcion (nucleo) de Green, G(p,q), se construye utilizando la solucién (elemental)
fundamental del operador A (cf. 0.2) y & teorema de existencia y unicidad de la
solucion armonica: si g es una funcion continua definida sobre J entonces existe una 'y

sblo una funcion arménicaen D continuaen D que coincide con g sobre J.

DEFINICION 1. Sean pe D, qe D, p#q.

2 G(p,q):=s(p,q)-H(p,q),

donde s(p,q) := ZilogL y H(p,.) eslafuncién armonicaen D que coincide con
V4

la-pl
s(p,.) en dD: A H(p,q) =0 paratodo qe D, H(p,r)=s(p,r) paratodo r e dD.
Es decir, G(p,q) esta definida, por e momento, en DxD . Si p, — p en D entonces
H(p,.q) converge uniformemente a H(p,q), ge D, (cf. 0.4.1). Una consecuencia de
esto es que H(p,q) es continua en DxD . Por tanto G(p,q) es continua en (p,q)e

DxD siempreque p#q. En particular, G(p,q) es medible en Dx D . Convendremos
en definir G(p, p) =+~ s peD.

Si E(x) = —s(0,x) entonces AE = & (= §,) en D'(R?) y para toda distribucion T de
soporte compacto vale E * (AT) =T = A(E = T), (cf. [H], [Tr]).

El proximo teorema enuncia propiedades del nucleo (funcién) de Green.

TEOREMA 1. i) SeaD de Jordan de contorno J. Seanu € S(D), ¢ € L*(D) y

(3) Au=¢ enD.

Entonces, si definimos el operador G por (Gf)(p):= [ G(p,q)f(q)dq, vde

@ u(p)=-[G(p.a)¢(q)dq=(G(-Au))p), peD.
Osea Go—A=1Ienu € S$(D) cuando Au € L.
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ii)S p,qe D, p#q, entonces
G(p,a)=G(a,p).,
iii) Seage L"(D) y peD.Si

u(p) =~[G(p,q) ¢(q) da=-Gg(p)
entonces ue C(D), u=0en dD y parai=1,2,

5 a—n=—j —(p a)¢(d)dge C(D).

Esdecir, —G: L®(D) — Co(D) n C1(D).

iv) Sea g C* (D)L~ (D) . Entonces la funcion u(p) definidapor u = —G¢, pertenece

aS(D) y verificaAu = ¢. Esdecir, resuelve un problema de Dirichlet:
PECINL® = —GPpES,(—A°G)p = Ip = ¢.

V) son equivalentes las siguientes proposiciones (A € C):

a) ® € 12(D), @ =AGD,

b) ® eS(D), —AD = Ad.

vi) SiM es e diametro de D, M: = sup{|x — y|: x,y € D}, entonces

0< G(pq)<ilog| q’ , (p.9)e DxD,
p-

y 1

vii) G*(p,g)dgs—— Iog( qu C’<o, peD,
f e 4

viii) 7/2:”DXBGZ(p,q)dpdqSC2|D|<c>o.

Obsérvese que e operador G, (Gg@)(p) :J'G(p,q)(z)(q) dqg, es, segun i), iv), € inverso

del operador diferencial —A. Y ademéas que no necesariamente |D| = |D| pues puede
ser que |J| > 0. A continuacion demostraremos las propiedades vi)-viii) de G(p,q) y
luego mostraremos que i)-iv) = V).

DEMOSTRACION DE vi)-viii). La no negatividad de G sigue del hecho que G es no
negativa en el contorno de laregién D\B,(p) —donde ¢ es suficientemente pequefio —
y es armonica en su interior. El principio de maximo aplicado a la funcién armonica

—H(p,.) dalugar aladesigualdad uniforme:
(6) ~H(p q)<imaxlog|p—r|<ilogM
"V T o read T o
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delacual siguevi). Obviamente, vi) = vii) = viii) , ged.
DEMOSTRACION DE i)—iv)=vV). Supongamos que @ verifica @). De vii) y la
desigualdad de Cauchy-Schwarz resulta |®| < |A|C||D]|,. Luego, ® e L™(D). De iii)
sigue ahoraque ® € C*(D). Finalmente, deiv) se deduce b).

Reciprocamente, si vale b) podemos aplicar i) y obtenemos a), ged.

1.1. Resultados auxiliar es. En esta seccion y las siguientes veremos algunos resultados
necesarios para la demostracion de i)-iv). Aqui u designara a una funcion armonica
(real) no constante en D, region de Jordan: u=u(p), p=(x,y)e D, ([Keg]).
DEFINICION 1. Por un arco de curva C", n entero positivo, entenderemos una curva
¥ que admite una representacion f (t) =(x,(t),x,(t)), 0<t<1, x(t)e C"(0,)), tal que
paratodo te (01), (% (t), %,(t)) # (0,0) y f esunhomeomorfismo (C°) de (0,1) sobre
y=1(01.

En palabras, ¥ esunarco deJordan C".

DEFINICION 2. De un conjunto conexo compacto I' de R* se dird que es una curva
cerrada C" s paratodo z=(x,y)e I' existeun entorno U, ta que T nU, esun arco de
curva C".

Luego, I' esunacurva deJordan C". T" admite un versor norma (n,,n,) en cada uno

de sus puntos.

DEFINICION 3. Diremos que un dominio D es estdndar regular (D€ ER) s es un

recinto de Jordan cuyo contorno es unacurva C* (con tangente no nula en todo punto).

L os dominios estandar regulares son normales (para el teorema de Gauss) pues valen en
ellos los teoremas de Gauss, Green y Stokes. Vale que si a un dominio estandar D se le
quita un numero finito de circulos contenidos en D e dominio multiplemente conexo
gue resta es normal.

NOTACION. Recordemos que B.(p) ={q:lp —ql < e} =S\, = B\Z,, 2, =
{g:lp —ql = €}.

1.2. PLAN paralademostracion dei) eii). Supongamos D € ER (Def. 3).

Llamaremos D, :=D\S, (p), S,  D. Entonces,
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[ G(p.c)o(a)da=1im [(G(p.a) Au(@) ~u(@)A,G(p.))dg. Luegosi 1 =|p—q|, esto es

igual a(n normal exterior, u € C?):

1) [Iigg I(G( p.q)Au(g) —u(9)A,G(p,q))dg =
j(ea—“— a—doa —~lim (Ga—“— a—doO'q:
;LU on o on =0l \dr o ar

_ ou oG
_HG%daq—J;ua—nda }+O+ I)grg u—da H 3[ }—Ilm— Iu(q)da

=[---]-u(p) = =0-u(p)=-u(p).
Osea s [+ ] = 0 tendriamosii). Esto es, necesitamos

] G
(a)f] GﬁddeI:O (ﬁ)f] u ——dog =0

Veamos ahora ii). Para p,qe D, p#q, sea S=S (p)US,(q) =D, donde las esferas
S,(p), S,(g), no tienen puntos en comdn. Sea D, = D\S Aplicando € teorema de

Green alas funciones u(s) =G(p,s), v(s) =G(q,s) , amodnicasen D, , obtenemos:

0= [(uAv—vAu)ds = J‘[uﬂ— @jda:

d, a,L 9N on
—J-( ﬂ—va—jd j (v%—ua—jd <t J. (v@— deds
5L on n sqlerep OF r splropl OF 0T
L uego,
ov _du : ov ou
2 0= ——-Vv—|do| + lim 0— —d —do,-0|=
@ U( on Vanj G} nlgg[ S_L””ar G“g_Lﬂvar s ]

:Dug o- jv—d0}+u(q) v(p)= 0+G(p,q)-G(q, p).

Aqui necesitamos que las dos integrales del corchete se anulen. Ambas son del tipo (B).
NB. Laregion D del Teor. 1, 81.0, no es necesariamente ER ni puede asegurarse quez—i

exista en dD por lo que la argumentacién precedente no es correcta en general. Sin
embargo esta es valida en regiones aproximantes D, para las que son verdaderas las
formulas de esta seccion. Las construiremos a continuacion verificando D, T D. Asi

podremos finalmente probar el teorema mencionado para D de Jordan arbitraria.
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1.3. Nuevos resultados auxiliares. Sea u arménica en D, regién de Jordan, tal que
u #+ cte..
NOTACION. X(u) denotard a conjunto (cerrado) de puntos de D donde se
anula e gradiente de lafuncién armonica u.
LEMA 1. El conjunto u(X (u) es numerable.
DEMOSTRACION. Basta probar que u es localmente constante sobre X (u), (= X(u)
en D). Sea p € X(u). Podemos suponer que p = (0,0), esto es, Vu(0,0) =0. La
funcion F(x,y) = uz(x,y) + uj(x,y) es analitica (real) en un entorno U x U (c R X
R) por lo que admite una extension F(z,w), obtenida extendiendo ambos sumandos,
analitica en un entorno VxV (c CxC) del origen. Podemos suponer, disminuyendo el
entorno S es necesario, que u(x,y) tiene en VxV una extension ii(z,w). Las
extensiones mencionadas son Unicas. Esto implicaque F(z, w) = %i2(z,w) + 12, (z,w).
El teorema de preparacion de Weierstrass (§ 0.5) afirma entonces que £, en un entorno
bicircular WxW cV xV , se anula solamente sobre el gréfico de un ndmero finito
(eventualmente 0) de funciones analiticas en W \ {0}, 7; (z1/9), tales que las 7j(v) son
analiticasen W, nulasen z = 0 y posiblemente también sobre un entorno reducido Y de
w = 0 en {0} x C. Usando ahora el Corolario 1, § 0.5, obtenemos que para un entorno
bicircular rea de (0,0), U X U (€ R X R) vale

X(w) nU x U=U*_ {(x, 7;(x9): x € U)} U{(0,¥):y € U}U(0,0).
Si sobre I = {x:0 < x € U}, (x, Tj(xl/q)) € X(u) entonces Vu (x, Tj(xl/q)) =0y

%u(x,r(xl/q)) es cero en I. Por la continuidad de u, u (x,r(xl/q)) = u(0,0) enl. De
lamisma manera, s paray € U, (0,y) € X(u) entonces u(0,y) = u(0,0). Conclusion:
u es localmente constante sobre X (u), QED.

LEMA 2. Los conjuntos equipotenciales J, = {p=(xy):u(p) = u}, peu(X(u)), s
no son vacios, localment son curvas C™, cualquieraseam > 0.

aul, [ou
oX| |ay
y=Yy(X)e C”,0bien, x=x(y)e C, QED.

DEMOSTRACION. En J + >0. Entonces, locamente se tiene

o

Sea ahora u(q) una funcién arménica no negativa en D\{p}, p € D, continua hasta

J=0D y nuladli, quetiende a +« cuando g — p. Por gemplo, u(q)=G(p,q).Si t
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es un arco de Jordan (abierto) contenido en D tal que un extremo r € dD y €l otro es p
entonces {t: t = u(x),x € t} = (0, ) pero por € Lemal,
card{t:t = u(x), Vu(x) = 0} < X,.
Definamos para e u(X(u)), 1 > ¢ > 0,
D, ={a:u(@)>¢}, C, ={a:0<u(g)<e}, I, ={a:u(@) =&}
Se deduce entonces que oD, =J, U{p}, oC, =J,UJ. Por dominio entendemos un

abierto conexo y vale e

LEMA 3. D, y C, son dominios. J, es una curva de Jordan cerrada C™, v m > 1,

(que tiene tangente continua no nula en todo punto y es por tanto rectificable).
DEMOSTRACION. r y g en D se dicen conectados en D s existe un arco de Jordan

contenido en D con extremos r y g (arquiconexion). D, es conexo: en efecto, si no lo
fueraexistiria p,e D, no conectado en D, ap. Sea

T,={qe D, : qconectadoen D, a p, }.
Entonces, T, es abierto y dT,cJ,. Luego, u=¢ en T,, lo cua no es posble
pues.u(p,) > £y uesarmonica.
D, es un compacto contenido en D. Sea C'=R?\D, =C, U{ R*\D}. ¢’ es un dominio:
en efecto, para ver esto es suficiente mostrar que todo punto de C, se puede conectar
con un punto de J. Sea p,e C, y S, ={ge C, : g esta conectadoa p, enC, }. Entonces
0S cdC,=J,UJ. S 9dS,cJ, entonces llegamos a una contradiccion como antes.
Luego 0S,NJ = . De esto se deduce que p, esta conectado aJ.
El conjunto compacto J,, contenido en el dominio interior aJ, admite exactamente dos
dominios complementarios: D, y C'. Como es localmente una curva C* con tangente
no nula, pues ¢ X(u), tiene normal en cada punto r € J_, la cua posee la direccion

del gradiente de u. Luego, hay dos pequefios segmentos de extremo r, uno contenido en

D, y otro en C,, salvo por ese extremo El teorema reciproco de Jordan asegura
entonces que J, esunacurvade Jordan.
C. estacontenido en €l interior de Jy en el exterior de J, , ambas curvas de Jordan. En

consecuencia, C, esun conjunto abierto conexo, QED.
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1.4. CONTINUACION de la demostracién de ii). Usamos la notacion del §1.2,
u(s) =G(p,s),v(s) =G(q,s), y con O<eegu(X(u), e<u(@. S I, =

{se D:u(s)=¢e}={s: G(p,s) = &} entonces ge D,. Obsérvese que V536: dist(s,]) <
0 =0<G(p,s) <dporloque J, — J. Reemplazando en ladeduccion de (2) 1.2 D

por D, , obtenemos:

Ju ov
1 - =|-——vd —do..
M VP -u(@ =[5 vdo, +e 5 do,

Sien (1) 1.2 hubiéramosusado u=1y D, enlugar de D, habriamos obtenido:
G

(P.9) do,=1.
n

2 peD = -
2 peg:{_a

Como ?SO en J

n normal exterior y [, Z—Zdas =1 06s) g5 . resulta, por @
n & &

on

e

teoremadel valor medio y paracierto punto s, € J, :

3) v(p)—u(q)=—j§—‘r’]vdas—e:M%‘dos—e:v(sg)j

Ju
1 d o=
an‘ o, —€&

= —v(s,) ffg Z—Zdas —&.
Luego, v(p)—u(q)=Vv(s,).1-¢.Para e — 0, v(s.) >0 pues J, — J,y latesissigue,
QED.
Definimos G(p,,q) = LLTOG(p,q) para p,ge D, p,€ dD. Como ese limite existe y es

igua a lim G(q, p) =G(q, p,) =0, resulta: G(p,,q) =0 paratodo p,e dD, qe D.
P—Po
1.5. CONTINUACION de la demostracién de i). Sea ¢ < 1, D.=D,\S.(p),
r=|p—q|, . Por hipétesisu € $(D) y sabemos que, para 7 — 0, (cf. (1), §1.2),
oG 1
rLuydo-q = —gmLu(q)dO'q —=u(p) .

Por (2) y como en (3), obtenemos,

9G(p,s) _ 3G (p,s) _
f{G(p,S)#}v(S) o 405 = v(Se) f]g ~ = dos = v(s,).

Luego,  [G(p.a) ¢(q) da=lim [G(p,q) Au(q) dg=

. ou dG . ou dG _
‘UEJE(G%‘”a—n]d"q*'e'i‘(?,_iea—n‘“a—n]d"q‘
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L ou . oG . oG _
—I;ggje(p,q)a—n(q) do, —nm!u(q)a—n(p,q)daq+ogg)miu(q)y(p,q) do,=
:|iij(p,q)@(q) do, —limu(q.) +0+lim j u(q)a—G(p,q) do, =
e035 on d a0 or a
. ou
:Ugglg%(q) do,+0+0-u(p).
Dado que Au = ¢, usando laférmula de Green obtenemos,
[G(p.a) ¢(a) da=lime[[ ¢ dxdy—u(p)=-u(p), QED.
. .
1.6. DEMOSTRACION deiii). Sean p,re D y |p—r|< . Por definicion:
u®) = Jpns, 0 @ DO@dq + [ o 6@, DP(q)dq =:L(P) + L(p).
Comoen D\S,;(r) vale G(p,q) S%Iog(M /6), resulta:

) () =lim1,(p).

Por otraparte, dado £ >0, s ¢ es suficientemente pequefio,

%) I, (p)|< j log™ dx<e.

{x<3s} | |

De (44) y (45) sigue entonces que u(r) = Ipin:lu(p) y ue C(D).
Enel casoque redD: u(r):jG(r,q)¢(q) dg=0.

Teniendo en cuenta el Teorema 1 del 80.2, la demostracion del punto iii) llegaa su fin

con una aplicacion del siguiente lema.

LEMA 1. Sea¢€ LM(D)! H(p,CI)ZS(p,Q)—G(p,CI) y

(3) F()=[H(xy) o(y) dy.

Entonces, F(x)e C”(D) y en D vale,

ai+jF aH—J
@ Saat H ) (2, Y2)) 931, ¥) dls s,
2 2
(5) af+af=AXF:o.
X, 9%
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DEMOSTRACION. (5) sigue inmediatamente de (4). Veamos (4). Sabemos que la
funcion H(p,q) es continua en (p,q)e DxD y simétricaen DxD . Ademés, por ser
armonica, H(.,q)e C” (D) paratodo qe D.

S Kcint(K)cK'cD, Ky K’ compactos, entonces, para (p,g)e KxD y por

medio de la desigualdad de Harnack para la funcion arménica H(.,q) calculada en

pe K y radiodd circuloigua a dist(K,0K") obtenemos,

<2 s [H(P.A) ik oK)= MKK)suplH(p.o)]: (p.c) e KxD}

p=K’,qeD

oH
(6) ‘a—pi(p,q)

Por tanto, s Cy(K', D) :=sup{|H (p,q)|: (p,q) € K'xD} tenemos,
(7  C,(K,D) = sup{|g—i(p, q)| .(p,q) €K x D} < M(K,K").Co(K', D) < 0.

Lavalidez de (4) paralas derivadas de primer orden se obtiene ahora derivando (3) bago

el signo integral. Esta operacion queda justificada por €l Lema 1 del parrafo 0.2.

Con derivadas de orden superior se procede en forma semejante pero recurriendo a(7),
QED.

1.7. DEMOSTRACION de iv). Usaremos a continuacién el teorema de existencia y

unicidad de la solucién armdénica mencionado en 1.0. La funcién

V(P) =~ [ s(p.a)(@)da=_ [ ¢(a)log p-qica,

D
pertenece a C?(D)NC'(R?) y essolucién de Av=¢ en D, (cf. 0.2y 0.2.1).
Recurriendo a la funcion armonica we C~(D)(\C(D) ta que w=-v en oD,

definimos u=v+w. Entonces, u € S(D) y como Aw=0 en D, u resuelve & problema
deDirichlet Au = ¢, u=0enadD.

Dei) sigue que ademésuy w son delaforma(p € D):

U(IO)=—IG(D,Q)¢(Q)O|CI, w(p) = [, Hp, Q¢(q)dq, QED.

1.8. COMPLEMENTO. Como consecuencia del ultimo Lema y el Corolario 1 del

80.2.5 obtenemos €l siguiente resultado

TEOREMA 1. Sea D de Jordan. Si f € Lip,,(D) entonces [, G(p,q)f(q)dq €
C?(D).
Este teorematiene la siguiente extension que no demostraremos,
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TEOREMA 2. Sea O<a<1. Sea ¢ una funcion acotada, localmente o —Holder

continua en D de Jordan. Entonces, la funcion u(p):—G(¢)(p)=—.[G(p, q) #(q) dq
D

tiene derivadas segundas localmente o — Holder continuas.
1.9. El desarrollo en autofunciones del operador —k~1(x)A,.
TEOREMA 1. i) Sea k(x) € Lip,(D) ta que 0 < e <k(x) parax € D region de

Jordan. El problema (clasico) de contorno Au+ A ku=0, u|aD =0, esto es,

(1) ~ o lu® =@,  uesD),

posee infinitos autovalores reales de multiplicidad finita que pueden ordenarse segiin su

magnitud creciente: 0< A, <A, <., A, > eo.

ii) Las correspondientes autofunciones ¢; € $(D), reales, normaizadas en L*(D, k):

Iyl = {5, I8, Gol krdx = 1, verifican,
(2) 808,00 k(x) dx=0 s i #].

Estas forman un sistema ortonormal completo respecto de lamedida k(x) dx en D.
iii) Toda funcion u € S(D) tal que Aue L™ (D) admite un desarrollo uniformemente y

absolutamente convergenteen D :
(3) u=>cd,. ©, =c,(u)=[ug, kax.
n=1 D

NB. Designaremos con L, ,, 0 simplemente con £,, a operador A + Ak por lo que al
problemaclasico (1) o podemos describir como £, ,u = 0, u € §.
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1. i) Del teorema del maximo (80.4.1) se deduce

quesi uz0 resuelve (1) entonces A ¢ (—e0,0].

Sea A+ 0. Seau € S(D) ta que Au=-Aku y 0<+/e < f =k . Entonces, por i)
Teorema l, 81.0,

(4) Au(p) = IG( p.a)u(@k(a)dg = [, G, Qu@.f* (q)dq.

Reciprocamente, si ue L?(D) y satisface (4) entonces kue L*(D) y u es acotada . En

consecuencia, ue C'(D)NC(D), u|,, =0. Como u es acotada y localmente Lipschitz,

kue Lip, (D). Del Teoremal, §1.8, obtenemos ue C*(D) y por tanto u € S(D).
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Entonces, usando la solucion fundamental del Laplacianoy € Lema 1 81.6, obtenemos:
A (%) = A(=E = uk) = —uk (D'(D)). Porser u € C2, Au=—Aku también en sentido
ordinario. Es decir, u es solucion de (1), (en sentido clésico).

Hemos probado entonces que el problema diferencia (1) es, para1 # 0, equivalente a

siguiente problemaintegral:

(5) #G(p) = [G(p,q)i(q) do =: (K1) (p),

donde G(p,q) = f(p)G(p.0) (a), (,q) € D x D, T(p)= f(p)u(p), u=1/1.

Las autofunciones normalizadas @,n:lZ,..., con vaores propios u,#0 se

corresponden con los del problema (1): ¢, = {5“ / f conautovaloresi, = 1/u,.

1 =0 no es valor propio. En efecto, € nlcleo de K verifica: G(p,q) = G(q,p) €

L*(0xD), y |G|, <cCIDI"?|kll, <o ya que VpE€D: 1/f|5(p, 9)|"dg <

Cllkl|loo < oo, (vii) T1 1.0). Luego, la integral en (5) define un operador de Hilbert-

Schmidt, K, en L*(D), (RG)(p):jé(p,q)G(q) dg. K es autoadjunto y de rango
D

denso. Esto ultimo siguede i) T. 1 81.0 pues Cy,° (D) < S(D).

De esto sigue que paratodo n, n=12,... , 4, esrea no nulo- por lo yadicho positivo -

de multiplicidad finitacon A, = " — o paran—oo.

K es un operador positivo pues

(6) G, q) = Ximd:i(@)Pi(@) L*®.q)), ;i > 0.

ii) Las autofunciones del problema diferencial, ¢, = g;n/ f , son ortogonales respecto al

peso ki [,(a)¢,(A) k() da = [ 4, (a) §,,(A) g = &, y forman un sistema completo en
D D
L*(D;k) pues {(Zn}escompletoen laclausuradel rango de K , es decir, en L*(D).

ii) Sea U (p) = (KH)(p) = [ G(p,6) H(a) dq f€ rango de K ) donde H € 1.

Como paratodo p, Hé( P, q)‘2 dg<M <o, envirtud de un teoremade E. Schmidt vale,
D

(cf.[RN]), que e desarollo U(p)=i'6n(u)é(p)=Z‘funfn(H)én(p) es

absolutamente convergente.
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Més aln, el desarrollo es uniformemente convergenteen D .

S ueSD), [Au| <e, entonces uf = K((-Au)/f). O sea, U(p):=(uf)(p)
pertenece a rango de K. Ademés,

(7) ¢, (u) = [u(a) k(a) ¢,(a) da= &,U) = [ (u(a) f (o)), (a)d

Luego, i‘én(uw;(p)=icn(u)<?>;(p)=[icn(u>¢n(p)jf<p)—'>uw>=u<p> ()

y como o > \/lkll, = f > Ve, , sigueque . c,dn > u, QED.
COROLARIO 1. Las soluciones de —Au =7ku, u € S(D), k(x) € Lip;,.(D) tal que

paracierto € > 0,e < k(x), resuelven la ecuacion u(p) = TIG(p, g)u(q).k(g)dg y de
D

manera que,

® AP [C(Pan@ K@ A, ¢y = dn0) = aCih),
9 vp €D, G(p,9) =2 6,(P¢.(a)/2, (L*(q € D)),

©) 6. @) = 5 $u(D)bn(@)/ A, 12(D x D),

10) g (p)/A4[ = IGz.kdq <|k|_C? < e, uniformementeen pe D .
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CAPITULO 2.

2.0. Lamembrana vibrantey sus autovalores. Sean p la masa por unidad de area de
una membrana plana y 7 la tensién uniforme ejercida sobre ella. Sean z = z(x, y,?) el
desplazamiento vertical en el instante ¢ del punto (x,y)e D donde D es la region de

Jordan ocupada por la membrana. La ecuacion del movimiento es
20 ’z 2
(1) Az—f* =5 =0, k(x, )= f*(x,9)=p(x,p)/7.

Separando variables obtenemos:

(2) z=u(x,y)T(t), Au+Afu=0, T"+AT=0

Si la membrana es homogénea, es decir, si p =cte., entonces c:\/T/_p =1/f es la
velocidad de las ondas en la membrana (cf. [Co], §27). En lo que sigue suponemos
t=lporloque k=f>=p.

En esta situacion los autovalores del problema de la membrana fija en el borde son, por
definicion, los autovalores del problema de Dirichlet de la ecuacion de Laplace
Au+A f*u =0 para la regién ocupada por la membrana.

DEFINICION 1. Dos membranas se diran isoespectrales si tienen los mismos
autovalores con las mismas multiplicidades.
Algunos espectros. Veamos la composicion de la familia de autovalores de algunos

problemas de contorno lineales y planos.

2

Ecuacion diferencial: d z‘ +Au=0,0<x<r.

X
a)u(0)=0=u(r): A ,=n",n=1,2,3,. ,multiplicidad de A, =mult(4,)=1.
B)u0)=0=u'(n): A, =n",n=0,1,2,3,.. , mult(A)=1.

) u(0)=u(z), u'(0)=u'(x): A, =4n*, n=0,1, 2,3,...mult(A)=1ysi n>1,
mult(4,)=2.

Ecuacién diferencial: Au+Au=0, R={(x,y):0<x<a,0< y<b}.

2 2
m

a)u=0endR: A =7r2£—2+Z—2j, mon=12,...
a

Si (a/b)’ es irracional los autovalores son simples, i.e., de multiplicidad uno. Si (a/b)’

es racional, infinitos autovalores son degenerados, o sea de multiplicidad mayor que

uno.
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2 2
cC |m n

Las frecuencias normales de vibracioén son entonces: f,,, =— _2+b_2 , mn=>1.
a
2 2
. m-  n
") Contorno libre: A, =7°| —+— |, m,n=0,1,2,... .
nm aZ b2

. . ou . . :
Contorno libre significa 8_:O en dR, siendo 77 la normal exterior; vale la misma

observacion que en el caso @') respecto de la multiplicidad de los autovalores.

2 2542
a

7') Las soluciones periodicas e ®J, m, n enteros, son las autofunciones

2 2

correspondientes a los autovalores 71'2(%+Z—2j del problema u(0,y)=u(a,y),

u(x,0)=u(x,b), g—u(O, y)= g—u(a, ), g—u(x,O) = g—u(x,b) . Estos son de multiplicidad
X X )y )y

>4 si |m|>0<|n|.

Ecuacion diferencial: Au+Au=0, D= {(x, P)ix*+y’ < 1}.

) u=0 en dD: A, = (,ui’") J', donde 4™ es el n-ésimo cero positivo de J, y
m=0,1,2,....Osea, 4, >0 paratodo m,n,y de multiplicidad dos.

Transformaciones conformes. Sea T la transformacion definida por &=£&(x,y),

n=n(x,y), funciones dos veces continuamente diferenciables tales que

ds* =dx* +dy’= £ (En)dE +dn?), > #0,en (x,y)e D,

D una region acotada simplemente conexa que contiene el origen. Como

3) d§é=§.dx+& dy, dn=n.dx+n,dy,

sigue que

(4) 4l =1, (&+m)rr=1, &&+nm, =o0.
x=oyt 2 2 x=pit 2 2

Sean , o +o, =1y , B+ B, =1 dos rectas que se cortan en (0,0)
y=o,t y=pt

€ D . El coseno del angulo que forman & = (a4, a,), E = ([, B,) viene dado por

(5) cos@=o,0,+0a,0,.

Las curvas imagenes son (‘f(a1taazt)a77(a1taazt)) y (‘f(ﬂltaﬁzt):n(ﬂltaﬂzt))a Ccuyos

vectores tangentes son ¢, = (alfx +a2§y,alnx +a277y) y BT = (ﬂlfx + ,Bzfy,,b’lnx + ,any)
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en t=0.Sea &' el angulo que forman estas curvas en O =(£(0,0),7(0,0)). Entonces

B _aplf+ap S
(6) cosf'=————= - :
B~ A

Luego, 8 =6" o bien 8 =-6". Comparando areas infinitesimales y usando (6) tenemos,

=cosé.

a(x,) -2 _
‘a(f )dfd?] dxdy, [dxdy=d&dn.

Esto implica que

9(x,y)
(7) ‘ =&,

(&,
Computando el seno de &' y compardndolo con el de @& resulta que
9:9'@M>0@f2 _905Y) ) sea. siempre 0=6' o bien §=—6""

d(x,y) a(&.m)

Sea h >0, h’(x,y)=1/f*(&,n) . Escribamos,
$, =hcost, n, =hsent, & =hcosn, n, = hsenn.
Tendremos entonces,
(4) SoAng=h, EHng=h, 0=g& +n7, =hcos(z-1)).
Localmente la aplicacion T:(x,y)—(&,n7) es 1-1; digamos en la bola abierta
B =B_.(0). De la tercera igualdad en (4°) resulta n =7+ 7 /2. Luego,
§,=hcos(ttm/2), n,=hsen(ztx/2).

Por tanto, sgn=+:¢ =7,,& =-7,, sgn=—:¢ =-71,,§ =17, que son las

condiciones de Cauchy-Riemann y anti Cauchy-Riemann, respectivamente. En el

primer caso tenemos, Eé: 77; EX+ g,‘” >0 por lo que #=6" y en el segundo,
X,y
% =—(E2+&2)<0 y §=-6'". La transformacion sera entonces conforme si y sélo
X,y ’

si 8 =6" si y solo si se verifican las condiciones de Cauchy- Riemann. De la
diferenciabilidad de £ y 17 concluimos ahora que en este altimo caso ¢ = £+i7 es una
l|2 —

funcion holomorfa con derivada no nula, |¢ f~2. Ademas en este caso vale, para

w =w(x,y) € C*(D),

2 a(x »)
8 A =\A_
() ( xyw)f ( Xy *8(5 77)

34

9(x,y) _
A
=8, )a(cf m e




Por tanto, si la region de Jordan D con contorno J es llevada conformemente en el
circulo unitario B,(0) por la transformacién T:(x,y)— (&,77) tal que Te C(D),
T7'e C(S,(0)), S, =B,UZX,, X, =0S,, entonces el problema

9) A, w+Aw=0 enD, w, =0,

se transforma en

(10) Aew+ A[fEmFw=0 en B, W, =0.

%

Observaciones. a) Un teorema de H. Weyl, (T. 8, 0.1), implica que si Dy D , regiones

de Jordan, tienen los mismos autovalores para el problema (9) entonces

(11) irea de D:=|D| =|D|

y por tanto

(12) D|= [fragdn= [7d¢ dnz‘ﬁ‘.
B,(0) B,(0)

b) Si los contornos de D'y D son ademas curvas C”> convexas vale también que:

J.|f| do = longitud de J = longitud de J= ”f‘ do, ([P1]; cf. (30)).

1

¢)Sea ¢ =&(x,y)+in(x,y)=W(z)=W(x+iy) una funcion analitica de z=x+iy en D
verificando W'(z)#0 alli. Entonces |a’§|2=|W'(z)|2|dz|2=|W'(z)|2(dx2 +dy2). Luego,
&(x,y), n(x,y) cumplen la hipdtesis de esta seccion con f(&E,77) = |W'(z)|_1 >0.

Membranas circulares. Una transformacion homografica de B,(0) sobre B,(0):

b quelleva z=0en {=p, 0< p<1, es de la forma

é,:az

cz+

(13) (=L,

2

Su derivada ¢ '2% muestra que lleva la direccion x>0 en el punto (0,0) en la
pbz—

direccion £ <0 en el punto (p,0). Entonces,

(14) . p(x*+y* +D)—x(1+p*) y= (p* =Dy
(px=1*+(py)* (px=17+(py)*’
a(f 77) 2 2 [ Pz -1 ]2 2 2
15 - = R (x,y) = 7).
(19 FEB=gag =g =0l =| I | =h =
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La transformacion inversa a (13) es la misma transformacion homografica, esto es,

_¢-p

16 :
(16) bE1

Luego,

a(%)’)_( p2_1 ]2_ 2 2 _
17 - - s > h s - s .
(17) 2EN \E= 1+ (on) £ (&m (&.m=f7(&.m

En consecuencia, si W (&,17) =W (x(E,17), y(£,17)), el problema de contorno
(18) AW +AW =0, W, =0,

2l
es equivalente a (cf (8)-(10)):

(19) AV + A fHEMT =0, VT/\ =0.

%
Pero 2(0,0) = {p? — 1}? por lo que (17) es distinta para cada p.
Vale entonces el siguiente resultado (véase § 0.3.1):
PROPOSICION 1. Existen infinitas membranas circulares del mismo radio, dos a dos
distintas e isoespectrales.

Las normas de las autofunciones que se corresponden estan relacionadas de la siguiente

forma,
29(x, )|,
(20) o0, =1]12,(x, ) dg dn=
ol = o e o)
~ 2 2
=[[l.&m| 1*&m K(Emd¢ dn= k=7
DEFINICION 2. Si en la ecuacion (1) f* =1, es decir, si la ecuaciéon se reduce a
az
Az—a—2 =0, diremos que la membrana correspondiente es un tambor (de Jordan). Si

ademés D = B,.(0) diremos que la membrana es un tambor circular.
DEFINICION 3. Una membrana plana que ocupa la region acotada Z, fija en el borde y
cuyo operador espacial asociado es
21 (i+i]+/1f2(§,77), k=17,
o an’
se dira que suena como un tambor si es isoespectral con el tambor que ocupa la misma

region. Es decir, si tiene el mismo espectro que

9> 0’
(22) (agz N +/1]u =0 enZ, ul,, =0.
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La Proposicion 1 dice entonces que hay tambores para los que existen infinitas
membranas que suenan como ¢€l.

2.1. Cuerdas y membranas isoespectrales. En 1966 M. Kac, [K], popularizé un
interesante problema. Preguntd si dos tambores no iguales pueden sonar de la misma
manera. Técnicamente la pregunta podria formularse asi:

P) (dos regiones planas acotadas no congruentes pueden ser isoespectrales para el
problema de Dirichlet?.

Observemos que decir que dos regiones planas tienen el mismo espectro significa que
tienen los mismos autovalores para el problema de Dirichlet contados segun su
multiplicidad. La respuesta a P) es si:

TEOREMA 1. Hay dos tambores de Jordan con las mismas areas y perimetros, no
congruentes e isoespectrales (cf. el Apéndice A al presente Capitulo).

El problema P) es un problema inverso de unicidad para el dominio del operador, dado
el espectro, y que se resuelve por la negativa.

En cambio la Proposicion 1 resuelve por la negativa un problema inverso de unicidad
para el peso k (= f?2) del operador de Sturm-Liouville, también dado el espectro.

Para la cuerda vibrante esto mismo fue planteado y resuelto por L. Euler ca. 1770.
TEOREMA 2. (Euler, [Eu]) Sea

(1) u'(x)+Ar(xu(x) =0, 0<x<1I, u(0)=u()=0.
Sil=myr(x)esdelaformar(x) = (ax+b)™ b>0, b(al + b) =1 entonces el
espectro del problema coincide con el del caso a = 0,b = 1 (el problema ) del inicio)
y los autovalores de la ecuacion son entonces

(2) A,=n%,, n=12,-.

Pero las funciones 7(x) = (ax + b)™* no son todas las que verifican el teorema (cf.
[L]). En efecto, tenemos la

PROPOSICION 2. Existen funciones r(x) positivas indefinidamente diferenciables
distintas de las mencionadas en el teorema precedente que dan lugar al mismo espectro.
Sin embargo vale el siguiente (cf. [Mo], [Bo]),

TEOREMA 3. Sea r(x) positiva, x € [0,0), y localmente absolutamente continua lo
mismo que su derivada. Si para todo [ > 0 el problema (1) tiene infinitos sobretonos
armonicos (VI 3 ¢y (1) tal que para infinitos n > 0, A,, = ¢,()n?) entonces

(3) r(x) =(ax+b)™ b>0.
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Una demostracion de los teoremas 2 y 3 y la proposicion 2 puede verse en [Pa]. En este
orden de cosas puede agregarse que en general, un solo espectro no basta para determinar el
coeficiente ¢g(x) en un problema de Sturm-Liouville, ([BR]), en ecuaciones ordinarias.
Pero vale el siguiente resultado debido a N. Levinson (cf. [Le], también [Bo]).
TEOREMA 4. Sea q(x) € L?(0,m), real, 0 < a,B,y <7, f # y . Supongamos dados
los dos espectros correspondientes a y" + [A — q(x)]y = 0 y las condiciones de borde
{y(O)cosa +y'(0)sena = 0 {y(O)cosa +y'(0)sena = 0
y(m)cosp + y'(m)senf = 0 y(m)cosy + y (m)seny = 0

Entonces, a, 5,y y los espectros determinan ¢(x) c.d.

(4)

2.2. El contador N(4). La férmula de H. Weyl: 4, area de Z~4nn, puede escribirse

como, (ver Prop. 3),

(1) D 4€(0,0), 1o,

area de Z

donde A4 =

y NA) =N Z, k) = #{Aj: A < /1}. Queremos analizar algunas
conscuencias del ultimo limite.

PROPOSICION 3. Si Z es una membrana tal que N(A) T oo y verifica (1) se tiene
(cf.§0.3.2):

i) A, — o para n —>oo.

i) Vale,

(2) l—>A,n—>00(:>&'D—>A,/1—>OO.

An

i) #{A: 4 =2} =o0m) y 221,
iv) En la definicion de N (4; Z, k) puede reemplazarse < por <.
DEMOSTRACION. i) (1) implica A, — e pues N(4) = oo, A < oo.

A
Z 1 — 1. Supongamos que
n

i1) =. De la hipotesis sigue que

ﬂn—l < ﬂn == ﬂn+£(n) < ﬂn+£+l ‘
Entonces, ne(n) _IT £(n) — A implica que £ — 0 para n —co.
ﬂ“nJré‘(n) /171 /171
Como para 4, , <A <4, setiene
n—1 > N(A) > N(A) :£+0(1): n+&(n) fo(l)= n+é&(n) To(l)
ﬂ’n—l 2“ /,ln Z’n /,ln n+e(n)

N(A)

y sigue que /im — =A.

38



i) <. De YWn=1) Nnte) , 4 gioye que ZHEM It g gep ¢ = W Mn—Anpdnoan)
A‘I‘L—l An n A‘Tl 271
N@An-t) _
Entonces, po— An_t
NN Pero, KON ‘9(",3 ~ s(:_)l 1 poy tanto, £m) )—>0 De Ynte) _, 4
n )Ln(/ln_—l) An(ln—l) A An’ /1,1 An
obtenemos ahora % — A4, QED.

n

2.3. El remanente en la formula de Weyl. En el Capitulo 3 probaremos que los
autovalores del operador —k~1A con k(x) € JI,(D) verifican A, fD kdp~4nn. Por la

fD k(p) p

Proposicion 3 §2.2, esto es equivalente a N(4) = A+o0o(1). Para su

demostracion necesitaremos que D € S, una clase de regiones de Jordan que contiene a
todas las de contorno rectificable. O sea, tendremos el teorema de H. Weyl cuando
k(x) = 1.

Las regiones de Jordan D de contorno regular son perimetrizables y cuando k(x) = 1 se
conoce también el segundo término de la aproximacién asintotica, (cf. bibliografia de
[La], [Sy]). En efecto para el Laplaciano vale el

TEOREMA 1.Si |D| = area D, (J) = longitud ], entonces

D
) NO~2a -2y,
Ug<e<1 Se contiene a las regiones de Jordan tales que su contorno J tiene dimension de
fD k(p)dp
Minkowski d < 2, (cf. §3.0). Si k =1 el remanente 6(1) = N(1) — —/1 es en

este caso mejor que o(4). Se enuncia este hecho en el siguiente Teorema 2 que es una
suerte de confirmacion de la conjetura de Weyl-Berry modificada para el Laplaciano
(k = 1), (véase [La], formula (1.8)).

TEOREMA 2.Si1>d >d/2 (=1/2), yA = (4m)"!|D| entonces

(2) S(A) =N@Q) —Ar=0(1%D).
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APENDICE A (al Capitulo 2).
A.0. Regiones planas isoespectrales. Hay dos regiones planas que tienen los mismos
autovalores para el problema de Dirichlet contados segun su multiplicidad. En esta nota
exhibiremos dos tales regiones pero no siguiendo el tratamiento original ((GWW]) sino
la presentacion que hace Conway en su libro [Cw].
El siguiente resultado es bien conocido y su demostracion independiente del Teorema 2

siguiente.

TEOREMA 1 (de existencia de soluciéon armoénica). Sean D una regién de Jordan,
f € C(0D). Existe exactamente una funcién v € C?(D) N C(D) tal que Av = 0 en D,
v = f en dD. En realidad, v € C* (D).

TEOREMA 2 (solucion del problema de Dirichlet). Sean D una region de Jordan,
Fe C(D), f e C(dD). Entonces,

1) existe u (Unica) tal que

(1) ue C(D)NC' (D), Au=F en D’ (D), u=fen D,

ii) si ademas F e C'(D) entonces u € UJ(D).

DEMOSTRACION. Se deduce del Teorema 1 del § 1.0 y del teorema precedente, QED.
A.1l. Sea A una regiéon de Jordan en el plano complejo e / un intervalo abierto, 4

simétrica respecto del eje real: (x,y)ed=>(x,—y)ed e [ tal que
I=AN{(x,0): xe R}. Sean G ={(x,y)e 4:y >0}y G:={(x,y)e 4: y<0}.

TEOREMA 3 (Principio de reflexion de Schwarz). Una funcion W(z), holomorfa en G,
continua en G U [ y que toma valores reales en /, puede continuarse a G definiendo en

A=GUIUG una funcién holomorfa W,(z) tal que

Wy(z)=W(z),Imz =0,

(2) =
Wy(z)=W(z),Imz<0.

Del teorema del valor medio para funciones armonicas o del Teorema 3, se deduce el

TEOREMA 4 (principio de reflexion para funciones armonicas). Si V(X,y) es armonica
en G, continua en G U [, nula en /, entonces existe H(X,y) armoénica en 4 que coincide

con Ven GuU [ y tal que para todo punto en 4 vale: H(x,y)=—H(x,—y).
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Veremos que esto vale también para autofunciones del problema de Dirichlet.

- Los poligonos I y II son congruentes y, como

ig.

! I demostraremos, isoespectrales. Ellos resultan de la
union esencialmente disjunta de 7 triangulos

congruentes a un tridngulo equilatero T. (cf. Fig.4).

Los poligonos I’ y II’ resultan de la unién
esencialmente disjunta de 7 tridngulos congruentes a un triangulo escaleno T (cf. Fig.5).

O sea, estos poligonos tienen la misma area pero como los lados més largos de cada uno

Fig. 2 de ellos tienen distinta longitud no son congruentes

T oy A pesar de esto ellos son también isoespectrales,
COMO veremos.

Por deformacion de I y II se obtienen I’ y II’. En

este caso los menores angulos interiores de T son

/4 y x/3. Si fueran 27/9 y /3 obtendriamos las regiones no congruentes

isoespectrales de la Fig. 3.

TEOREMA 5 (de reflexion de las autofunciones).

I"
o Sea 4 una region como en Al Sea ¢ una
autofuncion correspondiente al autovalor A en la
Fig. 3 region G:

3) ¢ €5(G), Ap = 1.

Entonces, @ definida por

) O(x,) =4(x,y) en G, D(x,y) =—h(x,~y) en G,
es una autofuncion en la region 4 para el problema de Dirichlet y el autovalor 4.

DEMOSTRACION. Sea Fe C(A) . Definimos F (x,,x,) =—F(x,,—x,). Si Fes tal que
() Fxx) ==F(x,7x,) = F(x,,%,)

y f es una funciéon continua en d4 que también verifica (5), o sea /7= f en 04,

entonces la funcion H e C'(4)N C(Z) que es solucion del problema:

(6) AH=F, (D'(D)), H|, =f.
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verifica (5). En efecto, H (x,,x,)=—H(x,,—x,) satisface
(7) AH=F=F, f]‘aA=f=f.

Entonces, A(H—ﬁ) =0, (H—]?)LA =0. Luego, V = H—H es una funcién armonica
en A4, continua en A , que se anula en el contorno y por tanto ' =0. O sea,

(8) H(x,,x,)=—H(x;,—x,).

(8) implica que H se anula en 1.

Sea ahora ¢ como en (3) y ® como en (4); entonces ® = ®. Sea F:=AD end, f=0

en 04 y H la solucion correspondiente de (6). Es decir, en G, H satisface AH = F = A®

con H=0 en el contorno de G. En consecuencia, H=¢ en G. Como H verifica (8), vale

H=® en A. O sea, ® verifica AP=AP en 4, ®=0 en 04 y pertenece a

C'(4)NC(A). Pero entonces F = Ad pertenece a este espacio y @ € S(4). O sea, @

es una autofuncion clasica para el autovalor A4 del problema de Dirichlet en 4,  QED.

A continuacidon definimos una biyeccion de las autofunciones de la region I
correspondientes al autovalor A con las autofunciones de las region II asociadas al
mismo autovalor. En las figuras 4 se muestra a estas dos regiones divididas en
triangulos equilateros con sus tres lados diferenciados de manera tal que cada uno es
congruente de una sola manera con otro de tal forma que los tridngulos se toquen segin

lados del mismo tipo y de manera que los tridngulos lindantes se presenten

simétricamente. Demostraremos que si N;, N son los autoespacios en cuestion existe
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una inyeccion T: N; — N; por lo que dim( N})<dim(N}). En la Fig. 5 los lados

gruesos son los mas largos de los tridngulos y los punteados los mas cortos.

=500 P=7s Y =45°

Sea ¢ una autofuncion para el problema de Dirichlet en la region I correspondiente al

autovalor A :
9) Ap=A¢ enl, p=0en J1.
Cada letra con su signo en la Fig. 4 indica la restriccion de ¢ al tridngulo donde esa

letra se encuentra. Como ¢ se anula en los lados del contorno puede prolongarse a lo

largo de cada uno de ellos en forma C* vy satisfaciendo (9), como fue mostrado en el
principio de reflexion de autofunciones. Por ejemplo, en el triangulo superior de I en la

Fig. 4, ¢ =c se prolonga, a través del lado punteado y del de linea fina, por funciones

que denotaremos simplemente como —c, ignorando el argumento, pero recordando
cuando haga falta el tipo de lado por donde se realiza la extension. Esto es justamente lo

que distinguira a una extension de la otra. Naturalmente ¢ no tiene por qué anularse en

el lado grueso y por alli se prolonga como — 4.

En II de la Fig. 4 se muestra como de ¢ se obtiene una autofuncién y para el mismo

autovalor A para esa region, o sea, que resuelve:
(10) Ay = Ay enll,
(11) w=0en JIL

Se comienza definiendo y = A+ B+ C en el triangulo central. Pero las funciones A, B,

C pueden extenderse como —d, — B, —b, respectivamente, a través de la linea punteada.

Por tanto, definimos ¥ = —d — B—b en el triangulo a la derecha del central. A través

43



del lado de linea gruesa, A, B, C, se extienden como —c,—d,—C, por lo que definimos

¥ =—c—d—C en el tridngulo a la izquierda del central, y asi continuamos. De lo dicho
sigue que (10) resulta satisfecha.

Pero observando las prolongaciones hacia el exterior de II vemos que también queda
satisfecha (11). Las restricciones de ¥ a los tridngulos que forman II las llamaremos m,
n, p, ¢, M, N, P. Las definimos algebraicamente asi:

q=A+B+C M=-d—-B-b N=—-c—-d-C
(12) P=—-A—-a—-d m=c+A+b n=c+a+B

p=C+a+b

Como ya notamos cada una de las funciones de la derecha en (12) satisface la ecuacion

diferencial (10) en el tridngulo correspondiente y es continua hasta su borde.

También se ve que la funcién q se extiende en forma C* como M a través de la linea

punteada ya que lo hacen sus sumandos: A como —d , B como —B y C como—b.

4 B C a Db ¢ d

1 1 1 0 0 0 0 q

0 -1 0 0 -1 0 -1 M

o 0 -1 0 0 -1 -1 N
M =|-1 0 0 -1 0 0 -1 P

det M =24
Siguiendo asi se verifica que i satisface (10) en todo II. Ademads, =0 en cada cada
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segmento del borde de II; p. ¢j., m se anula en el lado fino de su tridngulo pues alli se

anula cada uno de sus sumandos mientras que en el lado grueso c+ A=c—(-4)=0 yb
es cero. Por tanto se verifica que y satisface (11).

Las ecuaciones (12) forman un sistema lineal en las variables A, B, C, a, b, ¢, d. Su

matriz M tiene determinante no nulo, luego la transformacion T es uno a uno.

El procedimiento puede repetirse de Il a I simplemente observando que I y I se
intercambian por una reflexion. Por ejemplo, definiendo d = -N-M-P, ¢c= m-N-+n, etc.,
Luego, dim(N;)=dim(N}). Lo interesante radica en que el procedimiento puede
repetirse en regiones obtenidas por deformacion de Iy Il como I’ y II’ de la figura 5,

con lo que se responderia negativamente al problema de Kac.

TEOREMA 6. Hay dos tambores de Jordan con las mismas areas y perimetros, no

congruentes € isoespectrales.
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CAPITULO 3.

El operador de Sturm-Liouville (- ﬁ)Ax en unaregion de Jordan.

3.0. El contorno de ciertas regiones planas. Las regiones planas D que
consideraremos las supondremos acotadas. En este Capitulo 3 D serd una regioén de
Jordan por lo que su area |D|= medida plana de Lebesgue, es finita y positiva. Una
region de Jordan se dird perimetrizable si su contorno J tiene longitud finita, long(J) =
(J) < oo.

DEFINICION 1. De una regioén de Jordan D se dirda que posee la propiedad S; si el
conjunto abierto A(t):={pe D:dist(p,0D)<t}, t>0, es tal que su area |A(t)| =
O(t?), para cierto g€ (0,1] fijoy 1 — 0

Una region de Jordan perimetrizable tiene la propiedad S;. Obsérvese que una region de
Jordan puede no tener la propiedad S, para ningun £€ (0,1]. En efecto, dado €€ (0,1)
hay regiones de Jordan con |J| = 0, (J) = oo, tales que |A(t)| = M|logt|~&.

Nuestro objetivo principal es probar el

TEOREMA 1. Sea D una regiéon de Jordan con la propiedad S, y k(x) € JI,(D).

Entonces, los autovalores del problema de Dirichlet para el operador de Sturm-Liouville

verifican, para n — eo, A, [ k(p)dp ~4mn.
De este teorema se deduce el, (cf. 0.3.2),
TEOREMA 2. Sea D una region de Jordan y k(x) € JI = JI, (D).

Si el contorno J tiene dimension de Minkowski d < 2 entonces los autovalores del

problema Au + Ak(x)u = 0,u € $(D), verifican A, [, k(x)dx~4mn.

En efecto, este teorema sigue del T. 1 y el siguiente T. 3.

TEOREMA 3. Si d €[1,2) entonces dado & > 03t, =ty(e) <1 tal que Vt €
[0, to(€)) se verifica |A(t)| < t" cualquierasean € (0,2 —d — ¢].
DEMOSTRACION. Como el contorno tiene area 0 podemos suponer 0 < t < 1. Por

definicion d = dimy J = 2 + limyq “’fl’(')‘;(t?' , (cf. 0.3.2). Sea A(t) ={x€D:3y€

log|A(t)l
llogt|

J:|x —y| < t}. Entonces d — 2 > lim,,,

Supongamos que t > 0 es bastante

pequeiio de manera que (0 <)|A(t)| < 1. La desigualdad Iim, o 2240l < g — 2

llogt]|
i LGIAM)] .
implica o] < d—2+¢ sit<ty(e). Por tanto, logl|A(t)| < (—d + 2 — ¢)logt.
Luego, |A(t)| < t2797¢. En consecuencia, |A(t)| < t7, QED.
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3.1. El nacleo de Green G (p,q; A) del operador - (A + Ak) para A < 0. Es decir,
paral = —y? = —t, y > 0. Dados A, k(q) € Lip, (D), L: = A + Ak es la perturbacion
de A por el sumando Ak(q). Luego Gy (p, q; A) sera el nicleo de Green de —L.
Sea {¢,} la familia de autofunciones del operador de Sturm-Liouville, (§1.9), ¢, =
¢, () = ¢, (-; k), ortonormales respecto al peso k. Como

~(A+2K) by = (A — Dkechr,

el nucleo de Green Gy (p, q; 1) debera satisfacer la relacion:
Iy Gk @, @ Dn(@k(q)dg = ‘in(”;
O sea, respecto al sistema {¢,(q)} y el peso k, debera valer: c,(G,) = £ )

An-2"
DEFINICION 1. G (p, q; 1): = X dn (@) n(q)/ (An — D).
Para A = 0 tenemos, segun esta definicion, G, (p, q; 0): = Y. ¢, ()P, (q) /A, por lo que

Gx(p,q;0) = G(p, q), el nucleo de Green del operador —A, (ver (9) §1.9). Entonces
() Gp.qg; D) =

=6, + 1) u(@IIn(@)/ A = D) = G0, 9) + Fi(p, 45 )

En vista de (10) §1.9, F,(p,q;A) es acotada en DXD .
Gr(p, q; 1) es simétrica y define un operador Hilbert-Schmidt en L*(D),
DEFINICION 2. (6{Vu)(p): = [, Gi (p, q; —t)u(q)dq .

De las definiciones resultan, para todo p y todo n,

_ ¢n(0) _ A @ (@)
(2) Cn(Gk) - Ap=2 Cn(Fk,) - An Ap=2" (G) - In

DEFINICION 3. (F.f)(): = [, Fr (0, q;—t)f (q)dq.

El operador Gt(l) puede escribirse como la suma de dos operadores:

3) ¢ =6 +F,.

G" es el operador G del teorema 1, §1.0, continuo de L2(D) en Cy(D). Mas aun, vale el
TEOREMA 1. G es completamente continuo de L2(D) en Cy(D).

En efecto, esto sigue de una aplicacion del teorema de Arzeld-Ascoli en vista de

/
15, (6. - 6, 0)u@dd| < lull, (J, 160,9) - 60" @)l2dq)

y del siguiente
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1/2 _
LEMA 1. Sead(p,p’) = (fD |G(p,q) — G(p’,q)lqu) parap, p' € D. Entonces
() sup{d(p,p'):lp —p'| <6} -0 para § — 0.
DEMOSTRACION. d(p,p') es una pseudométrica en D que verifica lim d(p, p,)=0
PP

para todo p, € D . En efecto, esto se ve descomponiendo
= + =1,+1, .
D pN{po-dl<e}  DN{py—alze}
Usando vi) de §1.0 vemos que I; = o(1) para € — 0. Recurriendo al Teorema de
Lebesgue de la convergencia dominada deducimos que I, — 0 para p = p,.
Luego, dados n > 0y p, € D, existe 7(p,) >0 tal que p € Brp,)(00) = d(p,po) <.
Un argumento de compacidad permite ahora deducir la existencia de un r > 0 tal que

para todo p’ € D: |p - p'| <r=d(p,p')<2n.De esto se deduce (5), QED.

Tenemos también y con My = 2C+/||k||o (cfr. vii) teorema 1 §1.0), que

|Z‘i° (%Lv) _ %N <y ¢n(p)1fn<p’)| ¢n(p)l—jn(p’)| <

2\ /2 1/2
< M, (3 222 800) < o fTT (f, 160 0) - 69, @)Idg)

2 —
Por tanto, ), @| € Cy(D) . Del teorema de Dini sigue que
n

Pn

2
) ! 0, uniformemente para N — oo.
n

(6) XN
Podemos deducir entonces que vale el

TEOREMA 2. Fy(p,q;2) = 3 222® 229 ¢ ¢(5 x D). Ademis Fy(p,q;2) =0 si

p €0D 6 q € dD.

F;, que definimos como F.f(.) = fD F, (.,q; —t)f(q)dq, es un operador acotado de
L?*(D) en L®(D). Del Teorema 2 sigue que F; es un operador completamente continuo
de L*(D) en Cy(D). Vale entonces el

TEOREMA 3. G es un operador completamente continuo de L?(D) en Cy(D).

3.2. Propiedades del nucleo de Green de —L. Recordemos nuestras hipotesis:
A=—t <0, D de Jordan arbitraria, k en Lip;,.(D) con infp(k) > 0. Por estar en
Lip;,c, k es acotada. Es decir, k € Lip, (D).

TEOREMA 1. Para el nucleo G, (p,q;A) valen las siguientes propiedades )-vi)
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i) Si u€ Cy(D) y, en el sentido de D'(D), vale Lu= (A+ Ak)u = ¢ € L*>(D),

entonces para todo p € D,

(1) u(p) = —6"¢ = — [ Gc(p,q; Np(q)dq
ii) G,(p,q;A) =G, (q, p;A) paratodo (p,q)e DXD.

iii) Si ¢ € L*(D) y u(p):= —(Gt(l)(p)(p), p € D, entonces ue Cy(D). Ademas, en el

sentido de las distribuciones en D: Lu = ¢.

iv) Para cierta constante ¢, = diamD vale
~lIFelleo < Ge(,q2) < log 2.

V) [ 1Ge(p, ¢; A12k(q)dq vy [, |Gk (p, q; AI*dq son uniformemente acotadas en pe D .
vi) G, (.,;A)e *(DxD;k(p).k(q)).

DEMOSTRACION. De la definicion de Gy, sigue ii). Del Teorema 2 §3.1y vi) Teorema
1, §1.0 sigue iv). iv) implica v) y v) implica vi).

Veamos iii). Si u := —Gt(l)qb entonces por teorema 3 §3.1, u € Cy(D). De (3) §3.1

obtenemos: u(p) = — Y, cn(%) %, donde la serie converge uniformemente, (cf. (6)

§3.1). Como —(A + k)¢, = (4, — Dk, obtenemos, en D' (D),

Q) Lu=—(A+ k) (~uw) = zizj Puk.cn(2) = k. Zbucn (2) =k =¢.

i) Sean ¢ = Lu, v = —G V. Por iii), Lv = —L [ Gy dq = ¢ en D'(D).

Por tanto, L[v—u]=0. Como v—u € Cy(D), de la siguiente proposicion 1
obtenemos v =u, QED.

PROPOSICION 1. Sea u una constante real, ® € Co(D) y (A+ Ak +u)® =0
(D'(D)). Entonces ® € S(D) ysidk +u<0,d =0.

DEMOSTRACION. Tenemos, —A® = (Ak + u)® € L. Por tanto E * (Ak + u)® €
C! (Cap. 0) lo que implica que ® € C! y (Ak + u)® € L N Lip;,.. Nuevamente del
Capitulo 0 obtenemos ® € C2. En consecuencia, ® € (D) y —(A + 2k)® = u® en
sentido ordinario. Si ademés Ak + u < 0, del Teorema 2, § 0.4.1, de unicidad y
continuidad, obtenemos @ = 0, QED.

NB. La Proposicion 1 expresamente dice que el espacio nulo en D'(D) del operador
A+ Ak, 2 < 0, posee en comun con Cy(D) solamente a la funcién cero.
PROPOSICION 2. Un nticleo G, que satisface iii) y vi) para toda ¢ € C;°(D) es tinico

con esas propiedades.
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DEMOSTRACION. Sean 4 y B dos nucleos que satisfacen la hipdtesis. Para ¢ €
Cs° (D) se tiene u = — [ Ap, w = — [ B¢ ambas en Cy(D). De (A + Ak)(u —w) =0,
por la Proposicion 1, obtenemos u = w. Luego, [(4 — B)¢dq =0, por lo que
(A—B)(p,;2) =0 (L?). Portanto, A = B a.e., QED.

En consecuencia, si por otro método puede hallarse un nicleo A; que verifica iii), vi) y
por ejemplo que 4, = 0, esta misma propiedad la gozara el nucleo Gy.

DEFINICION 1. Definimos el dominio del operador diferencial — (A + Ak) en D, D de
Jordan, A < 0, como

(1) Darae(D)={ue C,(D): (A+ Ak )ue I2(D)}={ue C,(D): Aue IX(D)}.

Es decir, Dy;px = Dy, Dy = L?(D). El operador diferencial A+ Ak en la region de

Jordan D con dominio Dy, 3, es un operador cerrado. Ademas es biunivoco, pues si u e
D,.u» (A+k)u=0 entonces, por la Proposicion 1, u = 0. Por tanto, existe (A+ k)™

Sigue entonces que éste es también un operador cerrado.

TEOREMA 2.Si 1 = —t < 0 entonces (A + Ak)D, = L? y paratoda ve L*(D),

@) @+ " D)P) = —(6v)®) = - [, G g —)v(g)da.
DEMOSTRACION. Por (1), (A + Ak)D, c L?. (A + Ak)D, > L?: iii) del teorema 1

dice precisamente que u = —(Gt(l)v) (p) € Dpy que Lu = v, QED.

En otras palabras, —Gt(l) es el operador de Green de (A+ k) y —G,(p,q;A) es su
nucleo de Green.
PROPOSICION 3. Son equivalentes las proposiciones a) y b) para A = —t < 0:
a)® €2 d=uco, PYD €S, —(A+ AK)D = ud,
c)siu < |Alk, A <0y valea)entonces ® = 0.
DEMOSTRACION. Basta demostrar la equivalencia para u # 0.
b)=a). Sea ® € S(D). Si (A + Ak)D = —ud, de i) T.1 obtenemos ® = G (ud). Por
tanto, ® = ,uGt(l)(db).
a)=b). Sea P EL*y ® = Gt(l)(,uCD). De iii) T.1 sigue que ® € Cy(D) y también que
(A+ Ak)D = —ud (D'(D)) . De la Proposicion 1 sigue que @ € S(D) y que
—(A + Ak)D = ud vale en sentido ordinario, QED.
DEFINICION 3. R = R(D) es por definicion el rango del operador Gt(l).
Por el Teorema 2, R(D) = Dp, (D).
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3.3. Aproximacion al nucleo de Green G (p, g; A) por lafuncion de Kelvin K.

Sean D, k, A como en el §3.2. Recordemos que parap € D, q € D,

F.(p,q; 1) = AZ%&% , G, ) =G, q) + F(p,q; 1)

donde F;(p,q; ) € C(D X D). También tenemos,

(1) Yk(p,q;ﬂ):=/12n=1#e c(D x D)

Como (Aq + ﬁk(q))(z)n =(A=-24)k(q)8, y AqG(p,q) = —b,,en D'(q € D), resulta que
&, + k(@) G (p.g: ) = ~4, + ANG(p.g) + F(p.g: ) =

=5~ Ik G(p’q)_iciﬁn(p/)fn(q) =5

n=1 n

2)

O sea, —L(Gy(p,.; 1)) = 8p. ([...]=0 vale aun en L?(D, k) como vimos en §1.9.)
Sea K, la funcion de Kelvin: Ky(r): = floo e "t(t? — 1)7/2dt, que satisface
(3) K,(r)=—logr+(1—1,(r))logr+P(r) con P(z)e ly(z) enteras en z2,

y verifica Ky(r) < e 2Ky(r/2),

e~t/2

TEOREMA 1. Parat > 0 vale 0 < —K;(t) < C,

t
t

t
u —t/2 (®° = u
mdUSe / fl e zmdu

DEMOSTRACION.—Kj(t) = ;" e™*

Haciendo el cambio de variable x = ut tenemos

t t t

2 _x ] _X x1/2 2 _vt
KO <[ e T dx < T [Te T mdx =T [Te T T dv
t (x2-t2)2 t (x-t)2 t Vv
Pero
o T (w+t)!/? il 0=%/2,1/2Y (L1,,-1/2 o 2 1/2
sup: J, e 2 T dv < max(e™/2x12) [Fv™2dv + [ eT2x?dx = Cy < o0,
, e—t/2
Luego, —K(t) < Co, QED.

t
De (3) obtenemos

@) Ky([x) = ~loglx{+O(x|) donde Q(r)e C'([0,)), Q(Ix]) € C*(R?).

Entonces, la funcion en g, parap € D, %KO()(lp —q|) es tal que

1 1 —
(5) o Kolxlp —ql) +loglp —ql € C(D),
y se sabe que en D’ (R?) vale
1
(6) —(8g = x*) 5z Koxlp — ql) = 5,

DEFINICION 1. Parad = —x2? < 0, w > 0, definimos
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HE (0, q;2) = =Gy (p, 4 D) + 5= Ko Gewlp — ql) =

= —F(p,q; D) + {iKo()(W“? —qD) =G, q)}-
Escribiremos cuando no haya lugar a confusion H(p, q; A), o simplemente H, en lugar
de HY (p,q; A). Por (5), H(p,.; A) es continua y acotada en D.
De la definicién de G en §1.0 y, por ejemplo, de la férmula (4), se deduce la siguiente
PROPOSICION 1. HY (p,q; —x*) EC(D X D X (0 < y < ) X (0 < w < )).
De (2) y (6) siguen las siguientes relaciones (8) donde £ = A, + 4k(q),

) Ge(p, 43 1) = 5= Ko Qwlp — D) — HY (p, ;1) = G0, @) + Fie(0, 4; )
H¢ (p,q; 1) = H¢'(q,p; 1), (p,q) €D XD
) L(H) = =A(w? = k(9)) 5= KoQrwlp — ) enD'(q € D)

HY (0,3 1) = 5 KoQowlp = D), (p,@) € D x 0D
Es solo necesario verificar la segunda igualdad que aislamos en el siguiente
TEOREMA 2. L(H) = x*(w? — k(9)) 3= Ko Gewlp — ql).
DEMOSTRACION. De (2) y (6)-(7) obtenemos, respectivamente,
NGy = =6, + k(@) x*Gy,
A Gy = =6, +)(2W2$KOO(W|}9 —ql) — AgH.
Luego, eliminando —4,, sigue que,
(8 — X?k)H = x?w? —Ko(ewlp — ql) — k(q)x?Gy, — x*kH; por tanto,
L(H) = x*w? —KoGewlp — q1) = kx? (G + H) QED.
3.4. Acotacion de la funcion HY(p,q; —x?). En lo que sigue de este capitulo

supondremos que vale la siguiente (Def. 3, §0.3):

HIPOTESISA. k(q) € 1 = J1,(D).
Es decir, k € Lip, (D) y para cierto M(p) € L(D) vale

[k(@)—k(q)|

lp—ql® = M) < .

SUPqen\{p}
Tenemos entonces la siguiente estimacion de L(H}') y paraw = m ,
TEOREMA 1. L(H,‘(/%) =0(1)M(p)x*©.
DEMOSTRACION. Por Teorema 2 §3.3 tenemos,

£ (B = 22 (k) - k(@) 5= Ko ((VEDIp ~ al)

Luego, por estar k en JI,
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|£ <H;{W>| = 2 ROl o (W T@lp — 1) 52 Ko (/K@D — al)} =

lp—ql®
_ 2 lk®)-k(@)

e T@GA) < T MP).T(p,¢; 1)

t*K,(t) es un funcion acotada en (0, ) que tiende a cero para t — 0. Luego,

1 “1
0 <70 D) = 1o (WE@Ip = al) 32K (1/k@Ip - ql) < € <o
En consecuencia, |[L(H)| < CM(p)x?¢, QED.
Llamemos R = Suppxpx(o<y<w)” @ @; —x*) € (0,00). Por lo visto, R < . Sean

0<pf<a a(y;p) =aly) =yx?, y =y(p) una constante a definir. Entonces, de

la demostracion del Teorema 1 obtenemos para u(q) = HY (p, q; A) + a(y),

(1) L(u) = L(H + a(y)) = LH) + 2k(q)aly) =
K(p)—k() KOMDr (1p,;2)
=X e T @ D) — x*k(@aC) = x*7F | — k(v | = f(@).
M(p)R

Sea k no constante, h > 0 y definamos y = a(y)x?: = (> 0). Si y es tal que

hinfk(q)
x* P > h en todo caso tenemos f(q) < 0. Peroen § € D,
Jk ~
0P 0,52) +a(n) > 0.
Luego, o bien u >0, o por b) del principio general de maximo (§0.4.2) tenemos
ming(H + a(x)) = mingp (H + a(x)) = 0. Obtenemos entonces

0" P (,¢;2) 2 —y/x* paratodo g € D

y por tanto para todo (p,q) € D X D, que es la segunda desigualdad del siguiente

TEOREMA 2. Sea I(p) = dist(p,dD). Sea y =y(p):= hlgl(]f’;?q), p,q € D, donde

1

x = he=E | h fijo positivoy 0 < B < a . Vale

_ 1 Jk _
(2) yx~P + — K (kDI@) = B P ,q:2) = —yx P,
DEMOSTRACION. Veamos la primera desigualdad. Pongamos en (1), a(y;p):=

—yx~B. En este caso, f(q) = 0. Queremos demostrar que se verifica

(3) H + a(x) < =Ko (k@)1 ()

Si maxp;(H + a(x)) < 0 no hay nada que probar. En caso contrario, por el principio

general de maximo, maxyp(H + a) = maxp(H + a). Pero si § € dD,

H P 0,32 + at) < B P 0,3 = 2K (0 /k@)Ip — al) <
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— Ko (k@)
Esta ultima cota resulta de la monotonia de K, y es independiente de q € D. Por tanto
Jk _ 1
vale (3). Luego, Hy ‘" (0, ¢; 1) < yx~# + — K, (e k@)L(p)). QED
TEOREMA 3.Sean 0 < f < a (£ 1), p € D, l(p) = dist(p,dD). Entonces valen

) BP0, p;—x) € C((p, 1) € D x (0,00)),

ysi)(Zhﬁ (> 0),

i) — 2Oy < D, p;—x?) < EDE 1 L KP)).
DEMOSTRACION. i) sigue de la Proposicion 1, §3.3. Usando nuevamente esta
proposicion y (2) se obtiene ii), QED.

3.5. Lafuncién F(p; A). Para demostrar, siguiendo a Carleman, el teorema de Weyl del
problema cléasico de Dirichlet para el operador de Sturm-Liouville con peso k(x) €
JI(D), D una region de Jordan, estudiaremos primero la funcion F(p; A) = F,(p,p; 1),
(cf.§3.3). Integrando respecto de p a

(D) k®) [, 6*(,Ok(q)dg = Z(bn(p)k(p)

obtenemos Z% = [,.p G* (0, Ok(Qk(p)dqdp.

1
Luego, ZE < oo, 21<n(/1n+1 - An) = .

Entonces, para infinitos valores de n vale:

1 .
Z < Api1 — Ay Definimos,

1

Q:= {ng < Ang1 — An}

)Ln+1 +An

y para n € Q, Ry,: . Si 2eT,={A:|A| =R,}, vale 4,4, < 2R, = 2|A|.

Como 1/(Ay41 — A,) < (A,41)? tenemos

An An An+1  _ 2Ap4q 3
(2) maXh An— |Ah_Rn " Ant1—Rn B Ant+1—4n < 2/1n+1 < 16|A| '
/13
Luego, si A€ T : 0<; —ZmaxL_mg.
@ -l 2= 2

Se deduce entonces que F(p;A) = 0(|A|*) para p € D fijo, A € I, n € Q. En efecto,

como F(p;A)= —i&z(p; )% de (1) sigue
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3) F(pi )| < 16|/1|“i@s CIA[*

m=1 m

Por otra parte, de (3) y (7) §3.3 y para w = /k(p) obtenemos,
Fo: ) = {o- Kok @lp = al) =60, )f _ = 0.p; 1) =
log(xy/x J
— 2SR (’;n D) 4 4+ Hp,p) —H P @, p; 1),

donde d es una constante (cf. (5) §3.3) y H(p,.) es la funcion armonica del ntcleo de

Green G. Vale entonces el siguiente teorema, (cf. Teor. 3, §3.4),

TEOREMA 1. Sea p = @B > h, entonces

DY — Pr(®) [ logx __logk(®) /K@) )
F@'D—Z—w_mm—[ 0. +d+H(p.p)] 2240 _ gl P, p; ).

k()
k

con

: -/1)| < pM@)x P + - Kok @)1(P))-

3.6. La funcion ¢(p;s). Definimos, para ne Q, la curva C, como en la figura y

donde ae (0,4,). Sea s un niimero complejo con Res > 6. Estudiaremos para éstos la

funcion
F(p;A)
1 ;8) = 11m dA =
(D 9(pss) = lim —— — [ Hpd) =
- APT®) o HED
‘rlll—>oo 2mi JCn 25 21 1;(A-2)) dA =limy,.c, Z)LjSRn P

(cf. (6), §3.1). La integral sobre I', en (1) es 0( ) pues |F (p,/1)| 0(1)|/1| Luego,

paraRes > 6,
1 =9 (p) .. PHO)
@) _Z_m'J‘C,,\r"F P = 4 = iMoo 220, 5 P n—ee,n € Q.
. a ) —ir i(p
Pero, - .[ Ms’ﬂ)dﬂ, - IF(p;te"”) el IF(p,ae””) " idp+
C,\T,, A o (te™") (ae'’)’
+ j F(pite™)—S—dt= j F(pi—t) 1~ (" —e ™ ) dt + j F(p;ae)ae'®)™ idg.

(")’ e

Luego, como Res>6,

lim-—— [ £ (2’;’1) dA= SenS’[jF( 1) 17 aft+—IF(p,ae’“’)(ae””)1 ‘de.
C,\T,

El ultimo término define una funcion Z,,
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() mZ(ps)= | Flpae)e ™ dg=

—T<QP<T

2« e(2 s)log(ae')

_ J‘ es v)log(ae“’)z ¢ (P) _z¢ (p) J‘ do.

—ae

—I<Q<T H —T<Q<T
La ultima integral, si s varia en un compacto K, es en mdodulo uniformemente acotada en

n'y s. Ademas define una funcion entera de s (cf. (6) §3.1).

Luego, la tltima serie converge uniformemente en p € D y s € K. Por tanto Z,(p;s) es

una funcion continua en (p,s)e DxC 'y analitica entera en s para cada pe D.

Tenemos ahora , (cf. §3.3y T. 1, §3.5), para F(p; 1) = Fr(p,p; 4) el
TEOREMA 1. Si Re s > 6 entonces

F(p; ) ¢ (p) sen s7
(4) 9(pss) = lim ——— Ic,, A= Z 7 J.F( —0) 1 dt +Z,(p;s),
donde Z,(p; s) es analitica entera en s para cada p € D.

TEOREMA 2. Paracada pe D ycon Z(p;s) holomorfaen Res > 1 — a/2, vale:

(5) d(p;s) =

+ Z(p; s).

1
41(s—1)
DEMOSTRACION. La serie en (4) es igual Oom[ ~(s=2)Login] Est

: gual a )7 2 le . Esta es una

funcion holomorfa en Re s>2, pues el corchete es uniformemente acotado en n y s para
Re s = 2 + & > 2 y holomorfo en s alli.
Por otra parte se tiene, (cf. T.1 §3.5),

l logk k
©)  Fpid)=|-"Z+d+H@pp) - 22| - 0P @,p; 1)
Luego, para Re s > 2,
@) [ Fp;—t)t=5dt =

[ mlog[dt+(d+H(p p) — logk(p)) oodt] IOOH(pp t)dt

a 2mts a ts

= L(p;s) — [ 2228 g,

t—S
El corchete L(p; s), luego de las integraciones, se reduce a:

logda 1 d+H(p.p)  logk(p)) .-,
27(1-s) 4z(1-s) 1-s 47(1-s)

(B) L(p;s)= (

a-B
Sienel T.1 §35seelige h < a z entonces dicho teorema se aplica en t = y? > a. En

. . co H(p,p;—t e
consecuencia la funcion Z;(p;s) = fa %dt es, para cada p € D, una funcion
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holomorfa en Res > 1 — /2 pues K, es una funcion positiva, monotona decreciente,
1 .
que crece como log ~ para x ! 0y decrece exponencialmente para x T oo.

Como f < a es arbitraria, ¢(p; s) es prolongable a Res > 1 — a/2 y vale alli

sensmw sensiwt
L(p;s)+ (=

©) H(pis)= Z(pis) + Zy(pis)) = ﬁ +Z(pis)

donde T es el residuo en s =1 de la funcidon meromorfa @L(p ;S),s € C, que tiene

un unico polo en C. Este residuo vale,

Sen sy’ L(p:s) = lim — senszw s 1

T=lim(s—1 ——a =—.
s—1 ( ) s—1 47‘[2 (S—l) 47[

Luego, Z(p;s) = {Senfn) L(p;s) — } + (-++), es para cada p € D, holomorfa en

4mt(s—1)
Res > 1—a/2, por lo que tenemos ¢(p;s) = 47'[( + Z(p;s), QED.
Vk(@)

3.7. Integracion de las funciones H(p,p)t™* y H, " (p,p; —t)t™°. El objetivo es
integrar estas funciones sobre D X (a,©) respecto de la medida k(p)dp X dt.
Supondremos a partir de este momento que ademas de la Hipotesis A vale la siguiente
HIPOTESIS B. D es una region de Jordan con la propiedad S, (Def. 1, §3.0).
TEOREMA 1. Sea k(x) € JI,(D) y D una region de Jordan con la propiedad S,.
Entonces,

a) H(p,p) € L'(D; k),
b) 6y(p;s):= faoo H(p,p)t~5dt es tal que (sen sm) fD 0y (p; s)k(p)dp es entera.
DEMOSTRACION. a) Veamos que H(p,p) € LY(D). De vi) Teor. 1, §1.0, deducimos

que existe un numero M > diam D tal que |H(p,q)| < ilog IpMTqI' Si q € dD vale

[Hp,q)| < — ogm Luego,

1
(1 J, IH@.p)ldp <, logmdp

La ultima integral es igual a

M dt M dt
@ fy dp i S = [ lesindp = J,' Hp € Dit > 1)} S

M . —
= [, Hp:dist(p,dD) < t}|7 =0(1) fo t&ldt < o .
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b) Tenemos f H(p,p)t™Sdt =

—g Sensn

— b H®.p)k(p)dp se
prolonga a una funcion entera, QED.

TEOREMA 2. Sea k(x) € JI;(D) y D una region de Jordan con la propiedad S,. Si

o< infla { }entonces

obtenemos una funcién holomorfa en Res > 1. Luego, a’

yVk®
) (p.p;-1t)
D/, drJ, ‘tl—(s’ t < oo,
ii) 8,(p; s): = f HVk(p (p,p; —t)t~*dt es tal que (sen sm) [ 61(p; s)k(p)dp define
una funcién holomorfaen Res > 1 — 6.
DEMOSTRACION. i) Por Hipotesis B, A(u) = [{p; l(p) < u}| < Bu®. Usando T. 1,
§3.5, con 26 < B < a y recordando que M(p) € L, tenemos

o |H(p,p;— M
[y dp [ EEEde < [ dp [ EEDdt+— [ dp [ Ko(EDI()) 555 =

oo d o ’
=0+ [, dp [ =5 o (—Ko' (Jek@u) ) ek (p)du
Porel T. 1, §3.3, la triple integral no supera a
o dt © C __/ oo dt ©C __/
I anf, 7=, “Mu = [ dp [y ne

a t1=8J1(P)u a t1-$
Cambiando el orden de integracion y usando la hipotesw B, resulta,

o dt o C _uiw/“"f"(p _uyftinfk(p)
Jo 7= e A(u)du < BC fa o= 5f u1 —e 2 du.

u«/tinfk(p)

Y <y du.

Seav = . La ultima integral doble es, salvo factor constante, menor o igual a

faootfts Iy sZmmdv =0 [, tls—+£/2 < co.

ii) De 1) sigue que fD 0. (p; s)k(p)dp es holomorfaenRes > 1 — 6, QED.

3.8. Comportamiento asintético de los autovalores del operador bidimensional de
Sturm- Liouville. El teoremadeH. Weyl en laversion de T. Carleman.

Probaremos el T. 1 anunciado en el §3.0, (ver §0.3.1).
TEOREMA 1. Sea D una region de Jordan con la propiedad S, y k(x) € JI = JI, (D).

ﬁAqy n — oo, vale

Entonces, para los autovalores del operador de Sturm-Liouville —

In [, k(p)dp ~4mn.
DEMOSTRACION. Vimos que para Res > 6 y d constante vale, (cf. (4) y (7), §3.6),
(1) (p;s) =22 [ 7 F(p; —t)t=5dt + Zo(p; 5)=
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_| logyk(p)a hd— 1 gl SensT

2r 4r(s—1) z(s—1)

S [(H(p,p) = Hp, pim0) 5+ Zy(139)

a

Sen sm

m(s—1)

Como =—1+ (s — 1)[-] obtenemos

(p) _

@ dps)=3 %P ;

n=1

senszw

=L [logk(p)Z,(5) + Zy(5) +Z(pis)] + (6, (p3s)— 6,(pss)),

4z(s—1)
donde Z, y Z, son analiticas enteras y 8, — 6, representa la tltima integral en (1),

(véase Ts. 1y 2, §3.7). Recordemos que Y.9° 1,2 < oo,
Integrando (2) respecto de k(p)dp obtenemos,

3) Yr=14n® = [, ¢ $)k(p)dp =
j kdp

47Z'(s -1)

sensmw

+ [ (ogk(p))Z,(5) + Zs(5) + Zy(pss)k(p)dp +

D

= (por (3) §3.6y T.1 §3.7) =

je —6,) kdp =
D

[ kdp sensw Ane (2-5) log(ae”’)

1 1
=y x d 01 k@)dp + enteraens + - ¥om [ T dv

41t(s—1)
= 47{(’?_171) — 228 [0, (p; s)k(p)dp + analitica entera en s =
_ f kdp
4-7'[(5 1) ( )

donde g(s) es prolongable y holomorfaen Re s > 1 — §, (cf. T.2 §3.7).
Un teorema de Landau sobre series de Dirichlet con coeficientes positivos permite
afirmar que la abscisa de convergencia de la serie (3) es s =1, (cf. Capitulo 0).

Se deduce entonces que para Re s > 1 vale,

@ o At = ER L gs),

Definamos: N(x) = 0six < 44, N(x) =nsid, <x <A1

Entonces, la serie (4) puede escribirse como I xdN(x), (atn si A; es multiple). Una

a

aplicacion del teorema tauberiano de Ikehara (cf. Cap. 0) nos da entonces
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[k(p)dp

5) N b . xosee.
X 4
kd,
. NA,) n £ v
En particular, (cf. §2.2), = paran — oo, QED.
A, A, A

COROLARIO 1.1) Si D es una regiéon de Jordan cuyo contorno J tiene dimension box
d <2 yk(x) € J,(D) entonces vale la tesis del Teorema 1.

i1) Si D es una region de Jordan perimetrizable y k(x) € JI,(D) entonces vale la tesis
del Teorema 1.

DEMOSTRACION. i) Del Teor. 3, §3.0, sigue que Vi:n < 2 —d, D € S,,.

i1) En este caso la dimension de Minkowskies 1 y D € S, QED.

COROLARIO 2. Sea D una region de Jordan cuyo contorno J tiene dimensién box

1
., . _ _nf kdp _ .o 1
d<2 yk(x)€e,(D).La funcion g(s) = Yo A5 — % = fa —

dN(x) — %1

xS

es holomorfaenRes >d =1 — w .Parak =1 valed = d/2.

DEMOSTRACION. Del Teor. 3, §30 y el Teor. 2, §3.7 sigue que

Senstm

[ 6:(p; s) k(p)dp es holomorfa en Re s > d y por tanto g(s) lo es también, (cf.

Vs

nf@@d) _ 4 4 QED.

(3)). Si k = 1 entonces @ = 1 por lo que > >
3.9. La conjetura de Weyl-Berry modificada. Continuamos en esta seccion los
comentarios del §2.3. La conjetura de Weyl para el problema de Dirichlet del

Laplaciano bidimensional y D una region de Jordan dice que
1 1
(1) N = AL — Wiz +o(/12)
donde 4 y W son constantes positivas. Esto vale si ] = dD es suficientemente regular,
((1),§2.3). En este caso la dimension topolodgica, la de Hausdorff y la de Minkowski

(box) de J son todas iguales a 1.

Berry conjetura que siJ no es una curva regular y H es su dimension de Hausdorftf debe

valer, (cf. (1) §2.3),
H H
) N(1) = AL = W2z +0(22).
Pero esto no es siempre cierto. La conjetura de Weyl-Berry modificada propone que si
d es la dimension de Minkowski de Jcomod > H > 1 vale, parad = d/2,
(3) N(A) = AL — WA + o(1%).
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Lapidus hace plausible esta conjetura probando que (cf. [La], férmula (1.8) y T.2, §2.3),

(4) N(A) — Ax = 0(/’lg+‘°‘) para todo € > 0.

Sobre la plausibilidad de la conjetura de Weyl-Berry modificada para la ecuacién de
Sturm-Liouville vale el siguiente resultado.

TEOREMA 1. Sea D una region de Jordan cuyo contorno J tiene dimension box
d<2 yk(x)€Jy(D). Si para el problema de Dirichlet de la ecuacion de Sturm-
Liouville en D existe m tal que 0 < m < 1y vale

(5) N) — Al = -WA" 4+ 0(A™), (W #0, 1 - ),

2—-inf(a,2—d) _

entonces m < d.

DEMOSTRACION. Supongamos que para 0 < d < m < 1 valga
(D) =NA) — AL = -WA™ 4+ o(A™).
Entonces, si K(x) =x79,1 >0 >m, B > C — oo, se tiene fCBK(x)d(S(x) =
= (K8)(B) — (K&)(C) — [ 8(x)dK (x) = o(1) + o [, §(x)x~~% dx.
Luego, fCB K(x)d&(x) >0 y f:x_(‘””)d(?(x) 50 si s =0+ it pertenece a un

compacto contenido en Re s > m. Por tanto, g(s) = floo_x_sd(S (x) es una funcidon

+
holomorfa en 1> o > m. Pero floi_ K(x)ds(x) = aff:é'(x)x‘l“I dx. La tltima
integral es tal que |f1°i S(x)x~1¢ dx| — oo cuando ¢l m. Luego, g(s) no es
prolongable a ¢ > m.

Pero esto contradice el hecho que la funcion g(s) = [ 1°i_ ASd(N(A) — AA) es

holomorfa en Re s > d segun el Corolario 2, §3.8. Luego, si vale (5) entonces d = m.

Por tanto, (cf. (2) §2.3),

(6) N(Q) —Ar=0(™) = 0(A9Y).

Obsérvese que sik = 1 entoncesa =1yd =d/2, QED.
PROPOSICION 1. Si vale (6) entonces #{j: 4; = 1,} = 0(n%), (d < 1).
DEMOSTRACION. Supongamos que A, < Apyq = - = Apyp < Apipyq. Sabemos por

el §2.2 que p = p(n) = o(n). Sea A = 1, Entonces, usando (6),
p=NA+0)—-NA-0)=001% =0n.
3.10. Comentarios. Sea D una region de Jordan arbitraria y sea T: D - B = B;(0) una

transformacion conforme que se extienda continua y biunivocamente de D sobre B. Un
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teorema de Caratheodory nos asegura la existencia de una tal 7. Por tanto, T~ existe y
es continua de B sobre D y conforme de B sobre D. El problema

(D Ayyv+ kv =0, V|p=o» X, Y ED, k=k(x,y),

se transforma en el siguiente donde 2 = f2(&,n) = zgz i, (cf. §2.0),

(H) Afnv + )l(kfz)v = 0: U|B=0' 5’77 € B, k = k(X(f, 77): y(f! 77))
Si (kf?)(&,1n) € N,(B) entonces vale el teorema de Weyl para el problema (1) pues B

es perimetrizable y por tanto vale para el problema (I) pues |, s Kf 2d&dn = fD kdxdy.

Pero si k(x,y) € JI,(D) entonces 0 < kf? € Lip,,. pero no sabemos si esta lejos de 0
e oo. Para esto es necesario y suficiente que f* lo esté.

3.11. La ecuacion lineal autoadjunta de tipo eiptico. Nos referimos a la ecuacion
(17) en la sinopsis del trabajo de H. Weyl que como vimos se reduce al estudio de la
ecuacion (17°) la cual estudiaremos bajo la siguiente

HIPOTESIS C. D es una region de Jordan que posee la propiedad S, y k,m € JI =
J,(D).

El problema de Dirichlet se escribe como

(1) —Av+kv=pmv, v=0en] =09D.

Dado que 0 < a <y <1=JI, cJl, no es mas general considerar k y m en distintas
clases JI. Esbozaremos una demostracion del siguiente

TEOREMA 1. Los autovalores del problema (1) se comportan asintéticamente como

n o ﬂD m(p)dp
Hn 4m '

Es decir, como los del problema de Dirichlet para la ecuacion
(2) —Av = Amv,

. n ffD m(p)dp
que verifican — ~ =—————.
An 4T

El operador diferencial del primer miembro de (1) se escribe como —(A + (—1)k) que
tiene un inverso K:
3) Kv:=6"v=[ G(pq-Dv(g)dg = - -k,
K : I?(D) = K(L?) = D, © Cy(D),
como vimos en el parrafo §3.2.

Los autovalores i de la ecuacion,

(4) —(A+ (=Dk)y = umy,
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coinciden con los autovalores del operador K¥: = [ b G(p,q)¥(q)dq , donde

(5) G(p,q) = m(P)Gi(p,q; —1)\ym(q) .

En efecto, si la autofuncion de (4) la escribimos como ; = ¥;/ \'m, tenemos

©)  R¥:=f, GO, m@w;(@dq = - m@);®) = ¥ @)

Las Proposiciones 1 y 3, §3.2, pueden redemostrarse con um(q) en lugar de x y para
A < 0 dando lugar al

LEMA 1.1) Sea x una constante real, i € Cy(D). Si (Aq + Ak(q) + ,um(q)) Y(q) =0,
D'(D), entonces Y € S(D). Si ademas Ak + um < 0 entonces p = 0.
ii)Seadl=—1.¢ € L%, = uK(my) siysolosip € §,—(A — k)Y = umy.

iii) Sipu < k/my L*(D) 3 ¥ = uK(my) entonces 1 = 0.

De iii) sigue ahora que los autovalores de K son tales que u > inf(%) > 0. El sistema de
autofunciones {lI’] =12, } normalizado respecto de la medida de Lebesgue es un
sistema ortonormal completo en L2(D). Luego, el sistema {1/) i =Y /\/ﬁ} €s un sistema
ortonormal completo en L?(D; m), normalizado respecto de m(p)dp, (cf. Teor. 1 §1.9y
[He], Ch. 3).

Si F € L*(D) tenemos el desarrollo en norma-2: F = Y.3° C;(F)¥;. Luego para f'tal que
F(q) = f(q)ym(q) se tiene el siguiente desarrollo: f = Y3 C;(F)y; = X7 ¢; ()Y,
¢i(f) = [ fymdq, en L*(D; m).

Ademas, del Lema 1 sigue que { j} c S(D) es un sistema (normalizado) de

autofunciones de (1) para su correspondiente conjunto de autovalores {/1 j}. Paral <0,

(7) G(p,q) = —2m)~Moglp —ql —H®,q), Gk(p,¢; 1) = G(p,q) + F,(p,q; 1) .

Por tanto, de (5) resulta,
®) G, @) =m®{G® @)+ Fp,q;—D}m(g) =

= G(p, ) +ymP)F(p,q; —1)ym(q) = G(p,q) + F(p,q),
donde, (cf. Teor. 2, §3.1),

©  Fo,q =ym@m@F(,q-1) = —\/m(p)m(q)Z—d’&fﬁﬁ(:)'

Los valores propios y,, del operador de ntcleo G (p, q) = +/m(p)G (p, ¢)/m(q) son los

reciprocos de los autovalores de la ecuacion (2). Por el Teorema 1 §3.8 sabemos que
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ff]_) m(p)dp

pr— Para demostrar el Teorema 1 de este parrafo bastara entonces probar

NXn =
que los valores propios del operador con niicleo F(p, q) son 0(%), (cf. T. VI, sinopsis).

Para ello, en virtud del T. IV, sinopsis, bastara ver que si {l,,} es la familia de valores

. , VE@k(Q) 5= _ Pn(0)Pn(q@)
propios del operador Q con nucleo —m(p)m(q)F (p,q) = ,/k(p)k(q)z—(lnﬂ)/ln

entonces vale nl, - 0 si n —» . Ahora bien, siendo {,/k(p)d)n(p);n =1,2, } un

1
T At DA’

sistema ortonormal completo, resulta que los valores propios de Q son [, =

que corresponden a las autofunciones +/ k(p) @, (p). En consecuencia,

nly, = — (ln-:ll)/‘ln =0 (%) QED.

Otra manera de reducir el estudio del comportamiento asintdtico de los autovalores de

(1) alos de la ecuacion (2) puede verse en [La], Lemma 4.4.
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APENDICE B al Capitulo 3.

El teorema de Weyl-Carleman en unaregion de Jordan arbitraria.
Continuamos en este apéndice la exposicion del parrafo 3.8.
B.0. Prolongacion del peso k. Un punto sobre & indicara que k es una extension de k.
DEFINICION 1. Sean S € S', Sy S’ abiertos acotados tales que S © S’. Si k pertenece
a una familia de funciones de dominio S, [F(S), diremos que k € F(S,S’) si existe
k € F(S") tal que k = k sobre S.
Nos interesard especialmente el caso en que F es la familia Lip;,.. También usaremos
un punto sobre un autovalor, un operador, etc., para indicar que fueron obtenidos en una
extension. El contexto evitara confusiones.
EJEMPLO. Sea k € Lip,(S,S"). Existe una funcién w € C§°(R?), 0 < w < 1, tal que
en un entorno U de S verifica

S'osop(w)=VoV={xowkx)>0o{xwkx)=1}>U=int(U)>S.
f:=kw + (1 — w) es positiva en todo R?, f = k sobre U y por tanto f = k sobre S,
f = 1 en el complemento de V. Por tanto, f € Lip, (R?).
f es una extension de k tal que para todo disco abierto B, B D S, k:= Izf es una
extension de & por la que k € Lip, (S, B).
Queremos probar el siguiente resultado,
TEOREMA 1. Sean k € Lip,(D,S"), D de Jordan (arbitraria) con contorno /] = dD y k
su extension al abierto S’. Sea |0D| = 0. Para los autovalores del problema de Dirichlet

del operador de Sturm-Liouville en la regién D vale el teorema de H. Weyl,

%~ ﬁfu k(x)dx.
Para su demostracidn recurriremos al siguiente resultado,
TEOREMA 2. Sean k,k, f,S,S’ como en el ejemplo precedente y sea B un disco
abierto tal que S © B. Existe entonces y € (0,1] tal que k € JI,(B) con M(p) acotada.
DEMOSTRACION. (Ver definicion en §0.3 0 en §3.4). Existe un cubrimiento finito

{B;:i =1,---,N} de B por discos abiertos de diamétro menor que inf (1, diamB) para

If (@)-f )l
lp—ql%i
If (@)—f ()l
[p—qlY

los que existe a; € (0,1] tal que el supremo para p,q € B; de no supera un

nimero C;. Sea y = inf a;. Luego, lo mismo vale para con las mismas cotas

C;.
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Existe un nimero £ > 0 tal que para todo p, € B, el disco B,.(p,) de radio 2&

centrado en p, estd contenido en algun B;. Por tanto, para todo p € B.(p,) < B; vale

IfF (@)-r @)l <C,.

para todo q € B;.(po): p—ql¥

Existe entonces un numero M; tal que cualquiera sea p € B.(p,) para todo q € B:

% < M; < o0 .Si M = sup M; se tiene, para todo p en B,
If (@)—f @)l
SUPqer |, Zqv =M< e
Jke(q)—k(p)]

En consecuencia, sip € B, supgep =M(p) <M< oo, QED.

lp—ql¥
TEOREMA 3. Si D es una region de Jordan con la propiedad S, y k(x) € Lip,(D,S")
entonces los autovalores del problema Au + Ak(x)u = 0, u € S(D), verifican

In [, k(x)dx~4mn.
DEMOSTRACION. En efecto, si k(x) € Lip,(D,S’) entonces existe k € J1,(B) y esto
implica k € JI,, (D). Se aplica entonces el teorema de Weyl-Carleman del §3.8, QED.
B.1. Monotonia y continuidad de los autovalores. Los teorema 4 y 5 siguientes no se
demostrardn aqui; para este fin véase [Z]. So6lo usaremos el T. 4 pero el T. 5 es
pertinente y muy interesante pues describe la continuidad de los autovalores con la
variacion monotona de los dominios.
TEOREMA 4. Sean D y D regiones de Jordan tales que D D D.
Si k € Lip,(D, D) entonces Vi A; = 1; > 0.
TEOREMA 5. Sea k € Lip,(D,S") y D de Jordan con contorno J. Supongamos que
existe una familia de regiones de Jordan D,,,m = 1,2,3,..., de contornos J,,
rectificables tales que D, € --- D,, €D, € D,y;; €D, D, 1D, J,, >]. Vale
entonces que, para cada j, sim T co entonces 4., ; { 4;.
B.2. Demostracion del Teorema 1. Veamos el siguiente T. 6 del cual el T. 1 es un
corolario inmediato.
TEOREMA 6. Sean k € Lip,(D,S"), D de Jordan (arbitraria) con contorno J y k su
extension al abierto S'. Los autovalores del problema de Dirichlet del operador de

Sturm-Liouville en la region D verifican

— . 1 .
(1) um%—u_m%saf] k(x)dx.
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DEMOSTRACION. En los §1.3 y 1.4 vimos que dada una regién de Jordan D con
contorno J existe una familia de regiones de Jordan D,,, ,m = 1,2,3, ..., de contornos J,,
tales que,

1) Dy €+ € Dy © Dipyy © Dipyq © - € D,

2) ], es una curva C™ con tangente no nula en cada uno de sus puntos tal que J,,, = J.

O sea, dado ¢, a partir de un m, J,,, estd en un e-entorno de J.

Se deduce, por medio de una inversion del plano respecto de un punto pg € D, que
también hay una familia de regiones de Jordan D, ,m = 1,2,3, ..., de contornos J,, tales
que,

3) D,>->D, DD, > Dy D DD,

4) J., es una curva C* con tangente no nula en cada uno de sus puntos tal que J,, = J.
Luego, D,,, | D.

Podemos suponer que todas las regiones D,,, y sus contornos estan contenidos en S’. Por
tanto, k es prolongable como k a cl D, . Para todas esas regiones es vélido el Teorema 3

sobre la primera aproximacion asintotica de Weyl. Llamemos A, ; (im' j) el j-ésimo
autovalor cuando se considera la region D, (Dm) y el operador —%Aq para el

problema de Dirichlet.

Usando el Teorema 4 sobre el comportamiento de los autovalores con la extension del

.« . . n n n .
dominio, obtenemos las desigualdades — < — < ——. Entonces, para m fijo y
Am,n ATL Am,n

n — oo, vale

1 . n ., n T n . n 1 ;
(2) EfDmk(x)dx = llmm < limo~ <hmo-< llmm = Efbmk(x)dx.

Esto implica

T n . n 1 ;
3) 0< llmﬂ_h—mﬂgﬁfbmwmk(x)dx'
Haciendo tender m — oo se obtiene (1), QED.
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