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Conferencia 13. El concepto de nimero en el siglo XIX.
“Ser original es un mérito, querer ser es un defecto”
A. Cahuvilliers
Extension gradual de los dominios numéricos.

| empleo de los numeros naturales y de las fracciones se remonta a la antigiedad; a

pesar del aporte de Eudoxio, los antiguos no pudieron llegar al reconocimiento de lo

irracional como numero. EI empleo consciente de los nimeros negativos tuvo lugar ya
dentro de la matematica china, india y, ocasionalmente, en la islamica.
Los nudmeros negativos enteros y los fraccionarios alcanzaron en Europa pleno
reconocimiento en la época del capitalismo naciente entre los comerciantes y maestros de
calculo. Durante mucho tiempo se discutié la cuestion de si los valores numéricos que se
obtienen como longitudes, mediante la radicacion o en las construcciones geométricas son
numeros verdaderos. Por ejemplo, en un trabajo de Stifel del afio 1544 se puede encontrar la
siguiente consideracion:

“Con mucha razon se discute en relacion con los nimeros irracionales
el hecho de si son nimeros verdaderos o solamente fingidos. Pues en las
demostraciones en figuras geométricas, los nimeros irracionales tienen
éxito donde los racionales fracasan...Nos vemos motivados, mejor dicho,
obligados, a admitir que ellos existen en realidad, precisamente a
causa de sus efectos, los cuales percibimos como reales, ciertos y
firmes...Pero no se puede llamar nimero verdadero a algo para lo cual
no hay exactitud y que no tiene relacion conocida con los numeros
verdaderos™.

En Europa puede encontrarse un pleno reconocimiento de los nimeros irracionales como
namero en la obra de Stevin; desde el punto de vista de su sistema de posicién decimal, esto
tenia que ser hasta cierto punto obligatorio para todos los nimeros (ver del autor “El punto
decimal”, revista Alfa, I.S.P.H., v.2, pp.21-25). Sin embargo, fue el desarrollo de los métodos
de la geometria analitica por parte de Fermat y Descartes lo que proporciond la premisa para
el reconocimiento general de los nimeros irracionales: el establecimiento de un isomorfismo
entre todo punto de la recta numérica y los numeros. Finalmente planted6 Newton en su
“Arithmetica universalis” (1673-1683, impreso en 1707) lo siguiente:

“Por numero entendemos no tanto un conjunto de unidades, sino mas
bien la relacion abstracta de alguna magnitud respecto a otra magnitud
del mismo género, que se acepta como unidad. Esta tiene un caracter
triple: entero, fraccionario e irracional...”.

Mucho mas trabajosa fue la via del reconocimiento de los nimeros complejos. A pesar de que
los matematicos del Renacimiento tuvieron los primeros contactos, bastante menos intensos
incluso, con los numeros complejos, y de que estos alcanzaron amplia difusién en los siglos
XVII'y XVIII, no fue posible llegar a obtener claridad conceptual sobre su esencia. Por
ejemplo, Girard estaba consciente que solamente mediante el empleo de los numeros
complejos podia exponerse el teorema fundamental del algebra con plena generalidad, o sea,
gue una ecuacion algebraica de grado n posee exactamente n raices, mientras que Bombelli
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aun consciente de esta situacion los llamo “numeros sofisticos”. En el mismo contexto empled
Descartes el concepto numero “imaginario”, donde admite que adn no se tiene una idea justa
de tales “nimeros”. En “La géometrie”, se expresa:

“Finalmente observamos que tanto las raices verdaderas como las falsas
[positivas y negativas] de una ecuacion no siempre son reales, sino
que a veces son solamente imaginarias, 0 sea que para una ecuacion
cualquiera uno puede imaginarse tantas raices como he indicado, pero
algunas veces no existen magnitudes que se correspondan con las asi
representadas”.

Leibniz en 1675, hall6 la siguiente relacion (1+v-3) + (1-v-3) =6, que de forma poco comdn
entrelazaba lo complejo con lo real y que destacaba las “particularidades” en el trabajo con los
numeros imaginarios. Asi se explica su estimacion casi mistica de los nimeros imaginarios
como “un milagro del anélisis, el monstruo del mundo ideal, un recurso delicado y
maravilloso del espiritu divino, practicamente un hibrido entre el ser y no ser”.

Euler introdujo en 1777 el simbolo i como i2=-1, este simbolo y la designacion “nimero
complejo” no se impusieron hasta que Gauss hizo uso de ellos. Euler definidé el numero
imaginario -hasta cierto punto indeterminado- de la siguiente manera:

“Una magnitud se denomina imaginaria cuando no es mayor que cero, ni
menor que cero, ni igual a cero. Esto es algo imposible, como por
ejemplo V1 0 en general a+b/1”.

Euler pudo mostrar que el conjunto de los nimero complejos a+bi es cerrado respecto a las
cuatro operaciones bésicas asi como a la potenciacion y la radicacion y con una asignacion
adecuada, todas las operaciones trascendentes conocidas, entre ellas la logaritmizacion, no
conducen fuera de este dominio.

La via hacia el reconocimiento pleno de los nameros complejos condujo hacia su
interpretacion geométrica. Ya en 1685 Wallis reflexion6 sobre una representacion geométrica,
pero fue el noruego Wessel el que indicd la via adecuada al someter los segmentos orientados
a operaciones aritméticas y al aplicar estos razonamientos totalmente generales, en nimeros
de la forma a+jb con j=V-1.

Sin embargo, un tratado elaborado por Wessel en 1796 e impreso en 1799 quedd sin
repercusion directa. Algo similar ocurrié con las consideraciones correspondientes de Carnot
en su “Geométrie de position” (1803) y en el tratado “Essai sur uno maniére de
representar las quantités imaginaires les constructions geométriques” (1806) del suizo
Argand.

Ya Cauchy habia tenido la idea de concebir los niUmeros complejos como pares de nimeros
reales. Sin embargo, fue el matematico irlandes Hamilton quien dio este paso de forma
explicita, creando una teoria de los numeros complejos sobre la base de operaciones de
calculo determinadas por definicion y utilizando los pares en la representaciones de estos (tal
y como procedemos actualmente). Sobre este principio Hamilton pudo demostrar que los
pares numéricos forman un cuerpo, en relacién con las operaciones definidas asi, el cual es
isomorfo al dominio de los numeros definidos geométricamente por Gauss y que se denomina
cuerpo de los nimeros complejos. Hamilton presentd estos resultados a la Irish Academy en
1833 y se publicaron en 1837 bajo el titulo “Theory of conjugate functions or algebraic
couples:...”. Tal como se conoce, con la definicidn anterior de multiplicacién surge un cuerpo
conmutativo. Al parecer Gauss habia reconocido esta relacion, la cual resulta del hecho de
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que el cuerpo de los niumeros complejos es el cuerpo de aplicacion finito conmutativo mayor
de los nimeros reales. Frobenius dio en 1878 una demostracion completa de esta relacion.

Las investigaciones de Hamilton, las que retomaremos mas adelante, desembocaron en los
cuaterniones (numeros hipercomplejos con cuatro unidades), estudios que posteriores
matematicos: De Boole, Cayley, B. Pierce y su hijo C. S. Pierce, Grassmann y Hankel,
desarrollaron y los llevaron al inicio del algebra estructural (mediados del siglo XIX), asi
como a la formacion de la l6gica matematica y el método axiomatico, pero también a la
fundamentacién l6gica del sistema numeérico.

Con la interpretacion geometrica y aritmética de los nimeros complejos, la estructura del
sistema numérico se redujo a la fundamentacion de la teoria de los numeros reales.
Logicamente, el siguiente paso tedrico debia ser la fundamentacion de los ndmeros
irracionales con ayuda de los numeros racionales.

Eso ocurri6 por dos vias diferentes. Una fue recorrida por Dedekind hasta el final: mediante
“las cortaduras” denominadas por él en el dominio de los numeros de los nimeros racionales
se generan los nimeros irracionales.

Dedekind concibi6 sus ideas en 1858 y publicé su realizacion en el libro “Continuidad y
nameros irracionales” (1872), el cual marca un punto culminante en el proceso de
fundamentacion del analisis. Esta nocion de corte produjo innumerables controversias. Weyl
(“Das Kontinuum?”, Berlin, 1932, pp.22-23) hace a esta teoria la objecion siguiente: un corte
define un ndmero por el conjunto de los racionales inmediatamente inferiores, de los que
dicho nimero constituye el limite superior.

Asi, para demostrar que toda sucesiébn monotona creciente, acotada superiormente, admite un
limite, se hace un corte entre los racionales superiores a todos los nimeros de la sucesion y
aquellos que no tienen esta propiedad. Hay, dice Weyl, un circulo vicioso. ¢Cual es el
significado de esta observacion.

Para Brouwer, es necesario revisar la logica y no aplicar el principio del tercero excluido a
una categoria infinita.

Para Gonseth (“Les Fondements des mathématiques™), la contradiccion indicada por Weyl
significa solamente que la nocidn de irracional no puede deducirse de la de entero.

Para Borel (“Lecons sur la théorie des fonctions”, pag. 14 y pag. 45) el teorema sobre las
sucesiones ““es una consecuencia de la definicion del irracional y postula, en cualquier punto
de vista en que nos coloquemos, la nocion de contenido”. Ese continuo es el conjunto de
nameros comprendidos entre el 0 y el 1. Nos es dado, dice Borel. Pero no sabemos como.
Ademas, eso no es una nocién simple y debemos desconfiar de “creer que se sabe lo que
significa el continuo” y de “razonar sobre él como una nocion intuitiva y perfectamente
clara”. Solo la consideracion del caracter dialéctico del proceso de creacion, nos permitira
superar estas y otras dificultades.

Cantor el fundador de la teoria de conjuntos (ver proxima conferencia), e independiente de él,
el francés Meray, recorrieron una via distinta a la de Dedekind. Esto ocurria alrededor de
1872. Tomando como referencia distintas consideraciones detalladas expuestas por
Weierstrass en sus conferencias. Cantor introdujo las ahora llamadas *“sucesiones
fundamentales” en el dominio de los numeros racionales. Las sucesiones fundamentales con
valor limite racional pueden identificarse con los ndmeros racionales; las sucesiones
fundamentales sin valor limite racional proporcionan los nimeros irracionales (uno de los
ejemplos mas usados es (1 +1/n)"). Estas consideraciones las presenté Cantor en 1883 como
parte de sus “Fundamentos de una teoria general de la diversidad”. La definicion rigurosa
de los nimeros irracionales dada por Cantor, se modificé en 1892 por el tedrico Backmann en
sus “Conferencias sobre la teoria de los nimeros irracionales”; de modo que se utilizan
los encajes de intervalos en lugar de las sucesiones fundamentales. Las fracciones decimales
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pueden concebirse como encajes especiales de intervalos o también como sucesiones
fundamentales.

Naturalmente, las tres definiciones de los nimeros irracionales son equivalentes.

Por otra parte, después de la reduccién de los numeros irracionales a los racionales, estos
tenian que haberse fundamentado en los numeros naturales; sin embargo, el curso historico de
las cosas se alejo temporalmente un poco de las necesidades internas de la ciencia.

Después del pequefio escrito de Dedekind “Qué son y qué hacen los numeros” (1888),
Peano expone en una corta obra “Arithmetices principia, nova methodo exposita”, un
sistema de axiomas para los nimeros naturales, el cual coincide en lo esencial con el utilizado
en la actualidad (ver por ejemplo C. Sanchez-"Analisis Matematico”, tomo |, Pueblo y
Educacion, La Habana, 1982). La definicion de los nimeros racionales mediante la formacién
de pares de numeros naturales la brindé Weber en 1895 en su “Libro de texto de algebra”.

Version abstracta del concepto nimero.

Con el desarrollo del pensamiento estructural en el algebra, el concepto nimero obtuvo una
caracterizacion mas abstracta y general. Kronecker y Dedekind dieron al concepto cuerpo su
lugar central en el algebra y Steinitz desarroll6 una teoria del cuerpo abstracto en su “Teoria
algebraica de los cuerpos” (1910). Aqui se demuestra, entre otras cosas, que todo dominio
de integridad puede incluirse en un cuerpo; el transito de los nimeros enteros (positivos y
negativos) a los nimeros racionales es solamente un caso especial.

Steinitz hizo referencia Hilbert quien realizd en el 1900, en el tratado “Sobre el concepto
numero”, una estructuracion axiomatica del sistema numérico.

A principios del siglo XX, precisamente en relacién con el desarrollo de la teoria de
conjuntos y las dificultades dadas en las cuestiones fundamentales de la matemaética, se
demostro la existencia de objeciones fundamentales en contra de esta estructuracion formal
del concepto nimero. Nuestro siglo dio nuevas respuestas a las complejas interrogantes
planteadas, especialmente en relacion con la demostracién de la carencia de contradicciones
en el sistema de axiomas de Hilbert; todo esto se relacionaba estrechamente con dificiles
problemas de la teoria del conocimiento.

En este siglo, variados temas relacionados con la representacion de los numeros reales son
considerados, asi se ha demostrado (ver Yu Takeuchi-“Una representacion del nimero
real”, Revista Integracion, UIS-Colombia, Vol.12, No.2, 139-147, 1994) que los nimeros
reales pueden ser representados por medio de sucesiones crecientes de nimeros naturales. La
idea es la siguiente: dado un numero real ae(0,1), se definen una sucesién creciente de
numeros naturales (n(1),n(2),n(3),...) y una sucesion decreciente de ndmeros positivos
(a(0),a(1),a(2),...) como sigue:

- a(0)=a,
- n(1) es el nimero natural determinado por 1 < n(1)a(0) < 1+a(0) y a(1)=n(1)a(0)-1.

Después de esto se demuestran las siguientes propiedades:

Proposicion 1. EI nimero a es racional si y solo si las sucesiones (n(k)), (a(k)), con k=1, 2,
3 ..., son constantes a partir de algin término.

Proposicion 2. a es irracional si y solo si

Lim n(k)=+c y Lim a(k)=0, cuando n—o.
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De esta manera se tiene que 3/7=(3,4,8,..8,..), V2/2=(2,3,5,5,16,18,78,103,179,856,
4569,15944,...), == 3 + (8,8,17,19,300,1768,3793,7234,35512,...), senh 1 = 1 + (6,20,42,...,
2k(2k+1),...), etc.

Paralelamente a la precision de los fundamentos de la aritmética y el analisis en el siglo XIX
y a la definicion de conceptos tales como convergencia, continuidad y diferenciabilidad, se
hizo necesario construir un calculo logico mas desarrollado que permitiera formalizar
proposiciones de una mayor complejidad. A esto contribuyé la introduccion de las variables y
los cuantificadores de forma independiente por Charles Sanders Peirce (1839-1914) y Gottlob
Frege (1848-1925).

La obra de Frege de formalizar la aritmética mediante una “escritura conceptual” es un
ejemplo de la aplicacion de un lenguaje predicativo a una teoria concreta y su légica
constituye parte de los basamentos de los actuales lenguajes formalizados. Asimismo, sus
precisiones conceptuales han sido de gran valor en todo el desarrollo ulterior “por ejemplo es
el primero en distinguir el enunciado de una proposicion y la afirmacion de que dicha
proposicion es verdadera, entre la relacion de pertenencia y de inclusion, entre un objeto X y
el conjunto {x} formado por este Unico objeto, etc.” (ver N. Bourbaki-“Elementos de
historia de las matematicas”, p.23). Sin embargo, su obra en sentido general no logro
imponerse debido a la inconveniencia de la simbologia adaptada (ver préxima conferencia
para otros detalles).

Los sistemas numéricos hipercomplejos.

En 1831, Gauss reflexionaba de la siguiente manera: “las relaciones entre entes que
representan una multiplicidad de mas de dos dimensiones ¢no nos daran también clases
permisibles de numeros en la aritmética general?”. Esta pregunta posee un significado
historico y metodoldgico, que vas més all4 de lo que hablamos anteriormente. Podemos
resumirlas en las siguientes cuestiones:

¢ Es posible ampliar el campo numérico mas alla de los nimeros complejos?,

¢Cémo comprender el concepto “clase permisible” de nimeros?,

¢Qué utilidad puede tener un sistema numérico que represente el espacio de mas de tres
dimensiones?

Para responder estas preguntas, debemos hacer algo de historia.

La consideracion de los nameros complejos, comenzd con la resolucion de ecuaciones
(exactamente x> = px + ), pues la aparicién de la expresion (g/2)* - (p/3)° dentro de una
raiz cuadrada, impide obtener la solucion x de tal ecuacion en el caso que esta expresion sea
negativa. Este caso recibié el nombre de caso irreducible.

¢Por qué aparece la aritmética de los nimeros complejos en la resolucion de ecuaciones
cubicas en el Renacimiento y no en el tratamiento de las ecuaciones de 2do grado que ya se
resolvian por los antiguos babilonios? La respuesta es sencilla: porque el caso irreducible para
las ecuaciones de 2do grado representa la no existencia de raices reales, mientras que cuando
el caso anterior ocurre (0 sea, la formula no es aplicable al caso real) pueden existir hasta tres
raices reales.

La historia posterior se desarrolld segun hemos narrado anteriormente, aungque debemos
detenernos en los descubrimientos de Hamilton, uno de los matematicos mas integrales del
siglo XIX. Se distinguid en dptica y astronomia, en dinamica y algebra, en linglistica y
geometria. A los 13 afios dominaba 13 idiomas y a los 16, estudiando la “Mecénica Celeste”
de Laplace, encontrd un error en una demostracion. Tenia ademas una gran cultura y amaba el
deporte. Fue un magnifico profesor en la Universidad de Dublin y varios afios Presidente de la
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Academia de Ciencias de Irlanda. Sus ultimos 22 afos de vida, los dedicé al estudio de los
cuaterniones y sus aplicaciones.

Inicialmente, Hamilton muestra un gran interés
en la multiplicacién de tripletas, él escribe sus
tripletas (a,b,c) como a+bi+cj y visualiza sus
unidades 1, i, j como “segmentos dirigidos” de
longitud unidad y mutuamente perpendiculares.
Mas tarde, introduce la actual palabra “vector”.
Al multiplicar las tripletas con esta
representacion vectorial, Hamilton, siguiendo el
enfoque axiomatico, va a exigir:

1ro. que sea posible sumar y multiplicar término
a término y extender las reglas operatorias de
los  nOmeros complejos  (principio de
permanencia),

2do. que la longitud del vector producto sea
igual que el producto de las longitudes de los
factores (ley de los mddulos).

Por analogia, considera i2=-1, j2=-1 de aqui se
tiene la primera dificultad ¢como definir ij? Es facil comprobar que si la define como 0,16 -
1, se obtiene una contradiccion con la ley de los mddulos. Tomemos el caso ij=0, entonces en
el producto (a+bi+cj)(p+qi+rj) debe cumplirse que:

(a%+b>+c?)(p>+qP+r?)=(ap-bg-cr)>+(ar+cp)*+(aq+bp)?,
después de un largo proceso de maduracién, comprende que siendo este exceso, justamente el
cuadrado del coeficiente de ij, pero con la condicién ij=-ji, la solucién del problema esta en

considerar:

1ro. considerar una nueva unidad imaginaria k=ij,
2do. prescindir de la propiedad conmutativa.

Est4 claro que esta segunda consideracion es realmente revolucionaria. Facilmente se tiene
entonces:

ik=i(ij)=i3=-j, ki=j,

j=(ij)j=ij=-1, jk=i,

k2=k(ij)=(ki)j=j?=-1.

Pero Hamilton no se detiene aqui y continla buscando la interpretacion de los nuevos
nameros.

Todo cuaternion q = ap+a;i+ayj+ask posee una parte escalar, Scal(q)=ao Yy una parte vectorial
Vect(q)= aji+ayj+ask. A los cuaterniones de la forma xi+yj+zk Hamilton los llamo vectores y
el conjunto de todos los vectores puede interpretarse como el espacio tridimensional.
Hamilton introduce el concepto de campo vectorial como la ley que hace corresponder a cada
punto del espacio un vector. Define también el producto escalar y vectorial de vectores
tridimensionales construyendo las primeras operaciones no-aritméticas del algebra.

En realidad, la solucién del problema de definir ij, Hamilton la obtuvo en su anélisis de las
tripletas. Un dia de 1843, él paseaba con su esposa por el Canal Real, cuando tuvo una subita
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inspiracion: su dificultad desaparecera si usa cuadruplas en lugar de tripletas y si abandona la
ley conmutativa para la multiplicacion.

Si Lobatchevski cred una nueva geometria abandonando el postulado de las paralelas,
Hamilton cre6 una nueva algebra, también consistente, desechando el postulado conmutativo
para la multiplicacion.

Estos nuevos conceptos no sélo influyeron en el enfoque de la nueva algebra que se estaba
gestando a comienzos del siglo XIX, sino que penetraron en toda la metodologia de la
matematica.

El mismo Hamilton, dada su experiencia y talento como fisico, rapidamente encontrd nuevas
aplicaciones del lenguaje de los cuaterniones.

En 1846 Hamilton introdujo un nuevo simbolo determinado por la expresion

N

0 0 0
=&i+5j+§k, donde o/ox significa la derivada parcial respecto a x. Cuando se
or . or

IR
aplica este operador a una funcion escalar r(x,y,z) se obtiene el vector Vr :%i +a—yj+§k
Ilamado gradiente de r, al que Hamilton le encontrd mdltiples interpretaciones tanto fisicas
como geométricas. Para el caso de una funcién vectorial v=vii+v,j+vsk, donde las v; (i=1,2,3)
son funciones de (x,y,z), Hamilton, operando de una manera formal como si fueran
cuaterniones, obtiene que Scal(Vv)=-div v y Vect(Vv)=rot v (los nombres se introdujeron
posteriormente, a partir de su interpretacién en la dindmica de los fluidos).

Estos nuevos conceptos pronto encontraron aplicacion, sobre todo gracias a los trabajos de
James C. Maxwell (1831-1879), quien no solo tradujo al lenguaje de los cuaterniones los
resultados de Faraday en Electricidad y Magnetismo sino que usando las ideas principales de
la teoria de Hamilton cre6 un instrumento imprescindible para la fisica: el cdlculo vectorial.
Tal fue el entusiasmo de Hamilton y de su discipulo Peter Guthrie Tait (1831-1901) que
fundaron una sociedad para la difusion de los cuaterniones. A pesar de las esperanzas de
Hamilton los cuaterniones pasaron practicamente inadvertidos y solo a fines del siglo XIX se
acepto el calculo vectorial, sin prestarle atencién a los cuaterniones.

Los ultimos 20 afios de su vida los dedicé Hamilton a su algebra favorita, la cual creia que
tenia implicaciones cosmicas, incluso algunos matematicos britanicos, la consideraban un tipo
de arithmetica universalis leibniziana. En 1853 aparecio su “Lectures on Quaternions”,
obra en la que Hamilton estuvo trabajando hasta su muerte. Esta version aumentada y
corregida (que él no pudo terminar) fue publicada por su hijo al afio siguiente de su muerte
(“Elements of Quaternions”). Es de sefialar que el impacto de la obra de Hamilton fue
grande, sobre todo en los paises angléfonos, por ejemplo, la National Academy of Sciences de
los Estados Unidos, nombro a Hamilton su primer socio extranjero.

Lo que Hamilton no consideraba tan importante resultdé lo mas trascendente. Era la primera
vez en la historia de las matematicas que un sistema de nameros, estructurado légicamente y
con amplias aplicaciones no verificaba la ley de conmutatividad poseida por todos los otros
sistemas numéricos conocidos. La aceptacion de tales sistemas significaba un salto cualitativo
trascendental en la concepcion del numero. Este salto, a su vez, abria nuevas perspectivas en
la creacion de nuevos sistemas hipercomplejos y de nuevos enfoques. Con razon decia
Poincaré que el descubrimiento de tales sistemas significd para el algebra lo mismo que las
geometrias no-euclidianas para la geometria.

Después del descubrimiento de Hamilton se fue haciendo méas notorio que la construccion de
nuevos sistemas numeéricos hipercomplejos imponia sacrificar algunas de las propiedades
fundamentales. Como propiedades fundamentales se entendian las conocidas por
asociatividad, conmutatividad y distributividad, y también la llamada “ley de los modulos™: a
cada elemento le corresponde un tnico nimero real positivo n(a), denominado norma de a, tal
que n(a)=0, ssi, a=0 y n(b)=n(a)n(b). En el caso de los cuaterniones, la norma se define por
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n(q)=a2 + b2 + c2 + d?, donde a, b, ¢ y d son las componentes de g. La “ley de los modulos”
aseguraba, entre otras cosas, la no existencia de divisores de cero. Es decir, si se cumple la
“ley de los modulos” entonces del hecho que ab=0 se deduce a=0 ¢ b=0. Esta exigencia se
consideraba natural y no fue cuestionada hasta que aparecieron las siguientes estructuras
algebraicas. Veremos mas adelante, sin animo de ser exhaustivos, algunos de los casos mas
notables de sistemas numéricos hipercomplejos que motivaron una teoria general de las
estructuras algebraicas.

Debemos decir, en honor a la verdad, que no solo fue Hamilton el que desarrollo el &lgebra en
esta direccion, hay que hablar también de los trabajos de Hermann Grassman (1809-1877).
Sobre Hamilton se acumularon todos los honores; a Grassman, menos afortunado, no se le
concedieron.

En realidad, el concepto de espacio n-dimensional habia recibido tratamiento detallado en el
trabajo de Grassman “Ausdehnungslehre”, publicado en aleman en 1844 y que recibid la
aprobacién (y bendicion) del propio Gauss. Seguia la direccion, dijo, que ya habia tomado él
mismo casi medio siglo antes. Pero era demasiado filosofica con su peculiar terminologia,
incluso para Gauss, que era bastante aficionado a la filosofia.

Grassman continud esforzandose en que se reconociera su teoria més general. En 1862,
publico una versidn revisada por completo (“Die Ausdehnungslehre, vollstanding und in
strenger Form bearbeitet”), muy ampliada y menos incomprensible, pero que, al igual que
la primera, se sumio en un olvido temporal hasta el siglo XX. La obra de Grassman incluia
como detalle implicito el &lgebra del célculo tensorial que solo fue ampliamente conocida
después de su aplicacién (1915-1916) a la relatividad general.

El punto de vista de Grassman era mucho mas amplio que el de Hamilton. Para apreciar esto,
recordemos que en 1844, cuando aparece la primera obra de Grassman, el espacio (excepto
para Cayley) seguia siendo el tridimensional euclidiano. El esquema de Cayley de una
geometria de n dimensiones data de 1843, no pudo haber influido sobre la teoria de Grassman
de la magnitud ampliada. Més aun, la teoria de Grassman se reveld6 como una fuente
practicamente inagotable de desarrollos por especializaciones en diferentes direcciones (teoria
de determinantes, las matrices, el algebra tensorial, ...). En resumen, la teoria de Grassman de
1844-1862 se adelantd, en mucho, a su época.

De los cuaterniones a las algebras.

“Para definir una estructura, se dan una o varias relaciones en las cuales
se encuentran sus elementos y después se postula que las relaciones
dadas cumplen ciertas propiedades, las cuales constituyen los axiomas de la
estructura considerada”.

N. Bourbaki (1948)

Unas semanas después del descubrimiento de Hamilton, en diciembre de 1843, su amigo John
Graves (1806-1870) descubrid el calculo para elementos con ocho unidades basicas.
Comencemos definiendo una “conjugacion” para los cuaterniones: si q=a+bi+cj+dk se define

su conjugado d:a-bi-cj-dk. Se observa que n(q):q(i al igual que sucede con los nimeros
complejos.
Los octoniones se definen como pares de cuaterniones ©=(gi1,g2) con las operaciones
siguientes:

6+ 6"=(01,02) + (0'1,.9°2) = (4210 1,02%0 2),
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0 0"=(01,02)(9"1,d"2) = (419"1 - 9202019 2 + G20 1)

En este calculo no s6lo se pierde la conmutatividad sino, también, la asociatividad del

producto. Si se define el conjugado de 6=(q;,q2) por © =(g1,92), entonces n(6)=66 es una
norma que cumple la ley de los modulos.

Graves tratd de construir un calculo similar con 16 elementos de base y en el cual se
cumpliera la ley de los modulos, pero no tuvo éxito. Como veremos mas adelante, tal
pretension era absurda.

Paralelamente, Arthur Cayley (1821-1895) abogado inglés, apasionado por las investigaciones
algebraicas, redescubri6 los octoniones (por lo cual hoy también se conocen como nimeros de
Cayley) y da un paso adelante en un famoso y trascendental trabajo publicado en 1858, en el
cual introduce el calculo con matrices cuadradas. Cayley mismo relatd a Tait en 1894 qué fue
lo que le condujo a las matrices. “Desde luego que no llegue al concepto de matriz a través de
los cuaterniones: fue directamente a partir del de los determinantes; o bien como un modo
conveniente de expresar las ecuaciones x'=ax+by, y'=cx+dy”

Una matriz cuadrada A no es mas que una tabla numérica constituida por el mismo namero de
filas que de columnas:

A=(ajj)1<i j<n,
Cayley define el calculo de matrices cuadradas de la forma siguiente:
A + B =(ay) + (by) = (ai +by),
AB = C = (cjj) = (ay) (by),
kA=k(a;j) = (kajj), keR.

Este calculo cumple las propiedades fundamentales con excepcion de la conmutatividad v, lo
mas importante, posee divisores de cero, es decir, la relacion AB =0 puede tener lugar aunque
sean A=0 y B=0. En particular, existen matrices no nulas tales que para algin keN se tiene
AK=0. estas matrices son denominadas NILPOTENTES .

Pero ¢en qué sentido el calculo de matrices se puede considerar una generalizacion de los
calculos numéricos conocidos? La respuesta la dio el mismo Cayley. Los numeros reales se
representan como las matrices de orden 1. Los nimeros complejos se pueden interpretar como
las matrices cuadradas diagonales de orden 2. Es decir, al nimero complejo (a,b) se le hace
corresponder una matriz cuya traza es a + b y el resto de los elementos es cero.

Cada cuaternidon q = ap+aji+ayj+azk se puede representar matricialmente (lo que obtuvo en
1858) por:

| 8, +ay, a, +a;i |
L—az +a,l al—a4|J

y la norma n(q)=|det q.

El descubrimiento de Cayley pronto fue altamente valorado, no sélo por ser un nuevo
tratamiento de los sistemas algebraicos, sino, sobre todo, por establecer un puente entre dos
vias aparentemente diferentes del algebra en el siglo X1X: el algebra lineal y la teoria de los
numeros hipercomplejos; lo cual influyo fructiferamente en el desarrollo de ambas ramas.
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El concepto general de algebra asociativa del cual son casos particulares el campo de los
nameros complejos, los cuaterniones de Hamilton y las matrices cuadradas de Cayley, fue
definido por el algebrista norteamericano Benjamin Peirce (1809-1880), profesor de la
Universidad de Harvard, en su libro “Algebras Lineales Asociativas” (publicado en 1872 de
forma limitada, y en el American Journal of Mathematics en 1881 con una tirada amplia). Los
Peirce (pues también su hijo Charles S. Peirce (1839-1914) trabajo6 en esta direccion) jugaron
en los estados Unidos, el papel que Hamilton, Grassman y Cayley habian jugado en Europa.
Peirce (Benjamin) definié &lgebra como una estructura n-dimensional (con n unidades
basicas) en la cual existen una adicion y un producto a los que se les exige cumplan las
propiedades fundamentales de la suma, la asociatividad del producto con relacion a la suma.
Para Peirce no eran necesarias ni la conmutatividad del producto, ni la existencia de una
norma, ni de divisores de cero. De los sistemas hipercomplejos considerados anteriormente
solo los octoniones no satisfacen estas exigencias, pero realmente aparecieron otros sistemas
interesantes no asociativos. Asi, se abrieron dos lineas de investigacion que se desarrollaron
paralelamente: las estructuras algebraicas asociativas y las estructuras algebraicas no
asociativas. A las asociativas pronto se le encontraron aplicaciones en la fisica
(fundamentalmente en el algebra de Dirac de la mecénica cuéntica; asi por ejemplo, para la
teoria cuantica del electrén es imprescindible utilizar las algebras asociativas para obtener
representaciones matriciales del grupo de las rotaciones en n-dimensiones; dada la relacién
con la teoria del “spin”, los matematicos Richard Brauer y Herman Weyl (1885-1955) llaman
a estas cantidades “spinors” (*Spinors in n dimensions”, American J. of Math. 57, 1935,
pp.425-449)), mientras que las no asociativas tuvieron que esperar al siglo XX para lograr su
aplicacion en la biologia (estas algebras no asociativas se relacionan con los problemas de la
dindmica de la distribucion de genotipos en poblaciones consideradas infinitas; de esta forma,
las &lgebras no asociativas permiten estudiar con amplitud los efectos poblacionales de los
mecanismos genéticos fundamentales (Y. I. Liubitch-“Estructuras matematicas en genética
poblacional”, Naukova Dumka, Kiev, 1983 (en ruso)).

La respuesta a Gauss.

Tratemos de desentrafiar el misterio que envuelve al problema sefialado por Gauss
enfocandolo desde diferentes puntos de vista matematicos.

1ro. Desde un enfogue puramente aritmético. La exigencia del cumplimiento de la ley de los
moédulos representa una razon aritmética de la no-existencia de sistemas permisibles de
numeros hipercomplejos.

En el caso de las tripletas (a,b,c) que tanto entusiasm6 a Hamilton habia sido tratado por
Adrien Marie Legendre (1752-1833) en su famosa “teoria de los nimeros” (1830). Legendre
noté que los nimeros 3 y 21 podian expresarse como sumas de tres cuadrados de nimeros
enteros 3=1+1+1 y 21=16+4+1, pero que 3x21=63 no puede ser representado de esta forma
puesto que 63 es un entero de la forma 8n + 7.

De lo anterior se desprende que la ley de los médulos no se cumple para las tripletas. Como
bien apunta van der Waerden (ver B. L. van der Waerden-*“A History of Algebra”, part three,
Springer, Berlin, 1985, pag. 185) afortunadamente Hamilton no habia leido a Legendre pues
posiblemente no hubiera encontrado los cuaterniones.

El problema general fue resuelto por Adolf Hurwitz en 1898. Hurwitz con la ayuda de la
representacion matricial prob6 que la identidad:

(ar?+ap?+...+an?) (b2 +bo2+.. . +b?)=C 2+ Co%+...+Cr?,
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con ¢; combinacion bilineal de los &; y los bj, solo es posible para n=1, 2, 4, y 8. Es decir, la

ley de los médulos se cumple sélo con el calculo numérico definidoen R, C, H, O.

En esta direccion, son varios los acontecimientos que debemos destacar. En primer lugar, la
definicion por Gauss, Kummer (1810-1893) y Dedekind de los enteros algebraicos; la
restriccion del teorema fundamental de la aritmética a los campos de nimeros algebraicos,
debida a la introduccion de los ideales por parte de Dedekind; la obra definitiva de Galois
sobre la solucién de las ecuaciones algebraicas por medio de radicales y la teoria de campos
que le siguieron; y por altimo, la aplicacion parcial de los conceptos aritméticos a ciertas
lagebras lineales por parte de Lipschitz (1831-1903), Hurwitz (1856-1919), Emmy Noether
(1882-1935) y otros.

2do. Desde un enfoque puramente geomeétrico. Como es conocido, al multiplicar dos nimeros
complejos z=pexp(ip) y w=rexp(ig) el modulo del nimero w se dilata p veces y rota en un
angulo o.

Para la construccion de algebras més generales que la de los ndmeros complejos, debe
mantenerse un cuadro geométrico analogo: la operacién de multiplicacién debe corresponder
a la rotacion del vector en el espacio (alrededor de un eje fijo) y a una dilatacion de su
modulo. Tal transformacion se determina por los pardmetros siguientes:

a) coeficiente de dilatacion,
b) angulo de rotacion alrededor de un eje fijo,
c) determinacién del eje de rotacién fijo.

Esto dltimo se puede realizar, por ejemplo, con los cosenos directores, es decir, con dos
cantidades, ya que cos?a + c0s2R + cos?y = 1.

En total los pardmetros deben ser 4 y esto significa que el nimero no puede ser una tripleta.
Este razonamiento de Félix Klein (1849-1925) muestra que por tal camino deben
obligatoriamente aparecer los cuaterniones. Exactamente, en 1885, Cayley prob6 que las
rotaciones tridimensionales pueden representarse por cuaterniones. Esta representacion fue
utilizada por Klein y el fisico Arnold Sommerfel (1868-1951) en su estudio sobre la estructura
del &tomo en 1897,

En este caso es bueno apuntar que este método tensorial atrajo poco la atencién. A invitacion
de Klein, Ricci (1853-1925) y su antiguo discipulo Levi-Civita (1873-1942), prepararon un
articulo sobre el célculo tensorial y sus aplicaciones a la fisica-matematica para publicarlo en
una revista que leian los matematicos del mundo entero. El articulo aparecio en francés en
1901 y produjo pocos efectos: Sin embargo, algunos gedmetras curiosos fuera de Italia se
percataron del nuevo célculo y por lo menos uno, Grossman (1878-1936), de Zurich, lo
domind y se lo ensefio a Einstein. Este calculo tensorial era una clase particular del algebra
vectorial generalizada, muy apropiada para expresar las ecuaciones diferenciales de la
relatividad en forma covariante, como se exige en dicha teoria.

3ro. Desde un punto de vista puramente algebraico. Las exigencias relacionadas con la ley de
permanencia, es decir, buscar que se mantenga las propiedades de asociatividad,
conmutatividad y no existencia de divisores de cero, fueron tempranamente investigadas por
el berlinés Karl Weiertrass (1815-1897) a partir de 1860 y concretamente en unas de sus
cartas de 1883 aparece probado que un sistema hipercomplejo conmutativo de dimension n>2
siempre tiene divisores de cero.

En 1878 Georg Frobenius (1849-1917) probd que los Unicos sistemas hipercomplejos (sobre
R) permisibles son:
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a) El mismo R (dimension 1),

b) el campo de los numeros complejos (dimension 2),

c) el cuerpo no conmutativo de los cuaterniones H (dimension 4),

d) el cuerpo no conmutativo y no asociativo de los octoniones (dimension 8).

Al introducirse poco después de 1830 los grupos en la mecanica cuantica, el algoritmo de
Frobenius, algo olvidado, adquirié una posible importancia cientifica, y se emprendio la tarea
de aplicarlo en detalle a los grupos de permutaciones que se presentan en la fisica.

En definitiva, queda claro que Hamilton rompi6 con las tradiciones en el algebra, asi como
Bolyai y Lobatchevsky lo hicieron en la geometria. A través de la aceptacion de la
posibilidad de asistencia de sistemas numéricos no conmutativos se abrié la brecha hacia la
concepcion axiomatica estructural de algebra moderna. Con los sistemas hipercomplejos se
paso a un nuevo nivel de abstraccion gnoseoldgica sobre las operaciones algebraicas y como
frecuentemente ocurre, las estructuras mas generales resultaron mas utiles.

Las ampliaciones del concepto de nUmeros siguieron tres direcciones principales:

la- Las algebras vectoriales que encontraron rapida aplicacion en la mecanica clésica v,
posteriormente, motivaron el algebra tensorial de la fisica relativista, asi como la
representacion matricial de la teoria del electron en mecénica cuantica.

2a- La aritmetizacion del algebra impulsando el enfoque estructural que mas tarde invadiria
toda la matematica. Esta direccidn esta de acuerdo con el espiritu aritmético de Gauss y con el
abstracto de Galois

3a- Las algebras no asociativas, que sirven de modelo para sistemas mas complejos,
inexplorados anteriormente con métodos matematicos; como es la genética poblacional.

Otros detalles sobre lo aqui tratado, puede encontrarlo ampliado el lector en C. Sanchez-“La
fascinante historia de los sistemas numéricos hipercomplejos”, (I y 1) Bol. Soc. Mat.
Comp., No.12, 1990, 16-26 y No.13, 1991, 3-10.

LOS NUMEROS TRASCENDENTES.

El desarrollo del concepto de nudmero, tuvo ampliaciones en otras direcciones que
pretendemos resumir ahora.

En el periodo comprendido entre los afios 287 y 212 a.C., Arquimedes intento calcular el area
del circulo, pero no pudo hacerlo de forma exacta, pues debia ser capaz de determinar el valor
exacto de w, numero irracional obtenido de manera diferente a los ya conocidos (la primera
demostracion incompleta de la irracionalidad de = fue hecha en 1761 por J. H. Lambert).

En el afio 1882, F. Lindeman pudo demostrar que no existe polinomio p(x) con coeficientes
enteros, tal que p(r)=0 y por consiguiente se tiene no s6lo que no se puede construir con regla
y compas un segmento de longitud = (ver, entre otros los siguientes trabajos A. Alves-
“Construcoes por meio de régua e compasso”, Cuadernos de Matematica y Estadistica,
Serie C, No.13, UFRGS, Brasil, 1990; H. Baravalle-“The number =, The Mathematics
Teacher, Vol. XLV, No.5, 1952; L. Davidson-“El numero =, Bol. El Orientador, No.3,
MINED, La Habana, 1966, 16-17 y J. Estrada-“‘L.os numeros trascendentes”, Bol. SCMC,
Nos 2 y 4, 28-32 y 50-54, 1985) y que el problema de la cuadratura del circulo es insoluble,
sino también que el nimero = se diferencia de los otros numeros irracionales obtenidos hasta
la época: mientras los nimeros irracionales de la forma a (a entero positivo) son soluciones
de la ecuacion polinémica x"-a=0, no existe ecuacion polinémica con coeficientes enteros
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p(x), tal que p(w)=0. Por otra parte, no todas las soluciones de polinomios con coeficientes
enteros son nimeros racionales o raices de nGmeros racionales ((2 - V2)*? es
solucion de la ecuacion x* -4x2+2=0).

El conjunto de todos los numeros reales que son soluciones de algun polinomio con
coeficientes enteros juega un papel muy importante dentro del campo de los niUmeros reales y
recibe el nombre de “conjunto de los nimeros algebraicos” y los numeros reales que no son
algebraicos son denominados “numeros trascendentes”. El caso del nimero m nos muestra
cuanto tiempo fue necesario para poder establecer la existencia de nimeros trascendentes,
requiriéndose para esto métodos que como dijera Euler “superan las fuerzas del algebra”
(quod algebrae vires trascendit).

A mediados del siglo XIX, J. Liouville (1809-
1882) pudo demostrar por primera vez la
existencia de numeros trascendentes. En
primer lugar, él demostré que los numeros
algebraicos tienen ciertas propiedades de
aproximacion por nimeros racionales que son
especificos de ellos y que existen numeros
reales que no las poseen (y por tanto, no son
algebraicos). Concretamente, Liouville
demostr6 el  siguiente  teorema  de
aproximacion:

“Sir es un namero
algebraico y si P(x) es un
polinomio de grado m con
coeficientes  enteros  con
P(7)=0, entonces para todos
los nimeros racionales
diferentes de 7 del tipo p/q,
con q suficientemente
grande, que cumplen que su distancia a z es menor o igual a 1/q, p/q no
puede aproximarse a = mas que en 1/q™"*. Si se logra construir un nimero
real 7, tal que para cada numero natural m existen nimeros racionales pn
/gm cuya distancia a 7 es menor que 1/g,™", este nimero zes entonces no
algebraico y obtenemos asi un ejemplo de nimero trascendente™.

Por ejemplo, sea t = ZlO‘“ tiene una expresion decimal infinita y no periodica y es por
k=1
tanto irracional. Para cada nUmero natural n, definiremos el numero racional

n
xn:210‘“ = pn /10 si T es un nimero algebraico, existe entonces un polinomio p(x) de grado
k=1

m con coeficientes enteros, tal que p(t)=0 y si para n>m+1 consideramos a X, COmMoO
aproximacion racional de r,
Py

——-<10™
lon.

=T

e,

y del Teorema de Liouville se tiene que:
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by
0™

m+1
)"

lt—x, >(10™"

lo que es falso, ya que si n>m+1 entonces n!(m+1)<(n+1)! y por tanto:

Pn
10"

m+1
)"

<(10™

T—

de esta contradiccion se infiere que nuestra hipdtesis “t es un nimero algebraico” es falsa y
consecuentemente hemos demostrado que t=0,1100010...010...010... es trascendente.

Los primeros ejemplos de nimeros trascendentes fueron construidos a partir de la desigualdad
de Liouville:

|o - p/g| > c/q,

donde o es un numero algebraico raiz de un polinomio irreducible de grado n y con
coeficientes enteros y ¢ es independiente de g. Sin embargo, la existencia de los numeros
trascendentes puede ser probada sin tener que utilizar nuestros conocimientos sobre las
propiedades de aproximacion de los nimeros algebraicos.

La demostracion de Cantor (1874) de la existencia de los numeros trascendentes se basa en
probar que el conjunto A de los niUmeros algebraicos es numerable y que existe un conjunto
de nameros reales B que no es numerable, luego el conjunto diferencia B-A no puede ser por
consiguiente vacio y por tanto B contiene elementos no pertenecientes a A, es decir, B
contiene nimeros trascendentes (ver J. Estrada-Ob. cit. (11)).

De lo anterior se deduce no sélo esto, sino que hay “una cantidad mayor de nudmeros
trascendentes que algebraicos”, ya que el conjunto de los numeros trascendentes tiene la
potencia del continuo y el de los numeros algebraicos es numerable, 0 sea, estad en
correspondencia biunivoca con los nimeros naturales. Sin embargo, la demostracion de la
trascendencia de m, e, ... es un problema muy dificil que ha requerido la acumulacion de los
trabajos de diferentes matematicos durante varios afios.

Los problemas correspondientes a la naturaleza aritmética de e y = fueron planteados muchos
afos antes de los trabajos de Liouville sobre trascendencia.

En la segunda mitad del siglo pasado, en 1873, Hermite pudo obtener relaciones entre la
naturaleza aritmética de los valores de una funcién en un punto algebraico, sus propiedades
analiticas y la naturaleza aritmética de sus coeficientes, lo que le permitié demostrar la
trascendencia del numero e.

Algun tiempo después, en 1882, Lindemann pudo establecer un resultado mas general sobre la
naturaleza de los valores de la funcion exp(x) para un numero algebraico x. Utilizando los
trabajos de Hermite, obtuvo el siguiente resultado:

“Teorema de Lindemann. Si a1, o, ..., an SOn numeros algebraicos diferentes entre si,
cualquiera que sean Ay, Ay, ..., Ap nimeros algebraicos diferentes de cero se cumple que

iAi exp(a;) = 0".

i=1

De este teorema se deriva facilmente que el nimero 7 es trascendente, ya que si suponemos lo
contrario, entonces 2xi es también algebraico y tomando en el teorema de Lindemann n=1,
ou=2mi, a,=0, A1=1, A,=-1, obtendriamos (por la férmula de Euler):
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Az exp(o) + Az exp(ay) = exp(2mi) -1 =0,

0 sea, una contradiccion (otros trabajos que pueden consultarse en esta direccion son J. Hancl-
“Two proofs of trascendency of = and e, Czechoslovak Math. J., 35 (110), Praha, 1985y
Ju. V. Nesterenko-“Sobre el nimero =*, Vestnik MGU, Serie 1, Matematica y Mecanica,
No.3, 1987 (en ruso)).

Euler fue el primer matematico que propuso estudiar la naturaleza aritmética de clases
generales de expresiones numéricas. En su “Introduction ...” (1748), formula la conjetura de
que el nimero log b es un nimero racional o un namero trascendente, para a y b nimeros
algebraicos.

Casi un siglo después, Liouville (1844) obtuvo la primera condicién suficiente para que un
numero sea trascendente (con la desigualdad de Liouville) y medio siglo después, en 1900,
este problema fue sefialado por Hilbert en el 11 Congreso Internacional de Matematica, como
uno de los 23 problemas fundamentales para el desarrollo futuro de la matematica. Citando al
propio Hilbert en su intervencidn en este congreso:

“Como es conocido, Fermat afirmo6 que la ecuacion diofantica (excepto en
ciertos casos triviales) x"+y"=z" no tiene soluciones enteras x, y, z; el
problema de demostrar esta afirmacion nos ofrece un buen ejemplo de cuan
significativa puede ser la influencia en las ciencias de un problema tan
especial y aparentemente sin importancia como este. Motivado por el
Teorema de Fermat, Kummer introdujo los numeros ideales y demostré el
teorema de la descomposicién Unica en producto de factores primos para
los cuerpos ciclotomicos, teorema que al ser generalizado por Dedekind y
Kronecker para los cuerpos de numeros algebraicos, se convirtio en el
punto central de la teoria de ndmeros moderna y sobrepasando las
fronteras de esta teoria, influyé en el algebray en la teoria de funciones.
...frecuentemente ocurre que un problema muy especial interviene en
diversas disciplinas matematicas. Asi tenemos como el problema de la linea
de distancia minima (geodésica) ha jugado un papel histérico importante y
principal en la fundamentacion de la geometria, en la teoria de curvas y
superficies, en la mecénica y en el célculo variacional...”,

podemos ratificar la importancia y el interés que tienen estas investigaciones sobre la
trascendencia.

El séptimo problema planteado por Hilbert: Investigar si el nimero (o en general, si el
nimero a® con a y b algebraicos) es algebraico o trascendente, implica hallar una
respuesta a la conjetura de Euler.

Este problema fue resuelto de forma independiente por A. O. Gelfand y T. Schneider en 1936,
quienes obtuvieron el siguiente resultado: “si a es un numero algebraico diferente de Oy 1
y si b es un nimero algebraico irracional, entonces a° es un niimero trascendente”.
Existen muchos resultados que podriamos mencionar para ilustrar cuan interesantes y variadas
son las investigaciones sobre la trascendencia realizadas més recientemente asi, K. Mahler, K.
F. Roth y T. Schneider generalizaron el Teorema de Liouville, lo que permitié demostrar la
trascendencia de otros numeros, por ejemplo la de 0,1234567891011...; A. Baker demostrd
que para los numeros algebraicos ay, ay, ..., an, b1, by, ..., by que satisfacen ciertas condiciones,

2‘!2

n
. I | b; .
el numero a;', es trascendente (el producto de nimeros trascendentes no es en general
i=1
trascendente); los trabajos de C. L. Siegel y A. Shidlovsky, entre otros, sobre E-funciones
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generalizan el Teorema de Lindemann y permiten demostrar la trascendencia de los valores de
diferentes clases de funciones enteras, etc.

Para terminar, queremos reportar una de las aplicaciones mas recientes de la teoria de
aproximacion de los numeros algebraicos y trascendentes: utilizando los resultados y métodos
de la estimacion de sumas trigonomeétricas, de las aproximaciones diofantinas simultaneas y
de la teoria algebraica de los numeros, se ha logrado construir redes de puntos
“uniformemente” distribuidos en una region G de espacio n-dimensional, lo que permite
calcular aproximaciones (por cuadraturas) para las integrales definidas sobre G con el menor
error posible, mejorando significativamente los resultados obtenidos por los métodos de
aproximacion existentes. Ademas, estos métodos pueden utilizarse en la construcciéon de
polinomios de aproximacion para funciones de varias variables y en la solucion numérica de
ciertas ecuaciones integrales y en derivadas parciales.

CUESTIONARIO

1. Sea la ecuacion x* =15x + 4, muestre que este caso es irreducible y sin embargo x=4 es una
raiz. Halle las otras dos raices.

2. Dada la ecuacién x> -6x - 9 = 0, obtenga las tres raices de esta ecuacion.

3. Demuestre que (20 + 14v2)"® + (20 - 14+2)® = 4, utilizando una apropiada ecuacion
cubica.

4. Demuestre que las tres raices de una ecuacion cubica con coeficientes (1,0,3,2) son:
r=(-1+V2)"- 1 ++2)"*
y las raices de x2+ax+b=0, donde a=r y b=r2+3.

5. Las tres raices de la ecuacion x° - 6x - 4 = 0, son -2, 1+v3, 1-V3. Si por férmula sabemos
que x=(2+2i)" + (2-2i)'?, una de las raices debe ser igual a (2+2i)* + (2-2i)"°. ;Cual es?

6. Pruebe que la multiplicacion de los octoniones no es asociativa ni conmutativa, pero
cumple la ley de los mddulos.

7. Pruebe que el producto de matrices cuadradas es asociativo y distributivo con relacion a la
suma, pero no es conmutativo. Halle ejemplos de matrices nilpotentes.

8. Pruebe que ningun entero de la forma 8n+7 puede representarse como suma de tres
cuadrados de nUmeros enteros.
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Conferencia 14. Las paradojas de la Teoria de Conjuntos.
“Por una muestra pequefia podemos juzgar la pieza entera”
Cervantes

ara saber lo que debemos entender por *“conjunto” hojeemos las obras de los
matematicos que son, a titulo diverso, tedricos de los conjuntos. Segun el articulo de la
Encyclopédie des sciences mathématiques (tomo I, vol.1, f.4) redactada por M. Baire,
segun el articulo aleman de A. Schonflies, la palabra conjunto, a causa precisamente de su
simplicidad y generalidad, no parece susceptible de una definicion precisa; todo lo mas, se
puede reemplazar por sinénimos tales como coleccion, ... punto de vista que es mantenido por
Borel en sus “Lecons sur la théorie des fonctions”.
Estos teoricos de los conjuntos se clasifican entre los matematicos empiristas (o realistas),
por oposicion a los idealistas.
La nocion de conjunto puede obtenerse por medio del denominado axioma de comprension.
También puede conservarse la nocion intuitiva de conjunto tal y como lo han considerado A.
Schonflies, Borel, Sierpinski y otros.
El axioma de comprension puede expresarse del siguiente modo:
1. Los conjuntos son entidades matematicas que tienen una cierta propiedad en comun, la
definicién de la cual determina si un cierto ente es 0 no, elemento de un conjunto.
2. Los conjuntos son entes matematicos y por ende, ellos pueden ser elementos de un
conjunto.
3. Los conjuntos que tienen los mismos elementos son idénticos; por lo tanto, un conjunto
esta univocamente determinado por sus elementos.
Este axioma permite que se puedan introducir las nociones de conjunto vacio, subconjunto,
potencia de un conjunto, etc. y las operaciones con conjuntos.
Ya vimos en la conferencia anterior, como la moderna teoria de conjuntos esta
indisolublemente ligada a los problemas de la fundamentacion de la aritmética de los nimeros
reales y la demostracion de los teoremas fundamentales del Analisis y de la teoria de las series
trigonométricas. En todos estos problemas era necesario distinguir distintos conjuntos de
puntos, de estructura singulares, para los cuales era necesario hallar un principio de
clasificacion anico. Antecedentes a estos resultados, pueden encontrarse en diversas épocas.
En la antigliedad, Proclo Diadocos sefial6 la siguiente paradoja: el circulo se divide mediante
el diametro en dos partes iguales. ElI nimero infinitamente grande de didmetros posibles
corresponde entonces quasi una cantidad doblemente infinita de semicirculos.
Un ejemplo particularmente bello del tratamiento de lo infinito-actual, puede apreciarse en los
“Discorsi” de Galileo (1638); segun la terminologia actual él establecié una asociacion
biunivoca entre los nimeros naturales y sus cuadrados y sefialé al respecto que el conjunto de
los numeros naturales y sus cuadrados, y sefialé al respecto que el conjunto de los nimeros
naturales es “equivalente” a uno de sus subconjuntos verdaderos (ahora equipotentes).
Antes que George Cantor (1845-1918), fue Bolzano el que mas avanz6 por la via de la
verdadera teoria de conjuntos. En su obra postuma “Paradojas de lo infinito” (1851), cuya
importancia exalté particularmente Cantor, Bolzano avanzé hacia un claro conocimiento del
concepto “equipotencia” y de los diferentes rangos del infinito.
Merece destacarse que Cantor partio de problemas matematicos concretos. Mucho mas tarde,
cuando con su teoria de conjuntos tropez6 con mucha falta de comprension, fue que él lleg6 a
argumentaciones filosoficas -mas bien idealistas objetivas- y ocasionalmente metafisicas e
incluso teoldgicas, en favor del infinito actual.
Desde su época de estudiante en Berlin con Weierstrass, Cantor se familiarizd con la
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concepcion estricta acerca de los fundamentos del anélisis. Posteriormente, en Halle, su
colega Heine llamo su atencién acerca de algunas interrogantes dificiles de la teoria de las
series trigonomeétricas; esto lo condujo a la teoria de los conjuntos de puntos. En los inicios de
la actividad matemética de Cantor se ubica también la fundamentacion de la teoria de los
nameros irracionales mediante sucesiones fundamentales. A partir de 1873 Cantor penetro
paso a paso en los secretos del infinito actual, o como €l dice, de lo “verdaderamente infinito”.
Cantor expreso con las palabras siguientes la diferencia, decisiva para la teoria de conjuntos,
entre lo infinito potencial y lo infinito actual (1886):

““Si se quiere conocer el origen del prejuicio muy difundido en contra del
infinito actual, el ““horror infiniti”’, en la matematica, hay que centrar la
atencion ante todo en la oposicion que existe entre el infinito potencial y
el actual. Mientras que el infinito potencial no significa otra cosa que
una magnitud indeterminada, variable, que siempre permanece dentro de
lo finito, que tiene que asumir valores que o bien son menores que todo
limite finito méas pequefio o mayores que que todo limite finito mayor, lo
infinito actual se refiere siempre a un cuanto fijo, constante, que es
mayor que toda magnitud finita del mismo tipo.”

Consideremos las siguientes sucesiones 1, 2, ..., n, ...y 2,4, ..., 2n, ... el nUmero de términos
de ambas sucesiones es infinito. Observamos que a todo nimero de la primera sucesion se
puede hacer corresponder un nimero de la segunda, es asi que al 1 le corresponde el 2, al 2 el
4, y asi sucesivamente, a n se le puede hacer corresponder 2n. Anéaloga idea se puede
presentar de la segunda sucesion con respecto a la primera.

Se concibe, de una parte, que hay “tantos” numeros en la primera sucesién como en la
segunda, en la medida en que esta afirmacion tiene sentido, puesto que no se trata de
conjuntos finitos. Se observa, de otra parte, que los nUmeros pares no son otra cosa que una
parte de los nameros enteros, la “mitad” si se quiere, lo que contradice la afirmacion
precedente. Contradicciones que hay que superar para permitir el desarrollo de la matematica.
¢De donde vienen estas contradicciones? Manifiestamente del hecho que admitimos
implicitamente para los conjuntos infinitos, el axioma EI todo es mas que la parte, que se
verifica para conjuntos finitos.

Para superar esta contradicciéon tendremos que introducir, en primer término, la nocién de
namero infinito, como una generalizacion de la nocion de entero definida para conjuntos
finitos de objetos. Es necesario ahora definir una aritmética para estos ndameros, lo que
completaria la formalizacion de estos “nuevos” numeros. Es a G. Cantor a quien corresponde
el mérito de la definicion de igualdad de dos conjuntos infinitos.

Dos conjuntos infinitos corresponden al mismo numero infinito (mejor adn, el ndmero
cardinal transfinito se define como caracterizando un conjunto, independientemente del orden
y de la naturaleza de sus elementos), o se dice que tienen la misma potencia, cuando se puede
hacer corresponder a un elemento cualquiera del primero un elemento del segundo v,
viceversa, a un elemento cualquiera del segundo un elemento del primero.

Se dice que se ha realizado una correspondencia biunivoca entre los elementos de los dos
conjuntos. Dos conjuntos finitos que tienen la misma potencia tienen el mismo nimero entero
de elementos y reciprocamente. Esta definicion comprende bien la definicién de igualdad de
los nUmeros enteros como caso particular.

Todo conjunto que tiene la misma potencia que el conjunto de los enteros positivos (los
naturales) se llama numerable. Los tedricos de los conjuntos representan esta potencia por la
letra hebrea alef, que afectan del indice cero. Asi un conjunto numerable unido a otro
conjunto numerable hacen un conjunto numerable y no dos.
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Tomemos todos los nimeros reales comprendidos entre 0 y 1. Es conocido que este conjunto
es no numerable, no existe, pues, correspondencia biunivoca entre los puntos del segmento
(0,1) y los naturales. De otro lado: toda parte infinita de un conjunto numerable es numerable
y, por consiguiente, igual a todo el conjunto. En conjuntos infinitos admitiremos incluso que
una parte infinita de un conjunto infinito puede ser mas pequefia que todo el conjunto infinito,
es decir, que existen conjunto infinitos con distintas potencias.

Sea el continuo la potencia de los numeros comprendidos entre 0 y 1. Una parte de este
conjunto, por ejemplo, los racionales, son numerable, sin embargo, ninguna parte de estos
racionales, puede tener la potencia del continuo. Asi pues, ¢>Ny.

Observemos que si se plantea y = x/(1+x), se hace corresponder a todo x comprendido entre 0
y +oo un y comprendido entre 0 y 1 y reciprocamente. EIl conjunto de los numeros reales
positivos tiene la misma potencia que el conjunto de los reales del (0,1). Resulta de esta
observacion que c+c =c¢, 0 aun, cxXNo =C.
Cantor demostré ademas que la potencia de los
numeros trascendentes -los no algebraicos- es la
misma que la del continuo, con lo cual quedaba
claro que nimeros como m y e son de los mas
comunes entre los numeros reales. Cualquier
numero algebraico diferente de 0 y 1 elevado a
una potencia de irracional es ya un namero
trascendente (Kuzmin, 1930).

El 15 de enero de 1874 Cantor se hace la pregunta
¢ Tiene el conjunto de puntos del plano la misma
potencia que el conjunto de puntos de una recta,
es decir, se puede coordinar de forma biunivoca
una superficie y una linea?

“Pregunta absurda”, declaran inmediatamente los
matematicos de Berlin, puesto que se
sobreentiende que dos variables independientes
no pueden dejarse conducir a una. Cantor
responde a esta observacion demostrando que hay
tantos puntos en un plano como en una recta,
anulando la antigua concepcion de “dimension”, mas ain cuando el resultado de Cantor podia
ampliarse a dimensiones arbitrarias (“Je le vois, mais je ne le crois pas”, escribe a Dedekind).
Muy pronto pasé Cantor a la exposicion y representacion coherente de sus resultados. De
1879 a 1884 se publicaron seis trabajos en las Mathematishe Annalen bajo el titulo comdn
“Sobre las diversidades de puntos lineales e infinitos”. Aqui se plantean, entre otras, las
definiciones de conjunto cerrado, denso, denso en si, perfecto y conexo. En las dos partes de
los “Articulos sobre teoria de conjuntos transfinitos”, publicados en 1895-1897, tuvo lugar
una representacion sistematica de la teoria de los nimeros transfinitos.

Surge ahora la pregunta ¢, existen conjuntos con potencia superior a la del continuo?
Tomemos un conjunto de potencia n. A un elemento x del conjunto hacemos corresponder el
nimero 0 o el nimero 1. Definimos de esa forma una funcién f(x) que depende de n
elecciones arbitrarias entre dos nimeros 0 y 1. Hay, pues, 2" de esas funciones. Tenemos
2">n. En efecto, hagamos corresponder a un elemento a de E la funcién f(x) tal que f(a)=1y
f(x)=0 para x=a. Ella pertenece al conjunto de las funciones, cuyo conjunto E tiene la misma
potencia que una parte del conjunto de esas funciones. Supongamos ahora que una parte de E
tenga la misma potencia que el conjunto de las funciones. Sea a un elemento de esta parte. Le
corresponderia una funcion f(x) por la sola condicién f(a) =f, (a).

Se ve que f(a) esta bien definida y que f(x) no puede formar parte del conjunto, puesto que
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ella difiere de toda funciéon f(x), al menos en el punto x=a. Por consiguiente, el conjunto de las
funciones segun la definicion de la desigualdad de potencias, tiene una potencia superior a n.
Si, en particular, se considera las funciones f(x)=0 ¢ 1 y definidas por un valor real
cualquiera de X, se obtiene un conjunto de potencia 2° que es superior al continuo.

La nocion de numero transfinito parece haberse introducido por primera vez a propdésito de
la teoria de los conjuntos de puntos. Se llama punto de acumulacion o punto limite de un
conjunto infinito de puntos sobre un segmento, un punto tal - si existe- que haya puntos del
conjunto tan “cerca” de él como se quiera. El conjunto de puntos limites de un conjunto P es
Ilamado el conjunto derivado de orden 1 y se denota P'. Este conjunto puede ser infinito.
Posee, pues, un conjunto derivado P" formado de sus puntos de acumulacién y asi
sucesivamente. De una forma general, puede existir un conjunto derivado P(v) cualquiera que
sea Vv entero y si resulta que todos los P(v) poseen puntos comunes, cualquiera que sea el
entero v, se concibe que ese conjunto de puntos comunes forma un derivado de un nuevo
género. Se denomina derivado w de P y se le designa por P(w). Todo sucede como si después
de los enteros 1, 2, ..., v, ... existiese un nimero de género nuevo w superior a todos los
enteros. Este mismo conjunto puede tener un derivado P(w+1) y asi sucesivamente. Los
nuevos simbolos w, w+1, ... que van a permitirnos notar los enteros mas all& de su sucesion
natural, son llamados nimeros ordinarios transfinitos.

He aqui como Cantor, que es el primero en considerarlos, expone su formacion (Acta
Mathematica, t.11, 385-399).

La sucesion natural de los enteros reposa sobre la operacién de adicion de la unidad a un
entero ya formado. Llamaremos a ese principio de formacion de la sucesion de los enteros,
primer principio de formacion. La aplicacion de este principio no conoce fin. Sin embargo,
esta aplicacion no puede hacernos salir de la sucesién natural de los enteros 1, 2, ..., V, ... 0
namero de clase.

Para superar esta sucesion natural de los enteros tenemos que desarrollar ese primer principio
de formacion. Es precisamente lo que hace Cantor, valiéndose del segundo principio de
formacién, considerando que existe un ndmero w inmediatamente superior a todos los
enteros de la sucesion. Aplicando a ese numero w el primer principio de formacion,
obtendremos w+1, w+2, ..., ... y con una nueva aplicacion del segundo principio, 2w.
Combinando de esa forma la aplicacion del primer y del segundo principio de formacion,
obtenemos la sucesion de enteros: 1, 2, ..., V, ..., W, W+1, ..., W+v, ..., 2w, 2w+1, ..., 3w, ..., W2,
.. W', .w"y asi sucesivamente, pero en un orden perfectamente determinado. Los ndmeros
gue obtenemos de esta forma a partir de w se llaman nameros de la clase (I1).

““Se podria creer, afiade Cantor, que vamos a perdernos al infinito en esta
formacion de nuevos numeros infinitos, determinados y que no estamos en
condiciones de frenar provisionalmente ese proceso sin fin, para llegar por
él a una limitacién semejante a la que hemos encontrado, de hecho, en
cierto sentido, respecto a la antigua clase de numeros finitos: alli se
empleaba solamente el primer principio de formacion y no podiamos salir
de la sucesion natural de los enteros”.

Asi, partiendo de un nimero de la clase (1), todos los nimeros que le preceden forman un
conjunto evidentemente numerable, puesto que estan definidos los unos después de los otros
por un niumero numerable de pasos al limite; de la misma forma que todos los numeros de la
clase (1) que preceden a un nimero necesariamente finito de esta clase, forman un conjunto
finito.

Si, por consecuencia, admitimos -y he aqui el desarrollo obtenido- lo que Cantor llama un
principio de detencién o limitacién, a saber, que todos los nimeros de la clase (II) que
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preceden a uno de entre ellos forman un conjunto numerable, concebimos un ndmero «,
inmediatamente superior a todos los nimeros de la clase (I1), pero que pertenece a la clase
siguiente (I11) y que denota un conjunto de potencia superior al numerable, de la misma forma
que el numero w inmediatamente superior a todos los enteros finitos, denota un conjunto
infinito de potencia numerable, inmediatamente superior a todas las potencias finitas.

Esta generacion de los nameros transfinitos no conocera fin. Esos ndmeros transfinitos se
suceden en un orden bien determinado. Van a encontrar una aplicacion inmediata en el
estudio de los conjuntos ordenados.

Se dice que un conjunto dado U es ordenado si siendo a y b dos elementos de U, uno de esos
elementos se considera como precedente al otro, lo que se escribe: a precede a b. La
convencion que permite la ordenacion puede ser cualquiera. Es suficiente que a precede a b
sea incompatible con b precede a a 'y que a precede a b y b precede a c lleven a que a precede
ac.

Es de esta forma que el conjunto de los racionales puede ser ordenado. Es suficiente de
convenir que a precede a b si a<b.

Se dice que dos conjuntos son semejantes si entre sus elementos existe una correspondencia
biunivoca que conserve las relaciones de orden. De dos conjuntos semejantes se dice que
tienen el mismo tipo de orden.

La nocidn de orden esta precisada por la nocion de buen orden de un conjunto. Se dice que un
conjunto esta bien ordenado cuando todo subconjunto no vacio tiene un primer elemento.
Asi pues, el conjunto formado por la sucesion de los enteros esta bien ordenado. Se demuestra
gue un conjunto bien ordenado no es semejante a ninguno de sus segmentos (Secciones
iniciales).

Todo conjunto de numeros ordinales estd bien ordenado puesto que todo subconjunto de
numeros ordinales contiene un ordinal inferior a todos los demés, que puede ser, por tanto,
considerado como el primer elemento.

Reciprocamente, un conjunto bien ordenado tiene por tipo de orden un nimero ordinal g. Este
conjunto es semejante a todos los ordinales inferiores a @, ordenados de acuerdo con su
magnitud.

Se designan por alefs afectados de indices las potencias sucesivas de los ordinales de cada
clase.

Alef cero denota un conjunto ordenado numerable.

Alef uno denota el conjunto de los nimeros de la clase (II) que no es numerable y cuya
potencia es inmediatamente superior a la del numerable.

Podemos preguntarnos si se podra ordenar un conjunto dado. Ciertos tedricos como Zermelo,
responden afirmativamente y apoyan su razonamiento sobre un axioma, llamado axioma de
eleccion o axioma de Zermelo, que se enuncia asi:

para todo conjunto M cuyos elementos son conjuntos P, no vacios y sin
elementos comunes dos a dos, existe, al menos, un conjunto N que
contiene un elemento, uno solo, de cada conjunto P que pertenece a M.

Demos un ejemplo como aplicacion. Dividamos los numeros reales en clases, alineando en
una misma clase dos numeros reales, cuya diferencia es racional, y en dos clases diferentes
dos numeros reales cuya diferencia sea irracional. Todo namero real pertenece de esa forma, a
una sola clase. Segun el axioma de eleccidn, existe un conjunto N que contiene un ndmero,
uno sélo, de cada una de nuestras clases. Sin embargo, no sabemos determinar tal conjunto.
La eleccion que implica el axioma es, pues, una eleccion teorica, que existe sin que sea
efectivamente posible indicar en todos los casos un medio de realizarla.

Con ayuda de este axioma, Zermelo muestra que todo conjunto tiene la misma potencia que
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un conjunto bien ordenado. Existe, pues, una correspondencia biunivoca entre un conjunto
cualquiera y un conjunto bien ordenado, convenientemente escogido, sin que podamos
explicar siempre de qué forma se puede realizar efectivamente esa correspondencia. Por otra
parte, el axioma de eleccién produjo una agudizacion de las dificultades en la cimentacion de
la matematica, como cuando se demostro con su ayuda la existencia de objetos para los cuales
no se ha podido indicar ni un s6lo ejemplo, este es el caso de la demostracion de la existencia
de los conjuntos no medibles (ver A.N Kolmogorov y S.V. Fomin-"Elementos de la teoria
de funciones y del analisis funcional”, E. Mir, Moscu, 1982, pp.305-306), aunque hasta
ahora no se ha logrado construir al menos un ejemplo de un conjunto que no sea medible.
Otra consecuencia muy importante del axioma y que le es equivalente, es la posibilidad de
comparar las potencias de dos conjuntos cualesquiera. Sin el axioma de eleccién no podemos
demostrar que dos conjuntos cualesquiera tienen potencias a y b tales que a=b, a<b o bien
a>b. Esta posibilidad de comparar las potencias de dos conjuntos se llama la tricotomia.
Como todo conjunto, segun Zermelo, tiene la misma potencia de un conjunto bien ordenado,
es suficiente probar la tricotomia para los conjuntos bien ordenados, es decir, para los alefs.

El axioma de eleccidn conlleva, pues, la tricotomia. Reciprocamente, se demuestra que la
tricotomia conlleva el axioma de eleccion. Se ve de esta forma qué simplificaciones nos da el
axioma de eleccion para la teoria general de los conjuntos.

Observemos, no obstante, que incluso con el axioma de eleccién no podemos demostrar que
la potencia inmediatamente superior al numerable es la del conjunto de los numeros

- . . . . N
transfinitos de la segunda clase. Siendo la potencia del continuo, como hemos dicho 27 la
igualdad:

Ni1= 2% ,

es conocida bajo el nombre de hipdtesis del continuo, que aparece en el sexto trabajo de
1884 y la respuesta a esta se encontr6 sélo en 1963, como veremos mas abajo.

La solucion que da el axioma de Zermelo a diversos problemas de la teoria de conjuntos, es
de naturaleza tedrica. Por ello entre los matematicos no existe un absoluto consensus con
respecto a la teoria de conjuntos infinitos.

La misma existencia del namero infinito ha sido cuestionada. Leibniz, por ejemplo, se
manifestaba contrario a la existencia de los nimeros infinitos. Consideraba que un nimero
debia disminuir cuando se le verificaba una resta.

Rusell consideraba todo lo contrario y comentando a Leibniz (“Obras Completas”, T.1I, pag.
1238) expreso:

““Se notara que Leibniz considera contradictorio que el todo no es mayor
que su parte. Pero la palabra “mayor” tiene muchas acepciones; para
nuestro fin debemos sustituirla por la expresion menos ambigua
““conteniendo un numero mayor de términos.

En este sentido no es contradictorio que el todo y la parte sean iguales. Al
comprender este hecho se hizo posible la moderna teoria del infinito.”

El elemento conflictivo de la teoria de conjuntos fue la nocion de infinito introducida por
medio de ella. A la forma de idealizacion utilizada por Cantor, se le ha dado el nombre de
abstraccion del infinito actual.

De la teoria de conjuntos, mucho se ha escrito, pero quizas lo que sea mas representativo sean
las palabras de Hilbert cuando valord esta como “el fruto mas maravilloso del genio
matematico y en general una de las obras supremas de la actividad humana puramente
intelectual””.
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Cantor previo las discusiones en torno a la teoria de conjuntos; en 1883 escribi0, con respecto
a la estructuracion de una teoria general de conjuntos:

“No me oculto a mi mismo que con este empefio me coloco en cierta
oposicion con las concepciones ampliamente difundidas sobre el infinito
matematico y con los puntos de vista frecuentemente defendidos acerca de
la esencia de la magnitud del nimero.”

Cantor tuvo en Kronecker un adversario encarnizado, el que sin poder presentar una objecion
de peso, atribuy6 a Cantor conclusiones inexactas reiteradas. Segun una expresion de Hilbert,
Kronecker se dejaba llevar de una actitud dogmatica que se basaba en la conviccion de que no
existia lo infinito actual. Incluso, el uso de las series infinitas le resultaba extrafio, ya que no
admitia las conclusiones transfinitas.

No resulta erroneo suponer que en el grave desmoronamiento psiquico de Cantor de 1884,
mucho tuvo que ver las ofensivas expresiones de Kronecker, que lleg6 incluso a calificar
publicamente a Cantor de “corruptor de la juventud”. Poincaré llamaba la atencion sobre la
postura de Kronecker alegando en forma de broma que éste alcanzé notables resultados en las
matematicas porque frecuentemente se olvidaba de sus convicciones filosoficas.

El mismo Poincaré era portador de una concepcion muy difundida cuando ain en 1909 opin6
gue “no existe ningun infinito actual”, sino que con lo infinito se designa unicamente la
posibilidad de crear ininterrumpidamente nuevos objetos, por muy numerosos que sean los
objetos ya creados.

En Dedekind, el inglés Young y el matemético sueco Mittag-Leffler, Cantor tuvo promotores
entusiastas de sus ideas. En el Congreso Internacional de Matematica, celebrada en Zurich en
1897, el matemético aleman Hurwitz, uno de los maestros de Hilbert, demostr6 de forma
convincente la importancia del pensamiento tedrico-conjuntista en la teoria de funciones.

El concepto de punto limite y el concepto de conjunto cerrado relacionado con aquel, después
de la introduccion en el afio 1902 por H. Lebesgue del concepto de medida de un conjunto y
las investigaciones de E. Borel condujeron a la creacion de la teoria métrica de conjuntos.
Esta dltima sirvio de base a la teoria general de integracion y las series trigonométricas. Mas
tarde condujo a la construccion, en los trabajos del propio Lebesgue, K. Caratheodory, F.
Hausdorff y otros, de la teoria general de la medida.

M. Frechét (1906) y F. Hausdorff (1914), investigando el concepto introducido por Cantor de
conexidad y otros cercanos a éste desarrollaron la teoria topoldgica de conjuntos situados en
espacios métricos y topoldgicos generales. Finalmente, la teoria descriptiva de los conjuntos
de puntos y la, relacionada con ella, clasificacion general de las funciones discontinuas
(clasificacion de Baire) tienen su origen aproximadamente en el afio 1900 en los trabajos de
R. Baire y Lebesgue.

En la consideracion de los problemas fundamentales de la teoria del conocimiento, Cantor
pretendia seguir las ideas de Platon. Diferenciaba dos tipos de “realidad”: los conceptos e
ideas constituian la realidad inmanente ““si de acuerdo con definiciones precisas, ocupan en
nuestro pensamiento un lugar determinado, diferencidndose claramente de los otros
componentes del pensamiento™. Si las ideas y conceptos representaban procesos y objetos del
mundo exterior entonces, en ellos estaba presente una realidad transiente. Estas dos formas de
realidad de los conceptos e ideas no se contradicen una de otra, sino al contrario, “siempre
coinciden en el sentido de que cualquier concepto tomado como existente en la primera
relacion, posee a saber, también infinitas relaciones con la realidad transiente”.

Con respecto al conocimiento, él repite los criterios fundamentales de Platén.

Esto permite, aparentemente, concluir que la posicion idealista de Cantor coincide con la
filosofia de Platon. Existen dos grandes diferencias: 1ro. los conceptos matematicos deben
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estar libres de contradicciones internas y 2do. ellos deben encontrarse en determinadas y
precisas relaciones con los conceptos asumidos anteriormente. Estas exigencias no
concuerdan en esencia con la filosofia de Platon.

El mismo Cantor sefiala que en el dominio de la filosofia, él ocupa una posicién idealista la
cual llamé “realista”. Esto es valido pero con una precision. Los criterios filosoficos de
Cantor eran duales: idealistas en la esfera de los problemas generales de la filosofia, pero
materialista cuando trataba los problemas especificos de la metodologia de la matematica.

Las reflexiones filosoficas de Cantor atestiguan que veia la fuente de las leyes generales de la
teoria de conjuntos no tanto en la realidad transiente de sus conceptos como en la
contemplacion interior. No es asombroso que estos razonamientos no le produjeran nada para
la fundamentacion de su teoria de conjuntos; el mismo Cantor mas adelante no tuvo mas
remedio que renunciar a ellos.

Paradojas de la Teoria de Conjuntos. Como es conocido, se han encontrado no menos de
20 paradojas diferentes relacionadas con la concepcion cantoriana de conjunto y el
tratamiento de la abstraccion del infinito actual. Vamos a exponer las mas conocidas para
poder hacer algunas consideraciones generales sobre ellas. La existencia de estos conjuntos
paradigmaticos dio base, a comienzos de este siglo, a una polémica acerca de los fundamentos
de la matematica, la que se llamd “crisis en los fundamentos” (la tercera), en la que
intervinieron no sélo matematicos, sino también figuras prominentes de disciplinas limitrofes:
I6gicos y linguistas.

Algunas de estas paradojas se deben al uso sin las debidas precauciones del concepto “todos”,
en forma explicita o no, y ciertas eran antiguas como la del cretense mentiroso. La expresion
“yo miento” implica contradiccidn, pues si digo verdad, miento y si miento, digo verdad. Este
tipo de sofisma, con ropaje variado, ha persistido y se encuentra muy difundido.

Paradoja de Cantor (1895). Sea M el conjunto de todos los conjuntos y P(M) el conjunto de
todos los subconjuntos de M. Segln uno de los teoremas primarios de la teoria de conjuntos,
la potencia de un conjunto es siempre estrictamente menor que la potencia del conjunto de

todos sus subconjuntos, lo cual se representa por la desigualdad P( M) >M. Pero, dado
gue M contiene a todos los conjuntos P(M)c M vy, en consecuencia, dado otro teorema de la

teoria de conjuntos P( M) <M 1o cual contradice la desigualdad anterior.

Paradoja de Burali-Forti (1897). Sea D el conjunto de todos los nimeros ordinales. Por un
teorema conocido, D es bien ordenado; sea a=ord(D). Considérese ahora s(a), el conjunto de
todos los nimeros ordinales menores que o.. Obsérvese que:

1. Puesto que s(a) consiste de todos los elementos de D que son anteriores a o, S(o) €s una
seccion inicial de D.

2. Por otro teorema, a=ord(s(c)); por tanto ord(s(a))=a=ord(D).

Por consiguiente, D es isomorfo a una de sus secciones iniciales. Asi pues, el concepto de
conjunto de todos los nimeros ordinales lleva a una contradiccion con el teorema siguiente:

Teorema. Un conjunto bien ordenado no puede ser isomorfo a una de sus secciones iniciales.

Paradoja de Russel-Zermelo. Denotemos por M el conjunto de todos los conjuntos
normales, esto es, los conjuntos que no se contienen a si mismo como elemento. Supongamos
gue M es un conjunto normal, entonces debe contenerse a si mismo y no seria normal. Si
suponemos lo contrario, 0 sea, que M no es un conjunto normal, entonces un tal razonamiento
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nos lleva a que M es normal. Por tanto, no podemos suponer sin contradiccion, ni la
normalidad ni la no-normalidad del conjunto de todos los conjuntos normales.

Paradoja de Richard. Supongamos todas las definiciones de la aritmética ordenada segun su
longitud, por la cantidad de letras que se contienen en ellas. Si las definiciones que contienen
la misma cantidad de letras las ordenamos alfabéticamente, entonces, a cada definicion se
puede hacer corresponder un nimero natural n -su nimero de orden. Llamamos ndmero de
Richard a todo nimero que no posee la propiedad la cual esta fijada en la correspondiente
definicion. Pero la definicidén de nimero de Richard también es una definicion de la aritmética
y a ella le corresponde también cierto nimero natural. Sea este nimero m. ¢Es el nimero m
un namero de Richard? Aqui esta la contradiccion ya que m es un nimero de Richard si y
solo si no posee la propiedad que se exige en la definicién, es decir, si y sélo si no es un
numero de Richard.

Paradoja de Karl Menger. Reunamos en un cuadro las tres proposiciones siguientes:
“2+2=5", “4+6=3" y “todas las proposiciones escritas en este cuadro son falsas”. El analisis
revela facilmente, que esta Ultima es contradictoria, pues si se supone que es verdadera, se
sigue que es falsa, y si se supone que es falsa, se sigue que es verdadera.

El hallazgo de las paradojas, relacionadas con el concepto de conjunto, transformo el
problema de la fundamentacion de la teoria de conjuntos de un significado tedrico, como lo
era para Frege, en un problema metodoldgico. En un sentido estrecho consistia en
desprenderse de las paradojas conocidas. En un sentido mas amplio era necesario contestar al
problema: ;en qué medida es una pretension valida tratar de eliminar la contradiccion en la
matematica?, ¢Podré alguna vez la matematica obtener una fundamentacion definitiva? A
comienzos del siglo XX todavia habia una esperanza de encontrar tal fundamentacion. Este
problema se convierte asi en uno de los problemas filoséficos de la matematica
contemporanea mas importantes y todavia mantiene cierto interés.

Desarrollo del estilo del pensamiento tedrico-conjuntista. Frecuentemente, cuando se
caracteriza el estilo del pensamiento tedrico-cojuntista de la matematica, se subrayan dos
rasgos diferenciantes. Primeramente, la utilizacion de la abstraccion del infinito actual, la
cual permite considerar conjuntos infinitos en su realizacion conjunta y total. En segundo
lugar, la aplicacién de los principios y leyes de la I6gica clésica, sin ninguna restriccién, a los
conjuntos infinitos. Estas caracteristicas, sin dudas, constituyen aspectos determinantes en el
estilo de pensamiento tedrico-conjuntista, sin embargo, ni la abstraccion del infinito actual, ni
la libre utilizacion de la ldgica, son suficientes para construir la teoria de conjuntos y mucho
menos servirian para elaborar un estilo de pensamiento dominante, deben estar subordinados a
un fin principal -la construccion de una teoria.

A continuacion relacionamos algunos hechos que muestran la penetracion cada vez mas
profunda del estilo conjuntista en la matematica y el proceso de transformacion de la teoria de
conjuntos en un estilo universal.

1900-Hilbert en el 1l Congreso Internacional de Matematicas, celebrado en Paris, plantea
sus famosos 23 problemas. El no.1 es la hipétesis del continuo, el segundo estaba relacionado
con la consistencia de los axiomas aritméticos.

1900-Se celebra el Primer Congreso Internacional de Filosofia en Paris, donde Peano influye
decisivamente en la carrera intelectual de Russell y muchos otros matematicos, 16gicos y
filosofos.
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1903-Russell publica su libro “Principios de las Matematicas”.
1904-Lebesgue introduce los nuevos conceptos de medida de conjuntos y funciones medibles.

1904 a 1908-Zermelo elabora una axiomatica general de la teoria de conjuntos que pretende
eliminar las paradojas.

1904 a 1910-Hilbert investiga los espacios funcionales infinitos.

1905-Borel introduce en la teoria de las probabilidades el concepto de medida de conjuntos.
1906-Frechet introduce el concepto de espacio métrico abstracto.

1906 a 1912-A. A. Markov, discipulo de Chebishev desarrolld las ideas de éste en la teoria de
las probabilidades (cadenas de Markov) hasta tal punto, que son considerados en todas partes
-segun Kolmogorov- como el punto de partida de todo el desarrollo ulterior de la teoria de las

probabilidades.

1908-Brouwer publica “Sobre los fundamentos de la matematica”, en el cual formula sus
ideas intuicionistas restringiendo la utilizacion de la abstraccién del infinito actual.

1910-Lebesgue elabora la teoria de funciones de conjunto.

1910 a 1913-Russell y Whitehead publicaron sus “Principia Mathematica”, donde
exponen los fundamentos logicistas de la Matematica.

1911 a 1930-Egorov y Lusin establecen la escuela moscovita de teoria de funciones.
1914-Hausdorff publica sus “Fundamentos de la Teoria de Conjuntos”, donde introduce
importantes conceptos topoldgicos.

Frechet da la definicion de continuidad y diferencial de funcionales lineales.

1916-Bernstein publica el primer sistema axiomatico de la teoria de probabilidades.

1919-Noeter construye los fundamentos del algebra abstracta conjuntista. Alexandrov realiza
la sintesis de las direcciones combinatorias y conjuntistas en la topologia.

1922-Banach elabora el concepto de espacio vectorial normado completo, funda la escuela
polaca de topologia. Skolem formaliza el sistema clasico de Zermelo (1904).

1925-von Neumann formula una teoria axiomatica de conjuntos.

1925 a 1927-von Neumann y Riesz independientemente construyen la teoria espectral de
operadores lineales.

1930-Kolmogorov-Hinchin-Levi-Dool, independientemente, comienzan a investigar los
procesos estocasticos. Petrovski-Sobolev-Schauder-Leray, elaboran independientemente la
teoria general de las ecuaciones en derivadas parciales utilizando un enfoque conjuntista.
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1930-Guelfand y von Neumann desarrollan los métodos algebraicos del analisis funcional.

1931-Gddel demuestra los metateoremas de la incompletitud y la no contradiccion, sobre la
axiomatica de la teoria de conjuntos.

1932-Hahn establece la relacion entre la teoria de funciones y la topologia general.

1933 a 1939-Hilbert y Ackermann publican los “Fundamentos de la Mateméatica”, donde
exponen la teoria formalista para salir de la crisis conjuntista.

1935-Kolmogorov formula la idea de espacio vectorial topoldgico. Zorn formula el lema que
lleva su nombre. von Neumann elabora la teoria de los espacios vectoriales topoldgicos
completos.

Kolmogorov y Alexander, independientemente, introducen el concepto de cohomologia.
Sobolev y Schwartz elaboran, independientemente, la teoria de las distribuciones.

1937-Pontriaguin construye la teoria de caracteres de los grupos topolégicos.
Pontriaguin y Andronov definen el concepto de estabilidad estructural (sistemas gruesos).
Se establece el grupo de matematicos bajo el nombre de Nicholas Bourbaki.

1937 a 1954-Bernays reelabora la axioméatica de la teoria de conjuntos.

1938-Gddel investiga el problema del continuo y el axioma de seleccion. Demuestra la
imposibilidad de demostrar el primero dentro de la teoria axiomatica de conjuntos.

1940-Aparece el primer tomo de los “Elementos de la Matematica” de N. Bourbaki, obra
con la cual se pretende exponer bajo el fundamento riguroso de la axiomatica de conjuntos,
introducida por Zermelo y mejorada por Fraenkel, toda la matematica contemporanea.

1963-Paul Cohen establecié que la hipdtesis del continuo es indemostrable en la axiomatica
de la teoria de conjuntos.

Sobre todo a partir de la década del 50 el desarrollo del estilo tedrico-conjuntista llega a su
méaximo desarrollo. Por varios afios estas concepciones van a prevalecer en toda exposicion
matematica y aunque siempre existieron quienes se mantuvieron en sus posiciones clasicas, la
influencia llegé a hacerse tan exagerada (recordemos que en particular, Euclides murid
definitivamente) que, como siempre ocurre en tales casos, se generé una oposicion tal que ya
en la década de los 70 habia logrado borrar las huellas mas nefastas del extremismo
bourbakiano.

Como todo estilo de pensamiento, el enfoque tedrico-conjuntista tiene sus méritos y sus
deficiencias.

Entre los primeros tenemos:

1. Considerar los objetos y sistemas mas complejos en los términos méas simples.

2. Un Unico punto de vista que permite encontrar las relaciones entre las diferentes teorias y
posibilita construir una metodologia universal.

De las deficiencias podemos sefialar:

1. El reduccionismo tedrico-conjuntista hace desaparecer lo especifico e irrepetible de los
objetos matematicos.

2. Se esconde el cardcter historico de la formacion de los conceptos mas importantes.

3. Se niega el desarrollo del conocimiento, despreciando el papel de la practica y otros
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factores externos.
4. No es efectivo desde el punto de vista didactico y heuristico.

LA FILOSOFIA CIENTIFICA DE HENRI POINCARE.

Con la apariciéon de las geometrias no euclidianas, las discusiones sobre la validez de las
concepciones euclidianas y newtonianas del espacio y del tiempo adquirieron un desarrollo
como no habian conocido jamas. El estado de perfeccion definitiva desaparecié de las
matematicas, sin embargo, existen ejemplos en la historia de las matematicas del esfuerzo
desarrollado por algunos matematicos para reintroducir, con mas o menos suerte, ese ideal
perdido. Entre esos esfuerzos hay que sefialar, a causa del crédito que ha encontrado y de la
influencia que ejerce aun, la filosofia cientifica de Jules Henri Poincaré (1854-1912).

Poincaré desarrolla la tendencia que se conocid6 como convencionalismo, en la que la
experiencia juega un papel importante (y acepta la tesis fundamental del empirismo) pero en
ultima instancia lo que determina la veracidad es la sencillez y la comodidad.

Esa filosofia consiste en afirmar que los principios de la geometria son convenciones. De su
obra “Science et Hypothése” tenemos algunas de sus afirmaciones mas conocidas: “una
geometria no puede ser mas verdadera que otra; puede ser solamente mas comoda”. Ocurre
lo mismo para los principios de la mecénica. Contrariamente a Hertz, quien piensa que lo que
“sale de la experiencia puede ser siempre rectificado por la experiencia’, Poincaré en la
obra citada concluye: ““La experiencia ha servido de base a los principios de la mecanica, y
sin embargo, no podra jamas contradecirles”.

De esa forma, los principios de la geometria y la mecanica son sugeridos por la experiencia,
es decir, que son abstractos del real geométrico y fisico. La historia de la ciencia ya hecha
habria podido sugerir a Poincaré otra cosa que esta teoria de la comodidad, ya que es en el
pasado donde cree encontrar las razones para cerrar el porvenir. Es por eso que, segun él, el
sistema de Ptolomeo que hacia de la Tierra un astro inmovil al centro del mundo fue refutado
por Copérnico y Galileo, porque dicho sistema acumulaba complicaciones: jes mas comodo
suponer que la Tierra gira!.

Que sean las concepciones filosoficas de Poincaré las que precisamente le hayan impedido
desarrollar audazmente las teorias nuevas que su genio matematico le hacia presentir, parece
desprenderse de las paginas en las que expone, con Lorentz, que no cree en la posibilidad de
poner en evidencia el movimiento de traslacion de la Tierra por experiencia de época. Pero,
¢como podria él deducir el principio de relatividad restringida que anunciara Einstein, si para
ello habia que renunciar a la geometria y la mecénica clésica, que considera que deben ser
siempre las mas comodas.

De esa forma, la misma evolucion de las matematicas nos demuestra la necesidad de una
filosofia cientifica que esté de acuerdo con el pasado y que pueda retirar delante del porvenir
el obstaculo, segln la expresion de Riemann, de los prejuicios tradicionales.

Pero no obstante, gracias a las ideas de Poincaré se tomo una direccion mas correcta que la de
los empiristas y los neokantianos. A diferencia de Helmholtz, Klein y otros, en Poincaré en
primer lugar, esta la especificidad de la matematica como ciencia, su diferencia con la Fisica.
Para Poincaré la necesidad de las verdades mateméticas no se puede sustentar por ningln
apriorismo si no es completamente comprensible por lo empirico de su procedencia.

LA LOGICA MATEMATICA.

A mediados del siglo XIX, el Algebra invade un campo virgen o casi virgen: la logica. Es
indudable que la vinculacién de la I6gica con la matemética es mas estrecha, o si se quiere
mas clara y evidente, que con cualquier otra ciencia.
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Los ancestros de esta ciencia se remontan a la cultura griega, sobre todo vinculado a los
nombres de Parménides y, principalmente, Zendn de Elea (fundador de la logica segun
Aristoteles). Siendo este ultimo el que le confirié el status de un “Organon”, desprovisto de
jerarquia cientifica y contribuy0 asi a su estancamiento.

El desarrollo del Algebra del siglo XVII influyo en el desarrollo de reglas silogisticas, al
advertirse una analogia entre estas y la deduccion algebraica.

Es explicable que tales ideas encuentren una primera expresion concreta en Leibniz,
verdadero precursor de la l6gica matematica. Persiguiendo un proyecto que lo acosa desde su
juventud: la de construir una “caracteristica universal”, especie de lenguaje simbélico capaz
de expresar sin ambigtiedades, todos los pensamientos humanos.

En 1854, se marca un hito en la l6gica simbolica, George Boole (1815-1864) publica su “The
Laws of Thought” que lo convierten en el fundador de ésta. Aun restandole cierto matiz
partidario, la frase muy citada del logicista Russell: “la matematica pura fue inventada por
Boole”, pone de relieve la importancia del escrito de éste, cuya tendencia a la abstraccion
muestra, por otra parte, la tendencia de los matematicos ingleses de la época. De ahi que se
advirtiera en ese escrito la influencia de George Peacock (1791-1858), el miembro
matematico mas joven del grupo que fundé en Cambridge (1813), la “Analytical Society”,
con el objetivo de promover el progreso del analisis superior en la isla, atrasada en
comparacion con el continente. En 1830, Peacock publicé un tratado de algebra -reeditado en
dos volimenes en 1842-1843- en el que acentua el caracter formal y simbdlico de las reglas
del algebra y por ello se le ha considerado un precursor del llamado “principio de la
permanencia de las leyes formales”, enunciado por el matematico e historiador de la
matematica Hermann Hankel (1839-1873) en 1867.

Como el primer escrito de Boole sobre el tema data de 1847, es posible que haya en él cierta
influencia de Peacock. De todos modos el libro de aquél, de 1854, abre nuevos horizontes a la
investigacion logica, que se prosigue en dos direcciones: por un lado se hace mas
independiente de la matematica; y por el otro, en cambio, busca una vinculacién cada vez mas
estrecha con ella hasta confundirse y culminar en las actuales “algebras de Boole”.

La primera direccién culmind en la monumental obra sobre “algebra de la l6gica”, en cuatro
volimenes, de Ernest Schroder (1841-1902) aparecida entre 1890 y 1905. Cabe mencionar
también a August De Morgan (1806-1871), matematico original, segun el cual los dos ojos de
las ciencias exactas son la logica y la matematica. Es autor de una ingeniosa y ya clasica
“Coleccion de Paradojas” (p6stuma, 1872) y en 1838 introdujo la expresion “induccion
matematica” con el sentido corriente de hoy.

En cuanto a la construccion de formalismos légicos con vistas a su aplicacion a los
fundamentos de la matematica, se incia hacia 1880 en forma independiente por C.S. Peirce, en
Estados Unidos, y por Frege, en Alemania.

Charles Sanders Peirce (1839-1914), hijo de Benjamin, fue un filésofo que se cuenta entre los
fundadores del pragmatismo norteamericano y un matematico que se ocupO de logica
matematica, perfecciono la l6gica de Boole y definié nuevos conceptos, como los “valores y
tablas de verdad”. Por su parte, Friedich Gottlob Frege (1848-1925), en los trabajos que
public6 desde 1879 hasta comienzos de este siglo, expuso en forma minuciosa y precisa
conceptos cuya importancia se revelara mas tarde, tanto en la I6gica como en el analisis de los
fundamentos de la matematica, pero que en su tiempo, en parte por el complicado e inusitado
simbolismo empleado, no ejercieron mayor influencia y sélo se conocieron en este siglo sobre
todo a través de la obra de Russell.

Mientras tanto aparecia la contribucion de los “logisticos italianos”, encabezados por
Giuseppe Peano (1858-1932), que cristalizd en los “formularios matematicos” aparecidos a
fines de siglo y que se proponen exponer en un lenguaje puramente simbdlico, no sélo la
I6gica matematica, sino también resultados mas importantes de diversas ramas matematicas.
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La ereccion de los “Principia Mathematica” de Russell y Whitehead (1910-1913) en
paradigma de la légica matematica -asumido por colectivos como la escuela polaca de
entreguerras o el Circulo de Viena y por personas independientes tan dispares como C.I.
Lewis, E.L. Post 0 H. Scholz- instaura la hegemonia de la linea fregeana de investigacién y la
marginacion relativa del algebra booleana de la l6gica. La conversion de los “Principia...” a
lo largo de la década de los 20 en una especie de matriz disciplinaria ocurre a pesar de que la
ventaja inicial correspondiera a la alternativa algebraica: esta habia entrado a principios de
siglo en una via de normalizacion con las contribuciones de un Schroeder o de un Couturat, y
mas tarde siguio estudiando a su aire las condiciones de aplicacion de las ecuaciones logicas
en diversos dominios estudiados.

Considerando en 1934 el renacer moderno de la légica, se admiraba Lukasiewicz de que nos
encontraramos ante un fendmeno Gnico en su historia: “de repente -escribia-, sin explicacion
historica posible, la moderna Idgica proposicional surge, casi en un estado de perfecta
plenitud, en la aguda mente de Gottlob Frege”. Hoy en dia seguimos sin una explicacién cabal
de la madurez logica lograda por la “Begriffsschrift” de Frege en 1879, pero nos hemos
habituado a una imagen mucho mas complicada del nacimiento de la “légica moderna”: lejos
de evocar el parto de Atenea, nacida en la plenitud de sus atributos de la cabeza de Zeus, nos
recuerda un proceso lento y laborioso de conformacion a través de varias cunas y cabezas.
Una de estas cunas es la tradicion del “algebra de la I6gica” y algunas de sus cabezas han sido
citadas mas arriba.

Un simil en esta direccion, lo puede ofrecer la trayectoria de Frege. Un oscuro profesor mas
bien ignorado por su propia universidad; Russell lo lleva, entre 1903 y 1910-1914, a que su
obra sea conocida y conjuntamente, eclipsada por la suya; luego al hilo de los afios 30, pasé a
erigirse en el creador de la nueva logica y, entrados los 50, ya era uno de los padres de la
filosofia moderna, actualmente sigue siendo objeto de reinterpretaciones y descalificaciones
hasta el punto de que un especialista como Christian Thiel cree oportuno preguntarse -no sin
cierta ironia-: ¢Hasta donde el papel de Frege en la historia de la Idgica y la filosofia serd
reescrito?

La I6gica de principios de siglo (los programas de Boole y de Frege), fue caracterizada por
van Heijenoort bajo los lemas de “l6gica como calculo” y de “légica como lenguaje”,
respectivamente. Parece ser, hoy dia, una especie de directriz interpretativa obligada para dar
cuenta de una doble fundacion de la “l6gica moderna”, a través de dos lineas de desarrollo (la
algebraico-booleana y la de Frege-Russell) que discurren paralelas hasta confluir -de modo
extrafiamente “natural”, segun se ha dicho a veces- en el Godel de 1930.

Hay constancia de los resultados de Godel de 1931, por su trascendencia los presentamos:

i) En cualquier sistema bien definido de axiomas y reglas de inferencia, adecuado para a
formalizacion de la teoria elemental de los nimeros, se dan siempre problemas indecibles con
tal que el sistema sea consistente; la equivalencia entre la efectividad de los axiomas y reglas
y una maquina finita de Turing permite generalizar este resultado a todo procedimiento
finitario de decision.

i) Ningun sistema de este tipo, presuntamente consistente, podra establecer con sus propios
medios su propia consistencia. De ahi se desprende el corolario que la matematica es
incompletable: aunque un sistema de este tipo pueda contener toda la matematica “subjetiva”
(proposiciones matematicas demostrables en el sistema), no podrd contener toda la
matematica “objetiva” (proposiciones matematicas verdaderas).

Godel extrae de todo esto tres conclusiones filosoficas a saber;

a) Sobre la objetividad y autodeterminacién de la matematica: las proposiciones
matematicas tienen su contenido propio y hacen referencia a un ambito tan independiente de
nosotros como del mundo fisico.

b) Sobre su dimensidn ontica: los objetos y conceptos matematicos son asi mismo entidades
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objetivas. Lo Unico que cabe debatir es su localizacion: bien en la naturaleza fisica o psiquica,
al modo empirista y psicologista; bien en la mente humana, como supone el conceptualismo
aristotélico; o bien en un mundo propio, segun preve el platonismo. Godel apuesta por la
tercera.

Ahora podemos formarnos una idea general del platonismo matematico de Gddel y de la
argumentacion aducida a su favor. En principio, Gddel entiende que la “matematica” es
basicamente teoria de conjuntos y que la “filosofia de la matematica” debe hacer justicia a sus
objetos y conceptos y a las relaciones existentes entre ellos, habida cuenta que en el mundo de
las verdades matematicas, en su conjunto trasciende nuestros medios efectivos de control y de
prueba. Por otro lado, el platonismo godeliano es una expresion del, digamos, “realismo
matematico clasico”, a tenor del cual las matematicas se distinguen por la posesion conjunta
de rasgos como los siguientes:

-descubren verdades de un tipo peculiar (e.g. necesarias),

-cuentan con unos métodos mas o menos especificos de conocimiento a priori,

-tienen un dmbito sustantivo de referencia, poblado por objetos de caracter inmaterial, pero no
por ello menos auténomos y autosubsistentes.

Abundando un poco sobre las algebras inglesas, diremos que éstas no dejan de inspirarse en
ciertas importaciones francesas (e.g. Lagrange) y la tradicion l6gico-algebraica misma de
Boole a Schrdder, pongamos por caso, no deja de enmarcarse en una corriente mas general de
interés creciente por el estudio de estructuras matematicas -no es casualidad que la l6gica
algebraica haya rendido a fin de cuentas mayores servicios a ese andlisis estructural (y no
precisamente en Inglaterra, sino en el continente) que al propio analisis l6gico-. A su vez, el
programa de Frege se mueve en otro marco mas general de rigorizacion del discurso
matematico -al que también cabria hallar raices francesas (e.g Cauchy versus Lagrange),
aungue las contribuciones mas importantes sean después las que parten de Peano, Hilbert y
los “Principia Mathematica”.

Quizas mas ingenuo de plantear es preguntarse por el “fundador de la I6gica moderna”. Desde
Bochenski en 1956 hasta hoy, no pocos contestarian: “Boole”. Muchos mas, desde luego,
dirian Frege -es opinion que su “Begriffsschrift” de 1879, constituye el acta de nacimiento de
nuestra “légica moderna”. Otros agregarian: “Peano”. Y quizas el modo mas directo de volver
a poner las cosas en su lugar es considerar que todas estas “fundaciones” se refieren a
distintas “logicas” o a distintas maneras de entender la “légica matematica”; ninguna de las
cuales, por cierto, se identifica cabalmente con la nuestra. Es obvio, por ejemplo, que la légica
de Boole y sus seguidores ingleses difiere de la l16gica matematica concebida por Frege o por
Peano como una rigorizacion de la conceptualizacion y deduccién matematica o como una
I6gica subyacente en ciertas teorias matematicas. Es igualmente claro que nuestra logica
estandar, como articulacion de una teoria (finitaria) de la deduccion y una teoria de la
cuantificacion de primer orden, no emerje hasta la década de 1920. Por lo demas, si uno
insiste en fijar el origen en “Begriffsschrift”, tendr4 que reconocer que el afio de su
aparicion, 1879, es la fecha mas importante no de la logica del siglo XIX, sino de la I6gica de
-bien entrado- nuestro siglo. Para colmo, las citadas no son las Unicas I6gicas matematicas de
nuestro inquieto siglo.

En 1959, cuando aparece la primera edicion postuma de las “Observaciones sobre los
fundamentos de la matematica” de Wittgenstein, Colin Wilson publica “The Outsider”, un
ensayo sobre algunas figuras prominentes de la segunda mitad del siglo XIX y la primera
mitad del siglo XX, desgarradas por una dolencia intima de autodesplazamiento,
extrafiamiento o destierro en este mundo miserable: hay fil6sofos como Nietzsche, escritores
como Herman Hesseg, ...Son seres acuciados por problemas existenciales como el sentido de la
propia vida, la autenticidad y la pureza personal. Wittgenstein no figura entre esos personajes.
La marginacion o el aislamiento de la actividad filoséfica de Wittgenstein son naturalmente
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relativos, pero no por ello dejan de ser deliberados. EI mismo afirma: “El filésofo no es un
ciudadano de ninguna comunidad de ideas. Esto es lo que hace de él un filésofo”. Esto,
cuando menos, hace porque el pensamiento de éste se muestre irreducible a un “ismo”
filoséfico pese a los esfuerzos de muchos por llevarlo a algun del atomismo, verificacionismo,
convencionalismo, intuicionismo, etc.

Asi pues, podriamos hablar del “no-lugar” de Wittgenstein en la historia de la légica coetanea.
No solo se avendria a sus deseos expresos (sobre todo después de su “Tractatus Logico-
Philosophicus™) de no contribuir al desarrollo de la propia légica o de la matematica, sino
que este seria un corolario practico coherente de su actitud frente a la “nociva irrupcion” de la
I6gica matematica. Aunque Wittgenstein asegura que la filosofia no puede cambiar las
practicas logicas y matematicas dadas, la verdad es que sus reparos constituyen una amenaza
al menos virtual para el desarrollo de la l6gica matematica actual en la medida que declaran
que una empresa de este jaez carece de sentido. Esto sefiala su extemporaneidad. Algunas de
sus observaciones, en particular a raiz de su toma de posicion sobre el programa de Hilbert y
otras lineas de investigacion logica y metamatematica subsiguientes, eran intempestivas.

Por ejemplo, en el Congreso de Standford (1960), A. Heyting pasa revista al curso de los
acontecimientos desde la primera confrontacion oficial entre el logicismo, el formalismo vy el
intuicionismo en el congreso de Konigsberg (1930). El informe de Heyting coincide en
algunos puntos significativos con el madrugador diagndstico de la situacion que Wittegenstein
habia confiado a M. Schlick (e.g. en la conversacion de junio de 1930 en torno a lo que
deberia decirse en Konigsberg), Heyting reconoce que estas tres posturas irreconciliables
pueden confluir en un difuso construccionismo. Por lo demas, a estas alturas de los tiempos,
ya estd claro que la prueba de consistencia no aumenta la fiabilidad de una teoria ni el
rendimiento matematico de un sistema. En suma, el desenlace de la crisis parece dar razén a
los previsores reparos de Wittgenstein.

Mas adelante, en lo que se ha denomina el tercer periodo de desarrollo de Wittgenstein, éste
reacciona criticamente contra el “Tractatus”, en especial contra la idea de que la I6gica esta
dada en la naturaleza esencial del lenguaje y representa la estructura légica del mundo. Su
punto de partida es ahora la existencia de sistemas proposicionales, Satzsysteme, nocién que
abre la perspectiva ulterior de los juegos de lenguaje.

Wittgenstein madura su nueva concepcion durante la ultima parte de la década del 30 y la
primera mitad de la del 40, cuando aborda las “Investigaciones filosoficas™ y escribe las
“Observaciones sobre los fundamentos de la matematica”. Ahora bien, la evolucion del
pensamiento de Wittgenstein tiene todos los visos de ser una autocritica autoctona, un ajuste
personal de cuentas con la filosofia de la l6gica del “Tractatus”, al margen de lo que ha ido
aconteciendo en la logica. Tal es asi, que cuando Wittgenstein renuncia en las “Notas” de
1932 al atomismo y al finitismo del “Tractatus”, Hao Wang al comunicarselo a Godel recibe
la siguiente respuesta: “;Y qué ha estado haciendo Wittgenstein todos estos afios?”

La idea de la demostracion es un tema central de la filosofia wittgensteiniana de la
matematica. Veamos su automarginacién en este caso. Segun él, lo que necesitan las
proposiciones matematicas es una clarificacion de su gramatica, no una fundamentacion. Esto
quiere decir que, por un lado, hemos de apreciar la abigarrada mezcla de técnicas
demostrativas en que consiste la matematica y por el otro, hemos de elucidar los rasgos
distintivos de todo esto que los matematicos presentan y aceptan como pruebas. Al margen de
motivos técnicos (él remite a ejemplos combinatorios de la aritmética elemental -
efectivamente decidibles) y aunque la idea de una especie de Beweissysteme, sistemas de
demostraciones, guarda notables analogias con ciertos desarrollos actuales de la demostracion
en el campo de la deduccion natural; son mas bien presunciones filosoficas las que sustentan
esta posicion.

Como colofon a esta descripcion del desplazamiento de Wittgenstein esta el hecho que las
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sugerencias logicas y matematicas de este de los afios 30 y 40 no s6lo no encuentren un lugar
en la légica y en la matematica de su entorno sino que tampoco lleguen a ser cabalmente
congruentes con su tiempo: las hay extemporaneas por anticipacion (como hemos visto) y las
hay por retraso (el punto de vista critico de los Satzsysteme o de los Beweissteme cobre su
mayor interés al aplicarlo a situaciones como las geometrias euclidianas y no euclidianas).

En conclusién, la contribucion de Wittgenstein a la logica contemporanea ha tomado
deliberadamente el rumbo de una elucidacion filoséfica méas pendiente de su propia evolucion
conceptual que del desarrollo mismo de la I6gica. De ahi que esta contribucion haya resultado
mas virtual que efectiva, méas notable si acaso como objeto de mencion que como objeto de
uso. Pero no deja de ser sintomatico que alguien tan celoso de confesar sus deudas con
Wittgenstein como Carnap, las haya adquirido en realidad reinterpretando el “Tractatus” a la
luz de otros, de Hilbert y de Gédel por ejemplo.

Otros detalles relacionados con estas tematicas, seran tratados en la préxima conferencia,
amén de que utilizaremos muchos de los aqui expuestos.

CUESTIONARIO
1. Presente algunos de los errores mas comunes, cometidos en los siguientes tipos de
razonamiento:
-deductivo,
-inductivo, y
-por analogia.

2. Enuncie y demuestre los teoremas de Cantor y Schroeder-Berstein.

3. Demuestre que 2° =c.

4. Demuestre que los numeros reales del intervalo [0,1] no son numerables.

5. Demuestre que el conjunto de todos los polinomios con coeficientes enteros, es numerable.
6. Demuestre que el axioma de eleccion es equivalente al postulado de Zermelo.

7. Demuestre el teorema de la buena ordenacion.

8. Demostrar que si V es un espacio vectorial, V tiene una base. Sugerencia: Aplique el Lema
de Zorn.

9. Decir cudl de las siguientes afirmaciones, sobre los nimeros cardinales es falsa, y cuél es
verdadera, justifique.

a)N()'l'Na:Na, b)Na'}' Nb:Naﬂj.

10. Definiendo una relacion de orden entre los conjuntos por:

card X <card Y < f: X—>Y inyectiva,

presente algunas propiedades que se derivan de la anterior relacion.
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Conferencia 15. Logicismo, Formalismo e Intuicionismo.

““Las matematicas en su forma final aparecen como puramente deductivas y solo contienen
demostraciones, sin embargo en su proceso de elaboracion, se parecen a cualquier otro
conocimiento humano™

George Polya
LA CUESTION DE LOS FUNDAMENTOS.

eamos un hecho curioso que ocurre con una de las cuestiones sometidas al juicio de
Sancho Panza, como gobernador de la insula de Barataria (““Don Quijote”, Parte I,
Cap. LI) que resumimos: El duefio de un rio habia impuesto, como condicién, a quien

quisiera pasar un puente que lo cruzaba, la siguiente ley: “jurar primero a donde y a qué va, y
si jura verdad, déjenle pasar, y si dijere mentira, muera por ello ahorcado en la horca que
alli se muestra™. Ocurri6 entonces que un hombre, que sin dudas conocia Iégica moderna, que
no iba a otra cosa que ““a morir en aquella horca”, con lo cual los encargados del cruce del
puente quedaron desconcertados, pues si lo dejaban pasar libremente, el hombre habia
mentido y debia morir en la horca, pero si era ahorcado habia dicho verdad y debia dejarsele
pasar libremente. Consultado el buen Sancho, que no entiende de sutilezas l6gicas, propone
una imposible solucién saloménica: “que de este hombre aquella parte que dijo verdad la
dejen pasar y la que dijo mentira la ahorquen’; mas luego, cediendo a razones no ldgicas
pero si humanitarias, resuelve que lo dejen pasar libremente “pues siempre es alabado mas
hacer el bien que el mal”.

En todas estas paradojas los conceptos l6gicos 0 matematicos estan encubiertos por palabras.

No ocurre lo mismo con las que dieron origen a la “crisis”: la de Cesare Burali-Forti (1861-

1931) que en 1897 observo que el conjunto bien ordenado formado por todos los nimeros

ordinales es contradictorio; asi como es una contradictorio el “conjunto de todos los conjuntos

que no se contienen a si mismos como elementos” (paradoja de Russell, de 1905).

Las cuestiones que suscitaron estas paradojas desataron la polémica (no solo desde el punto

de vista de la metodologia matematica, sino también del enfoque filos6fico) que culmind

hacia 1930, en la que se perfilaron tres tendencias: logicista, formalista e intuicionista.

El surgimiento de la crisis en los fundamentos tedrico-conjuntistas de la matematica reflejada

en el hallazgo de las antinomias, como la anterior y que fueron estudiadas en la conferencia

anterior, llevd a la conviccion de que la teoria de conjuntos en su forma original, la cual
frecuentemente es llamada teoria ingenua, no puede servir de fundamento a las ciencias
matematicas. Ante esta crisis se tomaron distintas posiciones:

1. Ignorar las paradojas, considerarlas como construcciones artificiosas y continuar
elaborando la teoria cantoriana de conjuntos en sus aspectos no paradojicos.

2. Restringir la existencia de conjuntos “paradojicos” a través de sistemas axiomaticos mas
consistentes.

3. En los limites cantorianos de la consideracién del infinito actual, mejorar su
fundamentacion a través de razonamientos con elementos finitos.

4. Criticando las concepciones de la abstraccion del infinito actual y las leyes de la l6gica
clésica, formular un nuevo programa de fundamentacion con la correspondiente nueva
I6gica.

La primera posicion sigue siendo de una ingenuidad tal que no merece su consideracion

filoséfica -aunque en la practica puede resultar efectiva.

La segunda posicion fue mantenida por muchos especialistas de los fundamentos de la

matematica, quienes, como Zermelo y Gddel, a medida que iban perfeccionando el sistema de
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axiomas, iban encontrando nuevas contradicciones. Dentro de esta posicién podemos incluir
la tendencia Illamada logicista.

El logicismo, cuyo principal representante fue
Russell (1872-1969) y su Biblia los “Principia
Mathematica”, debid0 su nombre al hecho de
pretender que los conocimientos basicos de la
matematica podian definirse mediante recursos
puramente l6gicos (lo que en verdad ya habia sido
planteada por Frege), con lo cual la matematica
perdia su autonomia para convertirse en una parte de
la 16gica o, en el mejor de los casos, constituia con la
I6gica una unica y misma disciplina.

Analizando la estructura ldgica de las paradojas,
Bertrand Russell y Alfred North Whitehead (1861-
1947) plantearon que la solucion para eliminar las
paradojas era admitir un llamado principio del
circulo vicioso: ““Un elemento cuya definicion
implica la totalidad de los elementos del conjunto,
no puede pertenecer a dicho conjunto”, lo que
obligé a desarrollar una “teoria de tipos”, escalonando las proposiciones en una serie
jerarquica, y a recurrir a un discutible “axioma de
reducibilidad”.

La polémica acerca de los fundamentos de la
matematica no dejé de ser beneficiosa para el
logicismo, pues en la discusién que provocd se
hicieron notables progresos en su propio campo: la
I6gica matematica. Por otra parte, esta tesis logro un
aliado, en cierto mundo vigoroso e importante en su
tiempo (nos referimos a los afios vecinos del 1930),
con la adhesion del denominado “Circulo de Viena”,
cuyas investigaciones dieron lugar a algunas
concepciones nuevas de la ciencia y la filosofia, asi
como el papel que en ella desempefian la logica y la
matematica.

La doctrina del “Circulo de Viena”, bautizada con el
nombre un tanto paradojico de “empirismo l6gico” o
“positivismo l6gico”, muestra en sus notas esenciales
su interés por la matematica. Dentro de un carécter
algo fluido y variable, estas notas se inclinan hacia dos vertientes distintas: por un lado,
tendencia antimetafisica asi como fuerte empirismo e inclinacion hacia la ciencia natural; por
el otro, intervencién metddica de la I6gica y matematizacion de toda la ciencia.

El grupo tuvo su origen en el seminario dirigido por Moritz Shlick (1882-1936), en 1923, en
Viena, en un ambiente propicio para su futura orientacion, y tuvo dos centros geograficos
principales en Viena y en Praga, ciudades en que fue profesor el epistemdlogo Ernst Mach
(1838-1916) considerado uno de los precursores de la escuela. Cuando en 1926, se incorpora
el grupo Rudolf Carnap (1891-1970), que aporta el instrumento de la l6gica moderna y el
analisis cientifico del lenguaje, el circulo se asienta en terreno firme. En 1929 y 1938 aparece
la revista “Erkenntnis” que fue su dérgano europeo de difusion, y en 1929 se inician los
congresos en que se exponen, difunden y discuten sus concepciones.
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Y justo en su primer congreso (Praga, 1929) se ocup6 en especial de los fundamentos de la
matematica, objeto de la polémica entonces en pleno desarrollo. Alli sus voceros mas
autorizados expusieron los argumentos de las tres tendencias en pugna. El grupo se inclind
hacia la tendencia logicista, pero es de advertir que las concepciones que los empiristas
I6gicos mantenian acerca de la ldgica provenian principalmente de la obra de Ludwig
Wittgenstein (1839-1951): “Tractatus logico-philosophicus”, de 1922, que convertia la
I6gica en una vasta tautologia que nada decia acerca del mundo y solo expresaba la
equivalencia entre las proposiciones. Con la posicion adoptada por los empiristas 16gicos, la
matematica, encerrada en las mallas de la logica, se convierte también en una tautologia,
interpretacion que va mas alld del logicismo mismo, el cual, dentro de cierta atmosfera
empirica, no esta totalmente desvinculado con la realidad objetiva. Con todo el Circulo de
Viena considero siempre a Russell como uno de sus precursores, y Russell mismo, sin adoptar
las posiciones extremas del positivismo logico, no dejé de declarar que sentia la mayor
simpatia por la escuela vienesa.

Volviendo al logicismo, si bien es cierto que con su “teoria de tipos” no ha asomado ninguna
nueva paradoja, nada asegura que no aparezca en el futuro. Cabe recordar la observacion,
tantas veces citada por Poincaré con motivo de la compatibilidad de un sistema de axiomas:
“No basta, para preservarlo de los lobos, encerrar el rebafio en el redil, hay que estar
seguros ademas de que no quedd dentro lobo alguno™.

Esto nos lleva al centro de las reflexiones que distinguen la otra tendencia que tercio en la
cuestion de los fundamentos: el formalismo.

La tercera posicion de las destacadas al comienzo,
el formalismo, cuyo adalid fue Hilbert, al acentuar
el caréacter formal de la Matematica, que constituye
una nota esencial de esta ciencia, fue por ello la
tendencia mas tradicional y conservadora, Yy
también la méas afin a los matematicos de
profesion. Puede verse su punto de partida en los
“Grundlagen der Mathematik™ de Hilbert (1899)
(reeditados mas adelante en colaboracion con su
discipulo Paul Bernays), que ofrecieron el modelo
de una disciplina matematica construida segun el
método axiomatico, método que no sélo era
perfectamente adecuado al caracter formal de la
matematica, sino que eliminaba de los fundamentos
matematicos la intuicion, con sus habitos mentales
y sus moldes tradicionales.

La emergencia de las paradojas implicitas en la
teoria de conjuntos puso en evidencia que tales
habitos mentales afectaban también al proceso logico mismo; de ahi la necesidad de
axiomatizar esa teoria, tarea en que se empefiaron los formalistas. Y asi como en los
“Grundlagen” los puntos, rectas y planos podian ser objetos cualesquiera, en la teoria
axiomatica de la teoria de conjuntos no interesa que cosas son los conjuntos ni qué son sus
relaciones: s6lo importa el encadenamiento de tales relaciones prescindiendo el significado
concreto que se pueda atribuir tanto a ellas como a los elementos que relacionan.

En definitiva, el lema del formalismo es: “Al principio fue el signo”, lo que equivale a
concebir la mateméatica como un variado juego de signos y de simbolos, de caracter formal y
sin contenido empirico alguno. Estas “formas vacias” obedecen a una serie de reglas de
estructura y de deduccion que, en Gltimo analisis, descansan en un sistema de axiomas.
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Un sistema formal asi concebido depende Unica y exclusivamente de su validez ldogica, de
manera que el problema central que plantea el formalismo es el de no probar la no-
contradiccion del grupo de axiomas basico de cada sistema formal. Tal es la tarea que se
impusieron Hilbert y su escuela, creando una disciplina: la metamatematica, que abarca una
teoria de la demostracion. Esta teoria, segun Bourbaki, no integra el cuerpo mismo de la
matematica, a la cual, como a la légica, la metamatematica puede proporcionar algunos
elementos, sino que es una disciplina autobnoma que ha dado ya muestras de su fecundidad,
bien mediante conceptos importantes como el de categoricidad de una teoria, bien en el
planteo de nuevos problemas como el de la “decision” y sobre todo mediante uno de sus
resultados mas notables, el ya clasico teorema de Kurt Godel (1906-1978) de 1931, segun el
cual no todo es demostrable en un sistema formal. A pesar de esto, se han obtenido resultados
valiosos en el cumplimiento del programa elaborado por Hilbert, cuya parte realizable se ha
dado en llamar “teoria de la demostracion”: asi logré G. Gentsen en 1936, la demostracion de
la compatibilidad sintactica de un fragmento de la teoria elemental de los niUmeros con medios
aproximadamente “finitos” y S.P. Novikov, un resultado ain més trascendente en 1941, pero
con medios auxiliares mas fuertes (véase P. Schreiber-“Grundlagen der Mathematik”,

VEB, Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1977, pag. 222).

El procedimiento de fundamentacidn de una teoria matematica tenia, de acuerdo a Hilbert dos

etapas:

1. Formalizacion de la teoria, 0 sea, representacion de la misma como una serie de formulas,
simbolos, unidos por constantes Idgicas. Para esto es imprescindible escribir en simbolos
I6gicos sus axiomas y formular explicitamente las reglas de la Iégica permisibles.

2. Demostracion de la no-contradiccion de este sistema de axiomas junto con sus reglas
I6gicas partiendo sélo de su estructura formal, es decir, sobre el nivel puramente
sintéctico.

En cuanto al problema central, el de la no-contradiccién, entiende Bourbaki, lo mismo que
Jacques Hadamard (1863-1963) que, en matematica, se trata mas bien de comprobar tal
ausencia; en el caso de no demostrarse. Alonso Church (n.1903) demostrd que para una gran
clase de sistemas formales no existen procedimientos de decision, lo que constituye una
segunda demostracion del teorema de Godel relativo a la existencia de expresiones
individuales en estos sistemas. Desde el punto de vista filos6fico los formalistas no se
interesan manifiestamente por el contenido de verdad o por el caracter objetivo de los
teoremas que deducen, siempre y cuando esto no se haya realizado en una forma libre de
contradiccion.

Al hablar del formalismo no podemos menos que aludir al juego. En efecto, el juego y, en

especial, el ajedrez, ha sido la comparacion obligada a que ha conducido esta doctrina; pero si

como comparacion es aceptable, no lo es cuando se torna equivalencia y la matematica, al
considerar sin mayor analisis los fundamentos del formalismo, se convierte en un mero
juego. En verdad, al traer a primer plano las reglas operatorias y dejar en la sombra toda
interpretacion concreta de los objetos sometidos a esas reglas, el formalismo apunta en
especial hacia la libertad absoluta en la eleccion de esa interpretacion y a la eliminacion de

todo vinculo de tipo platénico que mantenga atadas las mentalidades matematicas a

determinados “objetos”, por ideales que sean.

Se han esgrimido numerosos argumentos en contra de esta pretendida equivalencia entre la

matematica y el juego. Por razones, diriamos profesionales, podriamos agregar que basta

comparar la historia de las matematicas con la del juego, entendidos ambos como actividades

humanas, para desvirtuar tal equivalencia. Por lo demas, el historiador Johan Huizinga (1872-

1945), que hizo del juego una manifestacion cultural importante en su Homo Ludens, de

1939, al aludir a la légica como juego y traer a colacién la consabida comparacion con el

ajedrez, deja la cuestion indecisa. “Quede la cuestion para otros”, dice, aunque muestra
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acertadamente el caracter ludico de los sofismas y de las polémicas; pero es claro que la
matematica, y la ciencia en general, es algo mas que sofismas y torneos mas o menos
caballerescos.

En definitiva, no creemos que la tendencia del hombre hacia el saber, reflejada en la frase del
viejo, aungue siempre vivo Leonardo: “naturalmente li omini boni desiderano sapere”, pueda
confundirse con la tendencia del hombre al juego.

El logicismo y el formalismo fueron tendencias conservadoras en el sentido que trataron de
mantener intacto el cuerpo matematico ya construido. Al referirse en especial a la teoria de
conjuntos, dira Hilbert en 1930: “Del paraiso que Cantor cre6 para nosotros, nada podra
expulsarnos”. No ocurre lo mismo con el intuicionismo que, ain nacido en el seno de la
matematica misma, se opone a la matematica clasica en una actitud francamente
revolucionaria, radical. Aunque no en esta actitud, pero si en algunos conceptos, el
intuicionismo cuenta entre sus precursores a Leopold Kronecker (1823-1891), como ya
sabemos decisivo adversario de Cantor, y para quien toda la matematica debia fundarse sobre
el nimero natural, Unico tipo de nimero cuya existencia estaba asegurada. Pero mientras que
para los intuicionistas del siglo XX tal existencia se funda sobre una “intuicion basica”, para
Kronecker lo era por un acto de fe. Es muy conocida su frase: “El buen Dios cre6 el numero
natural, el resto es obra humana”.

También Poincaré, por otras razones, €S
considerado precursor del intuicionismo, aunque es
Luitzen E. J. Brouwer (1881-1966) el verdadero
fundador de la escuela intuicionista y quien le ha
impreso su forma radical planteando la cuestion de
los fundamentos de la matematica en términos
distintos de aquellos en que se fundan las otras
tendencias, por otra parte, deben mencionarse los
nombres de Henri Lebesgue (1875-1941), Hermann
Weyl (1885-1955) y Arend Heyting (n.1898) entre
otros.

El intuicionismo debe su nombre al caracter
intuitivo inmediato que asigna al conocimiento
matematico, cuya verdad se comprueba mediante
una experiencia sui generis, pero tal intuicion
originaria y primigenia no va mas alla de la
sucesion de los numeros naturales, de modo que,
dando a este término el importante sentido técnico
que le asigna el intuicionismo. En efecto, para esta
escuela la existencia matematica ya no equivale a una contradiccion, como en el formalismo,
sino que significa constructividad.

Ademas, para el intuicionismo la matematica ya no es un ser, algo hecho, sino una “actividad
constructiva del espiritu” o “el ingrediente exacto de nuestro pensamiento”, frases harto
sospechosas para mas de un cientifico y que muestran, ademas, una buena dosis de psicologia
0, como dice Hadamard, hacen intervenir “las propiedades de nuestro cerebro. Por otra
parte, las relaciones de la matematica con la l6gica se presentan bajo un aspecto totalmente
nuevo. Segun Brouwer, la légica clasica es la traduccion, en la sintaxis del lenguaje, de la
experiencia general sobre los sistemas finitos, de ahi que a priori esa légica deje de ser valida
en la matematica que estudia conjuntos infinitos. De este hecho resulta como consecuencia
que el principio l6gico del tercero excluido deja de ser valido en la matematica, no obstante,
los matematicos intuicionistas aceptan el principio de la contradiccion excluida. Si frente a un
conjunto finito de elementos se enuncia una proposicion que afirma que estos elementos
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tienen tal propiedad o no la tienen, esa proposicion es verdadera, pues una experiencia
constructiva permite examinar uno por uno todos los elementos del conjunto con respecto a
dicha proposicién y confirmar el enunciado. Pero frente a un enunciado que se refiere a una
propiedad de los elementos de un conjunto infinito, por ejemplo la conjetura de Christian
Goldbach (1690-1764) ya aludida, la cosa cambia pues, segun los intuicionistas, a las dos
posibilidades enunciadas en dicha conjetura cabe agregar una tercera: que mientras no se
demuestre uno de los dos miembros de ese juicio y aln suponiendo que no se demuestre que
el problema es insoluble, no es licito afirmar que uno de los dos casos es el verdadero.

En una palabra, la légica intuicionista no es ya bivalente, como la ldgica clasica, sino
trivalente, engrosando asi el nimero de logicas polivalentes, cuyo estudio constituye uno de
los aportes de este siglo. Ademas, el intuicionismo ha ofrecido una nueva solucion al
problema de las relaciones entre la matematica y la I6gica, que completa el cuadro ofrecido
por las otras dos concepciones. Ya no es la légica una disciplina autbnoma, como quiere la
concepcién corriente, ni posee con la matematica una parte en comin, como admite el
formalismo, sino que, por el contrario, la I6gica intuicionista es una parte de la matematica, ya
que es la consecuencia proveniente de cristalizar y traducir en reglas fijas, aquella “actividad
constructiva del espiritu”, que constituye la peculiar experiencia matematica.

Los resultados del intuicionismo fueron desoladores en el sentido que la rigurosa aplicacion
de su concepcién ha invalidado gran parte de la matematica clasica, ya que en ésta abundan
las preposiciones no constructivas en el sentido intuicionista. De ahi la critica de que es
objeto por parte de los matematicos que no se resignan a mutilar su ciencia y convertirla en un
mufion informe, alegando que toda esa parte de la matematica ya hecha y que el intuicionismo
invalida, jamas ha mostrado contradiccién alguna. A esto los intuicionistas pueden replicar, y
han replicado, diciendo que el hecho de no aparecer la prueba de un delito, no significa que el
delito no se haya perpetrado.

Pero en verdad, cabe interpretar el resultado de la critica del intuicionismo, no en el sentido de
invalidar parte de la matematica clésica, sino en el de limitar en ella ciertas zonas que son
susceptibles de ser estudiadas mediante nuevos recursos que hasta ahora no se habian
concebido. Puede agregarse, al respecto, la frase final de Bourbaki, nada intuicionista por
cierto, al referirse a esta tendencia: ““La escuela intuicionista, cuyo recuerdo sin duda no
habra de subsistir sino a titulo de curiosidad historica, mantendra por lo menos el mérito de
haber obligado a sus adversarios, vale decir en definitiva a la inmensa mayoria de los
matematicos, a precisar sus posiciones y a adquirir mas claramente conciencia de las
razones (para unos de orden légico, para otros sentimental) de su confianza en la
matematica”.

Quizéas puede extenderse esta expresion a todas las tendencias y reconocer como saludable
resultado de la “crisis de los fundamentos” esa toma de conciencia y ver en esa crisis, que
suscité tal despliegue de nuevos horizontes y perspectivas una prueba mas de las palabras de
Cantor: ““La esencia de la matematica reside en su libertad”.

Otro efecto saludable puede reconocérsele al intuicionismo, pues es después de la atenuacion
y declinacion de la polémica de los fundamentos de la matematica que ésta adquiere los
rasgos actuales: unificacion y vinculacion a través de las estructuras de temas muy diferentes
que en la matematica clasica constituian capitulos separados y una armonia cada vez mas
estrecha entre l6gica, algebra y método axiomatico.

Para terminar este analisis sefialaremos que una de las variantes que surgieron como
superacion de los errores gnoseologicos detectados fue la de la escuela constructivista
soviética. Esta se desarrolla fundamentalmente en Moscu bajo el impulso de las ideas de
Lusin (1883-1950) creador de la escuela de teoria de funciones moscovitas que habia
estudiado en Francia con Lebesgue y Emil Borel, principales exponentes de una corriente
empirista conocida como “efectivismo”.
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Posteriormente A.A. Markov (1903-1980) y otros matematicos soviéticos van a exponer
sisteméaticamente todo un programa constructivista el cual retoma algunos de los
planteamientos de la escuela intuicionista y desecha aquellos principios relacionados con los
conceptos de la “preintuicion” y la “claridad intuitiva”. Los principios de existencia también
estdn basados en la realizacion potencial constructiva como método de formacion de los
objetos matematicos. Sin embargo, la efectividad de los procesos de construccién de estos
objetos y la efectividad de los procesos de verificacion de los razonamientos sobre estos
objetos se entiende basdndose en la definicion exacta de un algoritmo. Ademas, a diferencia
de los intuicionistas, los constructivistas no van a absolutizar la verdad constructiva. Es decir,
no se plantea la cuestion de que la matematica debe separarse de la matematica sino que esta
solo no aparece en el objeto de la matematica constructiva y por eso el problema de su
fundamentacién no es objetivo de su programa.

Para la Cibernética Matematica, el programa constructivista tiene gran valor. Asi, también

otras ramas que han desarrollado sus teorias constructivistas han recibido un impulso

considerable permitiendo su tratamiento algoritmico computacional.

Quisiéramos hacer algunas conclusiones generales de lo tratado en este punto y la conferencia

anterior.

1. Las primeras ideas de la teoria cantoriana de conjuntos, surgen en problemas practicos del
Analisis Infinitesimal, reflejando cémo las leyes generales del desarrollo son reflejadas en
la esencia misma del proceso de desarrollo de la matematica.

2. En esta crisis en los fundamentos de la matematica, al igual que en las anteriores,
encontramos la naturaleza del infinito matematico y de la consideracion de la abstraccion
del infinito actual.

3. Las paradojas demuestran que la teoria cantoriana de conjuntos no puede servir de
fundamento efectivo de toda la matematica clasica.

4. Los cuatro programas mas destacados de la primera mitad de este siglo, con los cuales se
pretendi6 salir de la crisis son: el programa axiomatico-conjuntista, el programa logicista,
el programa formalista y el programa intuicionista. Todos estan lastrados de una fuerte
dosis de neopositivismo, el cual, a su vez, recibidé una influencia determinante de los
trabajos sobre los fundamentos de la matematica.

5. Las posteriores investigaciones l6gico-matematicas han logrado probar, por una parte, la
inconsistencia de estos programas de corte neopositivistas y por otra, la posibilidad de
construir sistemas axiomaticos de la teoria de conjuntos, no sélo diferentes, sino ademas,
incompatibles unos con otros, baste a titulo de ejemplo el hecho que el axioma de eleccidn
y la hipoétesis del continuo son independientes de los deméas axiomas clésicos de la teoria
de conjuntos. Esto quiere decir, que si tomamos la teoria de conjuntos como fundamento
de la matemaética, existirdn tantas matematicas diferentes como teorias axiomaticas de
conjunto se construyan.

6. Aungue esta situacion pueda resultar idéntica a la ocasionada por los descubrimientos de
las Geometrias No-Euclidianas, existen, desde luego, analogias pero también diferencias.
Entre tales diferencias se puede sefialar: a) en la geometria existe una teoria general que
incluye todas las demas, esto es, la teoria de Riemann y hasta el momento no se conoce
que pueda existir tal teoria en el caso conjuntista, b) los sistemas axiomaticos representan
sistemas incompletos, ¢) no existe hasta el momento demostracion de la consistencia de
los sistemas de axiomas de la teoria de conjuntos; ch) la concepcidn intuitiva de la teoria
de conjuntos es demasiado imprecisa, indeterminada.

7. EIl desarrollo de estos programas permitié formular los fundamentos de la matematica
como una ciencia. Los mismos teoremas de Godel pudieron aparecer gracias a la enorme
cultura lI6gica que se logré en el mismo proceso de su formacion.
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8. Existe un aspecto sobre el que quiero retornar y es el hecho de la influencia de las
paradojas de la teoria de conjuntos. Es comlnmente aceptado que las paradojas
provocaron la crisis y el reexamen de los fundamentos de la matematica que tuvieron
lugar. Esta interpretacion estandar parece razonable, a la vez aparentemente es consistente
y coherente cronoldgicamente. Sin embargo, el historiador mexicano A. Garciadiego ha
criticado esto de tres maneras distintas. Primero, ha argumentado que las paradojas
originalmente no fueron resultado de la critica a la teoria de los numeros transfinitos.
Segundo, y tal vez la mas importante, mostré que fue Russell quien primero descubri6 la
Ilamada “Paradoja de Cantor”, su propia contradiccion de la clase de todas las clases que
no son contenidas a si mismas, y también dio los primeros pasos hacia el descubrimiento
de la paradoja de Burali-Forti. Todas estas paradojas estan contenidas en la obra de
Russell “The Principles of Mathematics”, publicada por primera vez en mayo de 1903.
Tercero, siguiendo la dicotomia propuesta por F.P. Ramsey (“The foundations of
mathematics™, Proc. of the London Math. Soc.25, 1926, 338-394), argument6 que las
paradojas semanticas no fueron un producto de las paradojas l6gicas.

En este sentido, queremos presentar un pequefio esbozo del desarrollo de las tres escuelas

presentadas.

En el periodo 1893-1898, Russell estuvo muy influido (“indoctrinado” segln el propio

Russell) por algunos de los neohegelianos en Cambridge. Previamente habia tenido

influencias de John S. Mill e Inmanuel Kant, pero Mill no proporciond, incluso al comienzo,

soluciones a las preguntas de Russell concernientes a los principios de la aritmética y la
geometria, bajo esta influencia se encontr6 con los numeros transfinitos de Cantor.

Inicialmente consider6 a Cantor como un charlatan. Posteriormente, Russell rechazo el

neohegelianismo y desarrolld un entendimiento completamente diferente de la naturaleza

ontoldgica de los objetos matematicos. EI Congreso de 1900, Peano, etc. fueron etapas en su
desarrollo.

“Principia Mathematica” fue la continuacion natural del trabajo previo que Russell y

Whitehead habian llevado a cabo separadamente. Aproximadamente en septiembre de 1902,

una vez que Whitehead leyd algunas de las galeras de “The Principles of Mathematics”, se

dio cuenta que su proyecto (un segundo volumen de su obra “A Treatise of Universal

Algebra With Applications™) y el de Russell (un segundo volumen de “The Principles...”)

tenian mucho en comun, por lo cual decidieron reunir esfuerzos y producir una sola obra.

Russell descubrié las paradojas en el proceso de escritura de “The Principles...”, o sea, no

empezo su investigacion debido a las contradicciones, mas bien, su interés en las paradojas

fue estimulado por su investigacion sobre los principios de la matematica. Por otra parte,

Russell fortalecio sus tesis logicistas, después de leer los articulos de Cantor en 1895 y 1897.

La mayoria de las alusiones a las tesis logicistas en las primeras secciones de “The

Principles...” (partes I11, IV y V) parecen haber sido afiadidas al manuscrito original.

Aln antes de que Russell publicara esta obra, ya habia diseminado su tesis logicista en al

menos tres articulos diferentes. Dos de estos ensayos fueron impresos en la “Rivista di

Matematica” de Peano (Vol.7 y 8, 1901 y 1902). El otro articulo estaba contenido en una

revista popular llamada “The International Monthly” (Vol.4, 1901), con claros indicios de

las paradojas y referencias explicitas a sus tesis.

Frege, que también habia estado trabajando sobre los fundamentos logicos de la aritmética,

tuvo un compromiso intelectual diferente a Russell al conocer las paradojas. El primero, que

estaba mas cercano del final de su carrera matematica y filosofica, decidié abandonar el
estudio de los fundamentos de la aritmética, Russell, en el umbral de un brillante futuro en la
filosofia de las matematicas, pronto lleg6é a convencerse -probablemente a través del propio

Frege- de la riqueza intelectual de esta area de investigacion.
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En el caso de la escuela formalista, es mas dificil determinar la influencia de las paradojas en
el origen de esta. Antes que nada, segun lo sefiald Russell en retrospectiva, la interpretacion
formalista no era nueva a la vuelta del siglo XX. En segundo lugar, Hilbert quien llegé a ser
conocido como el lider de esta escuela, publico algunos trabajos que explicitamente contienen
algunas de las premisas del formalismo, entre 1899 y 1904, aunque los principios basicos del
programa no fueron desarrollados sistematicamente hasta finales de los afios 10 y principios
de los 20.

El interés de Hilbert en los fundamentos de las matematicas no surgio subitamente en 1897,
cuando supo de las paradojas; tampoco en 1899 con la publicacion de su libro sobre los
fundamentos de la geometria. Segun Blumenthal, Hilbert habia afirmado hacia 1891 que “‘es
posible reemplazar en todos los argumentos geomeétricos las palabras punto, linea y plano
por mesa, sillay pocillo™.

Mas adn, en sus 23 problemas de 1900, Hilbert no incluye el estudio de las paradojas, es
posible que haya subestimado su importancia, sin embargo, el segundo estaba relacionado con
la consistencia de los axiomas aritméticos.

En agosto de 1904, en el Tercer Congreso Internacional de Matematicos Hilbert pronuncid
una conferencia sobre cuestiones que pudo haber pensado desde 1891. Sin embargo, la
influencia de las paradojas en los discipulos de Hilbert es clara (Zermelo, Fraenkel, etc.).

A fines de 1906 o principios de 1907, Brouwer defendié su disertacion doctoral titulada
“Over de Grondslagen der Wiskunde” (“Sobre los fundamentos de las Matematicas”™),
donde expresd originalmente algunas de sus ideas concernientes a los principios de las
matematicas: un conjunto de ideas que posteriormente seria percibido como la parte central de
una teoria matematica llamada intuicionismo. Desdichadamente, tal vez debido a que
inicialmente sus ideas fueron presentadas en holandés, los origenes de su pensamiento son
oscuros, para quienes estén interesados en el origen y metamorfosis de las ideas de Brouwer,
existen solo unas pocas indicaciones con que trabajar. De acuerdo con Stight, una de estas
pistas fue la proximidad entre la publicacion de “Life, Art and Mysticism” (1905) y “On the
Foundations of Mathematics” (1907). Esta disertacion es tan austera intelectualmente que
uno debe basarse en un tratado no matematico para comprender algunas de las afirmaciones
matematicas de Brouwer, se ha encontrado ademas, una relacién cercana entre bosguejos
previos de la disertacion y tendencias solipsistas y misticas.

La filosofia de Kant juega un papel fundamental en el intuicionismo de Brouwer y éste creia
que solamente necesitaba actualizar sus opiniones. Una de las primeras tareas de Brouwer fue
establecer la naturaleza de las proposiciones matematicas, mediante la cual afirman que las
matematicas son una manifestacion basica del intelecto, hecha sin referencia al mundo real
que las rodea, una creacion libre del espiritu humano.

Contrariamente a lo que Russell, Peano, Cantor y otros han sugerido, los nimeros naturales
no podrian ser deducidos logicamente, ni podria postularse su existencia ni se podrian
construir sobre el concepto de conjunto. En términos brouwerianos, los nimeros cardinales
finitos (nUmeros naturales) se construyen inmediatamente en la mente del matematico y su
valor y certidumbre, son apoyados por la evidencia de la intuicion.

Pero retornemos ahora a la cuestion de si las paradojas tuvieron influencia importante en la
formulacién del intuicionismo de Brouwer. Debe tomarse en cuenta que no porque éste las
mencione en su tesis, signifique que éstas fueron su motivacién original. De acuerdo con
Brouwer, las inconsistencias estaban basadas en un principio matematico injustificado que
debia ser abandonado. Las paradojas tenian sus raices en la aceptacion de cantidades infinitas
genuinas (actuales) y, en opinion de Brouwer, no habia lugar para estos elementos en las
matematicas. Posteriormente, él indicaria que estos argumentos contradictorios (la paradoja
de Russell y la de Burali-Forti en particular) no existian matematicamente. Sin embargo, las
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dificultades subyacentes a las paradojas eran mucho mas profundas y requerian una
reformulacion seria.

Por ultimo, queriamos abundar sobre la disputa entre estas escuelas. La primera polémica tuvo
lugar inmediatamente después que Russell publicé su ensayo sobre los fundamentos de la
geometria -escrito en 1895, revisado en 1896 y publicado en 1897. La “Revue de
Métaphysique et de Morale” fue el vehiculo de esa polémica y la disputa se centrd alrededor
de la naturaleza de los axiomas geometricos. La segunda polémica tuvo lugar entre 1905 y
1906 (aproximadamente), en las paginas de la misma revista francesa. Esta vez el foco de la
disputa fue la tesis logicista de Russell y Poincaré uso todo su conocimiento y discernimiento
para desacreditar sarcasticamente la tesis de Russell y el “Mengenlehre” de Cantor. En esta
ocasion las paradojas jugaron un papel fundamental.

Sin embargo, Russell no consideréd el programa formalista como serio (filoséficamente
hablando) y sélo le dedicé pocas referencias. Un poco méas adelante, con “The William
James Lectures” (publicadas en 1940 bajo el titulo de “An Inquiry into Meaning and
Truth”), Russell analiza el tema del tercero excluido, sin embargo en esa época Russell no
tenia la intencion de involucrarse en una disputa con Brouwer y aseverd publicamente que no
habia una refutacion facil a los principios del intuicionismo.

Hilbert y Brouwer, por otro lado, escribieron ensayos retando al acercamiento logicista. Sin
embargo, el matematico britanico en general no respondid.

Contrario al caso de Russell, las fuentes indican que Hilbert y Brouwer estuvieron
involucrados en una polémica no tan encarnizada y sangrienta como algunos pretenden
presentar. Por una parte, el intuicionismo en esa época estaba subdesarrollado, por la otra,
Hilbert tuvo un alejamiento de los fundamentos hasta 1917, algunos afirman que la
fascinacion de Weyl en el intuicionismo perturbd a Hilbert. Pero por la época que Hilbert
estuvo listo para presentar una fuerte defensa de sus ideas, Brouwer estaba listo para negociar.
En 1927, Brouwer escribié una breve comunicacion donde discutia algunas “intuiciones”,
mostrando cdmo los formalistas y los intuicionistas podian trabajar juntos (por ejemplo, las
metamatematicas de Hilbert).

Sin embargo, pronto aparecieron otros articulos (Black, Borel, Fraenkel, Wavre entre otros)
postulando la existencia de una crisis en las matematicas y el papel jugado por las paradojas.
¢Por qué esta actitud y otras relacionadas? No existe una respuesta satisfactoria adn.

EL METODO AXIOMATICO. HILBERT.

Una consecuencia del analisis légico de los fundamentos de la matematica fue la critica y
consiguiente actualizacién del método axiomatico. Este método, que Euclides instauro en la
geometria: a) denuncia previamente los postulados y nociones comunes de que se parte, sin
demostracién; y b) deduce por un proceso légico los teoremas matematicos a partir de tales
postulados y nociones comunes. Si la creacion de las geometrias no euclidianas habia
obligado a revisar los fundamentos de la geometria de Euclides y a poner de manifiesto sus
debilidades ldgicas, ahora, en el Gltimo tercio del siglo XIX, ya no se trataba sélo de la
geometria, sino de toda la matematica.

En este sentido puede decirse que la revision se inicia con las “Lecciones de geometria
moderna” de Moritz Pasch (1843-1931), profesadas en 1873 y publicadas en 1882, donde por
primera vez se presenta un sistema completo de postulados suficientes para exponer
rigurosamente la geometria proyectiva. Aunque Pasch confiere aun ciertos rasgos fisicos a los
entes geométricos, insiste en que la construccion asi fundada es independiente de ellos, y no
tiene por qué apelar a la intuicion, y no deja de ser sintomatica su advertencia, hoy trivial,
pero sin duda Util en su época, de no omitir en sus “razonamientos ni aun los argumentos mas
insignificantes”.
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En la direccion axiomatica siguen los trabajos de Dedekind, que en 1888 expuso un sistema
completo de axiomas en que fundar la aritmética, y los trabajos de Peano de 1889 y 1891. En
1889 Peano da a conocer un ensayo, del cual solo las notas estan escritas en italiano, mientras
todas las proposiciones se expresan en forma puramente simbdlica, se titula “Los principios
de la geometria expuestos légicamente”; no obstante, tuvo mayor difusion otro de sus
escritos de ese mismo afio, con las notas en latin, sobre “Los principios de la aritmética
expuestos segun un nuevo método”, este trabajo aparece, algo modificado, en su
“Formulario” de 1891.

La exposicion axiomatica de la aritmética de
Peano se fundamenta en nueve postulados que
definen implicitamente la igualdad y tres
conceptos primitivos: cero (o uno), numero y
sucesivo. El ultimo postulado no es sino, en
simbolos de Peano, el principio extramatematico
0 un método de demostracion para convertirse
en un elemento esencial de la definicion de
numero natural, o mejor, de la cadena abierta
mas simple con un primer eslabén y tal que a
cada eslabon sigue otro.

El principio de induccion completa, ya implicito
en Grassmann, fue aplicado por primera vez, y
en forma rudimentaria, por Francesco
Maurolyco (1494-1575) en la demostracion de
algunas propiedades de los nimeros poligonales
y  poliédricos que aparecen en su
“Arithméticorum libri duo”, de 1575. Este
principio, implicito en algunas demostraciones de Euclides, es considerado por Maurolyco y
otros matematicos posteriores como un principio loégico o, mejor, como un método de
demostracion por aplicacién reiterada e indefinida de un mismo silogismo.

Después de Peano cabe mencionar a uno de sus discipulos: Mario Pieri (1860-1904), que
introdujo en 1897 el movimiento como concepto primitivo de la geometria euclidiana y, ya en
este siglo, a Edward Vermilye Huntington (1874-1952) que formul6 sistemas de postulados
para distintas disciplinas matematicas.

Pero el verdadero sistematizador del pensamiento matematico en general es David Hilbert
(1862-1943), cuyos “Fundamentos de la geometria”, de 1899, confieren un sello riguroso al
tradicional método euclideo y lo convierten en un método de mayor alcance y fecundo en
problemas de toda indole.

Hilbert, que con Poincaré forma quizas la pareja de los dltimos matematicos universales, han
sido uno de los mas grandes matematicos de finales del siglo pasado y comienzos de éste y
han tenido una notable influencia en la matematica de ambos siglos. Profesor en su ciudad
natal Koenigsberg y luego en Gottinga, ha impresionado su sello y dejado huella en todas las
cuestiones vitales de la matematica, desde el andlisis de sus fundamentos y los capitulos méas
elevados hasta el tratamiento de problemas particulares.

Es famoso el discurso pronunciado por Hilbert en el Congreso de Paris de 1900 sobre los
“problemas de la matematica”, en el que menciond 23 problemas matematicos que entonces
esperaban solucion. Gran parte de la matematica del siglo XX ha surgido del estudio de estos
problemas, la mayoria de los cuales se ha resuelto, si bien, lo que es mas importante, dejaron
tras si otros problemas.

Al referirse a la produccion matematica de Hilbert dice Dieudonné:
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““Lo que asombra a primera vista en los trabajos de Hilbert es la belleza
pura de su grandiosa arquitectura. No se trata de una impresion de
““elegancia superficial’” que resulta de calculos habilmente conducidos, sino
de una satisfaccion estética mucho mas profunda que se desprende
de la perfecta armonia entre el fin perseguido y los medios puestos en
juego para alcanzarlo. Estos Ultimos son a menudo de una desconcertante
simplicidad. Por lo general, no fue un perfeccionamiento mas o menos
ingenioso de los métodos de sus antecesores lo que le permitio a Hilbert
hacer sus grandes descubrimientos, sino, por el contrario, un retorno
voluntario al origen del problema tratado; de este modo separaba de la
ganga, donde nadie habia sabido verlos, los principios que permitian trazar
hacia la solucion el ““camino real”” en vano buscado hasta entonces”.

La unidad de la matematica y la importancia de los problemas en la investigacion matematica
son ideas cardinales del pensamiento de Hilbert.

Asi entresacamos entre sus frases: “En mi opinion la matematica es un todo invisible, un
organismo cuya vitalidad esta condicionada por la conexion de sus partes. (...) Con la
extension de la matematica, su caracter organico no se pierde, sino que se manifiesta con
mayor claridad. (...) Los simbolos aritméticos son diagramas escritos, y las figuras
geométricas son formulas gréaficas. (...) En la medida que una rama de la ciencia ofrece
abundancia de problemas esté viva; la carencia de problemas presagia la extincion o el cese
de un desarrollo independiente.

Quien persigue métodos sin tener en mente un problema definido, investiga en vano. (...) La
conviccion de la resolubilidad de un problema matematico cualquiera es un poderoso
incentivo para el investigador. Resuena en nosotros una llamada constante: Hay un
problema. Busca la solucién. La encontraras razonando, pues en matematica no hay
ignorabimus™.

Los “Grundlagen” de Hilbert revelan su originalidad y genialidad. Comienzan con la
siguiente aclaracion: ““Pensemos tres diferentes clases de objetos. Llamemos a los objetos de
la primera clase, puntos, (...) a los objetos de la segunda clase, rectas y (...) a los objetos de
la tercera, planos (...)”. Segun una anécdota muy difundida, Hilbert aclaraba esto diciendo
que podian sustituirse las palabras: punto, recta y plano, por mesa, silla y vaso de cerveza, sin
que esto alterara en lo mas minimo la geometria resultante; lo que equivale a subrayar el
caracter arbitrario del nombre de los objetos, que se convierten en entes abstractos definidos
implicitamente por los axiomas; de ahi la expresion de “definiciones disfrazadas” conque
Henri Poincaré (1854-1912) designaba los axiomas. En efecto, sigue Hilbert: “Supongamos
gue puntos, rectas y planos estén en ciertas relaciones mutuas que designaremos con las
palabras ““estar en”, “entre”, “paralelo”, “congruente”, ““continuo”, cuya exacta y
completa descripcion se conseguira por medio de los axiomas de la geometria”. Los axiomas
sobre los cuales Hilbert funda la geometria euclidiana son veinte, y estan distribuidos en cinco
grupos: axiomas de incidencia, de orden, de paralelismo, de congruencia y de continuidad.
Los axiomas de incidencia definen las relaciones entre puntos, rectas y planos que dan sentido
a las expresiones “estar sobre”, “pasar por”, etc. Los axiomas de orden cumplen igual
finalidad respecto a expresiones como “entre”, “ordenamiento”, y permiten definir el
segmento. Cabe agregar que entre los postulados de Euclides figuran elementos de los
axiomas de enlace de Hilbert; en cambio, Euclides no menciona para nada la idea de orden, y
adopta el segmento como nocion primitiva y el ordenamiento como algo dado empiricamente,
lo que le permite soslayar sofismas en que podria incurrir mediante un tratamiento riguroso
sin tener en cuenta los axiomas de orden. Estos axiomas, utilizados ya por Pasch, y su
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exigencia en la construccién geométrica, constituyen uno de los progresos que la critica
moderna puso en evidencia en el analisis de los principios de la geometria.

Por su parte, el axioma de paralelismo, que admite la existencia de una y una sola recta
paralela a otra dada por un punto exterior a la misma, equivale al Quinto Postulado de
Euclides; mientras que los axiomas de congruencia, cuyos equivalentes son las nociones
comunes de Euclides, definen el concepto de congruencia o de movimiento de los segmentos,
angulos (que se definen en forma correlativa a los segmentos) y triangulos.

Por dltimo, Hilbert adopta como axioma de continuidad una expresién que equivale a la
definicion de Euclides: “Se dice que las cantidades tienen razon entre si cuando cualquiera de
ellas puede multiplicarse de manera que supere a la otra”, enunciado que mas tarde
Arquimedes reconocera con razon como postulado; de aqui que Hilbert denomine su axioma
como “axioma de Arquimedes”.

Después de exponer y aclarar los distintos axiomas, Hilbert recurre a sus “Grundlagen” a una
novedad importante al abordar el analisis 16gico del conjunto de axiomas, que es, por una
parte, establecer la compatibilidad de éstos, es decir: que sus consecuencias no se contradicen,
y por otra que son independientes, es decir, que un axioma 0 un grupo de axiomas no es
consecuencia de los anteriores.

Para ello Hilbert construye geometrias artificiales cuyos elementos son nimeros o funciones,
de tal modo que las relaciones geométricas definidas por los axiomas correspondan relaciones
homologas entre esos numeros o funciones. Para demostrar que los axiomas de un grupo son
compatibles hasta demostrar que en la geometria correspondiente no hay contradiccion, cosa
que se comprueba por cuanto si hubiera contradiccion en ella apareceria en la aritmética del
sistema de numeros o funciones asi construida. Para determinar la independencia de un
axioma determinado respecto a los demas, basta construir también una geometria artificial
admitiendo estos y negando aquél. Si esta geometria es compatible queda demostrada la
independencia del axioma en cuestion. En este analisis Hilbert comprueba la validez de las
geometrias no euclidianas, al demostrar la independencia del axioma de paralelismo, asi como
de las geometrias no arquimedianas, de las que Giuseppe Veronese (1854-1917) habia dado
un ejemplo en 1891, al comprobar igual independencia del axioma de Arquimedes.

Claro es que las consideraciones de Hilbert desplazaron la compatibilidad e independencia de
los axiomas de la geometria a un problema semejante, aunque de raiz mas profunda: la
compatibilidad de los axiomas de la aritmética, problema que es, como ya dijimos, el segundo
en la nébmina de los 23 problemas sefialados por Hilbert en su discurso de 1900.

Los “Grundlagen” terminan con un interesante epilogo, en el que Hilbert, después de insistir
en la importancia de los problemas y recordar la “exigencia de pureza de los métodos
demostrativos, elevada a principio por muchos de los matematicos de nuestro tiempo”,
termina diciendo: “La investigacion geométrica precedente pretende dilucidar en toda su
generalidad qué axiomas, presupuestos o medios auxiliares son necesarios para establecer una
verdad de geometria elemental, dejando a las circunstancias la eleccion de los métodos
demostrativos adaptados al punto de vista que se haya adoptado”.

BERTRAND RUSSELL.

Tal vez el lector conozca a Bertrand Russell como el ganador del Premio Nobel de Literatura
en 1950, o quizas lo reconozca por su labor politica, en particular su fuerte oposicion y critica
a la guerra de Viet-Nam o por medio de su llamado a la paz junto con Albert Einstein. No
mencionaremos ni sus escritos de divulgacion de las ciencias, ni filosoficos, morales,
educacion, etc, solo nos detendremos en los temas relacionados con la teoria de conjuntos.

En relacién con el tema de los fundamentos de las ciencias fisicas, Russell habia llegado, en
1903, a la conclusion de que las cuestiones mas importantes relacionadas con los problemas
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de los fundamentos de la dinamica (como una ciencia a priori) no eran problemas que
pertenecian a las ciencias fisicas, sino a las matematicas puras, y entonces, de acuerdo con su
programa logicista, podian ser derivados de constantes y definiciones logicas. Siguiendo los
lineamientos de este programa, Russell expresd la nocion de “ocupando un punto o instante”
en términos de relaciones. Los conceptos de “tiempo” y “espacio”, fueron reemplazados por
series de una y n-dimensiones respectivamente. Segun Russell, todos los argumentos de la
dindmica eran capaces de ser traducidos al lenguaje de las matematicas puras y, por tanto, al
de la logica simbdlica también. Russell centraliz6 su postura en las siguientes palabras:

“Las verdades a priori envueltas en la dindmica son Unicamente aquellas
de la légica: como un sistema de razonamiento deductivo, la dinamica no
requiere de nada mas, mientras que como una ciencia de lo que existe
requiere de experimentacion y observacion.”

Es de fundamental importancia sefialar que estas ideas de Russell fueron un producto de sus
investigaciones filosoficas a principios del presente siglo y que fueron refinadas en 1914.
Obviamente, Russell desconocia los lineamientos que seguirian las ciencias fisicas en el
futuro. Las corrientes de investigacion que cambiarian nuestra forma de pensar (mecanica
cuéntica y teoria de la relatividad, por ejemplo) se encontraban en el umbral de sus
formulaciones y desarrollo. Debemos destacar, no obstante, que la influencia de la filosofia
russeliana es innegable -no siempre positiva y directa- a través del positivismo légico, es
decir, a través de las ideas de Rudolf Carnap y Philip Frank, entre otros.

El concepto de infinito ha jugado un papel excepcional en la filosofia de las matematicas y de
las ciencias fisicas. EI mismo Russell ha sefialado, en el prefacio de uno de sus libros, que las
especulaciones del pasado, en cuanto a la realidad o irrealidad del mundo fisico, fueron
oscurecidas por la ausencia de una satisfactoria teoria del infinito matematico. Recordemos
Aristételes y la aporia de Aquiles y la Tortuga. Sin embargo, los grandes problemas vendrian
mucho despues.

Mucho se ha escrito, y poco fundamentado, de las polémicas que causo el trabajo de Cantor.
También se ha hablado mucho de que Cantor habia perdido la razon y que éste se encontraba
internado en una clinica para enfermos mentales. Los matematicos han ayudado a mistificar el
personaje, como sucede con casi todo personaje y evento matematico. Algunos de los
matematicos contemporaneos rechazaron esta teoria de Cantor, la mayoria debido al
malentendimiento de las obras de éste. Russell fue uno de ellos.

Bertrand Russell naci6 en Inglaterra en 1872, a los 18 afios fue a estudiar a la Universidad de
Cambridge, fisica y matematicas por tres afios y el siguiente filosofia, debido al poco agrado
que sentia por las clases de matematica. Como resultado de este cambio, Russell se puso en
contacto con la crema y nata de la filosofia de la Universidad, que estaba muy influida por las
ideas de Francis H. Bradley. Es lI6gico suponer que Russell no tardé mucho tiempo en caer
influenciado por dicha doctrina, en particular porque ningin otro sistema filosofico habia
logrado explicar la naturaleza de las proposiciones matematicas. Por Gltimo, parece ser que la
causa inmediata de su adopcion del neohegelianismo fue su aceptacion del argumento
ontol6gico como una prueba del absoluto. Russell también leyé las obras de Kant y tomé de
ambas corrientes. Algunas de las consecuencias mas importantes de la aceptacion de estas
ideas de los neohegelianos y kantianos fueron: i) ambas doctrinas rechazaron la idea de la
existencia del infinito actual; ii) los neohegelianos estaban fuertemente opuestos a lo que ellos
Ilamaban “l6gica equacional”, la cual se transformd en la 16gica matematica a través de los
trabajos de Hamilton, Boole, de Morgan y Peano, entre otros; iii) de acuerdo con algunos de
los fildsofos neohegelianos, el papel de la I6gica era el de dar una descripcion mas precisa del
razonar en general; iv) los neohegelianos consideraban que todas las ciencias -incluyendo la
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fisica y la matematica- eran inherentemente defectuosas, es decir, cada una era inconsistente
en si misma.

Un dia, mientras Russell tomaba un paseo en Berlin en 1895, con 23 afios, decidio escribir dos
series de libros: una iria de matematicas a fisiologia, y la otra, discutiria cuestiones sociales
siguiendo los principios de las doctrinas neohegelianas. Con base en dicho esquema, las
contradicciones que dejara sin resolver cada una de las ciencias serian resueltas en otra
ciencia subsecuente.

Una vez que Russell acab6 su libro sobre los fundamentos de la geometria (1897), procedi6 a
escribir un libro sobre los fundamentos de la dindmica, con una estructura similar al libro
anterior. Sin embargo, su proyecto no cristalizd. Russell relata que el comprendié que la
dinamica no es una ciencia a priori, sino que casi todas sus cuestiones son esencialmente
empiricas. Entonces, Russell decidié concentrar su actividad intelectual en los fundamentos
de la aritmética, una cuestion que habia estado siguiendo con anterioridad, pero a la que no le
habia dedicado la debida atencion.

Sabemos que inicialmente Russell rechazo las tesis de Cantor. En 1899, Russell tuvo por fin
la oportunidad de leer las contribuciones originales de Cantor. Aqui empez6 a redactar un
tercer intento por explicar los fundamentos de la aritmética (“Principios de Matematica”),
acabado probablemente en junio de 1900, un mes antes del Primer Congreso Internacional de
Filosofia que se celebrd en Paris. Y aunque Russell seguia poniendo en tela de juicio algunas
de las ideas de Cantor, empezé a adaptar otras.

Fue en este congreso donde Russell sufrié un cambio dramatico en su carrera intelectual,
como él lo afirma en sus escritos autobiograficos. Russell tuvo oportunidad de oir argumentar
al matematico italiano Giuseppe Peano durante las discusiones que siguieron a varias de las
ponencias. Segun Russell, Peano gand todas las discusiones y polémicas en que se vio
envuelto. El entonces joven inglés penso que la superioridad de Peano se debia esencialmente
a su manera de argumentar y, en especial, a su légica matematica; Russell tomd de Peano
varios de los elementos de su trabajo. En primer lugar el célculo simbdlico, las diferencias
entre las relaciones de pertenencia y contencién. Ahora el matematico inglés estaba
convencido de la I6gica matematica; la cual, por medio de su lenguaje simbodlico, podia
expresar el contenido de las ciencias matematicas sin ambiguedad alguna, en particular, la
obra de Cantor. Peano suponia la consistencia global de las matematicas. Por lo que las
antinomias con respecto al infinito debian ser superadas. En adelante, Russell intentaria
demostrar la total consistencia de las matematicas, incluyendo las cuestiones relacionadas con
el concepto de infinito. Esta influencia habia seguido, aproximadamente la siguiente cadena:

Logica = conjunto = ndmero = matematica pura
(Russell) (Cantor) (Weierstrass)

Llevado de este extremismo, Russell postulé que las matematicas no eran mas que una parte o
rama de la ldgica, o0 sea, que podian ser derivadas de ella.

Una vez demostrada que la aritmética podia ser deducida de esos principios ldgicos (en su
obra de 1903), Russell procedié a hacer lo mismo con otras ramas de la matematica, en
particular, con la dindmica racional. Russell intent6 llevar a cabo su programa en detalle en
los “Principia Mathematica”, trabajo -inconcluso- que requirié los siguientes 10 afios de su
investigacion. Unicamente, un afio después, pudo Russell publicar en forma méas detallada la
derivacion o deduccion de la dindmica racional a partir de sus principios l0gicos, expuestos
con anterioridad. Este programa no fue universalmente aceptado -ni por filésofos, ni
matematicos, ni fisicos- porque aun en su formulacion original presentaba graves problemas
gue el mismo Russell no habia sido capaz de resolver en ese momento. Sin embargo, hemos
destacado la profunda huella dejada por su programa, en las nuevas formulaciones.
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EL PERIODO POSTGODELIANO.

Después del surgimiento de las tres escuelas filosoficas de principios de siglo, pudiera
pensarse que el universo filosofico-matematico estaba completamente determinado. Los
resultados de Godel promovieron la incertidumbre entre los seguidores de las distintas
corrientes que aludiamos. A partir de los afios 60 en la filosofia de la matematica comienza a
destacarse una posicion para la cual la mejor denominacion es “neoempirista”, ya que su
direccion principal se encamina hacia la bdsqueda de un fundamento comun para el
conocimiento matematico y el conocimiento cientifico-natural.

Después de la pérdida de confianza en los programas surgidos al calor del positivismo légico
y que nombres como Hermann Weyl (1949), Russell (1959), von Neumann (1947) y H. B.
Curry (1963) pusieron de manifiesto, surge la voz con mas autoridad dentro de esta corriente:
Imre Lakatos, quien expone sus ideas por primera vez en el Seminario de Karl Popper en la
London Schools of Economics, en el mes de marzo de 1959, pero cuya formulacién més clara
se va a encontrar en su trabajo de 1967 “A renaissance of empiricism in the recent
philosophy of mathematics?” y que estaba fuertemente influenciado por filésofos como G.
Lukacs, R. B. Braithwaite y K. Popper, con la supervision de los profesores G. Polya y B.L.
van der Waerden, todos ellos de reconocida relevancia cientifica. En este punto nos
proponemos esbozar (muy someramente) algunos criterios acerca de las concepciones de
Lakatos sobre los problemas filosoficos de la matematica.

Este enfoque de Lakatos, en algunos sentidos es un paso de avance en las concepciones
filosoficas de la matematica. Debemos destacar ante todo, su interés en considerar la
matematica a traves del andlisis de las leyes de su desarrollo, confrontando sus hip6tesis con
hechos concretos de la historia de esta ciencia. En su identificacion del conocimiento
matematico y el empirico, se refleja el hecho incuestionable de que la matematica, como las
demés ciencias, se desarrolla en fin de cuentas a través de la resolucién de problemas
practicos.

Hay que notar que el concepto de “programa de investigacion cientifica” que Lakatos
introduce para explicar el desarrollo de la ciencia y en particular de la matematica representa
también un progreso en las concepciones empiristas y neoempiristas, pues en él se intenta
apresar la tendencia del conocimiento utilizando las estructuras metatedricas cuya necesidad
ante todo, habia sido sefialada por Hilbert con relacién a las matematicas.

La suposicion Lakatosiana de que el establecimiento de una teoria matematica depende de la
asimilacion de un determinado género de hechos segun un esquema cercano al que describe el
establecimiento del conocimiento empirico, no deja de ser valida dentro de determinados
limites y es mucho mas adecuada para la solucidon del problema del establecimiento del
conocimiento matematico que las teorias anteriores y cita algunos ejemplos particulares que
apoyan sus tesis.

En la famosa tesis de doctorado de I. Lakatos presentada en Cambridge en 1961, con el
andlisis del ejemplo concreto de la prueba de la conjetura de Euler sobre los poliedros,
pretende demostrar, no solo el hecho insoslayable de que el fundamento objetivo que
determina la direccion principal del desarrollo del conocimiento tedrico lo constituye la
ampliacion de su contenido empirico sino también que este es el Unico criterio de seleccion de
hipotesis en una situacion concreta, evitando la independencia relativa de este desarrollo de la
matematica (baste como ejemplo la teoria de grupos).

También es conocido que una gran cantidad de resultados se han establecido en matematicas,
sin necesidad de recurrir a contraejemplos, ni locales, ni globales como reclama Lakatos y
conjugando distintos métodos inductivos, estadisticos, analégicos, intuitivos, deductivos y
constructivos. Esta interrelacion es la que Lakatos es incapaz de reconocer desde su posicion
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empirista. Confesandose deudor de Hegel, no puede esconder su tendencia al inductismo,
como se lo sefiala otro empirista Herbert Feigl: “Con el temor de ser excomulgado (si no
aniquilado) por la comunidad popperiana actual, quiero observar que el profesor Lakatos es
y -creo- no puede dejar de serlo, un inductivista de segundo nivel™.

Hay otra deficiencia en la concepcion de los programas de investigacion cientifica de Lakatos
y es su caracter convencionalista. De qué nos puede servir un modelo que aceptamos
convencionalmente sin atender a la objetividad inherente al problema, por abstracto que este
sea. En esta misma linea subjetivista se enmarca su tesis de la “reconstruccion racional de la
historia de la ciencia” ilustrada también en el ejemplo de Euler. Segin Lakatos, antes de que
la historia de la ciencia pueda cumplir su papel de “base cuasiempirica” de la metodologia
debe ser racionalmente reconstruida. Al utilizar la historia de la ciencia, Lakatos no analiza
todos los factores que influyen en la formacion y desarrollo del conocimiento matematico sino
que se concentra en la légica interna del descubrimiento. Maravillado por su “ingeniosidad”
para comprender el ;,como?, se olvida de la necesidad de explicar el ;por qué?

CUESTIONARIO
1. Destaque la importancia de los trabajos de Cantor para la Historia de la Matematica.
2. Presente algunos de los problemas propuestos por Hilbert en el Congreso de 1900.

3. Ante el surgimiento de las paradojas, ¢cuél fue la postura de los matematicos?

4. Presente las principales ventajas e insuficiencias de las corrientes filosofico-matematicas
que surgieron en el entronque de los siglos XIX 'y XX.
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Conferencia 16. Las Matematicas del Siglo XX.

““Con la resolucion de problemas crece la fuerza del investigador; encuentra nuevos métodos,
nuevas perspectivas y consigue un horizonte mas amplio y mas libre”

Hilbert
Rusia como centro mundial de Matematica.

| cambio operado en el desarrollo matematico de Rusia, que lo convirtidé en unos pocos

afios en una potencia mundial de las matematicas, no fue obra de la casualidad, fue la

consecuencia de una serie de acontecimientos desencadenados a raiz de la Revolucion
de 1917, y en los que tuvo papel destacado el conocido matematico Steklov como organizador
de la ciencia rusa, lo que seré ilustrado a continuacion.
Por el nivel de alfabetizacién, Rusia figuraba entre los paises mas atrasados de Europa.
Particularmente grave era la situacion de las nacionalidades no rusas: entre los tadzhikos, los
analfabetos llegaban al 99,5 % de la poblacion; entre los kirguizes, al 99,4 %; entre los
yakutos, al 99,3 %; entre los tukmenos, al 99,3 % y entre los uzbekos, al 98,4 %. La revista
“Viestnik Vospitania” (“Noticias de Educacién™) predecia en 1906 que, de mantenerse el
ritmo de fomento de la cultura social existente entonces en Rusia, se necesitarian 180 afios
para liquidar el analfabetismo entre los hombres y 280 afios, entre las mujeres. Los recursos
dedicados a la educacion eran muy pocos, un ejemplo es que para la reparacion de los
edificios escolares se invertia menos dinero que en la construccion y reparacion de las
carceles.
La Revolucion de Octubre, en 1917, cambid la situacion de raiz. El 26 de diciembre de 1919,
el Consejo de Comisarios del Pueblo publico el decreto “Sobre la liquidacion del
analfabetismo de la poblacion de la RSFSR”, firmado por Lenin: Toda la poblacion de la
Republica, de 8 a 50 afios de edad que no sepa leer y escribir, esta obligada a aprenderlo en su
lengua materna o en ruso, segun lo desee.
En los afios del segundo y tercer planes quinquenales, se logrd liquidar en la URSS, en lo
fundamental, el analfabetismo entre la poblacién adulta. En total, hacia 1940, se ensefi6 a leer
y escribir en el pais a 50-60 millones de personas.
Por grande que fuesen los éxitos de alfabetizacion de la poblacion adulta, no se podia lograr la
alfabetizacion total si no se extendia la ensefianza a toda la nueva generacion.
En 1918, la Constitucién de la RSFSR refrend6 el derecho a la “ensefianza completa general y
gratuita”. Partiendo de la ley del CEC de toda Rusia (del 16 de octubre de 1918) “Acerca de
la escuela laboral Unica” se proclamo que la escuela era accesible a todos los pueblos de la
Republica. En lugar de los liceos, las escuelas de los zemstvos, las distintas escuelas
parroquiales, etc., fue creada la escuela laboral Unica de primera y de segunda ensefianza: la
primera, para los nifios de 8 a 13 afios de edad, y la segunda para jovenes hasta 17 afios de
edad.
Los éxitos logrados en el fomento de la industria y la economia agropecuaria propiciaron el
paso a la instruccion primaria general y obligatoria de 4 afios, la cual se instaur6 en la URSS
en 1930/31. esto fue uno de los pasos notables en la revolucion cultural, creando una base
firme para la formacién de cuadros para la economia nacional y la cultura del pais.
En la Rusia anterior a la revolucion engrosaban las filas de la intelectualidad, en la gran
mayoria de los casos, los jovenes procedentes de las clases privilegiadas. Baste recordar que
en la vispera del Gran Octubre, en las universidades de Rusia hasta el 60% de los estudiantes
procedia de familias con solvencia econdmica.
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Poco tiempo después de la Revolucion de Febrero, en la Academia de Ciencias tuvieron lugar
cambios sustanciales. En mayo de 1917, el nombre de Imperial Academia de Ciencias fue
sustituido por el de Academia de Ciencias de Rusia. Fue entonces cuando los Académicos,
por primera vez en la historia de este centro cientifico, eligieron directamente al presidente de
la Academia de Ciencias. Este puesto fue ocupado por el académico A.P. Karpinski, el cual en
realidad, dirigia la Academia desde Mayo de 1916, siendo vicepresidente. El académico A.P.
Karpinski, gedlogo, cientifico de renombre mundial se revelé como un gran organizador de la
ciencia.

A mediados de 1917 se definidé en la Academia de Ciencias un grupo de cientificos que
aspiraba acercar la ciencia al pueblo e incrementar su influencia en la vida de la sociedad. En
este movimiento, cuyo inspirador era A.M. Gorki, también tomd parte muy activa V.A.
Steklov. Hombre de solidas convicciones, valiente y audaz, verdadero sabio y excelente
organizador, con fe en el gran futuro del pueblo ruso y de la ciencia rusa, V.A. Steklov se
convirtio en uno de aquellos cientificos que encausaron el mundo cientifico del pais por un
nuevo camino. La eleccion de tal persona, precisamente como Vicepresidente de la Academia
de Ciencias (1919), fue un gran acontecimiento en la vida de la Academia. Sobre los hombros
de Steklov recayé la carga de las grandes preocupaciones relacionadas con el desarrollo y
renovacion de la Academia de Ciencias y con ella, de toda la ciencia rusa.

Inmediatamente después de la Revolucion de Octubre, el gobierno soviético plante6 la tarea
de una amplia aplicacién de la ciencia. En los afios de la guerra civil, a pesar de las
dificultades, el trabajo cientifico no cesd. Tratando de ampliar las aplicaciones de la fisica-
matematica, Steklov en 1919, junto a los Academicos A.A. Markov y A.N. Krilov, planteé la
cuestion sobre la organizacion en la Academia de Ciencias de un Gabinete Especial de
Matematicas. Las tareas de este fueron enunciadas en la memoria con la cual estos cientificos
se dirigieron a la seccion fisico-matemética. El Gabinete de Matematicas (al que le fueron
concedidos los nombres de P.L. Chebishev y A.M. Liapunov) comenzé a trabajar bajo la
direccion de Steklov en 1919.

En enero de 1921 Steklov presentd a la seccion fisico-matematica una memoria detallada en
la cual argumentaba la necesidad imperiosa de organizar en la Academia de Ciencias el
Instituto Fisico-Matematico. Esta proposicion encontré apoyo unanime en la Academia y en
1921, fue organizado dicho instituto. Como director del mismo fue elegido Steklov. Este
instituto existio hasta 1934, cuando el 11 de marzo fue dividido en dos institutos
independientes: el Instituto de Matematicas V.A. Steklov, dirigido por el académico |.M.
Vinogradov y el Instituto de Fisica P.K. Lebédev, encabezado por el académico S.1. Vavilov.
Terminada la guerra civil el volumen de las investigaciones cientificas se amplié en nuestro
pais notablemente, lo que repercutié en la actividad de la Academia de Ciencias.

Steklov fue uno de los iniciadores y organizadores del Comité Provisional Especial de la
Ciencia, adjunto al Consejo de Comisarios del Pueblo de la URSS. Formaban parte de este,
representantes de la Academia y de los Comisarios. Con la participacion directa de Steklov, el
Comité elaboro y llevo a la practica una serie de decretos del Gobierno, que contribuyeron al
desarrollo, sobre todo de otros centros cientificos del pais, junto a la Academia.

Recordando a su maestro, V.I. Smirnov escribio:

““Steklov carg6 sobre sus hombros el trabajo, tanto de administracién, como
de organizacion cientifica en un momento, cuando parecia que no se podia
hacer nada, que todo se desmoronaba. Pero el temperamento de Steklov no
admitia el cruzarse de brazos en los momentos dificiles. Cuanto mas dificil
era la situacién, con tanta mas energia se ocupaba V.A. de los asuntos...”.
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Realizando un gran trabajo de organizacion, Steklov, en los Gltimos afios de su vida, continua
dedicandose intensamente a la ciencia: libros, manuales, distintos articulos cientificos y otros
materiales, ilustran esto.

Un gran acontecimiento en los Gltimos afios de vida de Steklov fue su viaje al Congreso
Internacional de Matematicas que tuvo lugar en Toronto (Canadd) en 1924. El principal
objeto de este viaje era participar en dicho congreso, que tuvo lugar paralelamente con el
Congreso de la Asociacion Britanica y donde presentd dos informes. Particularmente util fue
“Sobre el trabajo p6stumo de A. M. Liapunov”, que causd gran impresién en muchos de
los participantes del congreso, pues muchos de los resultados de Liapunov eran desconocidos
en el mundo (sobre este punto, volveremos en la proxima conferencia).

En este Congreso A.V. Steklov hizo amistad con el Profesor G. Fields (1863-1932),
presidente del Congreso. Cabe sefialar, que precisamente en este Congreso G. Fieds sugirié
instituir dos medallas de oro con premios, para condecorar a los jovenes matematicos por sus
notables aportaciones a las matematicas; esto fue realizado en 1932, después de su muerte.

El 13 de agosto, a mediados de la semana dedicada al Congreso, a V.A. Steklov,
conjuntamente con siete personalidades mas, le fue solemnemente otorgado el titulo de
Doctor Honoris Causa de la Universidad de Toronto.

En 1925 se cumplieron 200 afios de la fundacion de la Academia de Ciencias. Para
conmemorar este aniversario la Academia comenzo a prepararse con anticipacion a esta fecha.
V.A. Steklov dedicé muchos esfuerzos y energia, para que este aniversario se convirtiera en
una verdadera fiesta de la ciencia soviética. En vispera del aniversario intervino
reiteradamente en las paginas de la prensa con articulos, en los cuales describia el gran
camino historico recorrido por la Academia de Ciencias, eso produjo un desgaste en su
organismo, que unido a un viaje a Kazan en conmemoracion del centenario del nacimiento de
las geometrias no euclidianas, agravo ain méas su estado de salud. Steklov fallecio el 30 de
mayo de 1925 en Graspe.

Hasta la lera Guerra Mundial, los centros méas destacados de las matematicas eran Francia y
Alemania. Producto a esta y con los acontecimientos que hemos descrito someramente,
emerge la URSS como lider de la comunidad matemaética, toda vez que Francia y Alemania
no habian logrado recuperarse de los efectos de la guerra. Esto a pesar de ciertos extremismos
politicos cometidos por la direccion soviética, baste a titulo de ejemplo la expulsion de Lusin
de la Universidad de Moscu y la exclusion de uno de los autores del renombrado libro de
Andronov por motivos politicos.

Existe un rasgo del desarrollo matematico soviético que queremos destacar y es la
proliferacion de las investigaciones en la filosofia de la matematica, al extremo que su revista
méas renombrada de filosofia, “Voprosi Filosofii”, en los Gltimos tiempos siempre tenia
articulos sobre el tema. Eran investigaciones que redundaban sobre diversos (y muy escogidos
temas) lo que cred un cierto nivel de abstraccion en estos resultados, al extremo que lo hemos
denominado Metafilosofia de la Matematica, designando con esto la caracteristica que
hemos apuntado antes.

EEUU, el otro polo mundial de Matematicas. Entre las dos guerras, surgié en los EEUU un
centro mundial de matematicas, al romperse la organizacion internacional que existia,
producto de las represiones fascistas y el surgimiento de la Rusia soviética en un territorio que
habia sido destino obligado de muchos matematicos europeos de afios anteriores, 0 sea, las
emigraciones europeas favorecen lo antes dicho, pues nuclearon a su alrededor un grupo de
jovenes matematicos norteamericanos que unieron a su talento, la excelencia de los
investigadores extranjeros. Sefialemos que en el eje Berlin-Roma-Tokyo, sélo Heisemberg y
Fermi quedaron en el proyecto de la bomba atémica, quizés eso salvo a la humanidad.
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Los siguientes hechos demuestran bien a las claras lo antes expuesto e indican que la
preparacion de Alemania estaba dirigida a la guerra. Los siguientes datos definen la situacion
econdmica de los paises capitalistas europeos en 1937:

Volumen de la produccidon industrial de los paises capitalistas de Europa en 1937

Paises Fundicion de Fundicion de Fundicion de Fundicion de
hierro (en acero (en alumino (en automoviles
millones de millones de millares de (en millares)
toneladas). toneladas). toneladas).

Alemania 16 19,4 127,6 331
Gran Bretaiia 8,6 13,2 19,3 504
Francia 7,9 7,9 34,5 227
Italia 0.8 2.1 22,9 72

La anexion de Austria y Checoslovaquia influy6 de modo esencial en la correlacion de
fuerzas de los paises capitalistas. Se hizo més evidente la superioridad de Alemania hitleriana
sobre la Gran Bretafia y Francia en todos los indices econdmicos fundamentales:

Volumen de la produccion de los paises capitalistas de Europa en 1939.

Fundicion de Fundicién de Fundicién de Fabricacién
Paises hierro (en acero (en alumino (en de
millones de millones de millares de automoéviles
toneladas). toneladas). toneladas). (en millares)
Alemania con
Austria 'y Che-
coslovaquia . 20,1 23,2 200 420
Gran Bretana 8,3 13,8 25 493
Francia 7,4 7,9 50 230
Italia 1,1 2,3 34,2 77

En el cuadro que reproducimos a continuacion, basado exclusivamente en datos oficiales,
mostramos, comparadas, las proporciones de la primera guerra mundial y de la segunda. Ello
significa que entre los Estados que participaron en la contienda se incluyen Gnicamente a los
que se declararon beligerantes, y entre los efectivos de los ejércitos, sélo a los movilizados
para las fuerzas armadas regulares, sin contar a los combatientes del Movimiento de la
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Resistencia. Un dato que no se puede obviar: EEUU fue el pais menos afectado, tanto en
pérdidas humanas como materiales, amén de que la guerra no se realizd en su territorio.

Datos comparativos de la primeray la segunda guerras mundiales.

) lera guerra 2da guerra
Indices mundial mundial
Estados beligerantes 33 72
Efectivos de los ejércitos
(millones de hombres) 74 110
Muertos (millones de
personas) 10 cerca de 50
Mutilados (millones de
personas) 20 28
Gastos militares directos
(miles de millones de
dolares) 208 935

Los grandes racionalistas del siglo XVIII, buscaban en la naturaleza una l6gica objetiva y la
hallaban en el vinculo causal universal, en el determinismo que dirige los fendbmenos de la
naturaleza. No se limitaban a esto y exigian que en la sociedad humana reinasen la ldgica y la
razon, por consiguiente, el derecho y la justicia. El blanco de sus criticas era todo el arsenal de
lo irracional: el “creo, pues es absurdo”, la intolerancia, los argumentos de la hoguera y el
cadalso contra los argumentos de la l6gica y la razén.

En los afios treinta de nuestro siglo el demonio de lo irracional se elevo en toda su altura.
Intentaba tomar revancha en la guerra contra la razén. Uno de los elementos del programa de
Hitler era la liquidacion de los criterios objetivos y légicos en la ciencia. La ciencia no debia
partir del experimento y del vinculo logico de las deducciones concordantes con el
experimento; debia partir de la voluntad del dictador y de los criterios presentados por él.
Criterio tal result6 ante todo la pertenencia racial de cada concepcién cientifica. EI ministro de
Educacion nazi Bernard Rust declar6: “El nacionalsocialismo no constituye un enemigo de
la ciencia, es enemigo solo de la teoria”.

La teoria de la relatividad, con su explicita tendencia racionalista y explicito reconocimiento
de la objetividad del mundo, era en extremo odiosa a los ojos de los nazis. Lenard y Stark
comprendian que habia llegado la época de la revancha por el infame final de sus ataques de
afios atrds contra la teoria de la relatividad y contra Einstein. En 1933, Lenard, en el
Volkischer, escribia: “El mas importante ejemplo de peligrosa influencia de los circulos
judios sobre el estudio de la naturaleza lo representa Einstein con sus teorias y
charlatanerias matematicas, compuestas de informaciones viejas y adiciones arbitrarias.
Ahora su teoria esta rota en mil pedazos, ése es el destino de todos los productos que son
ajenos a la naturaleza. Pero los cientificos con trabajos importantes en el pasado no pueden
eludir la objecion permitiendo que la teoria de la relatividad hallara un lugar en Alemania.
No vieron o no quisieron ver la mentira que era considerar a Einstein (en la ciencia y en
igual medida fuera de ella) un buen aleman”.
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La purga de las universidades alemanas y la represion contra la ciencia en Alemania se
desplegaron cuando Einstein ya se hallaba fuera del alcance de los destacamentos de asalto y
de la policia secreta. Desde 1930, era “profesor invitado” del Instituto Tecnologico de
California.

Aln antes de esto, Einstein salid de las filas de la Academia de Ciencias de Berlin. Sabia que
la Academia, bajo presion de los nazis, lo excluiria del nimero de sus miembros. Semejante
acto habria sido una prueba muy dura para algunos cientificos que habian permanecido en
Alemania, sobre todo para Planck. La protesta contra la exclusion de Einstein los habria
expuesto al peligro. La aprobacion los habria deshonrado. Para evitar a sus amigos semejante
prueba, Einstein comunicé a la Academia de Berlin que con el gobierno existente él no podia
servir a Prusia y hacia asi dejacion de sus obligaciones de académico prusiano.

Cuando Nernst y otros cientificos alemanes intentaban obtener de Guillermo |1 la
organizacién de una institucion cientifica especializada, en Berlin, que se ocupase de los
problemas mas importantes de las ciencias naturales, tenian como modelo las instituciones
anadlogas en EE.UU. La nueva etapa del progreso cientifico-técnico exigia semejantes
institutos en todos los paises, pero su forma, como ya se dijo, estaba en correspondencia con
las condiciones Yy con las tradiciones: en Alemania el instituto berlinés recibi6 el nombre del
kaiser, que se hizo cargo de su mantenimiento; en EE.UU los institutos de investigacién si no
pertenecian directamente a las compafiias, se financiaban por los reyes de la industria.
Durante los afios veinte, el desarrollo de la ciencia exigia, todavia en mayor grado, separar
organizativamente las investigaciones mas profundas de los problemas que planteaban y que
debian ser ejecutados por los mas grandes tedricos. En 1930, los multimillonarios Louis
Bamberger y su hermana, la viuda de Felix Fuld, pidieron consejo y ayuda en la organizacion
de un nuevo instituto cientifico a Flexner, célebre activista de la educacién y reformador de
escuelas en EE.UU. Flexner apunt6 que en EE.UU habia suficientes institutos de
investigacion similares y propuso crear una institucion de nuevo tipo. Se convirtio, de hecho,
en el organizador del Instituto de Investigaciones Superiores (Institut for Advanced Study).
Flexner queria liberar por completo al grupo de grandes cientificos de cualesquiera
obligaciones pedagdgicas y administrativas y de preocupaciones materiales. Debian ocuparse
de los problemas mas elevados y generales y conformar el ndcleo del instituto. Alrededor de
ellos, suponia Flexner, se podria reunir a cientificos jovenes, de talento. En las cartas
circulares que aclaraban el sentido y las tareas del nuevo instituto, se subrayaba en especial la
total independencia de los cientificos invitados al proyectado instituto. Este ultimo, segun las
palabras de Flexner, debia convertirse en un “puerto donde estudiantes y cientificos puedan
examinar el mundo y sus fendmenos como su laboratorio, sin ser arrastrados por el
maelstrom del trato directo con él”.

Flexner decidié que, al principio, los cientificos que elaboran los problemas matematicos
debian convertirse en el nucleo del instituto. Su primera sede fue una parte del Fine Hall, el
edificio de la Facultad de Matematicas de la Universidad de Princeton. En ese edificio de
estilo gotico, que recordaba las universidades inglesas, rodeado por umbrosos arboles,
funciond el Instituto de Investigadores Superiores durante diez afios. En 1940, el Instituto dejo
el Fine Hall y el territorio universitario y se ubic6 en un edificio propio, mas apartado, a una
distancia de media hora de marcha desde Princeton.

En Princeton casi no tenia obligaciones pedagdgicas. El dirigia un grupo no grande de jévenes
cientificos. Entre ellos estaba Walter Mayer, traido por él desde Alemania (fue su asistente
entre 1929 y 1934), Nathan Rosen (en 1934-1935), Peter Bergmann (en 1937-1938) y
Valentin Bargmann, estos ultimos fueron en Princeton fuente inagotable de malentendidos y
de bromas. Alli estuvieron Ernst Strauss (en 1944-1947), Joseph Kemeny (en 1948-1949),
Robert Krainchnan (en 1950) y Bruria Kaufmann (en 1951-1955).
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De 1936 a 1938, el asistente de Einstein fue Leopold Infeld, con el cual pronto nos
volveremos a encontrar. Einstein se veia con menos frecuencia con la vieja generacion de
colegas princetonianos.

Einstein tuvo que intervenir en Londres, en cierta ocasion, cuando se discutia el destino de los
cientificos emigrantes desde Alemania.

A finales de los afios cuarenta y a principios de los afios cincuenta, el tono psicoldgico de
Einstein descendi6 con la pérdida de los seres cercanos. Le obligaban a recordar a los amigos
y a los comparieros de lucha desaparecidos ya en los afios treinta. Einstein recordaba con
frecuencia en esta época a Paul Ehrenfest, que se habia suicidado en 1933. El suicidio se le
representaba a Einstein, en alguna medida, como el resultado de un conflicto entre los
intereses cientificos de una generacién y, ain en mayor medida, entre las interrogantes que la
ciencia plantea ante un cientifico y las respuestas que él pueda hallar. La causa inmediata del
suicidio de Ehrenfest fue puramente personal, pero la causa mas profunda se hallaba en la
tragica insatisfaccion del cientifico.

Después de muchos afios, al martirologio de la ciencia se afiadid otro nombre, simbolo de
aquella misma elevada fuerza de ideas: a comienzos de 1947, Einstein supo de la muerte de
Paul Langevin. “Fue para mi uno de los més caros amigos, un verdadero santo y
extremadamente dotado™, escribio Einstein a Solovine.

Los recuerdos de Infeld dan mucho material sobre la vida de Einstein en Princeton. En 1936,
Infeld era profesor de la Universidad de Lvov. En esa época se cernia cada vez mas
intensamente el nubarrén de la reaccion sobre las universidades polacas e Infeld sentia que no
le seria dado mantenerse en aquel centro docente. Escribio a Einstein y pronto recibié una
invitacion del Instituto de Princeton; se le concedia una beca para que él pudiese, bajo la
direccién de Einstein, llevar a cabo trabajos investigativos en fisica tedrica. Lleg6 a Princeton
y enseguida llamé a la puerta nimero 209, en Fine Hall, donde se hallaba el Instituto de
Matematicas y Fisica Teorica.

Einstein comenzo a exponer los resultados de sus intentos de elaborar una teoria unificada del
campo. En ese momento entré en la habitacién Levi-Civita (uno de los creadores de los
medios matematicos aplicados por Einstein en la teoria general de la relatividad). Levi-Civita
tenia entonces cerca de sesenta afios. Este pequefio y delgaducho matematico italiano se nego
a prestar juramento de fidelidad al régimen fascista y encontré refugio en Princeton. Al entrar
en la habitacion, Levi-Civita quiso irse enseguida para no molestar la conversacion de
Einstein con Infeld. Mas con gestos que con palabras (la gesticulacién italiana se le daba
mejor que el idioma inglés) comunicé cudl era su intencién. Pero Einstein le pidi6 que se
quedase y tomara parte en la conversacion. Mientras Einstein sucintamente exponia el
contenido de la conversacion precedente, Infeld contenia con dificultad la risa, escuchando el
habla anglo-italiana de Levi-Civita, que era comprensible s6lo porque se componia, en una
mitad, de férmulas. Einstein también hablaba mal el inglés, pero aun asi lo hacia bastante
mejor que su interlocutor. Ademas, sus frases se hacian comprensibles gracias a la manera
reposada y lenta, a las expresivas entonaciones y principalmente, gracias a lo consecuente y a
la claridad transparente del contenido.

Esto es s6lo un ejemplo de lo que acontecia en EEUU en esta época, un pais que habia hecho
mucho por la técnica pero no tanto por la ciencia pura; a partir de este momento, la tecnologia
norteamericana pasé a ocupar el primer lugar mundial. Un ejemplo de esto que hemos dicho,
lo constituye el hecho que la carrera de cibernético, fue implementada en las universidades
norteamericanas a solicitud de la IBM principalmente, esto se reflejé en la calidad de los
ingenieros de este campo formado en los EEUU. Al revés de la URSS, que desarrollaron la
ciencia a un grado elevadisimo pero esto no tuvo repercusién en la tecnologia aplicada, de ahi
que el pensamiento soviético, tal y como indicAbamos antes, tomara como direccion
fundamental la linea tedrica, descuidando la préctica.
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El mapa matematico mundial. A pesar que cada uno de nosotros tiene un “escalafén” de
donde estan situados en calidad los paises del mundo, utilizaremos la clasificacion que ofrece
la IMU (referida en este caso al Gltimo congreso mundial, el de Zurich, Suiza, de Agosto 3 al
11 de 1994).

Este escalafon depende de la calidad matematica del pais en si, aunque esta condicionada
también por la estabilidad politica, econdmica, etc. del mismo, asi Bulgaria bajo del grupo Il
al |, hasta tanto la situacion econémica de dicho pais mejore. Chile subi6 del grupo I al I, no
solo por sus méritos matematicos, sino por su estabilidad econdmica e Israel subi6 del grupo
I11 al grupo 1V, por razones semejantes; pues a cada ascenso de grupo aumenta la cuota que
debe pagar el pais a la IMU (y el nimero de representantes con voz y voto en la Asamblea
General, otros detalles se presentaran en la ultima conferencia). Presentaremos la relacién de
paises en cada grupo, empezando por el de més calidad.

Grupo V.
Alemania, EEUU, Francia, Japdn, Reino Unido y Rusia.

Grupo IV.
Canadi, Israel e Italia.

Grupo Il11.
Australia, Bélgica, Brasil, R.P.China, Espafia, Hungria, India, Holanda, Polonia, Suecia y
Suiza.

Grupo I1.
Argentina, Austria, Rep.Checa, Chile, China-Taipei, Dinamarca, Finlandia, Georgia, Iran,
Irlanda, Korea, México, Eslovakia, Sudéafrica y Yugoslavia.

Grupo I.

Bulgaria, Cameran, Croacia, Cuba, Egipto, Grecia, Hong Kong, Islandia, Costa de Oro,
Filipinas, Nueva Zelandia, Nigeria, Noruega, Portugal, Arabia Saudita, Singapur, Eslovenia,
Venezuelay Viet-Nam.

El desarrollo matemético de Asia. En estos momentos estamos presenciando un fenémeno
singular, el surgimiento de un nuevo polo mundial de matematicas en el Asia. Esto se traduce
en la elevacion de la calidad matematica de la regién lidereada por Japdn y China, y que se
refleja en la organizacion de grandes eventos matematicos (por ejemplo, Kobe organizo el
ICM90), la obtencion de premios en las olimpiadas internacionales, China “arrasé” en la
version de 1995, el aumento en calidad y cantidad de las publicaciones matematicas, etc.
Pudiéramos preguntarnos a qué se debe este auge de la matematica en Asia, la respuesta pasa,
obligatoriamente, por la solvencia econdémica de los paises de la region.

Veamos algunos datos. Los paises de la regién han mantenido un crecimiento del PIB en los
ultimos 10 afios del 7,6 % anual!, algo realmente increible; el 75 % del comercio mundial se
realiza en la cuenca del Pacifico, tal es asi, que la linea aérea de Singapur, por ejemplo,
transporta mas pasajeros que la renombrada Air France; China, con Taiwan y Hong Kong
tendréan el 20 % del comercio mundial en los préximos 10-15 afios y Japon hace muchos afios
que liderea la economia mundial en lo referido al superavit y estabilidad econdémica.

Esto grosso modo, representa un detalle que no se puede soslayar, el desarrollo econémico
permite el desarrollo educacional, en primer término, y el aumento de las investigaciones
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fundamentales como una consecuencia de lo anterior, asi hemos visto el desarrollo de centros
de Japdn, Viet Nam y China hasta un nivel destacado internacionalmente.

NICHOLAS BOURBAKI.

Este es el seuddnimo colectivo usado por una corporacion informal de matematicos.

En sus inicios constituian un grupo de jovenes, profesores y estudiantes de matematica que
celebraban seminarios sobre diversos aspectos de la matematica. En estos seminarios se
estudiaban, de una manera sistematica, las nuevas y grandes ideas que venian de todas partes.
Es aqui cuando surge la idea de disefiar un amplio trabajo en forma de libro, el cual abarcaria
las principales ideas de las mateméticas modernas. Fue en ese momento que nacio un nuevo
enfoque sobre la matematica moderna bajo la firma de Nicholas Bourbaki.

Comienzan en 1939 su trabajo y escogen a Nancy, una ciudad que ha aportado muchos
matematicos de vanguardia, como su hogar. Carl Boyer (“A History of Mathematic”, p.675)
nos dice:

“Pudiera no ser una coincidencia el hecho de que en Nancy existe una
estatua de un general de mucho colorido y muy real en su época Charles
Denis Sauter Bourbaki (1876-1897), quien en 1862 declin6 aceptar el trono
de Grecia que se le ofrecia y cuyo rol en la guerra Franco-Prusiana fue
notable, Nicholas Bourbaki, no obstante, no es su pariente en ningln
sentido de la palabra. EI nombre sencillamente ha sido tomado para
designar un grupo de matematicos, casi todos fanceses™.

Mejor adn, Dieudonné relata (American Math. Monthly, Vol.77, No.2, 1970) lo siguiente:

“Debo decir, que los colaboradores de Bourbaki eran muy jovenes y sin
duda ellos nunca hubieran empezado esta obra de haber sido més viejos y
estar mejor informados. En el primer encuentro para el proyecto la idea
que se tenia era terminarlo en tres afios y en este tiempo, debiamos haber
bosquejado los esenciales basicos de las matematicas. Acontecimientos y la
historia decidieron de forma diferente. Poco a poco segin nos convertiamos
en cada vez mas competentes y mas conocedores nos percatabamos de la
enormidad de la obra y de que no habia esperanzas de acabarla tan pronto
como pensabamos.”

La presentacion por Bourbaki de cada uno de los temas tratados es sistematica y profunda y a
menudo incluye una visién histérica de los mismos. La presentacion de un volumen llevaba
consigo una cantidad de trabajo enorme, una vez que se ha decidido sobre un proyecto en
particular, alguno de los miembros escribe una primera versién, la cual se copia y se
distribuye entre todos los miembros, en la préxima reunidn, la redaccion seré criticada sin
misericordia alguna y muchas veces fue completamente rechazada. Después de esta primera,
sigue una segunda (posiblemente por un miembro diferente). El proceso continda, se han
hecho hasta seis o siete redacciones en algunos casos.

Entre los fundadores de esta asociacion tenemos a Jean Dieudonné (1906-1992), Claude
Chevallier, Henry Cartan (1869-1951) y André Weil (n.1906). Usualmente el nimero de
miembros variaba entre 10 y 20, como dijimos, en general franceses, con una excepcion
notable: Samuel Eilenberg.

Como hemos podido percatarnos, la labor de Bourbaki es amplia y profunda con un alto grado
de colectivismo. Los miembros de Bourbaki para realizar este trabajo deben tener una vision
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amplia de todas las partes de la matematica. Esto lo consideraban esencial para la inclusion de
nuevos miembros. Como unica ley tienen que los miembros, al cumplir los 50 afios, deben
retirarse del grupo porque consideran que a esa edad ya un matematico ya ha aportado sus
mejores y mas fuertes ideas.

En nuestros dias se habla sobre la algebrizacion de las matematicas, es decir, sobre la
penetracion de ideas y métodos del algebra en las partes tedricas y aplicadas de esta ciencia.

El algebra desde la antigliedad constituia una parte esencial de las matematicas. Lo mismo
habria que decir acerca de la geometria, pero como dijo Sofia Germain: “El algebra no es
otra cosa que la geometria escrita en simbolos, y la geometria es sencillamente algebra
expresada en figuras™.

La postura asumida por Nicholas Bourbaki fue la de presentar a la Matemaética bajo la 6ptica
del algebra. Este considera que a lo largo de la historia de la Matematica, esta ciencia siempre
se ha considerado bajo la 6ptica de algunas de sus disciplinas, cuando éstas han alcanzado un
predominio determinado.

Bourbaki hace un andlisis historico de las manifestaciones de la unidad de la Matematica,
donde se manifiesta la vision que se ha tenido de ésta, siempre a través de una teoria
determinada.

La obra de Descartes cambio la faz de las Matematicas, el mérito de éste en esta ciencia fue
muy grande, ya que desbrozo los caminos de la fecundisima aplicacion del &lgebra a la
geometria. Por todo el trabajo desempefiado por Descartes, Bourbaki considera que éste va
mas lejos, ya que concibe la unidad de las ciencias que se denominan Matematica, aunque sus
objetos sean diferentes, dice que por ello dejan de acordarse en tanto que no tienen en cuenta
otra cosa que las relaciones o proporciones que se encuentran en ellas. De esta manera, segun
Bourbaki, esto convierte al algebra en la ciencia Matematica fundamental.

A mitad del siglo XIX se pasa de una teoria a otra hasta la aparicion de la nocién moderna de
estructura en el siglo XX, no reconociéndose que toda estructura lleva incorporada una nocién
de isomorfismo y que no es necesario dar una definicion particular para cada tipo de
estructura.

Bourbaki reconoce la primacia de una u otra teoria Matematica a lo largo de la historia, pero a
pesar de esto, considera que su conclusion sobre el caracter general de la relacion
isomorfismo- estructura se halla situada por encima de todas las consideraciones anteriores
sobre la unidad de la Matematica.

Con el surgimiento de la teoria de los conjuntos, Bourbaki considera finalizada la primacia de
la aritmética, como fin al proceso de aritmetizacion del analisis, lo que trae consigo que a
partir de este momento se facilitaron determinadas circunstancias para llevar los problemas
Matematicos al lenguaje y estilo algebraico.

ESTADIOS FUNDAMENTALES DEL ALGEBRA.

1. El algebra es una generalizacion de las operaciones aritméticas elementales, en estas
condiciones, en la base de su objeto se hallaba el problema de dar solucion a las
ecuaciones.

2. EIl &lgebra deviene en una teoria de las ecuaciones, en cuanto, se ocup6 de manera
priorizada de su descripcién, clasificacion, sistematizacion de sus soluciones, etc.

3. Este estadio se corresponde con lo que se denomina algebra moderna.

Bajo este caracter unificador y capacidad interpretativa del algebra la obra de Nicholas
Bourbaki se desarrolla en dos vertientes: la presentacion de la historia de la matematica sobre
bases estructuralistas y la presentacion de las diversas teorias matematicas bajo las
consideraciones expresadas en su articulo “La arquitectura de la matematica”.
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¢ Cual es la definicion del concepto de estructura dado por Nicholas Bourbaki?

El inicio del estudio sistémico de las estructuras matematicas se vincula a la elaboracion de la
teoria de los grupos, y a la definicion y formacion del concepto “grupo”.

El grupo se define como un conjunto de objetos matematicos, de cualquier naturaleza, para
los cuales se ha mantenido sélo una operacion algebraica: la composicion; y cuyas
propiedades esenciales se describen por medio de un sistema de axiomas. Este sistema de
axiomas son los que determinan la estructura de los grupos, debiendo responder solamente a
las tres condiciones siguientes:

a) No ser contradictorios;
b) Ser independientes;
c¢) Constituir un sistema completo.

La generalizacion de estas caracteristicas estructurales del grupo hacen posible las siguientes
conclusiones sobre las componentes de la estructura matematica que deben participar en su
definicion:

a) La estructura matematica debe estar constituida por un conjunto de elementos, no importa
de que naturaleza;

b) Estos elementos tienen que mantener entre si ciertas relaciones;

c) Con esos elementos se pueden realizar determinadas operaciones cuyas particularidades se
describen mediante un sistema de axiomas.

Las relaciones entre los elementos de los conjuntos que determinan la estructura, pueden ser
las mas variadas por su naturaleza, implicando igual variedad en el sistema de axiomas, 0 sea,
en los posibles tipos de estructuras matematicas.

En las estructuras matematicas se destacan tres grupos basicos, éstos son:

1-Estructuras algebraicas.
2-Estructuras de orden.
3-Estructuras topoldgicas.

La relacion entre los elementos de los conjuntos matematicos puede ser una relacion entre tres
elementos, uno de los cuales se puede denominar el tercer elemento, y éste esta dado en
funcion de los primeros. Este tipo de relacion ya la hemos descrito cuando definiamos los
grupos, pero también es caracteristico para los anillos y los campos.

Este tipo de relacion ha recibido el nombre de “Ley de composicion” y la operacion que ellos
realizan se llama “operacion algebraica”, por lo tanto, se denomina estructura algebraica a un
conjunto que tiene como caracteristica fundamental de sus relaciones la “Ley de
composicidn” y sus operaciones son “operaciones algebraicas”.

Cuando en un conjunto matematico puede determinarse relaciones entre dos de sus elementos
que establezcan su ordenacién, se dice que este conjunto se caracteriza por relaciones de
ordenacion. La estructura de este tipo de relaciones es la que se denomina estructura de
orden.

Cuando en un conjunto matematico se introducen los conceptos de limites y continuidad, que
son aceptables para el sistema de axiomas, se considera que para este sistema se ha
establecido la topologia y que la estructura de este sistema es una estructura topoldgica.

Estos tres tipos de estructuras son las que Bourbaki considera fundamentales, y ademas,
plantea que estas estructuras se deben denominar estructuras matematicas basicas, de las que
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se pueden derivar, con la introduccion de axiomas complementarios, una gran cantidad de
estructuras e infinidad de conclusiones teoricas.

Bourbaki considera que la estructura algebraica tipica es la estructura de grupo, que las
relaciones de orden se refieren a las entidades tipicas de la lI6gica de relaciones y que las
estructuras topoldgicas se refieren a los conceptos de entorno, limite y continuidad.

Estos tipos de estructuras dan lugar o son la base de las diversas teorias matematicas mediante
su diferenciacion y combinacion. La diferenciacion consiste en la limitacion de la generalidad
de las estructuras fundamentales mediante axiomas adicionales y la combinacion no es mas
que la construccion de estructuras que pueden denominarse multiples, por interferencia de dos
estructuras que pueden denominarse multiples, por interferencia de dos estructuras basicas,
ajustadas organicamente mediante uno o varios axiomas que lo enlacen. Es decir, estas
estructuras basicas no siempre se presentan en forma pura, sino que con mucha frecuencia se
interfieren mutuamente creando las llamadas estructuras complejas.

Un ejemplo de lo planteado anteriormente lo constituye la serie de nimeros naturales, que
conjuga las tres estructuras.

El dltimo estadio del proceso estructural de Bourbaki se corresponde con las teorias
particulares de la matematica clésica.

Bourbaki considera que de esta forma, las estructuras dejan de presentarse como autéonomas,
adoptando la forma de encrucijadas, y que estas encrucijadas con sus jerarquias constituyen la
arquitectura de la matematica.

N. Bourbaki formula una serie de conclusiones metodolégicas que implican la concepcion de
las estructuras matematicas, tanto en la determinacion del objeto de esta ciencia como en las
posibilidades de su sistematizacion y desarrollo. A continuacién sefialaremos dichas
conclusiones:

a) La matematica se debe definir ahora como la ciencia que estudia las estructuras
matematicas, pues, los Unicos objetos matematicos son, precisamente, estas estructuras.

b) Existe s6lo una ciencia matematica dividida en una serie de disciplinas que logran su
unidad gracias a la “estructura matematica” y al “método axiomatico”.

c¢) En lugar de las partes tradicionales de esta ciencia: analisis, calculo diferencial, algebra,
geometria, teoria de los nimeros, que son esferas autdnomas de hecho desligadas entre si, se
establece una jerarquia de estructuras que componen los vinculos internos entre las diferentes
partes integrantes de esta ciencia.

d) Es sabido que el método axiomatico fue uno de los factores que desempefiaron un papel
fundamental en el proceso de fundamentacion de la unidad del saber matematico. Segun
Bourbaki, dicho método fue la savia que nutrié todo el organismo de las matematicas y el
instrumento que utilizaron todos los grandes matematicos en su analisis de los concepto
bésicos de esta ciencia.

CRITICA A LA TEORIA ESTRUCTURAL DE LA MATEMATICA
ASUMIDA POR N. BOURBAKI.

La historia bourbakiana es denominada por los estructuralistas como diacronia, que no se
corresponde con la presentacion marxista-leninista de la historia. Esto no significa que el
ensayo historico de Bourbaki resulte carente de valor, pues en este se percibe la logica del
desarrollo de las estructuras matematicas.

En la historia de Bourbaki falta la relacion de la préctica con la génesis de estas estructuras, el
cumplimiento de las leyes generales en el desarrollo de la matematica, la existencia de
contradicciones internas y externas como fuente de este desarrollo y otros presupuestos
marxistas. Aqui el autor pretende no hacer referencias biograficas o anecddticas, intentando
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poner de manifiesto fundamentalmente las ideas directrices de cada teoria y la forma en que
han actuado unas sobre otras.

La obra esta carente de toda explicacion acerca de los factores externos e internos que han
determinado el desarrollo de la matematica a lo largo de los siglos.

Es bueno sefialar que el caracter explicativo del algebra, su caracteristica unificante es
innegable, y ademas, presentar diversas partes del algebra, de manera que ésta pueda ser
utilizada tanto en las aplicaciones como en la explicacion de otras teorias, no tiene nada
criticable.

Debido a la forma en que el desarrollo de la matematica influye de conjunto sobre todas sus
teorias, la obra magna que emprendié Bourbaki, de escribir toda la matematica sobre bases
estructuralistas, no podia constituir una obra definitiva.

Puede plantearse que la consideracion estructuralista de Bourbaki cuenta con limitaciones
historicas. Las ideas bourbakianas no tienen el grado de unilateralidad del logicismo,
intucionismo y formalismo, pero tampoco quedan establecidas por medio de ellas sus
diferencias, excluyendo al intuicionismo, cuyas diferencias no necesitan explicacion.
Bourbaki tiene toda la razdén cuando plantea que el estudio de la fundamentacion de la
matematica, realizada desde principios del siglo XIX, solo ha sido posible debido a un
esfuerzo paralelo de sistematizacidon de la ldgica, al menos en aquellas partes que rigen el
encadenamiento de las proposiciones matematicas, y también cuando plantea que la historia
de la teoria de conjuntos y de la formalizacion en matematica, tampoco pueden separarse de la
historia de la légica matematica. Pero estos son planteamientos que corresponden a hechos
innegables, cuya esencia no es objeto de analisis por N. Bourbaki.

A pesar que Bourbaki no hace ninguna consideracién sobre la sujecion a la ley del transcurso
tomado por el lenguaje matematico, hace una breve historia de la deduccién y de su
correlacion con el lenguaje aritmético.

Bourbaki considera que la deduccién, introducida por los griegos, servira de base a la
reflexion filosofica y matematica de las edades posteriores. A partir de aqui el autor concluye
que la légica formal se va a desarrollar sobre el modelo de las matematicas hasta llegar a la
creacion de lenguajes formalizados.

Cuando Bourbaki habla acerca de la formalizacion de la légica, considera que los griegos
querian extender a todo el campo del pensamiento humano los procedimientos de la
articulacién del discurso empleados en la retdrica y en la matematica.

Después de referirse a la formalizacién de la logica hasta Aristételes, concluye en que al
desarrollarse el algebra no podian dejar de observarse la analogia entre sus expresiones y las
de la l6gica formal.

Cuando Bourbaki llega a los logicistas modernos se aprecia que no se aviene a tal manera de
pensar, lo que trae como consecuencia, que Frege, Peano y Russell no resulten bien situados
en su historia.

Por otra parte, reconoce de forma descriptiva la contribucion de los logicistas al lenguaje
formalizado, la que encuentra su punto culminante en los “Principia Mathematica” de
Whitehead y Rusell.

Como resumen del pensamiento de Nicholas Bourbaki podemos decir que a partir de un
namero de estructuras fundamentales o estructuras matrices no deductibles unas de otras, la
matematica estd engendrada por un doble movimiento de diferenciacion interna de las
estructuras y de combinaciones entre ellas, o entre ciertas estructuras de una y de otra.
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PRINCIPALES HECHOS MATEMATICOS DEL SIGLO XX.

Como veremos, algunos de estos hechos ya han sido ampliamente citados, otros sélo han sido
mencionados (o lo seran) alguna que otra vez y hay algunos que no podremos ocuparnos de
ellos en esta obra.

lera Mitad:

I La presentacion de los 21 Problemas por parte de Hilbert en el Congreso Internacional
de 1900.

I La definicion de Métrica y Espacio Métrico Abstracto por Frechét en su tesis de 1906.

I Establecimiento de la Teoria de Conjuntos (sobre la base de los trabajos de Cantor,
Peano, Hilbert, Cohen, Gdédel y muchos mas que permitieron la asimilacién de este
nuevo tipo de pensamiento matematico, ver conferencias 13y 14).

I Surgimiento del Analisis Funcional (gracias a las contribuciones de Fredholm, Hilbert,
Schmidt, Fischer y Riesz, sobre todo).

I Se empieza a desarrollar la modelacion bio-matematica con los trabajos de Vito
Volterra, proseguidos por Lotka.

I En los trabajos de Lebesgue se consolida la teoria de la medida y la integracion, donde
aportes significativos son dados por Radon y Haar.

I Desarrollo de nuevas teorias geométricas con Weyl y Cartan.

I Desarrollo de la Teoria de la Estabilidad segin Liapunov, asi como de la Teoria
Cualitativa de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias en general.

I Desarrollo de la Teoria de Oscilaciones por parte de la escuela rusa de Andronov.

I Se funda la IBM (1927), lo que trae aparejado el desarrollo de la cibernética y su
ingenieria propuesta por esta Ccompafiia.

I Sefundala IMU en 1947.

2da Mitad:

I Desarrollo vertiginoso de la Cibernética y su mercado de software, baste como ejemplo
que en Agosto de 1996, Bill Gates tenia una fortuna personal de 16 mil 622 millones de
dolares.

I Implementacion y desarrollo de la Teoria de Control y Optimizacion.

I El problema 16 de Hilbert: Sea F(x,y) un campo vectorial polinomial en RxR de
grado d, encontrar una cota que solo dependa del grado d, del nimero de ciclos
limites que tiene F y de la posicion relativa que tienen ellos, se ha mostrado como
una fuente muy fértil de investigaciones en el campo de la Teoria Cualitativa de EDO
(atn no completamente resuelto).

I El desarrollo de la matematica segln el esquema estructuralista de Bourbaki, significo
un avance en muchos campos de esta (ver punto anterior).

I Se consolida la Teoria Cualitativa como una de las principales ramas en expansion con
los trabajos de Birkhoff, Pontriaguin, Moser, Smale, Kolmogorov, Arnold y otros.

I El desarrollo del algebra homoldgica (a partir de 1960) en los trabajos de Alexander
Grotendieck.

I El desarrollo del Andlisis Numérico, sobre todo relacionado con la simulacion de
diversos fendmenos, entre ellos los viajes espaciales.



266 Juan Eduardo Napoles Valdés

I El Segundo Método de Liapunov, muestra su potencia y flexibilidad al adaptarse al
estudio de diversas propiedades cualitativas, no solo las referidas a la estabilidad, su
geografia se amplia de Europa a todo el mundo.

I El desarrollo de la cibernética “toca” diversas ramas matematicas, surgen la Geometria
y el Algebra Computacional por ejemplo.

I La Informatica invade la comunicacion, surge el e-mail como la forma més barata,
segura y comoda de envio de informacion.

ANALISIS FUNCIONAL.

El Andlisis Funcional es una parte muy reciente de las Matematicas cuyo origen y desarrollo,
como parte entidad propia, tiene lugar a lo largo de este siglo, y esta indisolublemente unido a
la topologia.

Ya desde el comienzo del Calculo Diferencial fue poniéndose en evidencia la conveniencia de
considerar conjuntos cuyos elementos, a diferencia de lo que sucede en el Analisis clasico, no
son puntos del espacio euclideo ordinario, sino funciones.

En este sentido puede entenderse, por ejemplo, el famoso “principio de superposicion”,
enunciado por Daniel Bernoulli en torno a 1750, que afirma que la forma mas general que
puede tomar una cuerda homogénea de longitud © mantenida en tension y sometida a
vibracion en un plano, puede obtenerse como “superposicion” de las posiciones mas sencillas
que pueden adoptar.

En terminologia actual, esto significa que el conjunto de soluciones de una ecuacion
diferencial es un espacio vectorial, cerrado para alguna topologia, generado por una familia de
funciones.

Probablemente los antecedentes mas claros del Analisis Funcional se pueden encontrar en el
Calculo de Variaciones.

En este contexto donde aparece primero la idea de distancia entre funciones.

Ademas de sus aplicaciones Geometricas y Fisicas, el Célculo de Variaciones esta
intimamente ligado a uno de los problemas mas importantes del Analisis del siglo XIX: el
Ilamado Problema de Dirichlet. Este problema (para la ecuacién de Laplace) consiste en
encontrar una funcion U, arménica en un dominio Q (del plano, por ejemplo), verificando:

Au —@ +@ =0,en Q, u (FrQ) prefijado
- aXZ 8y2 - ¥ ’ p J .

Este problema y su analogo en 3 o mas variables, estan relacionado con multitud de
problemas Fisicos (Calculos de potenciales, etc.) y Matematicos, y a lo largo del siglo X1X se
hicieron muchos intentos para solucionarlo.

Pero el método que nos interesa destacar ahora es el llamado Principio de Dirichlet, segtn el
cual la solucién del problema es la funcion U tal que su restriccién a T" es el valor prefijado,
digamos f, y hace minima la Ilamada integral de Dirichlet:

o(v)=[] KZ—Z) + [a—vj }dxdy,

ay

en el conjunto F, definido de la siguiente forma, F:{VGC(f_z)mcl(Q): v([')=f y D(v)<x}.
Este principio fue ya utilizado por Gauss en relacion con problemas de determinacion de
funciones analiticas en 1839, y posteriormente por Lord Kelvin en1847, en conexién con la
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teoria del potencial. EI nombre del principio de Dirichlet fue dado por Riemann, quien lo uso
en sus importantes trabajos sobre funciones holomorfas y abelianas.

Los esfuerzos de Weierstrass y su escuela (Du Bois-Reymond, Zaremba, etc.) consiguieron
fundamentar rigurosamente la mayor parte de los resultados y argumentos clasicos del
Célculo de variaciones, salvo el principio general de existencia de extremo. Desde nuestra
perspectiva, este fallo es perfectamente comprensible: los teoremas generales que implican la
existencia de extremo de una funcion real (continua).estan basados en la notacion de
compacidad. De hecho, la primera demostracion rigurosa del principio de Dirichlet, dada por
Hibert alrededor de 1900, se basa en la posibilidad de extraer una subsucesion
uniformemente convergente de una sucesion (U,)c F, tal que (D(U,)) YInf {D(v): veF}. Para
ello, Hilbert tuvo que redescubrir una version del que puede considerarse uno de los primeros
teoremas del Anélisis Funcional: el teorema de Ascoli-Arzela.

Uno de los primeros problemas planteados con la rigorizacion del analisis, fue estudiar
condiciones bajo las cuales el limite (puntual, por supuesto) de sucesion de funciones,
conservara las buenas propiedades que pudieran tener las funciones de sucesion (continuidad,
derivabilidad, etc.) Los primeros intentos en esta direccion, consistieron en imponer
condiciones mas restrictivas sobre la convergencia de la sucesion. Asi surgié la nocion de
convergencia uniforme (Weierstrass, 1841; Stokes, 1847; Von Seidel, 1848; Cauchy, 1853).
La postura de los italianos Dini, Ascoli y Arzeld, fue radicalmente diferente. En lugar
modificar la nocion de convergencia empleada, dieron una condicién general sobre el
conjunto formado por la sucesion de funciones (la equicontinuidad: Ascoli, 1883), de tal
modo que el limite puntual es necesariamente continuo. Los trabajos posteriores permitieron
demostrar que toda sucesion equicontinua de funciones acotadas sobre un cerrado y acotado
de R", posee una subsucesion uniformemente convergente, extendiendo asi el clasico teorema
de Bolzano para conjuntos acotados de R a conjuntos de funciones. Una version de este
teorema de compacidad en espacios funcionales es la que redescubrio Hilbert para su
demostracion del principio de Dirichlet.

Otro de los rasgos distintivos del Analisis Funcional es la algebrizacion del Anélisis. Los
métodos algebraicos se han desarrollado casi siempre antes que los analiticos y, al considerar
esencialmente conjuntos finitos, suelen ser méas faciles de usar. Por ello, una idea
reiteradamente usada por los analistas ha sido la de considerar las ecuaciones funcionales
como casos limites de ecuaciones algebraicas, cuya solucion es mas sencilla. Asi, por
ejemplo, la deduccién que hace D. Bernoulli en 1750 de la solucion general de la cuerda
vibrante, se basa en sustituir la cuerda por n masas puntuales, calcular la posicion general del
sistema a lo largo del tiempo, y hacer tender formalmente n a infinito. El descubrimiento por
D'Alembert de la ecuacion diferencial que rige el movimiento y el desarrollo de las técnicas
analiticas, relegd el método de Bernoulli a un segundo plano. Sin embargo, la idea persistio y
tuvo una influencia decisiva en los trabajos sobre Fisica de Lagrange y, sobre todo, de
Fourier, para la obtencion de las ecuaciones diferenciales que controlan los fenémenos de
transmision del calor (ver Conferencia 10). Hay que hacer notar que el método de
truncamiento usado por Fourier para resolver el sistema (7), no siempre conduce a una
solucion.

Durante todo el siglo XIX se hicieron diversos intentos para elaborar una teoria satisfactoria
para resolver los sistemas lineales de infinitas ecuaciones con infinitas incognitas (Poincare,
1895; Van Koch, 1896, etc.), pero sin demasiado éxito. Hubo que esperar a 1913, a la
publicacion de la Memoria definitiva de F. Riesz “Les systemes d’equations a une infinité
d'inconnues” (Paris).

El método de separacion de variables, aplicado a otras ecuaciones diferenciales (en general no
homogéneas), conduce al estudio de la ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden y” -
q(x)y + Ay =0, donde A es un parametro complejo, q(x) es real, y la funcion incégnita es de
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clase 2 en un intervalo (a,b) y satisface unas condiciones de contorno oy (a) + 1y (a) =0,
oy (b) + By (b) =0, Ch. Sturm (1836) y J. Liouville (1837) desarrollaron una teoria general
para abordar este tipo de problemas (llamados desde entonces problemas de Sturm-Liouville).
Gran parte de los esfuerzos de los analistas del siglo XIX, se dirigieron a tratar de entender la
teoria de Sturm-Liouville para tratar distintos tipos de ecuaciones en derivadas parciales con 3
0 mas incognitas.

El ejemplo mas representativo y, probablemente, mas influyente en el establecimiento del
analisis funcional, es el de las ecuaciones integrales.

Fue en 1888 cuando Paul du Bois-Reymond sugirio el nombre de ecuaciones integrales para
este tipo de problemas, y propuso desarrollar una teoria general de tales ecuaciones como
métodos alternativos para resolver problemas de ecuaciones diferenciales.

Los primeros resultados generales en esta direccion, fueron obtenidos por J.M. Le Roux
(1894) y V. Volterra (1896). Ambos establecieron teoremas de existencia y unicidad para

ecuaciones del tipo f(x) + Tk(x,t)f(t)dt = g(x), mediante hipotesis adecuadas sobre el nlcleo

a
K. Los resultados son muy similares, pero el trabajo de Volterra tuvo una mayor influencia
posterior, al destacar las propiedades algebraicas del operador, lo que le permite obtener la
solucion en términos de una nueva ecuacion integral de segunda especie, cuyo nucleo (o
resolvente) viene dado por la suma de la serie de nacleo iterados.
I. Fredholm, estudiante de Mittag-Leffler y mas tarde su colega en Estocolmo, realiz6 una
visita a Paris en 1899, entrando en contacto, con Poincaré y otros famosos matematicos de la
época. En 1900 publicé una nota, titulada “Sur une nouvelle méthode pour la resolution
du probleme de Dirichlet”, completada dos afios mas tarde por un articulo en Acta
Mathematicae, que iban a provocar un gran impacto en la Comunidad Matemética. Como
indica el nombre de la nota de 1900, la intencion original de Fredholm es dar un nuevo
método de resolucidn del problema de Dirichlet.
En el articulo de Acta Mathematicae de 1903, Fredholm completo6 los resultados obtenidos
probando la Alternation de Fredholm (ver 1.G. Petrovski-“Lecciones de la Teoria de
Ecuaciones Integrales”, Mir, Moscu, 1971).
Estos resultados supusieron el punto de partida de la moderna teoria espectral e influyeron
grandemente en el desarrollo posterior del Analisis Funcional.
Los sensacionales resultados de Fredholm se extendieron rapidamente y pronto llegaron a
Gottingen, lugar de residencia de David Hilbert, a la sazon unos de los matematicos mas
reputados de la época. Hilbert se interesd vivamente por el tema y entre 1904 y 1910 publico
6 articulos sobre el tema (publicados posteriormente en forma de libro, 1912). Todos los
especialistas coinciden en sefialar como mas importantes el primero (1904) y, sobre todo, el
cuarto (1906) al que, por ejemplo, J. Dieudonné considera como el primer articulo de Analisis
Funcional.
Los trabajos segundo y tercero de Hilbert sobre E.l. se dedican a aplicar los resultados de
distintos problemas de contorno en Ecuaciones Diferenciales y a la teoria de Sturm-Liouville.
El articulo cuarto es uno de los mas apreciados de Hilbert. En él aparece claramente el espiritu
actual del analisis funcional y la Teoria Espectral. En efecto, en este articulo Hilbert da un
salto cualitativo: abandona deliberadamente el marco de las ecuaciones integrales y trata de
crear una teoria general de formas bilineales y cuadraticas “continuas” que es aplicable en
particular al estudio de E.l. En efecto, Hilbert introduce la notacion “Sistema Ortogonal
Completo de Funciones” como una sucesion (¥,) de funciones continuas en [a,b] tal que

(¥n, ¥m )=8mm Y se cumpla la “relacién de completitud” siguiente: (f ,g) = 2 (f, n) (g, ¥n),
n=1
para todo par de funciones continuas f y g.
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De hecho, en el trabajo de Hilbert aparecen ya (en términos de la forma cuadratica asociada)
algunas de las clases mas importantes de operadores (de Hilbert-Schmidt, nucleares, etc.),
aunque la formulacién moderna en términos de operadores lineales, en lugar de formas
cuadréticas, se debe a F. Riesz.

Es evidente, con una perspectiva actual, que estos resultados estan prefigurando la teoria de
los espacios de Hilbert en su version canonica de espacio l,. Por otro lado, en 1906 aparece
también la famosa tesis doctoral M.Fréchet “Sur quelques points du calcul fonctionnel”,
gue tuvo una tremenda influencia tanto para el desarrollo del Analisis Funcional como para la
Topologia. En su tesis, Frechet introduce la notacion abstracta de distancia de un conjunto, lo
gue permite extender las notaciones habituales de entornos, limites, continuidad, etc. en
conjuntos abstractos. También introdujo a Frechet las nociones de compacidad, completitud y
separabilidad, y las estudid en el contexto de distintos espacios funcionales (C([a.b]), H(D),
B([a,b]), etc.), mostrando la importancia de las mismas.

Estas ideas topoldgicas se difundieron rapidamente. No es extrafio, pues, que se intentaron
aplicar en el contexto de los importantes trabajos desarrollados por Hilbert. Este programa fue
Ilevado a cabo por el mismo Frechet y unos de los mejores discipulos de E. Schmidt quién, en
un articulo publicado en 1908 defini6 el “Espacio de Dimensién Infinita” I, , con las
nociones actuales de producto escalar, norma, ortogonalidad, etc. Introdujo también el
lenguaje geométrico actual, probando el teorema de la proyeccion ortogonal y el proceso de
ortogonalizacion que lleva su nombre.

Otros dos jovenes matematicos, E. Fischer y F. Riesz, también compartieron esta vision
geométrica y topologica del espacio de Hilbert, lo que les llevd a descubrir
(independientemente) el llamado “teorema de Fischer-Riesz” que a su vez establece una
inesperada relacion de estos temas con otro gran descubrimiento de la época: la Teoria de
integracion de Lebesgue.

Probablemente, unos de los mayores responsables del desarrollo del Analisis Funcional, tanto
por la variedad de aplicaciones y originalidad de sus contribuciones, es el matemaético
hingaro Federic Riesz (1880-1956). Ya hemos comentado el famoso teorema de Riesz-
Fischer, descubierto independientemente por Fischer y Riesz en este campo. En el mismo afio,
Frecher y Riesz, independientemente obtienen la representacion de cualquier forma lineal

continua T sobre el espacio L2 en la forma T(f) = (f,g) = J f(x)g(x) dx, para alguna g del

mismo espacio.
Dos afios mas tarde, en 1909, Riesz resuelve completamente un problema abordado por
Hadamard y Fréchet en 1903 y 1904, probando que cualquier funcional lineal continuo T

sobre el espacio C((a,b)) puede escribirse en forma de integral de Stieltjes T(f):T f(x) dw(x),

a

donde w es una funcién de variacion acotada.

Este es el famoso “Teorema de representacion de Riesz”, que tendria gran influencia en el
desarrollo posterior de la teoria de la integracion abstracta. Punto de partida de sucesivas
generalizaciones por Radon y muchos otros, este teorema se tomd como definicion basica en
la “Teoria de medidas de Radon” desarrollada por el grupo Bourbaki a mediados de los 40.
En 1910, Riez introduce los espacios L? y I°, 1<p<oo, como generalizacién natural de L2y [2,
Vemos pues, que en la obra de Riesz se van conformando en nociones basicas del Analisis
Funcional, como son la nocién de norma, espacio dual, convergencia débil, etc. Pero no acaba
aqui el trabajo seminal de Riesz, ya que en un articulo fundamental sobre ecuaciones
funcionales lineales, publicado en 1918 en Acta Mathematicae, Riesz crea su famosa teoria
de operadores compactos version lineal de gran parte de las nociones introducidas por Hilbert
en su cuarto articulo sobre E.I., pero sin disponer de la herramienta de la ortogonalidad y la
geometria del espacio de Hilbert. Aunque el desarrollo de la teoria lo hace Riesz en un
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espacio de Banach concreto, el espacio C ([a,b]), el mismo sefiala que esto no es esencial, y
los resultados son validos en otros espacios funcionales. De hecho toda la teoria se desarrolla
en término de la nocién de norma, cuyos axiomas se advierten también en este trabajo, en el
contexto de C ([a,b]).

A partir de los trabajos de Riesz y Helly, parece natural llegar a la definicion general de
normas en un espacio vectorial arbitrario. Esto acontecio en la tesis de S. Banach, definida en
1920 y publicada dos afios después en Fundamenta Mathematicae. En la introduccion,
Banach declara su intencion de demostrar una serie de resultados vélidos en distintos
“Campos Funcionales”, para los cuales establece una serie de teoremas en un marco muy
general que, por especializacion, dan lugar a los distintos resultados buscados. EI marco
general en cuestion es precisamente lo que hoy conocemos como espacio normado completo.
Banach da la definicién axiomatica de espacio vectorial real y de norma y prueba, entre otros,
el principio de acotacion uniforme en forma general.

En 1922 se publica el libro “Lecons d' Analyse Fonctionnelle”, de P. Levy, alumno de
Hadamard, en donde por primera vez aparece el nombre de Andlisis Funcional. Con su
bautismo oficial, podemos considerar, pues, que termina el proceso funcional.

CUESTIONARIO

1. Abunde sobre los factores que llevaron a que la URSS (hoy disgregada en mdltiples
estados) y EEUU se convirtieran en los polos mundiales de la matematica en este siglo.

2. ¢Cual es el status del mapa mundial de las matematicas?

3. Presente las ventajas y desventajas de la tendencia estructuralista de las matematicas,
propugnada por Bourbaki.

4. ¢Cuales son, a su juicio, los principales hechos matematicos de este siglo?

5. Defina punto de acumulacién. Ejemplifique en Q y R con diferentes topologias.
6. Estudie los axiomas de separacién y defina espacios de Hausdorff, regulares y normales.
7. ¢Cuando un espacio es conexo y arco-conexo? Presente la relacion entre estos conceptos.
8. Enuncie los teoremas que son considerados las tres llaves del Analisis Funcional.

9. A lo largo de los congresos de la IMU, ha habido 42 ganadores de la Medalla Fields.
Nombre algunos de ellos y presente sus resultados fundamentales.

10. El 14 de octubre de 1997, la Royal Swedish Academy of Sciences, anuncio6 los ganadores
del Premio Nobel en Economia. Los ganadores fueron los Profesores Robert C. Merton, de la
Universidad de Harvard y Myron S. Scholes de la Universidad de Stanford, por el
descubrimiento de ““‘un nuevo método para determinar el valor de las derivadas™, lo que
contradice, en cierta forma, las palabras de Alfred Nobel al instaurar el Premio, ¢cuél es su
opinidn al respecto?



Conferencia 17 271

Conferencia 17. Cien Afios de Teoria Cualitativa.

“La actividad matematica puede ser considerada como una relacién con la préctica diaria,
fuera de los espacios académicos™

T. Nunez

n los limites de la Mecéanica Celeste, la Teoria de Oscilacionesy (en parte) de
la fisica matematica, se desarrollaron, al margen de métodos cualitativos, nuevos
métodos de integracion, en particular, los que se resuelven con series segin las
funciones especiales. Esto significo, el desarrollo del aparato del Analisis
Matematico, completando de esta manera, el cuerpo de wuna teoria matematica
relacionada con las ecuaciones diferenciales ordinarias y no como habia estado
sucediendo hasta ese momento, el desarrollo de los métodos de las ecuaciones
diferenciales ordinarias, a raiz del desarrollo de las propias teorias matematicas. Esto es
un indice, por supuesto, de la calidad del pensamiento matematico de finales del siglo
pasado.
Por otra parte, en el estudio de ciertos sistemas fisicos, resulta interesante, y casi siempre
necesario, conocer propiedades (de las soluciones de la ecuacion o sistema que modela tal
sistema) tales como acotamiento, estabilidad, periodicidad, etc., sin tener que recurrir a
la ardua y laboriosa tarea, que en muchos casos es impracticable, de encontrar expresiones
analiticas para las soluciones. De este modo, surgio el problema de investigar las
propiedades de las soluciones de una ecuacion diferencial a partir de “su propia expresion”,
dando lugar a la Teoria Cualitativa de las ecuaciones diferenciales, teoria que surge en la
segunda mitad del siglo XIX y que fue abordada inicialmente por Jules Henri Poincaré
(1854-1912) y Alexander Mijailovich Liapunov (1857-1918) aunque por motivos
diferentes (uno, debido al estudio de figuras de equilibrio y de la estabilidad del
movimiento “Probléme géneral de la stabilité du mouvement”, traduccion francesa (1907)
del original en ruso (1893), “Sur les figures d'equilibre peu differentes des ellipsoids
d'une masse liquide homogéne dovée d' un mouvement de rotation” (1906) y el
otro, debido a sus investigaciones en Mecénica Celeste, “Sur les courbes définie par
une équations differentielle” (1880), “Memoire sur les courbes définie par une
équation differentielle” (1881-1886) y “Les Methodes Nouvelles de la Mecanique
Celeste” (1892-1899).
Como se ha repetido tantas veces, para Galileo el libro de la Naturaleza esta escrito en
lenguaje matematico y para explicar un fendmeno es necesario leer sus caracteres:
puntos, lineas, ... Esto significa que mas que atribuir el movimiento de los objetos “graves”
-los que se dirigen al centro de la Tierra- a una causa, lo que se debe hacer es descubrir la
regla que lo regula. Por ello Galileo, al enunciar su solucion al problema de la caida libre,
lo hace diciendo que cualquier cuerpo, grande o pequefio, ligero o pesado, al caer
libremente lo hace con una aceleracion constante.
Con Newton el problema se resuelve suponiendo la existencia de una relacién lineal entre la
aceleracion en cada punto de la trayectoria y la fuerza que en cada punto actia sobre el
cuerpo. Una vez conocida la expresion de la fuerza actuante y las condiciones iniciales, la
trayectoria se puede calcular y, para sistemas que tengan sentido fisico, esto significa que
dado un estado del sistema los estados futuros quedan univocamente determinados: este es el
sentido del determinismo que Laplace creyo la Mecanica de su tiempo habia puesto al
descubierto. La ciencia, se decia, mostraba que el mundo funcionaba como un mecanismo de
relojeria.




272 Juan Eduardo Napoles Valdés

Y sin embargo, en la practica, habia ciertos problemas que rehusaban someterse a este
esquema, ya sea porgue la ecuacidn diferencial no tenia solucion en cuadraturas y habia
que conformarse con soluciones aproximadas, o porque la gran cantidad de ecuaciones
involucradas hacia imposible el conocimiento de la solucion del sistema. Esto apuntaba a
que posiblemente el conocimiento de la solucion del sistema.

Esto apuntaba a que posiblemente nuestro conocimiento y prediccion de los fendbmenos
podian estar vedados en ciertas situaciones que no correspondieran a simplificaciones de la
realidad, lo cual es la mayoria de los modelos estudiados.

Asi ocurrié con la Astronomia y su intento de predecir con toda exactitud eclipses y
movimientos de planetas. Afortunadamente Poincaré apuntd, como ya dijimos, la direccion
en que muchos de estos problemas debian ser tratados: la Teoria Cualitativa, 0 mas general,
el estudio de los Sistemas Dindmicos, como se le ha venido a llamar en las Gltimas décadas.
Puntualizaremos que la historia toma, en ocasiones, el camino opuesto al indicado. Tal es
el caso de la ecuacion del péndulo libre, en la cual, el estudio cuantitativo precedio al
cualitativo.

El primer estudio sistematico, utilizando técnicas cualitativas, para probar la
existencia de soluciones periddicas de una ecuacion diferencial, fue llevado a cabo por
Poincaré, dando un método que lleva su nombre y que consiste en buscar puntos fijos para
un cierto funcional, definido sobre un subconjunto de R".

Posteriormente y usando técnicas del Andlisis Funcional, se aborda el mismo problema,
consistiendo la esencia del método, en determinar puntos fijos para un funcional
definido en el espacio:

Cr={x:R—>R / x continua y T-periddica}.

Maés recientemente, se trata el problema arriba aludido, con técnicas de Teoria de la
Bifurcacion, la cual surge al analizar la dinamica de sistemas fisicos regidos por ecuaciones
no lineales, dependientes de un parametro.

Por otra parte, el estudio de la existencia de soluciones se reduce, en ocasiones, a la busqueda
de los ceros de un determinado operador, definido sobre un apropiado espacio de Banach.
Este método tiene sus origenes en los trabajos de Liapunov sobre la existencia y
comportamiento de los estados de equilibrio de un fluido en rotacién, en los de Poincaré
sobre Mecéanica Celeste y en los de E. Schmidt (“Zur theorie der linearen und
nichtlinearen Integral-gleichung und der Verzweigung ihrer Losungen” (1908)) sobre
el estudio de la existencia de ecuaciones integrales no lineales.

Hemos visto como las etapas anteriores del desarrollo de las EDO desembocan, hacia el
altimo cuarto del siglo XIX, en el trabajo de Poincaré, con el desarrollo de la teoria
cualitatitva. Es a este eminente matematico, a quien le corresponde hacer una profunda
reflexion del pasado, hacer algunos cambios radicales y proponer nuevas alternativas. En su
comunicacion al Congreso Internacional de 1908 Poincaré dijo: ““...En el pasado una
ecuacion solo era considerada soluble cuando se puede expresar la solucion con ayuda de
un numero finito de funciones conocidas; pero esto es posible en una de cada cien. Lo que
podemos siempre, 0 casi siempre, es resolver el problema cualitativo, de obtener la forma
general de la curva representando la funcion desconocida...” (ver M.W. Hirsch-"The
dynamical systems approach to differential equations”, Bull. Amer. Math. Soc. vol.11,
No.1, 1984, pag. 19).

En el trabajo de Poincaré de 1881, encontramos el sistema autonomo de ecuaciones
diferenciales:

X=P(x,y), y'=Q(X,y),
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en lugar de la tradicional ecuacion diferencial dy/dx=Q/P; la totalidad de las curvas
definidas por esta ecuacion constituye el Ilamado “retrato de fases” de las soluciones, el
metodo de Poincaré permite obtener las caracteristicas generales de todas las curvas, las
cuales €l demostré que existen solamente dos tipos: las trayectorias cerradas o ciclos
limites y las trayectorias que tienden a un ciclo limite, 0 a un punto critico en el que
P=Q=0.

En el acercamiento de Poincaré encontramos dos puntos de vista centrales en la forma de
concebir la solucién de una ecuacion diferencial ordinaria.

Por un lado, el que una solucion esta descrita por una curva y no sélo por una expresion
algebraica, y por otro, que una ecuacion diferencial es un proceso deterministico, no
considera la solucién s6lo como una funcion de la variable independiente, sino como una
funcion de las condiciones iniciales (Hadamard).

Como una muestra de la magnitud de los estudios llevados a cabo por Poincaré, reproducimos
la tabla de contenidos de “Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Celeste”:

Volumen I.

Cap.1. Generalidades y método de Jacobi.

Cap.2. Integracion por series.

Cap.3. Soluciones Periddicas.

Cap.4. Exponentes caracteristicos.

Cap.5. No-existencia de integrales uniformes.

Cap.6. Desarrollo aproximado de la funcion de perturbacion.
Cap.7. Soluciones asintéticas.

Volumen I1.

Cap.8. Célculos formales.

Cap.9. Los métodos de Newcomb and Lindstedt.
Cap.10. Aplicaciones al estudio de variaciones seculares.
Cap.11. Aplicaciones al problema de los tres cuerpos.
Cap.12. Aplicaciones a Orbitas excentricas.

Cap.13. Divergencia de las series de Lindstedt.
Cap.14. Célculo directo de las series.

Cap.15. Otros métodos de calculo directo.

Cap.16. Métodos de Gyldén.

Cap.17. Caso de ecuaciones lineales.

Cap.18. Caso de ecuaciones no lineales.

Cap.19. Métodos de Bohlin.

Cap.20. Series de Bohlin.

Cap.21. Extension del método de Bohlin.

Volumen I11.

Cap.22. Invariantes integrales.

Cap.23. Formulacién de invariantes.

Cap.24. Uso de invariantes integrales.

Cap.25. Invariantes integrales y soluciones asintéticas.
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Cap.26. Estabilidad de Poisson.

Cap.27. Teoria de consecuencias.

Cap.28. Soluciones periddicas de segundo tipo.
Cap.29. Varias formas del principio de accién minima.
Cap.30. Formacion de soluciones del segundo tipo.
Cap.31. Propiedades de soluciones del segundo tipo.
Cap.32. Soluciones periodicas del segundo tipo.
Cap.33. Soluciones doblemente asintéticas.

Estas ideas geométricas de Poincaré, asi como los métodos numéricos de Runge y Kutta de
principios de siglo, se comienzan a incorporar a los libros de texto después de la segunda
mitad de este siglo, basicamente en los dedicados a los ingenieros. Asimismo, los métodos
operacionales que se originan con Heaviside a fines del siglo pasado, los encontramos
en muchos de los textos escritos en este siglo (en forma del operador D), como una técnica
para resolver ecuaciones diferenciales lineales, mas adelante en muchos libros es sustituido
por el método de la transformada de Laplace, la cual es usada fundamentalmente para
resolver ecuaciones diferenciales lineales, aunque se ha observado en estos afios su utilizacion
en diversas investigaciones puras.

El Andlisis de la Estabilidad (Segundo Método de Liapunov).

El trabajo fundamental de A. M. Liapunov sobre la estabilidad del movimiento
(publicado primeramente en ruso en 1892 y en wuna traduccion francesa en 1907),
originalmente recibio s6lo poca atencion y por un largo tiempo fue préacticamente
olvidado. Justamente 25 afios después, estas investigaciones fueron retomadas por algunos
matematicos soviéticos, al notar que el método de Liapunov era aplicable a problemas
concretos en fisica e ingenieria.

Por tanto, cada vez fue mayor, el nUmero de matematicos que se “dedicaron” a la teoria de la
Estabilidad fundada por Liapunov.

Los conceptos “estabilidad” e “inestabilidad” se  originaron en Mecénica, como
caracterizaciones del equilibrio de un cuerpo rigido. El equilibrio se dice estable si el
cuerpo permanece en su posicion original después de perturbaciones suficientemente
pequefias. Similarmente, un movimiento es llamado estable si es insensible a pequefias
perturbaciones y los cambios en los valores iniciales y los parametros. Aqui, en el caso mas
simple, movimiento significa la variacion de un punto con respecto al tiempo, de forma
méas general, entendemos por movimiento, las cantidades que determinan el estado de un
sistema fisico como una funcion del tiempo (tales como las coordenadas de Lagrange).
Liapunov explica el proposito que lo animaba en la Introduccion: “El problema que
yo me he propuesto al comenzar el presente estudio, puede ser formulado como sigue:
indicar los casos donde la primera aproximacion resuelve realmente el problema de la
estabilidad y dar métodos los cuales permitan resolver, al menos en algunos casos,
cuando la primera aproximacion no es suficiente... Todos los procedimientos pueden ser
divididos en dos categorias. En la primera de ellas, incluimos aquellas que se reducen al
estudio inmediato del movimiento perturbado, y el cual, consecuentemente depende de la
obtencion de la solucion general o particular de la ecuacién considerada... EI conjunto de
todos estos metodos de estudio sera llamado el primer método. En la otra categoria,
incluiremos todos los tipos de procedimientos que son independientes de la busqueda de
las soluciones de la ecuacion diferencial del movimiento perturbado. Este es el caso, por
ejemplo, para el bien conocido método de estudiar la estabilidad del equilibrio en el
caso de la existencia de un potencial... El conjunto de todos los procedimientos en esta
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categoria se llamara el segundo método™. Todo el mundo conoce hoy lo que significan estos
métodos en la teoria de la estabilidad, pero Liapunov introdujo también en su memoria
muchos e importantes conceptos y resultados en la teoria de ecuaciones lineales y no
lineales, por ejemplo, la definicion precisa de estabilidad y estabilidad condicional, los
conceptos de nimeros caracteristicos 0 exponentes de Liapunov de un sistema lineal de
ecuaciones diferenciales, los conceptos relacionados de sistemas normales vy
reducibles, el concepto de funciones de Liapunov, etc.

En este trabajo Liapunov dejo bien explicito que su segundo método estaba inspirado por la
demostracion de Lejeune Dirichlet del teorema de Lagrange sobre el estudio del
equilibrio, dada la importancia de este trabajo de Liapunov, queremos presentar aqui el indice
general de esta obra:

Capitulo 1. Andlisis preliminar.

Generalidades sobre la cuestion considerada.

Sobre algunos sistemas de ecuaciones diferenciales lineales.

Sobre un caso general de ecuaciones diferenciales del movimiento perturbado.
Algunas proposiciones generales.

Capitulo 2. Estudio de los movimientos estables.

Sobre ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes.

Estudio de las ecuaciones diferenciales del movimiento perturbado.

Soluciones periodicas de las ecuaciones diferenciales del movimiento perturbado.

Capitulo 3. Estudio de movimientos periodicos.

Sobre ecuaciones diferenciales con coeficientes periddicos.

Algunas proposiciones concernientes a la ecuacion caracteristica.
Estudio de las ecuaciones diferenciales del movimiento perturbado.
Una generalizacion.

Nota: Complementos a teoremas generales sobre estabilidad.

El también llamado “Método Directo”, no sélo se usa actualmente para probar teoremas de
estabilidad y de mecanica tedrica. Actualmente, este metodo es aplicado a problemas
practicos de la mecénica y de las oscilaciones eléctricas, particularmente, en el control
ingenieril. La teoria del método directo, ha recibido un considerable avance en los Gltimos
afios y se aproxima a un cierto estado de completamiento. Han aparecido algunos
trabajos en las Gltimas décadas, relacionados con el estudio del comportamiento de
las trayectorias de ecuaciones diferenciales no lineales, que representan
generalizaciones paulatinas de la ecuacion del pendulo.

En estos trabajos, se intentan hacer planteamientos sobre la estabilidad del equilibrio, sin
usar la forma explicita del movimiento perturbado, estos planteamientos se hacen usando
(en adicién a la ecuacion diferencial o sistema) determinada funcion o funciones definidas
en el Plano de Fases. Estas funciones usualmente se denominan Funciones de Liapunov. En
general el signo de la funcién de Liapunov y el de su derivada son considerados y a veces
se incluyen ciertas relaciones con otras funciones que cumplen determinadas
propiedades.

El método admite una interpretacion geométrica muy sencilla, la cual es muy probable sea
debida a G. N. Chetaev (1902-1959) y la que es particularmente util en las
aplicaciones.
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El mundo de las Oscilaciones. En los dltimos 50 afios hemos presenciado, un notable
desarrollo de un campo de la Fisica-Matematica, designado con el nombre de Mecanica
No Lineal. Este término, probablemente, no es del todo correcto, los cambios no han
ocurrido en la propia Mecéanica, sino mayormente, en las técnicas de resolucion de sus
problemas, sobre todo los tratados con ayuda de las ecuaciones diferenciales lineales, que
ahora se sirven de ecuaciones diferenciales no lineales.

Esta no es una idea nueva en la Mecanica. En efecto, estos problemas no lineales son
conocidos desde los estudios de Euler, Poinsot, Lagrange y otros gedmetras de esa época,
suficientes para ilustrar este periodo no lineal de més de un siglo. La principal dificultad
de estos estudios, denominados clasicos, radica en la ausencia de un método general para
tratar estos problemas, los cuales eran tratados sobre todo, por artificios especiales para
obtener su solucién (ver ademas de la Conferencia 9, “De Lagrange hasta Arnold. Apuntes
Metodologicos a una historia de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias” del autor).

A causa de esta dificultad la atencidn se concentrd (como ya vimos) en las ecuaciones
lineales, hasta encontrar algoritmos suficientemente simples y generales, que
permitieran establecer los contactos con la fisica, a veces mediante algunas idealizaciones.
Entre estos el mas conocido es, posiblemente, el método de oscilaciones pequefias el que,
como su nombre lo indica, ofrece resultados satisfactorios, mientras las oscilaciones sean
pequefias, de donde resultan algunas simplificaciones bien conocidas, es suficiente
mencionar, como ejemplo, la ecuacién del péndulo. Sin embargo, los progresos en la
fisica proporcionaron algunos problemas que no podian ser incluidos en la clase de
pequefias oscilaciones. Asi, por ejemplo, el descubrimiento de las oscilaciones
autoentretenues (al abordar el estudio de los arcos eléctricos y méas tarde para lamparas con
tres electrodos), oscilaciones periddicas cuya amplitud y periodo no dependen, dentro de
ciertos limites, de las condiciones iniciales sino de los parametros del sistema, no pudieron
ser estudiadas por estos métodos lineales y por esta razon no pueden ser consideradas como
pequefias; estas dificultades en el estudio de tales problemas, bien utilizados desde el punto
de vista practico, duraron una veintena de afios de este siglo. Dichas oscilaciones fueron
Illamadas por Alexander Alexandrovich Andronov (1901-1952) autooscilaciones, mientras
que los sistemas en que son posibles tales procesos se denominan autooscilantes.

Hace dos decenios, Lorenz se esforzaba por entender los fendmenos atmosféricos, Henon
estudiaba los movimientos de las estrellas y May el equilibrio de comunidades naturales.
Mandelbrot trabajaba, desconocido para el mundo, con figuras monstruosas; Feigenbaum adn
no llegaba a los Alamos y Farmer solo era un joven méas que crecia en Nuevo México. La
Teoria de la Relatividad habia dejado los templos sagrados de los académicos para
convertirse en una frase mas de todas las lenguas. La Teoria Cualitativa en general, y la
Teoria de las Oscilaciones en particular es, posiblemente, el Unico lugar en que convergen
tan disimiles disciplinas.

Ocurre en la practica, que numerosos problemas pueden ser matematizados por medio de
ecuaciones diferenciales periddicas (o bien auténomas) -pensar por ejemplo en
oscilaciones de electrones, latidos de corazén, satélites artificiales, pulsaciones de objetos
estelares,...- para los cuales se desea producir o impedir la aparicion de fendmenos
periddicos.

El estudio de la existencia de soluciones periddicas, incluso en el caso lineal, esta lejos de
ser trivial y se encuentra intimamente ligado a numerosos problemas interesantes de la
Matematica y que sobrepasan con creces los limites de la teoria de las ecuaciones
diferenciales.
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Estas consideraciones justifican la gran cantidad de trabajos dedicados, por parte de
muchos matematicos, al estudio del problema antes planteado.

Queremos apuntar aqui, la célebre frase de Poincaré: ““Lo que hace que estas soluciones
periddicas sean tan apreciadas es que son, por asi decirlo, la Unica brecha por donde
podemos intentar penetrar en un lugar considerado hasta aqui inabordable”. Como
dijimos, el inicio de la Teoria Cualitativa en general y de la Teoria de Oscilaciones en
particular, se sitia a fines del siglo pasado, con los trabajos de Poincaré y Liapunov,
aunque motivados ambos por diferentes razones. Sobre todo en los trabajos de Poincaré,
publicados en esta época (1882-1892) se sientan las bases de la denominada Mecanica
No Lineal. En estos trabajos, como sabemos, él establecid las nociones topoldgicas que
caracterizan las curvas definidas por una ecuacion diferencial y se ocupd de las soluciones
dadas por series del pequefio pardmetro, los primeros trabajos no tuvieron una
aplicacion practica inmediata y tuvieron que esperar casi medio siglo para su aplicacion,
los segundos permitieron la solucién de los antiguos problemas astronémicos por nuevas
vias.

Como dijimos anteriormente, fue Andronov (“Teoria de Oscilaciones”, Moscu, 1929
escrita en colaboracion con A. A. Witt y E. E. Chaikin) quien sugirié que las oscilaciones
autoentretenues se experimentan en términos de los ciclos limites (soluciones periddicas
aisladas) de la teoria de Poincare, marcando una nueva epoca en estos estudios. Mas aun,
en 1937, él y L.S. Pontriaguin (1908-1983) definen la nocion de sistema rudo
(estructuralmente estable), teniendo en cuenta que una de las
caracteristicas del sistema autooscilante, puede ser la presencia de la
Ilamada reaccion o retroalimentacién que controla el consumo de energia
de la fuente no periddica, se desprende directamente de todo lo
anterior, que el modelo matematico de un sistema de este tipo, debe ser
rudo y notoriamente no lineal.

Intuitivamente, un sistema dinamico es estructuralmente estable, si
pequefias “perturbaciones' del sistema, no cambian el estado de fases,
mas adelante, con el desarrollo de la teoria cualitativa, se ha mostrado
que la estabilidad estructural es una nocion importante en dicha teoria y
por lo tanto, fue en los Gltimos afios, el tema de muchas investigaciones, en particular de
la escuela de S. Smale.

Nosotros distinguimos implicitamente 4 etapas en el desarrollo de la Teoria de
Oscilaciones, a saber, una primera etapa que comienza con los trabajos de Poincare y
termina en 1929; una segunda (desarrollada casi exclusivamente en la ex-URSS con
los trabajos de Andronov y su escuela) que comprende el periodo de 1929-1940; la
tercera etapa, a partir de 1945 y que concluye a mediados de los afios 60, y marcada por el
rapido desarrollo de la Teoria del Control Automatico, de suerte que en esta etapa una
serie de nuevos problemas aparecieron y la Ultima etapa, desde la década de los afios 70
hasta nuestros dias y que transcurre muy influida por el desarrollo de los medios
electronicos de computo, con todas las ventajas que esto trae aparejado en la simulacion y
solucion numérica de los problemas.

Sobre todo a partir de la Ultima etapa, hay un rasgo que queremos destacar y es la
ampliacion de la "geografia’ de las escuelas, que se dedican a esta teoria, sobre todo
hacia Ameérica y Asia. Por otra parte, debemos distinguir en este desarrollo, dos grandes
campos, por un lado el refinamiento de los métodos cualitativos clasicos’ a los que
hemos hecho alusién y por el otro, el establecimiento de métodos cuantitativos cada vez mas
efectivos desde el punto de vista practico.
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A. M. LIAPUNOV

Uno de los méas grandes Mecanico-Matematicos del siglo pasado y principio de éste fue el
cientifico ruso Alexander Mijailovich Liapunov, quién ademas de dar solucion a uno de los
problemas principales de la mecanica en el siglo XIX, la teoria de la estabilidad del
movimiento, obtuvo profundos y significativos resultados, tanto en la mecanica como en la
matematica.

A.M. Liapunov naci0 el 25 de Mayo 1857, en Yaroslav, Rusia, fue el mayor de los tres hijos
del conocido astronomo M.B. Liapunov, de quien recibié su formacion de matematica
elemental, pasando posteriormente a estudiar en un gimnasio donde reveld grandes aptitudes
para el estudio de las matematicas.

En 1876, culmind sus estudios en el gimnasio con medalla de oro, por su excelentes
resultados, e inmediatamente ingresa en la Universidad de Petersburgo, en la Facultad de
Fisico-Matematico. En esta época el representante principal de la escuela de Matematica de
Petersburgo era el cientifico ruso P. L. Chebyshev (1821-1894) quién fue tutor cientifico de
Liapunov y ejercio gran influencia en él.

En el afio 1880, siendo estudiante, prepara un articulo relacionado con la hidroestéatica titulada
“Sobre el Equilibrio de los Cuerpos Pesados Sumergidos en Liquidos Pesados”, por este
trabajo recibio medalla de oro. En el propio afio 1880 culmind sus estudios universitarios a
propuesta de Chebyshev se queda trabajando en la catedra de mecénica de la Universidad,
ocupandose de las investigaciones relacionadas con las formas de los cuerpos celestes.

En el afio 1885, defiende en opcidn al grado de Master, el trabajo titulado “Sobre la
estabilidad de las formas elipsoides de los liquidos giratorios en equilibrio”. Mas tarde
fue invitado ocupar el cargo de jefe de catedra de Mecéanica Teodrica de la Universidad Jarkov,
Ucrania, el cual acepta.

Su primer trabajo sobre la estabilidad del movimiento fue publicado en 1888 en la revista,
“Resultados de la Sociedad Matematica de Jarkov”. Para que se tenga una idea mas clara
del aporte decisivo del trabajo cientifico de Liapunov en la teoria de la estabilidad del
movimiento, haremos un breve esbozo de la situacion en este campo antes del aporte hecho
por Liapunov.

Los problemas sobre la estabilidad, surgieron por primera vez en la mecanica mientras se
estudiaban las posiciones de equilibrio de los sistemas.

La observacion simple, muestra que algunas posiciones de equilibrio de sistemas sometido a
perturbaciones pequerfias son estables; pero otras posibilidades de posicion de equilibrio son
en principio, imposibles de realizar desde el punto de vista practico. Asi por ejemplo, si un
péndulo ocupa su posicion inferior, una perturbacion pequefia puede provocar solamente su
oscilacion alrededor del punto de equilibrio.

Si después de aumentar la perturbacion se logra el alguin momento detener el péndulo en la
posicion superior, entonces hasta un pequefio golpe provoca su caida.

En el ejemplo dado, el problema sobre la estabilidad se resuelve de manera elemental, pero en
caso general no siempre queda claro bajo cuales condiciones la posicion de equilibrio es
estable.

En el 1644 los criterios de estabilidad de los sistemas de cuerpos en equilibrio sometidos a la
fuerza de gravedad en el caso general, fueron formulados por E. Torricelli, y en 1788
Lagrange demostrd un teorema, que brindaba condiciones suficientes del equilibrio estable de
sistemas conservativos arbitrarios.

A mediado del siglo XIX en la ciencia y la tecnologia, surgieron problemas que exigian del
planteamiento del problema general de la estabilidad, no solo del equilibrio, sino también del
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movimiento, uno de estos problemas era el siguiente: la estabilidad del regulador centrifugo
contenido en las maquinas de vapor de pequefias potencias se mantenia por las vueltas del
motor. Con el aumento de la potencia de la mecanica, el trabajo del regulador presentd
problemas: no se garantizaba la seguridad del regulador y ademas se rompia el motor a causa
del régimen inestable de trabajo.

Este fendmeno no fue entendido por los ingenieros y técnicos de esa época y cred una crisis
en la construccion de motores.

Los cientificos D. K. Maxwell (1868) y I. N. Vichnegradski (1876-1877) principalmente,
demostraron que la solucion de este problema, asi como el desarrollo general de la teoria de
regulacion, exigian ante todo el establecimiento de los criterios del movimiento estable.

A finales del siglo XIX aparecieron trabajos, en los cuales el problema de la estabilidad del
movimiento fue tratado desde una posicion general, se resolvieron algunos problemas
particulares y al tratar el mismo método de resolucion a otros problemas, se llegaban a
contradicciones.

La insuficiencia fundamental de los trabajos de este tiempo, consistia en que los autores al
hacer el analisis de la ecuacion del movimiento, perturbado, partian de las ecuaciones
lineales, sin tener en cuenta la influencia de los términos de orden mayor.

Es a Liapunov a quién corresponde el honor de dar solucion completa a la problematica
anteriormente analizada.

Los trabajos y resultados obtenidos por Liapunov desde 1888 hasta 1892 fueron de gran valor
y culminaron con su obra capital “Problema general sobre la estabilidad del movimiento™.
Este trabajo tiene tantas ideas y resultados de primer orden que toda la historia de la teoria de
la estabilidad del movimiento se acostumbran a dividir en dos etapas: antes y después de
Liapunov.

Los resultados obtenidos en este trabajo lo sittian como el creador de la teoria moderna de la
estabilidad, en él se da la definicion de estabilidad del movimiento que se utiliza en nuestros
dias y que es conocida como estabilidad segun Liapunov.

Este trabajo fue defendido en 1892, en opcidn al grado de Dr. en Matematicas Aplicadas.
Después de la defensa se le otorgd la categoria de Profesor, equivalente hoy en dia a nuestra
categoria de Profesor Titular (ver seccion anterior).

En sus trabajos de esta época se refleja que él fue el primero en estudiar desde el punto de
vista matematico el problema sobre la estabilidad del equilibrio y del movimiento para
sistemas mecanicos en un namero finito de grados de libertad, también una serie completa de
resultados brillantes en la teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias, fueron obtenidas
por él.

Un grupo de sus trabajos estd dedicado a la teoria de la figura de equilibrio de liquidos
giratorios. Fue el primero en demostrar la existencia de figuras de equilibrio para liquidos
homogéneos y débilmente no homogéneos dando respuesta a un problema planteado por
Chebyshev.

En 1900 fue nombrado miembro correspondiente de la Academia de Ciencias y en 1901
Académico por la Catedra de Matematica Aplicada la cual estaba vacante desde la muerte de
Chebishev. En 1902 regresa a Moscu dedicandose completamente al trabajo cientifico,
retorna al estudio de las figuras de equilibrio y su aplicacion en la teoria de los cuerpos
celestes. En este campo le pertenecen descubrimientos excepcionales de mucha profundidad.
Liapunov muere el 3 de Noviembre de 1918. Sus trabajos en el campo de las figuras de
equilibrio representa en si la primera investigacion sobre la teoria de las ecuaciones integrales
no lineales y el ciclo de trabajo sobre la figura de equilibrio de los liquidos giratorios y la
estabilidad de las figuras ocupan un lugar central en toda la teoria de las figuras de equilibrio,
también se dedico al estudio del problema de Dirichlet, a las cuestiones relacionadas con la
teoria de las responsabilidades junto al académico A. A. Markov, donde logré una
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generalizacion significativa y puntualizd las condiciones bajo las cuales tienen lugar el
famoso teorema del limite central.

Obtuvo resultados significantes en el campo de la Fisica-Matematica y corrigio resultados
relacionados con la teoria del surgimiento de la luna, donde demostré a los cientificos
Poincaré y Darwin, lo erroneo de no considerar la llamada “Segunda Aproximacion”.

Ademas de los amplios resultados concretos obtenidos por Liapunov en los diferentes campos
de trabajo dejé como ejemplo multiples y originales métodos de trabajo matematico para el
estudio de las ecuaciones diferenciales y la teoria de la estabilidad, de amplia aplicacion
actualmente en la Fisica, Astronomia, Quimica, Biologia y desde el punto de vista técnico el
funcionamiento de diferentes mecanismos, aviones, satélites, etc.

La etapa final de la vida de este gran cientifico transcurre con problemas relacionados a su
visién, viéndose en la necesidad de recibir ayuda de su esposa para redactar los resultados
obtenidos en sus investigaciones. Esto no fue en vano ya que los resultados cientificos de
Liapunov fueron y son ampliamente valorados en su patria y en el extranjero. Fue elegido
miembro de honor en muchas universidades, miembro correspondiente de las Academias de
Ciencias de Rumaniay de Paris.

Hoy en dia el material que dejo Liapunov sobre la teoria de la estabilidad, es uno de los que
mas se estudia e investiga por su importancia, actualidad y posibilidades de aplicacion
practica a los problemas que se presentan en la ciencia y la técnica, a tal punto, que esta teoria
es uno de los aspectos de la Matematica que todo Ingeniero y Fisico debe dominar si desea
estar actualizado en su campo de trabajo profesional.

CUESTIONARIO

1. Enuncie y demuestre los teoremas de Liapunov sobre estabilidad, estabilidad asintética e
inestabilidad.

2. Presente la interpretacion geométrica del Segundo Método de Liapunov.

3. Para la Ecuacion de Liénard, x"+f(x)x'+x=0, demuestre la estabilidad de la solucion trivial,
mediante una apropiada Funcion de Liapunov.

4. Demuestre la prolongabilidad y oscilacion de las soluciones de la ecuacion de Liénard
generalizada x"+f(x)x'+g(x)=0.
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Conferencia 18. Los Fractales, el Caos y la Teoria de las Catéastrofes.
“Ayuda a tus semejantes a levantar su carga, pero no a llevarla”
Pitagoras
LOS FRACTALES.

Dimension, Simetria y Divergencia.

aceptable de la irregularidad o fragmentacién (como de regularidad y conexion) no

puede ser satisfecha con la definicion de dimension tal y como se entendia en esos

afios: el nimero de coordenadas. El primer paso de un andlisis riguroso es la carta de
Cantor a Dedekind del 20 de junio de 1877, el proximo paso es el de Peano en 1890 y el paso
final, en los afios 20.
En estos tiempos, los matematicos usaban el término dimensién en un sentido vago. Una
configuracion era llamada E-dimensional, si el menor numero de pardmetros reales,
necesarios para describir sus puntos, en un cierto sentido, es E. Los peligros e inconsistencias
en esta formulacion, fueron puestos en claro por dos destacados trabajos de la dltima parte del
siglo XIX: la correspondencia uno-a-uno de Cantor, entre los puntos de una linea y los puntos
de un plano, y la aplicacién continua de un intervalo sobre todo un cuadrado, debido a Peano.
La primera destruy0 la conviccion de que un plano es mas rico en puntos que una linea, y
mostré que la dimensién puede transformarse por una aplicacién uno-a-uno. La segunda,
contradijo la creencia que la dimension puede ser definida como el menor nimero de
parametros continuos reales, necesarios para describir un espacio, y mostrd que la dimension
puede ser “creada” por una transformacion uno-a-uno.
Después de la famosa tesis de Frechét de 1906, las investigaciones sobre métricas y espacios
métricos crecieron exponencialmente, uno de los principales investigadores del tema fue el
destacado matematico aleman Felix Hausdorff (1868-1942), una de cuyas direcciones de
trabajo, relaciona los conceptos de medida y dimension (ver P.R. Halmos-“Measure
Theory”, Van Nostrand Cia, Inc., 1961). Sea p un numero real no negativo arbitrario,
0<p<+o0 y dado o>0 consideremos:

I 0s matematicos reconocieron, durante la crisis de 1875-1925, que una comprension

L, =extr infi[d(xk)]p,

d(X,)<o k=1

donde X = UXy es una descomposicion finita o infinita numerable cualquiera de X, en
subconjuntos Xy de didmetro d(Xx) menores que a.

Cuando a—0, el nimero w;(X) tiende en forma mondtona creciente a un determinado limite
(finito o infinito) p, (X).

Esta medida puede servir para definir la dimension de un conjunto, debido a que un conjunto
puede tener medida p-dimensional finita y no nula, a lo sumo para un sélo valor p.
Observemos que la dimension de Hausdorff de un conjunto no es necesariamente un entero,
por ejemplo, la dimensién del conjunto ternario de Cantor (ver 850-2, nota 3 del texto citado
antes) es  In2/In3 = 0,63093, como se demuestra en la memoria original de Hausdorff
“Dimension und ausseres mass” (Math. Ann., 79, 1919, 157-179).
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Por otra parte, en 1913 Brouwer construy6 una
precisa, y topoldgicamente invariante, definicion
de dimension (L. E. J. Brouwer-“Collected
Works”, A. Heyting and H. Freudenthal (eds.),
New York: Elsevier North Holland, 1975), la cual
para una amplia clase de espacios, es equivalente
a la usada hoy en dia. Este trabajo de Brouwer,
permanecio desconocido por varios afios, asi, en
1922, independientemente de Brouwer y entre si,
Menger y Urysohn, redescubrieron el concepto de
Brouwer, con algunas mejoras importantes.

En este sentido, es claro que existen objetos en la
Naturaleza que son irregulares y fragmentados
(montafias, costas, hojas, etc.) y que exhiben un
alto nivel de complejidad. La existencia de estos
patrones, fue lo que retd a los matematicos a
estudiar aquellas formas que, desde el punto de
vista euclidiano, no tenian “forma”. Respondiendo
a este reto, Benoit Mandelbrot, concibid y desarrollé una nueva geometria de la Naturaleza, €l
describié muchos de los patrones irregulares y fragmentados, identificando una familia de
formas a las que llamo fractales. Este término fractal, viene del adjetivo latino fractus, que
debemos entenderlo como fraccionado y debe ser entendido también como irregular (“The
fractal geometry of Nature”, W. H. Freeman and Company, New York, 1983).

Mandelbrot defini6 un fractal, como un conjunto cuya dimension de Hausdorff es
estrictamente mayor que su dimension topologica y no necesariamente entera.

La dimension topoldgica comprende al sentido habitual de la dimension y es un namero
entero: cero para un punto, uno para una recta, dos para un plano y tres para un cuerpo en el
espacio. La dimension topoldgica es invariante ante homeomorfismos (aplicaciones f
biyectivas, y bicontinuas; o sea, aplicaciones topoldgicas). En cambio, la dimension de

Hausdorff esta definida para cualquier subconjunto de R", pero no es invariante ante
homeomorfismos.

El concepto que wus6 Mandelbrot, es wuna
simplificacion del concepto de dimension de
Hausdorff y corresponde exactamente a la
definicion establecida en 1958 por el matematico
ruso Kolmogorov (“A new invariant for transitive
dynamical systems”, DAN USSR, 119 (1958), 861-
864) de la capacidad de una figura geométrica. Asi,
la capacidad de un conjunto plano E se define como:

d = Lim MNE). (K)

e—0 1 '
Inf =
€
donde, si el conjunto E es un subconjunto acotado de
. . . . P
un espacio euclidiano p-dimensional R", entonces

N(e) es el nimero minimo de cubos p-dimensionales
de lado &, necesarios para cubrir a E. para un punto N(g)=1; para una linea es N(g)=¢" y para
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un 4rea es N(e)=¢2. Aplicando la definicién anterior, es facil comprobar que dc es igual a 0,
1, 2 para un punto, una linea y un area plana, respectivamente.

La nocion de autosemejanza se vincula con el concepto intuitivo de dimension. Un segmento
puede dividirse en N partes iguales, cada una de las cuales esta en relacién e=N" con el
segmento total. Analogamente, al dividir un cuadrado en el plano en N cuadrados iguales,
obviamente autosemejantes, se tiene una relacion =N"? con la dimensién de la figura
completa; esta razén es N en el caso del cubo y NP para un objeto d-dimensional.
Entonces, e°>=N"; DIne=-InN, de donde se tiene que:

InN

In(lj
€

Que es la definicion de fractal dada por Mandelbrot. Esta definicidn tiene el inconveniente

que excluye conjuntos que debieran ser reconocidos como fractales. Del hecho que se han

propuesto otras definiciones de fractales, pero que no existe todavia una suficientemente

general, se ha llegado al acuerdo de no definir un fractal, sino enumerar sus propiedades

caracteristicas:

+ Un fractal tiene una estructura fina; esto es, detalle en escalas arbitrariamente pequefias,

¢ Un fractal es demasiado irregular para ser descrito con la geometria euclidiana, tanto
local, como globalmente,

¢ Con frecuencia un fractal tiene una cierta forma de autosemejanza, quizas aproximada o
estadistica,

¢ En general, la dimension fractal es mayor que su dimensién topoldgica, pero menor que
su dimension algebraica,

¢ En muchos casos interesantes, el fractal puede ser definido recursivamente.
Los ejemplos méas conocidos de fractales, son:

1. El Conjunto de Cantor ya citado, el cual es un subconjunto de R. Una sucesién de
aproximantes es definida primeramente. Comencemos con el intervalo Co=[0,1]. Entonces
el conjunto C; es obtenido dividiendo Cy en tres partes iguales, suprimiendo el segmento
(1/3,2/3) y quedando [0,1/3]u[2/3,1]. El proximo conjunto C, se obtiene de la division en
tres partes iguales de estos segmentos, suprimir la interior y tomar el resto, asi
C.=[0,1/9]U[2/9,1/3]L[2/3,7/9]U[8/9,1] y asi sucesivamente. EI conjunto de Cantor es el
limite cuando n—oo de Cp, la suma total de los Ci es cero (técnicamente, la medida de
Lebesgue de este conjunto). Ya conocemos que D~0,6309, mientras que Dt=0y Da=1.

2. La Curva de Van Koch, para la que se tiene que D=In4/In3~1,2618, que satisface la
desigualdad sefialada, pues Dt=1y Da=2. En 1904, el matematico Helge von Koch (“Sur
une courbe continue sans tangente, obtenue par une construction geometrique
elementaire”, Arkiv fur Mathematik, Astronomich Fysik I, 1904, 681-704) descubri6 una
curva patoldgica que se obtenia como limite de una sucesion de poligonos. Partiendo de
un segmento de longitud unitaria, en el primer paso se elimina el tercio central y se
reemplaza por los otros dos lados del tridngulo equilatero. En el segundo paso se procede
de igual modo, y asi sucesivamente. En el limite, la sucesion de poligonales se aproxima a
una curva llamada “Curva de von Koch”. Uniendo tres curvas de von Koch, se forma una
curva llamada “Copo de Nieve”, otro fractal muy conocido.

3. El Conjunto de Mandelbrot o, sencillamente, conjunto M. Mas que una descripcion
matematica del mismo, es conveniente una imagen a color de dicho fractal.

D=
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Debemos afadir, por ultimo, que un
fractal puede tener dimensién D
entera, asi en el capitulo 25 del
citado libro de Mandelbrot, se
muestra una trajectoria de un
movimiento  browniano,  cuya
dimension fractal es D=2, mientras
que D=1 Yy Da=2.

En la actualidad existen infinidad
de escritos sobre el conjunto
Mandelbrot, que fue presentado al
mundo ajeno a la IBM en el articulo

“Computer Recreations”
(Scientific American, agosto, 1985,
pp.16-25).

Para lectores interesados en el tema,
ademas del libro de Mandelbrot ya
citado (muy técnico y précticamente inaccesible para el lector mateméatico medio),
recomendamos “The beauty of fractals”, Springer-Verlag, 1986 de H.-O. Peitgen y P.H.
Richter, que es el primer libro en tecnicolor que muestra el conjunto M, posteriores
desarrollos se describen en “The science of fractal images”, Springer-Verlag, 1988 de H.-O-
Peitgen y Dietmar Saupe. También muy técnico, pero con capitulos preparatorios es
“Measure, topology and fractal geometry” de Gerald A. Edgar, publicado por la Springer-
Verlag en 1990.

Mucho mas accesible para el lector aficionado (pero intrépido) es “The Armchair Universe”
(W. H. Freeman, 1988) que contiene el articulo original publicado en el Scientific American
en 1985, con actualizacion e informacion sobre
software disponible para PC. En esta direccion
es conveniente sefialar “Geometria Fractal”
(Nueva Libreria, Buenos Aires, 1994) de Vera
W. De Spinadel, Jorge G. Perera y Jorge H.
Perera, con una magnifica introduccién
matematica al tema. Yo me he sentido muy
satisfecho con “Fractal Creations. Explore
the magic of fractals on your PC” (Waite
Group Press, 1991) de Timothy Wegner vy
Mark Peterson, el cual trata la teoria de los
fractales y detalla como usar el programa
Fractin V 15.11, revelando la programacién en
C, que permite construir los fractales
rapidamente. Este programa permite generar
fractales, asi como manipularlos, editarlos y
alterarlos. A diferencia de otros programas, los
fractales se generan casi instantaneamente (de
hecho con este programa es que hemos
generado los fractales que ilustran este
capitulo). De Michael F. Barnsley es “Fractals
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eveywhere”, Academic Press Professional, 1993% el que muestra cémo la geometria fractal
puede ser usada para modelar objetos reales en el mundo fisico, es considerado el libro de
texto sobre fractales mas completo hasta el momento.

Un dato curioso es que se han sefialado “agujeros negros” en el conjunto M, cuando se ha
ampliado este a unas proporciones equivalentes a la érbita de Marte.

Indudablemente, la mejor forma de apreciar el conjunto M es a través de las cintas de video
que se han realizado de él, especialmente con acompafiamiento musical. Las mas célebre son,
quizas, “Nothing but zooms” de Art Matrix, y “A fractal ballet” de The Fractal Stuff
Company.

LA PULSACION DE UN TAMBOR FRACTAL

Todo en el Universo vibra. La luz de las més distantes Galaxias y el canto de un ruisefior
son transmitidos como vibraciones del continuo espacio-tiempo y la atmosfera,
respectivamente. El tono de un violin Stradivarius y la estabilidad de la rueda de un carro
dependen de como ellos vibren y cada objeto no posee exactamente uno, sino un rango
completo de frecuencias de vibracion resonantes caracteristicas. Las antiguas campanas
chinas eran construidas, para tener dos frecuencias naturales de tafier; las cuales dependen
de donde la campana era golpeada.

Para una amplia variedad de sistemas fisicos, es comun que las fronteras exhiban estructuras
no suaves. Después de los trabajos de Mandelbrot, esto ha adquirido un sentido
matematico preciso, existe una amplia gama de fronteras que poseen una estructura fractal
(“Fractal Structure of Boundaries in Two Bistable Systems”, en Nonlinear
Phenomena in Fluids, Solids and Other Complex Systems, P. Cordero y B. Nachtergaele
(Eds), Elsevier Science Pulishers B.V., 1991, 435-446). Sistemas dinamicos nolineales
pueden tener mas de un estado asintético y en ocasiones, tal estado asintético, puede
depender de las condiciones iniciales en diferentes regiones del espacio de fases.

Veremos como la geometria fractal puede influir en la obtencion de importantes resultados,
aun en areas tan “euclideas”, como la teoria de oscilaciones. Mostraremos como la
estructura de la frontera, puede influir en la distribucién asintética de los valores propios de
un conocido problema de la Fisica- Matematica.

Michel Lapidus y Jacqueline Fleckinger-Pellé, probaron no hace mucho en Comptes Redus
(“Tambour fractal: vers une résolution de la conjecture de Weyl-Berry pour les valeurs
propres du laplacien”, C.R. Acad. Sci. Paris, 306, série I, 1988, 171-175) una importante
conjetura sobre las frecuencias de vibracion de objetos que tienen fronteras fractales, sobre la
significacion de tal demostracion , hablaremos en
lo sucesivo.

Armonicos. La frecuencia fundamental de un
violin es determinada por la tension en la cuerda,
pero él puede generar armoénicos de la frecuencia
fundamental -vibraciones que ocurren dos, tres,
cuatro veces, ... rapidamente. Aqui el patron es
descrito facilmente: las posibles frecuencias siguen
la sucesion de numeros enteros 1,2,3,...Pero
formas mas complicadas producen series mas
complicadas de frecuencias. EI analisis de las
vibraciones de un disco circular, modelando la
cabeza de un tambor, nos lleva a sofisticadas
cuestiones sobre las funciones de Bessel.
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Herman Weyl (“Das asymptotische Verteilungsgesetz  der  Eigenwerte linearer
partieller Differentialgleichungen”, Math. Ann., 71, 1912, 441-479) descubri6 que todas
las formas de vibracion poseen algo en comun, al menos si ellas poseen Vértices suaves.
En particular, la distribucion estadistica de las frecuencias caracteristicas sigue reglas
regulares, descritas con mas detalles mas abajo. En un famoso articulo (““Can one hear
the shape of a drum?”’, Amer. Math. Monthly, 73 (1966), 1-23), M. Kac planted la siguiente
pregunta: ¢Puede alguien con un oido perfecto, reconocer la forma de un tambor, solamente
oyendo sus tonos fundamentales y todos los sobretonos?

Motivados por esta cuestion, muchos investigadores estudiaron este problema en los
aiios 70. No hace mucho tiempo, H. Urakawa (“Bounded domains which are
isospectral but not congruent”, Ann. Sci. Ecole Normale Sup., 15, 1982, 441-456)
exhibi6 dos dominios isoespectrales, los cuales no son isométricos; dando respuesta
negativa a la pregunta anterior. En 1980 Michel Berry (“Some geometrical aspects of
wave motion: wave point dislocations, difractions catastrophes, difractals”, in
Geometry of the Laplace Operators, Proc. Symp. Pure Math., Vol.36, Amer. Math. Soc.,
Providence, 1980, 13-38) conjeturd, sobre hechos fisicos, que una version mas fina del
resultado de Weyl debe ser cierta y que esta puede ser aplicada, no so6lo en formas suaves
como las consideradas por Weyl, sino en formas con dimensién fractal. Esta conjetura de
Weyl-Berry fue probada -en forma ligeramente modificada por Lapidus y Fleckinger-Pellé.
Matematicamente, las vibraciones de pequefia amplitud de cualquier medio son descritas
por la Ecuacion de Ondas. Esta fue originalmente descubierta en el siglo XVI1II por Leonard
Euler, en un estudio de instrumentos musicales, pero rapidamente, Joseph-Louis Lagrange la
extendio a las ondas de sonido e hidrodindmica. La Ecuacidon de Ondas es, quizas, la mas
importante de todas las ecuaciones de la Fisica-Matemaética:

o°f
2=V
ot
esta  envuelve el operador diferencial Laplaciano V, definido por

@ F

PV + ayz + a2 La frecuencia caracteristica de una forma vibrante, corresponde

VZ .

a los autovalores A del Laplaciano; o sea, las soluciones de la ecuacion Vi +f =0.

En esta ecuacion se supone que la frontera permanece fija, mientras el resto de la forma
vibra, exactamente como en un tambor o0 una cuerda de violin. La formula de Weyl describe
las propiedades asintdticas de las vibraciones de alta frecuencia. Especificamente, sea N(A)
el niumero de frecuencias caracteristicas, menores que un valor dado A. ;Como se comporta

N(L), cuando A se hace suficientemente grande? El resultado es que N(L) se aproxima,
k

proporcionalmente, a A% donde k es la dimension del objeto vibrante. La constante de

proporcionalidad depende del volumen de la forma vibrante. Aqui, “aproximadamente”

significa que el radio de la respuesta verdadera, dada por la formula de Weyl, tiende a 1

cuando A tiende a infinito. Pero esto da muy poca informacion.

Probar la formula de Weyl significa determinar si el error puede crecer. La idea de Berry es

que el error depende de los efectos de la frontera 'y debe ser del mismo orden de magnitud
d

de A2 donde d es la dimensién de la frontera. Por ejemplo, un tambor posee una cabeza
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1

circular, para la cual k=2 y d=1. Asi, N(A) es aproximadamente proporcional a A2 , con
un error N0 Mayor que A.

La prueba de Weyl de su formula original, asume que la frontera de la forma es
matematicamente buena: suave o al menos suave, excepto en un conjunto finito de vértices.
Pero, el razonamiento fisico de Berry aparece también cuando la frontera es irregular. De
hecho, la sugerencia de Berry debe ser cierta, cuando la frontera es fractal, en el sentido de
Benoit Mandelbrot (“The Fractal Geometry of Nature”, Freeman, San Francisco, 1982).

Snowflake fractal. El fractal tipico en muchos estudios teoricos es la curva copo de nieve, de

la que hablamos al comienzo. Pudiéramos preguntarnos ;Cémo vibra un tambor con frontera

semejante a un copo de nieve? Acorde a Berry, muy parecido a un tambor con una

corona suave, sin embargo, aqui deben ser posibles mas vibraciones, pues los objetos

fractales poseen lotes de infinitas celdas pequefas. Asi que el namero N(A) debe ser
d

diferente. Berry argumenta que el error debe ser “sobre A2 “donde d es la dimension de la
frontera fractal.

¢Qué entendemos por dimension de la frontera, cuando esta es un fractal irregular? La
conjetura de Berry es que esta es la dimensién fractal, o sea, la dimension de Hausdorff-
Besicovich. Este concepto, que es fundamental en el analisis de fractales, mide el
comportamiento del copo de nieve bajo cambios de escala. En particular esta no es,
necesariamente, un namero entero. Aqui d es sobre 1.2618. Asi, el error en la formula de
Weyl debe ser del orden de A?°*%%  comparada con A% para un tambor con una corona
suave.

Esto puede parecer un ejercicio de Matematica Pura -arte por hacer arte- pero no es asi.
Muchos objetos naturales son mejor modelados por fractales que por superficies suaves:
las vibraciones del agua en un lago con un contorno irregular, o las oscilaciones de La
Tierra estudiadas por sismoélogos, para detectar fallas y analizar el interior del planeta. Las
propiedades acusticas de una sala de conciertos dependen de la forma de sus paredes
irregulares -desarrollada por modernos arquitectos vy que poseen algunas
justificaciones tedricas para probar las respuestas acusticas.

Pero la conjetura de Berry es falsa. Esto lo mostraron Brossard y Carmona (J. Brossard
and R. Carmona-*“Can one hear the shape of a fractal?”’, Commun. Math. Phys. 104, 1986,
103- 122). Esto parecia ser el final de la historia. Sin embargo, la intuicion fisica nos
sugiere que la conjetura debe ser muy similar. Lapidus y Fleckinger- Pell5e 1mostraron
que la conjetura puede ser cierta, si en lugar de la dimension de Hausdorff-Besicovich, se
usa la menos familiar dimension de Minkowski.

La dimension de Hausdorff-Besicovich, como ya dijimos, describe como el “volumen
d-dimensional” de un objeto, se comporta bajo cambios de escala. La dimensién de
Minkowski, en contraste, describe el comportamiento de los puntos cerca del objeto en si.
Esta posee algunas aplicaciones en problemas de vibracion, como las partes de un tambor
que vibran cerca de la corona y no la corona misma. La prueba es puramente analitica y
extiende la demostracion clasica del Teorema de Weyl al caso fractal. Esto no establece
una version mas fuerte de la conjetura de Weyl-Berry, de que el error puede ser absorbido
en un segundo “término de correccion” en la formula, sino que es muy parecido a este
caso.

La importancia de la intuicion fisica para el descubrimiento matematico es clara y esta
extension del resultado clasico de Weyl es un ejemplo excelente. Pero se pueden obtener
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otras lecciones de este caso. Una es que es necesario, para el propio rigor matematico,
comprender como la definicion fractal “popular” no es apropiada aqui. La segunda es que,
la intuicion puede sugerir que ciertos resultados son ciertos y no siempre sugiere la
correcta linea de ataque en la demostracién -la cual aqui requiri6 métodos analiticos
clasicos. Y una tercera es que, aparentemente, ideas muertas en la matematica pura -la
version de la dimension de Minkowski, ciertamente no muy conocida por los matematicos-
pueden renacer en nuevas aplicaciones.

UN ESBOZO HISTORICO DE LA TEORIA DE LAS CATASTROFES.

En 1955 el matematico americano Hassler Whitney, publicé el articulo “Mappings of the
plane into the plane”, donde expuso las bases de una nueva teoria matematica- La teoria
de Singularidades de Aplicaciones Suaves. A mediados de los afios 60, comienza a
hablarse del libro de René Thom “Stabilité Structulle et Morphogénése”, que aparecid
en forma acabada en 1972 y que rapidamente desperto la atencion e interés de todos por una
teoria conocida ahora como Teoria de las Catastrofes. Thom propuso utilizar la teoria
topoldgica de los sistemas dindmicos, para la modelacion de diversos fendmenos de
crecimiento y desarrollo en diversas ramas, principalmente la biologia. El sefialo que
bajo algunas condiciones exigidas, se deduce que el estudio de diversos sistemas se puede
describir, localmente, mediante algunas formas elementales estdndar llamadas, catéstrofes
elementales.

Desde los afios setenta este discurso de René
Thom que apuntaba a una nueva ciencia, a la que
él llamdé Semiofisica, la fisica de las formas
significantes, cobré gran impulso sobre todo
porque buscé dotar de sentido al observador que
contempla la evolucion de las formas que
ocurren en la Naturaleza: seres estables -o formas
emergentes- y entidades no visibles, las llamadas
pregnancias, especies de semillas de donde surge
la forma. Esta metodologia hace una critica a la
ruptura  galileana, acusandola de  haber
abandonado algunas intuiciones fundamentales
que formaban  parte importante del discurso
cientifico de los antiguos.

Algunos consideran que la Teoria de las
Catastrofes, es una parte de la Teoria de las
Singularidades,  mientras otros afirman lo
contrario. Es una disputa bizantina. Aplicaremos el
término tedrico de las catastrofes (siguiendo a Arnold), a cualquiera que trabaje sobre la
teoria de las catastrofes, concebida como uno de los términos singularidades,
bifurcacion o catastrofe.

De acuerdo con Thom el término Teoria de las Catastrofes, es debido a su discipulo E.C.
Zeeman (en 1971). Desde un punto de vista de trabajo, podemos decir que la Teoria de
las Catastrofes no es mas que la Teoria de la Bifurcacion desde un punto de vista topoldgico,
0 sea, es el estudio, desde un punto de vista cualitativo de las formas en que las
soluciones de las ecuaciones diferenciales pueden variar. La primera informacién sobre esta
aparecid, por primera vez, en la prensa occidental hace alrededor de 20 afios. En el
“Newsweek™ reportaron una revolucién en las matematicas, comparable quizas, al
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descubrimiento del Calculo Diferencial e Integral. Ellos afirmaron que la nueva ciencia, la
Teoria de las Catastrofes, era mucho mas importante que el Analisis Matematico: mientras
este s6lo considera procesos suaves, continuos, la otra provee un método universal para
el estudio de todas las transiciones de salto, discontinuidades y cambios cualitativos subitos.
Aparecieron cientos de cientificos y publicaciones sobre el tema y sus aplicaciones a
variados campos que van, desde el estudio del corazon al estudio de la teoria de particulas
elementales, pasando por el estudio de los desdrdenes mentales y la censura policial a la
literatura erotica.

El punto “filosofico” es que el conjunto de los puntos catastrofes K son los que
contienen el comportamiento significativo del proceso, es decir, donde se trabaja es el lugar
geométrico de los puntos de equilibrio del sistema. El es el esqueleto, del cual el resto de la
morfologia depende. .

Consideremos un sistema dindmico gradiente:

dx/dt=-grad.F(x,a), 1)

donde x y a son vectores de numeros reales (posiblemente, unidimensional) y F es
infinitamente diferenciable, o suave.

Llamemos a x variable de estado y a la variable de control.

Busquemaos los puntos de equilibrio, asi tenemos:

grady F(x,a) = 0. (2)

El problema matematico es como varian las soluciones x de (2) con a, para F general. Si al
resolver esto desde un punto de vista topoldgico, diferentes funciones F tienen el mismo
comportamiento (local), se dicen que son equivalentes.

Una clase de equivalencia de tales funciones F es llamada una catastrofe elemental.

Para una familia de funciones f:R”XRk—>R; es decir, con nvariables de estado, y con k
pardmetros, denominados de control, si n<2 y k<5 Thom establecio la existencia de
formas candnicas, a las que haciamos referencia antes. A ellas son reducibles las
funciones en estudio, si cumplen con la restriccion antes citada y otra que se comentara mas
abajo.

En las catastrofes elementales, que listamos a continuacion, las componentes Xy, Xy, ... de X
han sido reemplazadas porX,y, .. y a, a, ...por a, b, ....

Pliegue x3/3 + ax Ao
Cuspide +x4/4 + ax2/2 + bx A
Cola de milano x9/5 + ax3/3 + bx2/2 + cx A4
Mariposa +x6/6 + ax4/4 + bx3/3 + cx2/2 + dx Aisg
x7 +ax® + bx4 + cx3 + dx2 + ex + f Ag

Ombligo x2y - y3 + ay2 + bx + cy D.4
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Eliptico
Ombligo x2y +y3 + ay2 + bx + cy Dy
Hiperbolico
Ombligo X2y +y4 + ax2 + by2 + cx + dy Dg
Parabdlico
X2y +y° + ay3 + by2 + cx2 + dx + ey Dg
x2y - yO + ay3 + by2 + cx2 + dx + ey D.g
x3 +y4 + axy2 + by2 + cxy + dx + ey s

Estos nombres son escogidos por una gran variedad de razones y deben ser tratados
meramente como mnemotécnicos, las siglas de la Gltima columna son las denominaciones
de cada una de estas catastrofes elementales. Es de destacar que estas poseen una
propiedad de estabilidad muy fuerte: la estabilidad estructural. Esta nocion se remonta al
trabajo de Andronov y Pontriaguin de 1937 “Sistemes grossiers” (DAN, vol.14, pp.247-
251), concepto desarrollado posteriormente, en conexion con la topologia dindmica
por Smale (“Differentiable dynamical systems”, Bull. Amer. Math. Soc., vol.73, pp.747-
817, 1967). Esta es una propiedad muy deseada y Thom (junto a nombres como Lefschetz y
Arnold) trata esto como un requerimiento esencial.

Es importante destacar, que la estabilidad estructural debe considerarse en un “contexto
determinado”. EI contexto comprende: a) una clase de sistemas matematicos C, b) una
clase de perturbaciones P, c) una relacion de equivalencia R. En este contexto, un sistema es
estructuralmente estable si demostramos que toda perturbacion en P, lleva a un sistema
en C que es equivalente, con respecto a R, al original.

Un péndulo simple, por ejemplo, considerado como un oscilador no forzado, es un
sistema estructuralmente inestable (en el modelo usual) si la clase de perturbaciones incluye
la posibilidad de términos de amortiguamiento.

Restringiendo las perturbaciones al caso no disipativo solamente, es posible restaurar la
estabilidad estructural.

Si consideramos la existencia de simetria, debemos restringir las clases Py C
consecuentemente y asi debe procederse en lo sucesivo.

La descripcion matematica del mundo depende, sobretodo, de una delicada interrelacion
entre la continuidad vy discontinuidad, “fendmenos discretos’.  Singularidades,
bifurcacién y catastrofe son términos diferentes para la descripcion del surgimiento de
estructuras discretas a partir de otras suaves, continuas.

La teoria de las singularidades es una generalizacion del estudio de funciones en sus puntos
de maximo y de minimo. En la teoria de Whitney las funciones son reemplazadas por
aplicaciones, i.e., coleccion de varias funciones de varias variables.

El término bifurcacion como entendemos ahora, significa rompimiento y es usado en un
sentido amplio para designar toda suerte de reorganizacion cualitativa o metamorfosis de
varias entidades que resultan de un cambio de los parametros sobre las cuales ellas dependen.
Catastrofes, son cambios bruscos que surgen como una respuesta subita del sistema a
un cambio suave en las condiciones externas.
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En la Teoria de Bifurcacion como Teoria de las Singularidades, los resultados
fundamentales y aplicaciones fueron obtenidos sin la ayuda de la Teoria de las
Catastrofes. La contribucion de esta, fue la introduccion del término atractor y el
conocimiento sobre la bifurcacion de atractores. Una variedad de atractores han sido
descubiertos ahora en todas las areas de la Teoria de Oscilaciones; por ejemplo, ha sido
sugerido que los variados fendmenos del lenguaje, son diferentes atractores de un sistema
dindmico “productor de sonidos”.

Hasta hace alrededor de dos décadas, todo experimento que encontraba complicadas
oscilaciones aperiddicas, digamos en reacciones quimicas, eran abandonados, citando
impurezas en el experimento, efecto de cambios externos y cosas por el estilo. Ahora es
claro que muchas de estas oscilaciones complejas, estan conectadas con la esencia
misma de la materia, con la presencia del caos y atractores extrafios, quizas determinado
por las ecuaciones fundamentales del problemay no por los variados efectos externos;
ellas pueden ser estudiadas a un nivel superior de los modos estacionarios clasicos y
los modos periddicos de comportamiento de los procesos.

Por otra parte, la caracteristica comun de las trayectorias en un régimen caotico es el tener
una estructura geométrica altamente irregular y que ante cierto tipo de enfoque -estudiar
la seccion de Poincaré, por ejemplo- da lugar a ciertos conjuntos fractales. Guiados por
el més puro espiritu clasico, la clasificacion topoldgica de las singularidades, en el
Plano de Fases de un sistema de tres dimensiones, nos lleva a la aparicion de estos
fractales. Denominacién que a partir de los trabajos de Mandelbrot, ha llegado a ser una de
las denominaciones matematicas mas populares en los ultimos afios. Algo extraordinario
es que los fractales resultaron ser ubicuitos en la Naturaleza, tanto al nivel de las formas de
algunos elementos naturales -hojas, costas marinas, copo de nieve, etc.- como en las
formas geométricas generadas siguiendo reglas relativamente sencillas, rompiendo asi con el
viejo adagio de que natura non facit saltus.

ALGUNOS APUNTES SOBRE EL CAOS.

Desde sus inicios el pensamiento griego se preguntd por el origen de las cosas. EI mundo
visible, a través de su permanenciay a pesar de su multiplicidad, manifesté una unidad
matematica y una belleza y grandiosidad tal, que el paso del mito al logos fue inevitable.
Durante el siglo V a.C. el pensamiento mitico dejé su sitio a las causas naturales.

El mundo era entonces un enorme sistema, magnifico organismo en el que sus partes se
entretejian hacia la totalidad. Los principios de las cosas, las normas que la regian, fueron
preocupacion de la filosofia griega. Fueron los tiempos de las grandes concepciones, las
leyes que abarcaban al ser y al suceder, eran los dias en que una idea vendria a dar
coherencia al mundo. Dicha idea, el orden, tuvo en Anaximandro su principal
expositor.

Para éste, el principio de todas las cosas estd en el apeirdn, lo indeterminado; de él surge
el mundo, al que por primera vez llama cosmos, orden, término que hasta entonces habia
tenido un sentido social o, como en Homero, a la formacion de hermandades en la lucha
armada. Esta nocion de orden habia surgido después que varias generaciones, en todo el
mundo antiguo, habian presenciado el caracter ciclico de los movimientos celestes. Todo esto
despertd en el hombre antiguo, la creencia de una certeza en los acontecimientos de los
cielos y la busqueda de un lenguaje que la describa y de principios que la expliquen.

“De la naturaleza de las cosas”, obra cumbre de Lucrecio, se presenta como un tratado de
fisica atomista. Usualmente hemos visto en él un texto donde prima lo absurdo y, por
tanto, sOlo es posible una lectura metaférica, interpretandolo como un poema
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filoséfico. Hoy esta conclusion no es tan categorica, se trata de suspender la oposicion
entre ciencia y poesia.

El universo lucreciano se inicia en el caos, un estado donde solo existe el desorden en la
materia y la energia, un paisaje donde so6lo existen elementos sélidos que se desplazan
en un medio fluido. Dos modelos coexisten: la catarata de atomos que caen libremente en
el vacio, fluyendo a lo largo de trayectorias paralelas, y la nube cadtica, masa
desordenada, fluctuante, de disimilitudes y oposiciones, de intervalos sin eventos, de
colisiones al azar.

El modelo lucreciano de turbulencias habla no so6lo del espacio y la materia, habla
también del tiempo. Aqui y alla, aleatoriamente, surge un vortice en tanto que otro
desaparece. Es como si la fisica atomista se asomara a los principios fundamentales de la
termodindmica moderna: por una parte la entropia o degradacion irreversible de la
energia (informacion) y, por el otro, la invarianza de fuerzas o energias. La de Lucrecio es
una nueva fisica, en lo que lo global tiene en cuenta lo local, lo previsible asume lo
imprevisible; es un discurso que nos habla de cierto equilibrio general en un universo
estocastico.

Hacia finales del siglo XVII y principios del siglo XVIII, la concepcion que se tenia del
Universo cambia, debido en gran medida, a los aportes tanto matematicos como
metodoldgicos, de ese genio singular que fue Isaac Newton. Se ve que la Naturaleza tiene
una serie de regularidades que se pueden analizar y predecir; de hecho, la ciencia en el
siglo XVIII establecié tantas leyes que gobiernan fenémenos naturales, que muchos
pensaron que era poco lo que quedaba por descubrir. La tarea de los cientificos era,
dilucidar las repercusiones de estas leyes en el ambito de los fendmenos particulares.
Como se ha repetido tantas veces, para Galileo el libro de la Naturaleza esta escrito en
lenguaje matematico y para explicar un fendmeno es necesario leer sus caracteres:
puntos, lineas, ““... Esto significa que mas que atribuir el movimiento de los objetos
“graves” los que se dirigen al centro de la Tierra a una causa, lo que se debe hacer es
descubrir la regla que lo regula”. Por ello Galileo, al enunciar su solucién al problema de
la caida libre, lo hace diciendo que cualquier cuerpo, grande o pequefio, ligero o pesado, al
caer libremente lo hace con una aceleracion constante.

Con Newton el problema se resuelve suponiendo la existencia de una relacion lineal entre la
aceleracion en cada punto de la trayectoria y la fuerza que en cada punto actia sobre el
cuerpo. Una vez conocida la expresion de la fuerza actuante y las condiciones iniciales, la
trayectoria se puede calcular y, para sistemas que tengan sentido fisico, esto significa que
dado un estado del sistema los estados futuros quedan univocamente determinados: este es el
sentido del determinismo que Laplace crey0 la Mecénica de su tiempo habia puesto al
descubierto. La ciencia, se decia, mostraba que el mundo funcionaba como un mecanismo de
relojeria.

Retornando a los inicios de la teoria cualitativa tenemos que Poincaré y Bendixon
demostraron que para sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de dos dimensiones,
el comportamiento de las soluciones se puede clasificar geométricamente en cuatro casos
relativamente sencillos. En nuestros dias, y gracias al uso de las computadoras, al intentar
clasificar y entender las representaciones graficas de la dinamica de un sistema que se
mueve en tres dimensiones aparece ante nosotros una fuente de formas exoticas que se
han denominado fractales, entes con dimension fraccionaria, no entera.

No es casual que la propiedad fractal, resulte ser una medida de la complejidad de la
Orbita, de un movimiento. Lo interesante radica en que dicha complejidad, aunque asociada a
un sistema completamente determinado por una regla matematica, hace que sea,
practicamente imposible, predecir el comportamiento del sistema a largo plazo.



Conferencia 18 293

Cientificamente, cada fendmeno es observado, sus detalles son minuciosamente descritos con
el auxilio de las Matematicas y se buscan ecuaciones que lo representen.

Pasamos entonces, de lo real a un modelo matematico.

Este modelo, en el cual se expresa la evolucion del fendmeno en tiempo, es un Sistema
Dinamico. Se puede pensar en un sistema dindmico como una forma de describir la evolucion
temporal de todos los puntos de un espacio E. Este espacio E puede ser, por ejemplo, el
espacio de los estados de un sistema fisico o bioldgico.

En los casos mas simples el tiempo sera discreto (un nimero natural) y la evolucion es dada
por una ecuacion del tipo:

Xn+1 = F(Xn), 3)

donde x, es un vector m-dimensional, m es el nimero de variables contenidas en el problema
y f una funcién diferenciable en el espacio m-dimensional.

Estos sistemas se prestan para describir fendomenos de Biologia o Economia, donde el tiempo
es medido en afos, meses 0 generaciones.

Los sistemas dindmicos continuos, descritos por una ecuacion:

dx/dt = f(x),

son més usados en Fisica y Quimica.

En el caso de un sistema discreto, conocer la evolucién de un estado x es explicitar la
sucesion Xo, X1, X2 , ... llamada la orbita positiva de x, donde Xy =x. En el caso de un sistema
continuo, conocer esta evolucion de un estado x es resolver la ecuacion con condicion inicial
x . Para realizar previsiones sobre el comportamiento futuro (asint6tico) del sistema es
deseable que las soluciones dependan continuamente de las condiciones iniciales.

EL ESTUDIO DE SISTEMAS CAOTICOS.

Los sistemas dinamicos cadticos (quizas el mas
famoso es el modelo de Lorenz de 1963) son
formados por ecuaciones que no poseen
soluciones analiticas, tienen como caracteristica
basica una sensible dependencia de las
condiciones iniciales, esto es, Orbitas con
condiciones iniciales proximas se alejan
exponencialmente; los atractores son extrafios, la
evolucion temporal se da en forma cuasi-aleatoria.
Una ecuacion con un atractor extrafo tiene orbitas
que se mueven, imprevisiblemente entre las
vecindades de muchos puntos diferentes,
permaneciendo por un momento en una region y
luego se mueven en direccion a otra.

Una consecuencia de este comportamiento cadtico es la total imposibilidad de prever el futuro
del fendémeno.

La dimension minima en que puede ocurrir el caos, en las ecuaciones diferenciales es 3. En
las ecuaciones en diferencias, el caos puede aparecer en dimension 1.

La Entropia positiva de Kolmogorov-Sinaj es una condicion técnica esencial dificil de
verificar directamente en un sistema dinamico. En la practica, ella significa que el sistema
exhibe extrema sensibilidad a las condiciones iniciales, de modo que dos trayectorias que
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estén proximas en el instante inicial, divergen en una razon exponencial. Esta razon es medida
por la media de los exponentes de Liapunov, que es equivalente a la Entropia de
Kolmogorov-Sinaj y puede ser facilmente calculada.

Definimos CAQOS como el comportamiento de sistemas dindmicos que exhiben
comportamiento mixto (sistemas que se aproximan a cualquier valor posible durante su
evolucion) con ENTROPIA positiva.

Por ejemplo, para aplicaciones de una dimension como (3), la media de los exponentes de
Liapunov es: \

Lim— Zln df(X )J.

N—>oo

Presentaremos algunas aplicaciones de un resultado conocido como el Teorema de
Sarkovskii, A.N. Sarkovskii-“Coexistencia de ciclos de una transformacion continua de
la recta en si misma”, Ukrainskii Matematicheskii Zhurnal, T.XVI, No.1, 1964, 61-71 (en
ruso), (que como veremos, es la conclusion de varios resultados preliminares) a la Teoria
de las Ecuaciones Funcionales y su vinculacion con el Caos, detalles complementarios pueden
ser consultados en el trabajo del autor “Una nota sobre el Teorema de Sarkovskii”, revista
Lecturas Matemaéticas, UNC-SCM, Vol.16, No.2, 1995, 211-214.

El trabajo de Sarkovskii, que tiene sus antecedentes en dos trabajos del mismo autor
(Uspeiji Matematicheskii Nauk, T.XII, No.4, 1960 y Doklady Akad. Nauk URSS, T.189,
No.5, 1961), es uno de una serie de articulos relacionados con funciones que transforman
un intervalo en si mismo y cOmo podemos caracterizar esa transformacion por un conjunto
de puntos bien determinados.

Sabemos que toda funcién continua de variable real f(x), -o< X <+oo, genera una
transformacion continua T de la recta en si misma: x—f(x). Resulta, que la propiedades de
la transformacion T quedan definidas en la estructura basica del conjunto de puntos fijos de
la transformacion T.

Recordemos, que el punto a se llama punto fijo de orden k de la transformacién T, si T
a=a y T'aza (0<j<k). Los puntos Ta, T2, ..., T"a también resultan puntos fijos de orden
Ky junto con el punto a conforman un ciclo de orden k.

En el trabajo de Sarkovskii se investiga el problema acerca de la dependencia entre la
existencia de ciclos de diferentes drdenes y sus principales resultados son enunciados
con ayuda del siguiente hecho. Consideremos el conjunto de los nimeros naturales en el que
se introduce la relaciébn n; precede a n, (ny<ny), si para cualquier transformacién
continua de la recta en si misma, la existencia de un ciclo de orden n; implica la existencia
de un ciclo de orden n,.

No es dificil probar que tal relacion cumple con las propiedades reflexiva y transitiva, y
por tanto, el conjunto N con esta relacién representa un conjunto ordenado, quedando
ordenado de la manera siguiente:

3<5<7<9<11<..<32<52<..<32%2<52% <..<2® <2? <2<1. (4)

En nuestra exposicion, necesitamos dos de los resultados obtenidos por Sarkovskii
(mantendremos la notacidn de este), que son los siguientes:

“Teorema 6. Si la transformacién T tiene ciclos de orden 2", (n>0), entonces T admite
también ciclos de orden 2' (i=0,...,n-1). Si la transformacién T admite ciclos de orden 2"
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(2m+1) con n=0 y m=>0, entonces T tiene también ciclos de orden 2' (i=0,...,n) y 2" (2r+1),
para r=m+1, m+2, ..., 2scon s=1,23,...”

“Teorema 7. Entre cualesquiera dos puntos, del ciclo de orden k>1, se encuentra al menos
un punto del ciclo de orden I<k.”

Lo interesante de los resultados de Sarkovskiiy que es alo que vamos a referirnos aqui,
es que estos pueden ser extendidos al lenguaje de soluciones periddicas de la ecuacion
funcional:

y(x+1)=f(y(x)), ()

tomando una sucesion discreta de valores del dominio. En particular, utilizando los
teoremas antes mencionados, se tiene el siguiente resultado:

Teorema. Si la transformacion T es continua, entonces las siguientes afirmaciones son
validas:

i) si la ecuacion funcional (5) tiene soluciones periédicas con periodo k, entonces dicha
ecuacion tiene soluciones periddicas de cualquier periodo posterior en (4) ak,

i) si la ecuacién funcional (5) no tiene soluciones periddicas con periodo k, entonces tal
ecuacion no tiene soluciones periddicas de ningun periodo que preceda a k en (4).

Ilustremos la anterior afirmacion. Tal vez el ejemplo mas simple de sistema no lineal sea la
ecuacion logistica:

Xn+1 =a.Xn (1-Xn ), (6)

donde x, representa la poblacién del afio n, con relacion a una poblacién de referencia
inicial Xo, X n+1 €S entonces la poblacion del afio siguiente y a, es la tasa de crecimiento
de dicha poblacién. Esta ecuacion aparece de manera natural en el estudio de la evolucion de
poblaciones biologicas, en particular, (6) se ha mostrado particularmente til en el estudio
de la evolucion anual de la poblacion de ciertas mariposas del nordeste de los EEUU, que
exhiben fluctuaciones imprevisibles de un afio a otro.

Queremos examinar un comportamiento a largo plazo de la poblacion x,. Para mantener la
poblacion en el intervalo [0,1] limitaremos a entre 0 y 4 (es facil ver que si a>4 y x, =1/2
tenemos Xn+1 >1).

Tomemos 1<a<3. Tomando cualquier poblacion inicial xo € (0,1), la poblacion se
aproxima a un valor constante no nulo x* =1 - 1/a. De nuestros preliminares se tiene que
x es un punto fijo de orden 1, en este caso no existen soluciones periodicas de ningun
periodo. A medida que a crece de 3 a 4 existen grandes variaciones en la estructura del
sistema. Primeramente, el punto fijo se torna inestable y la poblacidén converge a un
estado de equilibrio donde se alterna entre dos valores, es decir, una orbita de periodo 2.
Para a=3,2 la poblacién oscila entre x,=0,5 y x,=0,8.
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Para valores mayores el periodo se torna inestable y es sustituido por una solucion
periédica de periodo 4, por ejemplo para
a=3,5.

A medida que a crece, la poblacién converge
a ciclos de periodo 8, 16, 32, 64, ...

Este es el fendmeno de Duplicacion de los
Periodos y como apuntara Rubiano en el
trabajo abajo citado, este orden de los
periodos, no es mas que el orden (4) pero
invertido.

El anélisis del comportamiento del sistema
(4) para restantes valores de a, pueden ser
completados recurriendo a V.C. Garcia C. (“O
Caos”, Publicacioes do Instituto  de
Matematica da UFRGS, Serie C, No.6, 1988) y
O. Rubiano-“Acerca del Teorema de
Sarkovskii” (Lecturas Matemaéticas, Vol.15,
No.1, 1994, 21-26).

El estudio del Caos ha mostrado su aplicacion
en muchas areas (Medicina, Quimica, Industria
de Armamentos, en la Industria Aerondutica,
en las Ciencias Sociales, Psicologia, etc.

La Teoria de las Catastrofes que procura
determinar para cuales valores existe un cambio brusco en el comportamiento del sistema,
estd basada en un conocimiento del Caos y también ha sido aplicada en variados campos.

CUESTIONARIO
1. Estudie, mediante apropiadas funciones reales, las catastrofes elementales mas simples.
2. Ponga ejemplos de conjuntos fractales.
3. Obtenga la dimension del conjunto ternario de Cantor.

4. Presente el modelo meteoroldgico de Lorenz de 1963 (analice la imagen de la pagina 293).



Conferencia 19 297

Conferencia 19. Un Bosquejo de la Matematica Actual.

“Comprender no es solo resumir un pasado del saber. Comprender es el acto mismo del
devenir del espiritu”

G. Bachelard
El Teorema de Fermat.

| problema 8 del libro Il de la “Aritmética” de Diofanto tiene el siguiente enunciado:

“Descomponer un cuadrado dado en dos cuadrados™. Si la respuesta a un problema

no era Unica, Diofanto se limitaba a dar soluciones particulares, que obtenia gracias a

una feliz eleccion de los datos. Veamos por ejemplo, como procede en el caso anterior.
De entrada, se plantea resolver la ecuacion:

X2 +y2: 221

unicamente en el caso en que z=4. Ensaya como valor de y uno de la forma mx-4; tomando
m=2 y después de sustituir, encuentra como solucion x=16/5, y=12/5, lo cual equivale a
considerar la solucion general de la ecuacion anterior como los enteros pitagoricos:

x=d(uz-v?), y=2duv, z=d(uz+v?),

donde d,u,v € Z'y med(u,v)=1.

La “Aritmética” de Diofanto fue traducida al arabe en Persia en el siglo X y a través del
mundo arabe llegd a Espafia, pero permanecio ignorada por el resto de Europa hasta el siglo
XV. Regiomontanus (seudonimo del matematico Johan Miller que responde a la latinizacion
de Kdnigsberg, su ciudad natal) encontré un manuscrito de dicha obra en Venecia en 1464.
Posteriormente fueron hallados nuevos manuscritos y en 1575, en Basilea, aparecia la primera
traduccion latina editada. La primera edicion que incluia el texto griego junto a la version en
latin, fue hecha en Paris en 1621 por Claude Gaspar Bachet de Méziriac; su titulo era
“Diophanti Alexandrini Arithmeticorum libri sex; et numeris multissimis comentariis
illustrati”. Una edicion muy cuidada de la obra de Diofanto fue hecha en Leipzig, en 1895,
por Paul Tannery.

Pierre-Simon de Fermat poseia un ejemplar de la edicion Bachet y, al lado del antes citado
problema 8, escribid la siguiente nota: “Por el contrario, es imposible descomponer un cubo
en dos cubos, un bicuadrado en dos bicuadrados y, en general, una potencia cualquiera,
aparte del cuadrado, en dos potencias del mismo exponente. He encontrado una
demostracion realmente maravillosa, pero el margen del libro es demasiado estrecho para
contenerla”.

Fermat, quien es considerado por algunos el mas importante Teorico de los Ndmeros que ha
existido, escribié esta nota sobre el 1630. Aunque a decir verdad, mucho se duda de la
veracidad de la misma, ya que en toda la obra que dejé Fermat, existe una sola demostracion
al respecto. Fermat demostro que “el area de un triangulo rectangulo no puede ser un
cuadrado”. Claramente esto significa que un tridngulo racional no puede ser un cuadrado
racional. En simbolosesto significa que no existen enteros X, y, z con x* + y? = z2 tal que xy/2
es un cuadrado. De aqui se deduce facilmente el caso n=4 del Teorema de Fermat.

La imposibilidad de resolver en enteros, no nulos, la ecuacion:
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Xn+yn=2n,

para n>3, se viene conociendo con el nombre de “el dltimo teorema de Fermat”. Son varias
las formulaciones, equivalentes por supuesto, de esta famosa conjetura (“The heart of
modern number theory”, segun I. Stewart) Obviamente basta considerar los casos n=4 o
bien n=p, siendo p un entero primo impar. De las tentativas hechas hasta hoy para superar la
incomodidad de la estrechez de un margen, intentaremos hacer un breve resumen a
continuacion.

Resultados de Fermat. Si bien el ejemplar Bachet que Fermat poseia se perdid, las notas que
en él escribiera fueron publicadas por su hijo Samuel Fermat, en Tolosa 1670. Hoy pueden
leerse en la edicién de P. Tannery y Ch. Henry de sus obras completas. Es de notar que, el que
puede considerarse fundador de la moderna Teoria de Numeros, no publico practicamente
nada durante su vida. Ello, en opinion de A. Weil, se debi6 al aislamiento en que trabajaba.
En una época en que los analistas tenian ya que luchar por defender sus prioridades, Fermat, a
lo largo del siglo XV, esta practicamente solo (como después, lo estaria Euler, en la primera
mitad del siglo XVI11, hasta que no se produjo la incorporacién de Lagrange).

En dichas notas, Fermat demuestra la imposibilidad de resolver en enteros la ecuacion:

que, obviamente, implica que la ecuacion x* =y* + z* carece de soluciones enteras. Se llega
a la antes citada ecuacion, al intentar demostrar que no existe ningun triangulo rectangulo de
lados enteros, cuya area sea el cuadrado de un numero entero (un problema de “cuadratura de
triangulos”, como deciamos mas arriba). EI método seguido en la demostracion es el célebre
método de Fermat de descenso infinito.

En una carta, sin fecha, Fermat afirma haber demostrado el caso n=3, también por descenso
infinito, pero esta demostracion no pudo ser hallada.

Primeros intentos. Euler tomé como punto de partida en sus investigaciones aritméticas las,
muchas veces enigmaticas, notas de Fermat. En una carta a Golbach del 4 de agosto de 1753,
Euler dice tener una demostracion del caso n=3. En su estudio de este caso, la demostracion
de Euler se iniciaba como sigue: sin restriccion se puede suponer que mcd(x,y,z2)=1, que X e y
son impares, y que z es par. Haciendo el cambio de variables x+y=2a, x-y=2b, mcd(a,b)=1, y
tras sustituir, se llega a la ecuacién 2a(az+3b2)=z%. Un sencillo calculo prueba que
mcd(2a,a2+3b?)=1 o bien que mcd(2a,a?+3b?)=3, en cuyo caso z debe ser multiplo de 3. La
primera de estas dos citadas posibilidades conduce a que debe existir un entero r, tal que
a2+3b2=r’. Esta igualdad llevd a Euler a afirmar que debian existir enteros c, d tales que:

a+bv-3=(c+dV-3)°.
En la afirmacion anterior se encuentra la idea germinal de la aritmética de los cuerpos de

nimeros. Euler procedia como si Z[V-3] hubiera sido un anillo factorial. En efecto, en un tal
caso, existirian elementos primos m; € Z[V3], tales que:

S S
a+bV-3=0T0;" ... T,
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siendo a=1,-1; y Si>1, al tomar normas en la extension Q(N-3)/Q, y teniendo en cuenta que
mcd(a,b)=1, se obtendria que:
S1 Sk
a2+3b2=pM1 Mk »

siendo los elementos p;, 1<i<k, enteros primos distintos. Con lo cual, la igualdad a2+3b?=r?
obligaria a que S; fuera maltiplo de 3 y por tanto, a que a+bV-3 fuera, efectivamente, un
cubo en Z[V-3]. Si bien Z[V-3] no puede ser factorial, pues no es enteramente cerrado, su
clausura si es entera, igual al anillo de las raices terceras de la unidad Z[cs]. Ello explica que,
posteriormente, pudiera demostrarse el caso n=3, partiendo de la idea dada inicialmente por
Euler. En realidad esta falacia de Euler, no invalida (teniendo en cuenta otras demostraciones
de él) atribuirle la demostracién del caso n=3 a él.

La solucién de muchos de los problemas propuestos por Fermat, la dio Euler en el segundo de
los volimenes de que consta su obra “Vollstandige Anleitung Der Algebra”, publicada en
1770. En 1774 se publicé una segunda edicion, en francés, comentada por Lagrange.
Trabajando directamente en el anillo Z[c3], Gauss, en su obra péstuma, dio otra demostracion
del caso n=3 de la ecuacion de Fermat.

El proximo paso importante lo dio Sophie Germain. Un caso especial es tomar n y 2n+1
primos, entonces x" + y" = z" implica que uno de los nimeros X, y, z es divisible por n. Por
tanto, el Teorema de Fermat se divide en dos casos:

1. Ninguno de X, y, z es divisible por n.

2. Uno y solo uno de estos, es divisible por n.

Sophie Germain probd el caso 1 para todo n menor que 100 y Legendre extendié su método a
todo los niumeros menores que 197. El caso 2, para n=5 (donde fallo6 Sophie) se divide a su
vez, en dos casos. Resumiendo, uno de los nimeros X, y, z es impar y uno es divisible por 5.
El caso 2i es cuando el nimero divisible por 5 es impar, el caso 2ii es cuando el niUmero impar
y el divisible por 5 son distintos. El caso 2i fue demostrado por Dirichlet y presentado a la
Academia de Paris en julio de 1825. El caso n=5, completamente resuelto, fue publicado por
Dirichlet en septiembre de dicho afio, sobre la base de la demostracion de Legendre para el
caso 2ii. En 1832 Dirichlet demostro el teorema para n=14, el caso n=7, en el que Dirichlet
fallg, fue demostrado finalmente por Lamé en 1839.

Trabajos iniciales de Kummer. Ernst Eduart Kummer
(1810-1893) entregd, en 1847, un manuscrito a
Dirichlet en el que creia haber demostrado el caso
general del dltimo teorema de Fermat. Dirichlet le hizo
notar que para que su demostracion fuera correcta, era
necesario que en el anillo Z[gp] de las raices p-ésimas de
la unidad, no sélo todo elemento se expresara como
producto de factores irreducibles, sino que, ademas, esta
descomposicion tenia que ser Unica; hecho improbable,
sobre el cual tenia serias dudas.

La no existencia de soluciones enteras de la ecuacion
X" + y? = Z°, p entero primo >3, en las que p | xyz se
conoce con el nombre de primer caso del teorema de
Fermat. El segundo caso se presenta al considerar las
posibles soluciones en las que p|z.
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La demostracion de Kummer, en el caso de factorizacion unica, parte de las consideraciones
siguientes. Introduciendo una raiz primitiva p-ésima de la unidad, ¢ = ¢, la ecuacion de
Fermat puede ponerse bajo la forma:

p-1

[T x+dy=2

i=1

En el primer caso del teorema de Fermat se demuestra que, si i=j (mod p), los elementos x +
¢'y, X + ¢ly carecen de factores comunes no triviales. Asi si Z[c] es un anillo factorial, deben
existir, en particular, elementos a.;,Bie Z[c], i unitarios, de forma que:

x+gy:f31(xf,

x-gyzﬂzag.

La simultaneidad de ambas igualdades se demuestra que es contradictoria. A su vez, el
elemento 1-¢ es siempre irreducible en Z[c] y p admite la descomposicién p=(1-c)"8, siendo
R un elemento unitario de Z[c]. Asf, en el segundo caso, si z=p*zo k=1, p | z , la ecuacién de
Fermat puede escribirse en la forma:

X+ yP = (1-¢)" 8Pzl

Se demuestra, en el caso de factorizacion unica, que esta igualdad es asimismo contradictoria.
En 1847 Lamé, intentando demostrar el caso general del teorema de Fermat, cae en el mismo
error de Kummer, de suponer la factorialidad de Z[gp]. Ello es advertido por Cauchy, quien
usando un algoritmo de divisién por medio de la norma, cree haber demostrado que tales
anillos son euclideos y por tanto, factoriales. Mas tarde, el propio Cauchy se daria cuenta de
que su demostracion era incorrecta.

La no factorialidad de ciertos anillos de la forma Z[Vd] ya habia sido advertido por Lagrange,
revisando los trabajos de Euler. Usando la teoria de las formas cuadréaticas de Gauss, Kummer
demuestra que en Z[c»3] tampoco puede llevarse a cabo una teoria de divisibilidad como en el
caso de Z. Todos los esfuerzos de Kummer para superar tal dificultad, quedan plasmados en
una serie de articulos, aparecidos entre 1845 y 1847, y que son la base de la actual teoria de
los ideales. La falta, en general, de descomposicion Unica en factores primos en los anillos
Z[cp] es evitada mediante descomposiciones de “numeros ideales” en producto de “nimeros
primos ideales”, de manera Unica (ideales, respectivamente ideales primos, en la terminologia
actual). EI conocimiento preciso de las reglas de descomposicion de un entero como producto
de ndmeros ideales, llevaria a Kummer a un estudio equivalente al del calculo de todas las
valoraciones de un cuerpo de raices de la unidad.

Evolucion de las ideas de Kummer. Al intentar Dedekind extender la teoria de la
divisibilidad de Kummer a anillos de la forma z[Vd], d entero no divisible por ningin
cuadrado, ve que ello es sélo posible si d=2 (mod 4) o d=3 (mod 4). En otras palabras, un tal
anillo debia ser enteramente cerrado. Aparecia asi por primera vez, la nocion de elemento
entero sobre un anillo. Fue realmente una suerte que en las investigaciones iniciales de
Kummer, Z[¢] fuera precisamente el anillo de los enteros de Q[c].
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En 1871, Dedekind, en el suplemento al texto de Dirichlet “Vorlesungen uber
Zahlentheorie”, probd la existencia y unicidad de la descomposicién de un ideal en producto
de ideales primos en el anillo de los enteros de cualquier cuerpo de nimeros. Lasker, en 1905,
se preocupd de la existencia de tales descomposiciones en los anillos de polinomios
C[X4,...,.Xn]. Introduce la nocion de ideal primario, ya implicita en la obra de Dedekind y ve
que en dicho anillo todo ideal puede expresarse como interseccion de ideales primarios. E.
Noether, en 1921, probaba la existencia de una tal descomposicién “al modo de Kummer”, de
todo ideal en producto de ideales primos. Estos eran los anillos noetherianos, enteramente
cerrados y tales que todo ideal primo no nulo era maximal, es decir, los que hoy llamamos
anillos de Dedekind.

El paso de la teoria de ideales a la teoria de valoraciones seria hecho por Krull en 1931.

La medida en que un anillo de Dedekind deja de ser factorial, la da su nimero de clases (idea
que bajo la teoria de las formas cuadréaticas, se encuentra explicita en la obra de Gauss
“Disquisitiones Arithmeticae”, publicada en Leipzig en 1801 y en la de Kummer y
Dedekind).

Sea A un anillo y M el monoide de los ideales de A (con la operacion de producto), por medio
de la introduccion de los ideales fraccionarios, M puede incluirse, de manera natural, en un
grupo. Si K es el cuerpo de las fracciones de A, un ideal fraccionario es, por definicién, un A-
submédulo de K finitamente generado, un tal ideal puede escribirse en la forma x™*b, siendo b
un ideal de A ordinario y x, un elemento no nulo de A. El conjunto I de todos los ideales
fraccionarios del anillo de Dedekind A, mediante la operacion de producto, tiene estructura de
grupo y, obviamente, contiene a M. Los ideales fraccionarios de la forma yA, yeK*,
constituyen un subgrupo P de I, llamado de los ideales principales. El cociente 1/p es el grupo
de las clases de A. Su cardinal, representado usualmente por h(A) o h, es llamado nimero de
clases del anillo A.

Sea h el nimero de clases del cuerpo ciclotomico Q[cp], p entero primo >3. La demostracion
del Teorema de Fermat en el caso h=1, fue extendida por Kummer en 1847 a todos los primos
p tales que p/h. Ello condujo a clasificar los primos en regulares e irregulares, de modo que un
primo >3 es regular si y solo si p/h, siendo h el nimero de clases de Q[c]. Para tener una idea
de en cuanto mejoraba esto el resultado anterior de Kummer, mencionaremos que entre los
primos p<100, s6lo el 3,5,7,11,13,17 y el 19 dan nimeros de clases igual a uno, mientras que
unicamente el 37, 59 y el 67 son primos irregulares. El entusiasmo inicial de Kummer le
llevé a titular su articulo “Beweis des Fermat'schen Satzes der Unmoglichkeit von x° + y°
= z° fur eine unendliche Anzahl Primzahlen ¢*“. Digamos que hasta el dia de hoy, no se ha
podido probar que el conjunto de primos regulares sea infinito, sin embargo, se sabe que es
infinito el de los irregulares. En todos los intervalos estudiados dominan los primos regulares
sobre los irregulares.

La funcidn zeta. Es bien sabido que la serie:
-S
Zn 1 SeR,
n=1

es convergente si s>1 y divergente para los demas valores de s. Escribamos de acuerdo a la
notacion introducida por Riemann:

o(s) = Zn_sis>1.
n=1
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Haciendo uso de la correspondiente funcién zeta, Kummer ayudado por resultados obtenidos
previamente por Dirichlet, ve que el nimero de clases h del cuerpo ciclotomico Q[gp] admite
una descomposicién h = hih,, siendo hy y h, enteros >1, y de forma que h es igual al nUmero
de clases del cuerpo real maximal Q[c;p+gp'1], contenido en Q[cp].

En 1850, Kummer demostro el siguiente resultado:

Criterio de regularidad de Kummer. Un entero primo p>3 es regular si y solo si p | Pz, Pa,
..., Pp3. Donde Bom = Pom/Q2m, siendo Bom los nimeros de Bernoulli y Pom, Q2m son enteros
tales que mcd(Pom,Q2m)=1.

Puesto que los numeros de Bernoulli pueden calcularse de forma recurrente, quedaba asi
aclarada la cuestion de decidir si un primo dado era regular o no.

La Academia Francesa de Ciencias habia ofrecido un premio de 3000 francos oro para el
matematico que lograra dar una demostracion general del Teorema de Fermat, o por el
contrario, probara su falsedad. En 1850 concurrieron al premio cinco memorias, declarandose
desierto. Otro tanto ocurrio en 1853, presentdndose entonces memorias. Una tercera
convocatoria tuvo lugar en 1857. La Academia decidié entonces, puesto que las memorias
presentadas no reunian los méritos suficientes, otorgar el premio a Kummer, aunque no era
aspirante al mismo, por su criterio para determinar si un primo era regular o no, es decir *“...
por ses belles recherches sur les entiers” (C.R. Acad. Sci., Paris, XLIV, 158 (1857)).

Con respecto a los primos irregulares, no sabemos a ciencia cierta ;,cOmo reconocer si un
primo es o no irregular? En 1915, K.L.Jensen probd que existian infinitos primos irregulares
de la forma 4n+3. En 1954, L. Carlitz dio una demostracion sencilla del resultado, mas débil,
de la existencia de infinitos primos irregulares. Respecto a la densidad relativa:

i No. primos irregulares < n
im - ,
n No. primos regulares < n

se ha conjeturado que era igual a 1/2 (Kummer), igual a 1 (Hensel) o igual a exp(1/2)-
1=0,6487 (Siegel). ElI mejor resultado obtenido es el de W. Johnson (1957), quien con un
ordenador PDP-10, examino todos los primos p<30000, de los cuales 1971 han resultado ser
regulares y 1273 irregulares. El cociente 0,6459 parece dar la razén a Siegel.

Si p es un primo irregular y p | P2« para cierto k tal que 1<2k<p-3, se dice que (p,2K) es un
par irregular.

En su intento de responder a la pregunta formulada antes, Kummer, en 1857, crey0 haber
encontrado un criterio que le permitia demostrar el Teorema de Fermat en los casos p=37, 59
y 67. En 1920, Vandiver advirtié que la demostracion de Kummer no era del todo correcta.
Sin embargo, pudo corregirse y ello condujo a la publicacién, en 1954, por parte de Vandiver,
D.H. Lehmer y E. Lehmer del siguiente criterio para el caso irregular.

A pesar de los numerosos premios ofrecidos, el Teorema de fermat, permanecio insoluble. El
tiene la dudosa distincion de ser el teorema con mayor cantidad de demostraciones falsas. Un
dato en esta direccion es que, mas de 1000 demostraciones falsas fueron publicadas entre
1908 y 1912 jen solo 4 afios!.

Teorema. Sea p un primo irregular y supongamos que P=rp+1 sea un primo que satisface
P<p2-p. Sea t un entero tal que t=1 (mod P). Para cada par irregular (p,2k), formemos el
producto:
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m pP-1-2K

N, = {rd/2 H(trb _1) |

b=1

donde m=(p-1)/2 y d= n . Si, para todos los pares irregulares se verifica que
n=1

N;k =1 (mod P), entonces el Teorema de Fermat es vélido para el exponente p.

El criterio ha sido aplicado con éxito por Johnson para todos los primos irregulares <30000.
En todos los casos ha bastado tomar t=2 y el menor primo P con las condiciones requeridas.
En 1934 Vandiver conjeturd que el segundo factor del numero de clases h , no era nunca
divisible por p y probo, bajo la hipotesis p | hy, que el primer caso del Teorema de Fermat era
valido. Dicha conjetura se verifica para todos los primos p<30000. Sin embargo, una
conjetura anterior afirmaba que h; era siempre igual a 1, fue desmentida en 1965 por Ankeny,
Chowla y Hasse.

Usando técnicas computacionales, basadas en los trabajos de Kummer, el Teorema fue
demostrado en 1993 para todo n hasta 4 000 000.

Andrew Wiles y Yataka Taniyama. Gran sorpresa
== se llevaria Fermat al percatarse que la demostracion
de su teorema requirié para su escritura mas de uno,
| dos o veinte margenes de las hojas del libro de
Diofanto. Esta parece definitivamente encontrada por
el Dr. Andrew Wiles, matematico inglés de 42 afios de
edad que trabaja en Princeton.

El resultado se dio a conocer en el mes de junio de
1993 en la ultima (sobre las 10.30 am) de tres
conferencias (impartidas el lunes 21, martes 22 y
miércoles 23) ofrecidas en el Instituto de Matematica
“Isaac Newton” de la Universidad de Cambridge
(fundado el 3 de julio del afio anterior) y que llevo por
titulo “Modular forms, elliptic curves and Galois
representations”. Como se puede observar, el titulo
no sugiere relacién alguna con el Teorema de Fermat.
Un pablico selecto, entre los que estaba Enrico
Bombieri, Medalla Field, quedd boquiabierto.

El camino para llegar a la solucién no se encuentra en forma directa a través de las
herramientas de la teoria de los nimeros, teoria con la que se podria suponer que Fermat
consumo la solucion. Esta empez6 en 1955 cuando el matematico japonés Yataka Taniyama
planted una conjetura relativa a las curvas elipticas (curvas de la forma y?=x>+ax+b, para
constantes a y b). Pocos afios después, en la misma década de los 50, la conjetura fue refinada
por el Dr. Goro Shimura de la Universidad de Princeton. Durante las décadas de los 50 a los
70 no se relaciond a la conjetura de Taniyama con el Gran Teorema de Fermat. A mediados
de los 80, el Dr. Gerhord Frey, de la University of the Searland en Alemania, propuso una
relacion entre estas. Dicha relacion se formaliz6 en 1986 cuando el Dr. Ribert demostré que
era verdadera y que la conjetura implicaba el teorema de Fermat.

El probable paso final lo dio el Dr. Wiles cuando demostré que la conjetura de Taniyama para
curvas elipticas semiestables sobre los racionales es verdadera, su resultado mas facil de
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entender es el siguiente: toda curva eliptica cuya ecuacion es a coeficientes racionales, es
susceptible de ser parametrizada por formas modulares.

En esta formulacion, a despecho de su aparente simplicidad, subyace una muy profunda
sutileza: se sabe, por teoria elemental de curvas elipticas, que estas se parametrizan con
funciones de Weierstrass doblemente periddicas pero el hecho de que se puedan también
parametrizar mediante formas modulares, obedece esencialmente a la presencia de los
racionales como coeficientes en la ecuacion de la curva (en cambio para la primera
parametrizacion los coeficientes pueden pertenecer a cualquier subcampo de C) asi la
Geometria, propia de las curvas elipticas definidas sobre C, y el Analisis, que corresponde a
las formas modulares, concurren bajo un comportamiento que es de naturaleza aritmética, lo
cual ciertamente supone un acontecimiento inusual.

Se entiende por esto, que la funcién es holomorfa y nula en el infinito, de peso 2 y de un
cierto nivel N bien determinado para cada curva. Estas formas generan un espacio vectorial
(complejo) de dimensién finita y son entonces vectores propios para ciertos operadores
lineales conmutativos, los cuales a su vez generan una cierta Algebra de Hecke, estructura
ésta de importancia decisiva en el trabajo rectificatorio de Wiles y usada también en la
primera version del trabajo en 1993.

Este trabajo de Wiles, sumamente notable por razones ajenas a Fermat ya que demuestra la
conjetura de Shimura-Taniyama-Weil para una vasta clase de curvas elipticas (las Ilamadas
semiestables a las cuales corresponde un nivel N que es producto de factores primos distintos,
es decir, libre de factores cuadrados), iba a implicar a Fermat de manera particular pero, como
es sabido, Wiles cometi6 un error en este punto (un error algo fantasmagorico e
imperceptible, digno de un matematico de su altura). Ahora, como resultado de un esfuerzo
intelectual intenso, sostenido por mas de un afio, el error esta, segun parece, subsanado. Para
ello Wiles debié renunciar a un camino practicamente infranqueable, justificador de
escepticismos, cual era el de calcular un eventual defecto entre las representaciones asociadas
a una curva eliptica del grupo de Galois (sobre Q) de la clausura algebraica (en C) de Q y las
representaciones de G asociadas a una forma modular, estas de mas dificil construccién que
aquellas (dichas representaciones deben coincidir segin una versién “galoisiana” de la
conjetura de Shimura-Taniyama-Weil). En cambio, Wiles establecié un teorema de estructura
sobre las representaciones modulares que implica la igualdad requerida.

Todo este se describe sin mayor dificultad en sus grandes lineas pero ahondar en sus detalles
exigiria de una muy fuerte solvencia, propia de especialistas de alta calificacion. El trabajo de
Wiles se extiende a lo largo de 200 péaginas, de las que en Cambridge sélo filtré alguno
pasajes (exactamente dos pizarras).

Jamas en la historia de las matematicas se habia visto tan numerosa pléyade de matematicos
insignes concurriendo con sus aportes imprescindibles a la obtencién de un solo fin: Hilbert,
Weil, Shafarevich, Grothendieck, Faltings, Serre, Mazur, Tate, Kolyvagin, Ribet, Langlands,
Flach y un més bien largo etc., en el que se impone resaltar la invalorable escuela japonesa y
a Taylor quien marco el sine qua non, el camino final del trabajo de Wiles.

Dos trabajos de Wiles dados a conocer Ultimamente, refuerzan la conviccion de que ha
logrado superar la “fisura” de su demostracion inicial. El primero de ellos, titulado “Curvas
elipticas modulares y el Ultimo Teorema de Fermat” contiene lo esencial del argumento de
Wiles. El segundo trabajo, “Propiedades Tedricas de ciertas algebras de Hecke”, fue
escrito en colaboracion con Richard Taylor, un colega de Wiles y proporciona el paso clave
de la demostracion. Se considera que los resultados de Wiles, aunque no lograra demostrar el
Gran Teorema, constituyen una profunda contribucién a la Teoria de los Numeros. Es concido
que el 6 de octubre de 1994, Wiles envio6 la demostracion corregida a tres colegas, entre los
que se encontraba Gerd Faltings, quien habia expresado serias dudas respecto a la obtencion
de la demostracion por parte de Wiles.
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Muchisimas interpretaciones del Teorema de Fermat se han presentado a lo largo de mas de
355 afios y cubren practicamente, todas las ramas de las matematicas, lo que haria de esta
parte, algo sumamente extenso, nos referiremos Gnicamente a su connotacion social.

Paul Wolfskehl dejé a la Academia de Ciencias de Gottingen en 1907, un legado de 100 000
marcos como premio para quien lograra demostrar el Teorema de Fermat. Aungue como decia
el Profesor L. J. Mordell, haya otras maneras mas sencillas de hacer dinero, recordamos que
el plazo de presentacion de trabajos expira el 13 de Septiembre del afio 2007. Esperemos.
Quisiéramos presentar aqui, por ultimo, una interpretacion geométrica del Teorema de
Fermat debida al matemético rumano G. Vranceanu (ver “Sobre un teorema equivalente al
teorema de Fermat”, Gazeta de matematica si fizica, 1956. Opera matematica, Ille vol., 97-
98 (en rumano); “Sobre el teorema de Fermat para n=4", Opera matematica, 1Ve vol., 202
(en rumano) y “Une interprétacion géométrique du théoreme de Fermat”, Rev. Roum.
Math. Pures et Appl., Tome XXIV, N°7, 1979, 1137-1140) EI muestra que el caso n=3
conduce a la proposicion de que la ctbica plana:

4R3= 1+ 302,

no pasa por otros puntos de coordenadas enteras que =1, a=x1. En otras palabras, esta
ecuacion significa que un nimero entero no se puede escribir de otra forma que esta, para 3 y
o con los valores dados.
Consideremos el caso n>3 (por ejemplo n=4). Suponiendo que la ecuacion x"+y"=z" tiene una
solucion no nula, podemos escribirla como z=y+u, donde u es un entero no nulo, asi
obtenemos la ecuacion:

x* =u* +4uy + 6uzy? + duy’.

Después de varias transformaciones elementales, obtenemos la ecuacion:
2x = uY (Y2 + 1), (1)
De aqui tenemos lo siguiente:

“El Teorema de Fermat para n=4 es equivalente a obtener que las familia de cuérticas
(1) del plano x, Y con u entero no pasa por otros puntos enteros que x=zu, y=u (u=0)”.

Una interpretacion de este tipo es valida por supuesto para n>4.

Las publicaciones matematicas. Seria imposible enumerar todas las publicaciones
matematicas que se editan en la actualidad, lo que haremos es presentar un resumen sobre
esto, utilizando como fuente a la conocida revista referativa Mathematical Review, existen
otras dos, la Referativnie Zhurnal y la Zentralblatt fiir Mathematik, pero utilizaremos la
primera por razones de comodidad y amplitud de los datos.

MR es una dependencia de la American Mathematical Society y es sin dudas la principal
publicacion en su género en las ciencias matematicas. Los editores revisan mas de 1500
publicaciones periddicas de todo el mundo, publicadas en diversos idiomas. También son
resefiados anualmente miles de libros y colecciones de monografias. En total se publican mas
de 52000 resefias (reviews) por afo, realizados por cerca de 12000 revisores especializados de
todo el mundo. MR aparece mensualmente con una tirada de 2000 ejemplares.
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Si tenemos en cuenta que los trabajos publicados no son todas las investigaciones
matematicas realizadas, estan excluidas las investigaciones militares y econdmicas secretas,
debemos llegar a la conclusion que al afio deben realizarse unas 65000 comunicaciones
matematicas de todo tipo, esto por supuesto se traduce en una amplitud de lineas de
investigacion como nunca antes se pudo imaginar un investigador, para tener una idea,
reflejemos el indice tematico de un nimero cualquiera de MR:

. Generales (diccionarios, coleccion de trabajos, ...).
. Historia y Biografia.

. Légica y Fundamentos.

. Teoria de Conjuntos.

. Teoria Combinatoria, Teoria de Grafos.

. Orden, Mallas, Estructuras algebraicas ordenadas.

. Sistemas matematicos generales (estructuras, leyes de composicion, ...).
. Teoria de NUmeros.

. Campos y Polinomios.

10. Algebra y Anillos conmutativos asociados.

11. Geometria algebraica.

12. Algebra lineal y Multilineal, Teoria de Matrices.
13. Algebras y anillos asociativos.

14. Algebras y anillos no asociativos.

15. Teoria de la categoria, algebra homologica.

16. Teoria de Grupos y generalizaciones.

17. Grupos topoldgicos y Teoria de Lie.

18. Funciones de varias variables.

19. Medida e integracion.

20. Funciones de variable compleja.

21. Teoria del Potencial (Funciones armonicas, Problema de Dirichlet, Ecuacion de
Poisson, ...).

22. Funciones de varias variables complejas.

23. Funciones especiales (funciones trigonométricas y exponenciales, gamma y Beta, ...).
24. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

25. Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales.
26. Ecuaciones funcionales y en diferencias finitas.
27. Sucesiones, series, sumabilidad.

28. Aproximacion y expansion.

29. Analisis de Fourier.

30. Transformaciones Integrales, Calculo Operacional.
31. Ecuaciones Integrales.

32. Anélisis Funcional.

33. Teoria de Operadores.

34. Calculo de Variaciones, Control Optimal.

35. Conjuntos convexos y desigualdades geométricas.
36. Geometria diferencial.

37. Topologia general.

38. Topologia algebraica.

39. Topologia y geometria de variedades.

40. Probabilidades.

41. Estadistica.

42. Métodos numéricos.
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43. Méaquinas de calculo.

44. Matematica general aplicada.

45. Mecanica de particulas y sistemas.

46. Elasticidad, plasticidad.

47. Mecanica de los fluidos, acustica.

48. Optica, Teoria Electromagnética.

49. Termodinamica clasica, transferencia de calor.

50. Mecénica cuantica.

51. Fisica de estado, estructura de la materia.

52. Relatividad.

53. Astronomia y astrofisica.

54. Geofisica.

55. Economia, Investigacion de Operaciones, Programacion, Juegos.
56. Biologia y ciencias bioldgicas.

57. Sistemas, Control.

58. Informacion y comunicacion, circuitos, autbmatas.
59. Educacién matematica, elemental.

60. Educacion matematica, secundaria.

61. Educacion matematica, colegiada.

Quisiéramos en este punto, para ilustrar la amplitud y variedad de las actuales investigaciones
matematicas, presentar los temas contenidos en el punto Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

1. Soluciones en forma cerrada; integracion por cuadraturas, reduccién de ecuaciones
diferenciales.

2. Teoria general de existencia y unicidad, dependencia continua de los pardmetros,
condiciones iniciales y de fronteras.

3. Ecuaciones Diferenciales en el dominio complejo.

4. Teoria analitica: series, transformaciones, calculo operacional.

5. Ecuaciones lineales y sistemas, generalidades.

6.Problemas con valores en la frontera, teoria espectral, comportamiento asintético de
autovalores, distribucion de autovalores.

7. Problemas no lineales y multipuntos.

8. Teoria cualitativa, generalidades.

9. Ciclos limites, puntos singulares.

10. Limite, crecimiento, oscilacion y comparacion de soluciones.

11. Oscilaciones no lineales, soluciones periodicas y cuasi-periddicas, método del average
(promediacion).

12. Asintética exponencial, comportamiento asintético de soluciones.

13. Estabilidad.

14. Perturbacion.

15. Perturbaciones singulares, parametros pequefios en la derivada superior.

16. Ecuaciones y sistemas con aleatoriedad.

17. Sistemas dindmicos, sistemas sobre variedades.

18. Ecuaciones Diferenciales de orden infinito.

19. Ecuaciones Diferenciales Funcionales: ecuaciones diferenciales-diferencias, ecuaciones
con argumento retardado.

20 Problemas de Control Optimal.

21. Desigualdades diferenciales.

22. Ecuaciones Diferenciales en B-espacios y otros espacios funcionales.
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Analicemos esta magnitud mas detalladamente. En 1992, Mathematical Reviews publico los
12 nameros del afio, con mas de 7000 paginas, en los que habia sobre 42000 resefias. Esto
da una primera aproximacion: en 1992 unos 42000 articulos fueron considerados como
nuevos. Digamos ahora, que un articulo investigativo en Matematico tiene un promedio
de 10 paginas de longitud, consideremos que algunos cientos de estas resefias son libros
y estimemos que en Matematica un libro tiene como promedio, 200 paginas. De aqui
tenemos que mas de medio millén de paginas, de nueva Matematica, se revisaron en 1992,
Este numero puede no parecernos muy grandes en esta época de megas y gigas, sin
embargo, para tener una real idea de la magnitud de la cifra anterior, tomemos que si
alguien se decide a leer cada una de estas publicaciones matematicas, y es capaz de leer una
pagina por minuto, serian unas 8000 horas de lectura ininterrumpida, o sea, 347 dias mas o
menos. Asi, si Ud. empieza a leer el 1ro de Enero de 1999, y no toma ni siquiera un
descanso para dormir o comer, Ud. podra disfrutar las Navidades de ese afio.

LA UNION INTERNACIONAL DE MATEMATICA (IMU).

En julio-agosto del afio 1994, se efectu6 la Asamblea General de la IMU y el Congreso
Mundial de Matematica (ICM94) en Suiza (por tercera vez, en el afio 1897 en su primera
version, en 1932 cuando se instauran las Medallas Field), correspondientes a las ultimas
versiones de estos eventos. La IMU fundada en 1947, conté con Cuba como uno de los 22
miembros fundadores que participaron en la primera Asamblea General, efectuada en Roma
en 1952.

Esta altima AG (la XII) se reuni6 en Lucerna, los dias 29 y 30 de Julio. En la AG participan
representantes de los paises miembros de la IMU, en esta se contaron 48 paises representados
con un total de 108 votos el 31 de Julio y 49 paises con 110 votos el 1 de agosto, sobre un
total de 56 paises miembros y se aceptaron las nuevas afiliaciones Armenia, Kazajastan y
Tunez. De acuerdo a su nivel matematico, un pais puede ser miembro de la IMU del Grupo |
hasta el Grupo V. Los paises ascienden de grupo a través de votacion en la misma AG. El
nivel indica el nimero de participantes a la AG y, por ende, el nimero de votos de cada pais.
Entre las decisiones cardinales estaba la eleccién de la sede del préximo ICM, que recay6 en
Berlin en 1998 y posiblemente la AG de ese afio se efectle en Postdam unos dias antes. Los
alemanes triunfaron sobre los israelitas ya que estos se retiraron ante la velada amenaza, por
parte de varias delegaciones, de exigir que la Asociacidn de Matematicos Palestinos
(miembro no pleno) participara en la organizacién del evento.

Después de las votaciones el Comité Ejecutivo de la IMU, para el periodo 1 de Enero 1995-31
de Diciembre de 1998, qued6 conformado de la siguiente forma:

Presidente: Prof. David Mumford (Univ. Harvard, EEUU)
Vice-Pdtes: Prof. Vladimir Arnold (Inst. Steklov, Moscu, Rusia)
Prof. Albrecht Dold (Univ. de Heidelberg, Alemania)
Secretario: Prof. Jacob Palis (IMPA, Brasil)
Miembros: Prof. James Arthur (Univ. Toronto, Canada)
Prof. Simon Donaldson (Univ. de Oxford, G.B.)
Prof. Bjorn Engquist (KTH-Estocolmo, Suecia)
Prof. Shigefumi Mori (RIMS, Univ. de Kyoto, Japon)
Prof. K.R. Parthasarathy (Inst. Indio Estad., India)
Past-pres.: Prof. Jacques Louis Lions
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Las presidencias de la ICMI y la CDE (Comision para el Desarrollo e Intercambio) recayeron
en el Prof. Miguel de Guzman (Univ. Complutense, Madrid, Espafia) y el Prof. Rolando
Rebolledo (Univ. Catdlica de Chile), respectivamente.

Para el 2002 ya hay varios paises interesados en efectuar el ICM. Entre ellos los mas
probables sean Australia y China.

El Congreso se inici6 en Zurich el primero de agosto. Las sesiones plenarias se desarrollaron
en el KongressHal con 2536 participantes de 87 paises. Es realmente notable el momento de
las entregas de la medalla Field (propuesta por G. Field en el congreso de Toronto de 1924 e
instaurada en 1932, para matematicos menores de 40 afios que es equivalente al premio
Nobel, un conocido nuestro fue el ganador de la primera L. Alhsford de EEUU).

Fields en su memorandum sobre las Medallas dijo:

“It is understood that in making the awards, while it was recognition of
work already done, it was at the same time intended to be an
encouragement for further achievements on the part of the recipients and a
stimulus to nenewed effort on the part of others... with a view to
encouraging furter development along these lines”.

En esta version las medallas fueron ganadas por J.C. Yocozz (Sistemas Dinamicos, Univ de
Paris-Sud, Orsay, Francia), P.L. Lions (Ecuaciones Diferenciales, Univ. de Paris, Dauphine,
Francia), J. Bourgain (Univ. de Illionis, Inst. for Advanced Study; originario de Francia) y E.
Zelmanov (Algebra, Univ. de Wisconsin, Univ. de Chicago). ElI ganador del Premio Rolf
Nevanlinna fue A. Widgerson.

La IMU con la mision de divulgar, apoyar y/o fomentar el desarrollo matematico de todos los
paises, ha decidido declarar (bajo el auspicio de la UNESCO y mediante su Declaracion de
Rio de Janeiro de 1992) el afio 2000 como Afio Mundial Matemético, para ello ha decidido
la organizacion de una serie de eventos en diversas regiones sobre topicos actuales.

En este espiritu se fundo, el 26 de Julio del pasado afio en el IMPA, la UNION
MATEMATICA DE AMERICA LATINA Y EL CARIBE (UMALCA), con la
participacion de los presidentes y representantes de las Sociedades de Matematica de
Argentina, Brasil, Chile, Colombia, Cuba, México, Perl, Uruguay y Venezuela y los
responsables de la Red Latinoamericana de Matematica. Entre sus estatutos se plantea:

-La Union estimulara las actividades matematicas de la region, especialmente a través de la
cooperacion entre sus investigadores e instituciones...

-La Union realizara gestiones de caracter regional ante la IMU y el Comité Internacional de
Uniones Cientificas (ICSU) y otras organizaciones similares...

-Las finalidades especificas de la Union son:

i) Colaborar en la creacion de ambitos de trabajo de alto nivel matematico mediante el
mejoramiento de las condiciones académicas y el intercambio de estudiantes e investigadores
de la region.

ii) Establecer un sistema que permita seleccionar académicamente las instituciones
matematicas de la region en las cuales se desarrollen programas de postgrado de alto nivel.

iii) Fomentar el desarrollo de la Matematica en paises de menor desarrollo relativo o con
mayores dificultades econémicas.

iv) Apoyar programas en que investigadores en Matematica estén involucrados en el
mejoramiento de la ensefianza de la disciplina.

Esto, como es de suponer, significara una ayuda inmediata para Cuba, el cual por diversas
razones ha ido perdiendo su nivel en la region.
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CUESTIONARIO

1. Demuestre el Teorema de Fermat para n=3 y 4, utilizando el Método de Descenso Infinito
de Fermat. Analice los errores cometidos en las demostraciones de los siglos XVII1'y XIX.

2. Haga un listado de los congresos de matematicas mas importantes realizados.
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Apéndice. La Historia de la Matemética como Herramienta Didactica.

lo largo de 19 conferencias, hemos intentado presentar lo mas trascendental de la

Historia de la Matematica (tarea nada facil). Queremos ahora resumir, algunas de las

direcciones en las que se pueden utilizar los recursos historicos, al margen de las
anécdotas utilizadas usualmente, para salpicar las clases de Matematica, de momentos de risa
y distraccion. Este Apéndice es una recopilacion de algunos trabajos del autor sobre el tema,
por lo que tiene un caracter autocontenido y puede leerse independiente del resto del libro.
Antes que todo, debemos precisar que entenderemos por Educacion Matematica, aquella
disciplina en formacion, que esté relacionada con los problemas que surgen en la imparticion
de esta asignatura (sin distincion de niveles) y la investigacion de diversos problemas
didacticos vinculado con esta, con la formacién y captacién de alumnos talentos y en la cual
juega un papel destacado la Historia de la Matematica, cosa que nos proponemos mostrar mas
adelante (ver Vasco (1994)).
Uno de los fundamentos de la actual reforma de la ensefianza de la Matematica, es el concepto
del que se parte respecto a la naturaleza del conocimiento matematico. La perspectiva
histérica permite mostrar, entre otras cosas, que la Matematica es un conjunto de
conocimientos en evolucién continua y que en dicha evolucion desempefia a menudo un papel
de primer orden, su interrelacion con otros conocimientos y la necesidad de resolver
determinados problemas practicos. Otra consideracién importante se deriva del uso, en el
proceso histérico de construccion de los conocimientos matematicos, del razonamiento
empirico-deductivo en grado no menor que el razonamiento deductivo.
Todo lo anterior podemos reafirmarlo con el hecho que el desarrollo de la Matematica
ha seguido un proceso heuristico -demostrado histéricamente, ver Farfan y Hitt (s/f)-
contrario a los defensores del estilo deductivista que pretenden que la deduccién es el patron
heuristico de la Matematica y que la légica del descubrimiento es la deduccidn, al igual que
la mayoria de los conceptos desarrollados por un matematico aislado.
El problema principal, en la Educacion Matematica, es que estos modelos o metodologias no
se han llevado -salvo muy pocos casos- al terreno de la ensefianza de la Matemaética, siendo
ellos de prioridades primordiales.
Parece dificil de negar el hecho que las diversas interpretaciones epistemoldgicas acerca del
status cientifico de las Matematicas tienen una influencia decisiva en la consideracion de su
Historia y su Ensefianza. Por poner sélo un ejemplo bastante reciente, qué duda cabe que la
consideracién Bourbakista de dicha ciencia, sintetizada en el articulo firmado por el colectivo
autodenominado Nicolds Bourbaki sobre la “Estructura de la Matematica” (ver Bourbaki
(1962)), ha determinado su vision de la Historia de la misma, asi como su concepcion de qué y
cémo ensefiarla, puesta de manifiesto en la década de los 60 bajo la denominacion de la
“matematica moderna” o la “nueva matematica”. El slogan que acufi6é Jean Dieudonné, quizas
el bourbakista méas osado a la hora de asumir y defender sus peculiares posicionamientos
pedagdgicos, amparandose incluso en los planteamientos cognitivos de Jean Piaget, con
motivo del coloquio de Royaumont realizado en 1959, pone de manifiesto esta interrelacion
entre las Matematicas, su Historia y su Ensefianza. Su jAbajo Euclides!, estad plenamente
justificado en funcion de sus planteamientos histéricos, recogidos en su Dieudonné (1972).
En estos momentos, han tomado fuerzas posiciones de historiadores de la matematica que
defienden entre otros, las siguientes tesis (ver Arrieta (1997)):

““1.- En la mayor parte de las historias de las matematicas conocidas podemos comprobar que
se oculta o0 no se fundamenta en absoluto la concepcion epistemoldgica que se tiene de dicha
disciplina. ¢Qué se entiende por matematicas?, ¢qué se entiende por ciencia o ciencias?, ¢y
por abstraccion? Estas preguntas, desgraciadamente, no se suelen responder con el mas
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minimo rigor en los libros publicados al respecto, por lo que muchas de las afirmaciones que
contienen se deben asumir como dogmas de fé, sin posibilidad de discusion y, en su caso, de
refutacion.

2.- Los textos de historia de las matematicas se han escrito con un marcado sesgo
eurocéntrico, ignorando, devaluando y distorsionando la actividad matematica realizada al
margen del continente europeo. Parece ser que Unicamente los habitantes del mismo han sido
capaces de aportar algo a la ““reina de las ciencias’™, al espiritu humano creador capaz de
construirla y desarrollarla con racionalidad y rigor.

3.- La Educacion Matematica, su ensefianza, al no fundamentarse en una adecuada
epistemologia e historia de la misma, no favorece la concrecion de una educacion
Intercultural, mas necesaria que nunca en esta llamada Aldea Global.”

Quizas en el segundo tema, la obra méas sélida es la que presenta el sirio-indio-etiope-inglés
Georges Gheverghese Joseph, reciente autor de una obra que bajo el sugerente titulo de “La
cresta del pavo real. Las Matematicas y sus raices no europeas” (Gheverghese (1996))
plantea una critica demoledora, critica que abunda en defensa de la segunda tesis. Como
afirma dicho autor (p.26): ““Las matematicas han desarrollado un lenguaje universal con una
clase particular de estructura légica. Contienen un cuerpo de conocimientos relacionado con
el nimero y el espacio, y prescriben un conjunto de métodos para alcanzar ciertas
conclusiones acerca del mundo fisico - y para la resolucién de infinidad de problemas,
diriamos nosotros -. Y es una actividad intelectual que exige intuicion e imaginacion para
deducir demostraciones y alcanzar conclusiones. Con frecuencia recompensa a las mentes
creativas con un fuerte sentido de satisfaccion estética™.

En esta direccidn, cabe quizas afadir lo siguiente, como objetivos a trasmitir con la utilizacion
de recursos historicos en la Educacion Matematica:

1. Una concepcion dindmica de la Matematica, acufiada en la célebre frase de Philip E.
Jourdain, en la introduccion a su comentado “La Naturaleza de la Matematica”, cuando al
declarar el objetivo central de dicho libro apuntaba: “Espero que conseguiré mostrar que el
proceso del descubrimiento matematico es algo vivo y en desarrollo™.

2. Que se debe aceptar el significado de los objetos matematicos en su triple significado:
institucional, personal y temporal (ver Diaz y Batanero (1994)) y para algunas
observaciones, Napoles (1997b).

3. La distincién que debe establecerse entre una argumentacion, una prueba y una
demostracion, y la necesaria dosificacion de estas en el curriculum escolar, asi como las
discusiones en torno a las concepciones clasicas sobre esta Gltima y el rigor de las mismas
(Arbelaez (1995), de Gortari (1983), Finochiaro (1980), Gil (1990), Glymour (1992),
Napoles (1998), Sanchez (1994), Scriven (1987), Serrano (1991), Vega (1990a, 1990b,
1992a, 1992b, 1993, 1994a, 1994b, 1995 y 1996) y Weinstein (1990), entre otros). El
concepto de una prueba no sélo como una verificacion formal de un resultado, sino como un
argumento convincente, como un medio de comunicacion, ha adquirido mayor importancia
Gltimamente sobretodo vinculado a ciertos problemas de Educacién Matematica. Asi, se
prefieren en ocasiones pruebas que expliquen en vez de pruebas que s6lo “prueben”. Tanto las
pruebas que prueban como las pruebas que explican son véalidas. Han adquirido relevancia en
los ultimos tiempos incluso, las llamadas “pruebas sin palabras”, donde las representaciones
geométricas vendrian a jugar el papel de las explicaciones necesarias, una pequefia muestra es



Apéndice 313

Cupillari (1989), Flores (1993), Nelsen (1990), Schrage (1992), Wu (1989) y Zerger
(1990).

Por otra parte es claro, pero no siempre comprendido, que el objeto matematico en
consideracion para la ensefianza o el aprendizaje es estructuralmente, pero no
cualitativamente, el mismo que en Matematicas, de aqui que la mayoria de los matematicos
creen que la educacion de la matematica solo esta afectada por problemas del tipo ¢Cdémo
trasmitir los hechos matematicos importantes a los alumnos? De hecho, nosotros adoptamos
la nocion de significado de los objetos matematicos en un triple condicionamiento:
institucional, personal y temporal (Diaz y Batanero (1994)), lo que nos lleva considerar el
enfoque socio-antropolégico de cémo se produce y en qué consiste el conocimiento
matematico, que se enmarca dentro de la linea mas amplia de Etnomatematica (ver por
ejemplo, Oliveras (1996) y Gerdes (1991)). Partiendo del hecho que no hay acuerdo
universal sobre lo que constituye una “buena ensefianza de la Matematica”, aceptamos que lo
que cada cual considera como formas deseables de aprendizaje y ensefianza de la Matematica
estd influenciado por sus concepciones sobre la Matematica. Es poco probable que los
desacuerdos sobre lo que constituye una buena ensefianza de la Matematica, puedan ser
resueltos sin dirigirse a importantes asuntos sobre la naturaleza de la Matematica. Por otra
parte, existen modelos didacticos dirigidos a qué cambios debe ‘sufrir’ el conocimiento
matematico para ser adaptado como objeto de ensefianza, uno de tales modelos es el de
“Transposicion Didactica” (Chevallard (1985)) que se manifiesta, como ya dijimos, en la
diferencia existente entre el funcionamiento académico de un determinado conocimiento y el
funcionamiento didactico del mismo. Ver el Anexo para una representacion esquematica de la
realizada en nuestro trabajo, que se manifiesta como ya dijimos, en la diferencia existente
entre el funcionamiento académico de un determinado conocimiento y el funcionamiento
didactico del mismo.

Una linea de investigacion que no ha sido completamente desarrollada, es la busqueda
de elementos historicos como recurso pedagdgico que aproveche nuestros conocimientos
acerca de obstaculos  didacticos, epistemoldgicos, ontogénicos y de problemas
relacionados con el proceso de ensefianza-aprendizaje, entre los que estd, la influencia de las
creencias y concepciones de los profesores en su labor docente (Batanero y otros (1994),
Thompson (1984 y1992), Ernest (1989, 1992, 1994a y 1994b), M.P. Flores (1993) y (1995)
entre otros).

Debemos dejar bien claro, que no afirmamos que este es el Unico, o mejor, de los métodos a
utilizar, es una alternativa de trabajo que ha mostrado su utilidad en multiples situaciones (ver
a modo de ilustracion Arboleda y Recalde (1995), Arzarello (1994), Bartolini Bussi and
Pergola (1994), Cruz (1995), De Guzman (1992), Diaz y otros (1991), Diaz y Batanero
(1994), Estepa y Sanchez (1994), Farfan y Hitt (s/f), Gonzales (1994), Hitt (1978),
Laubenbacher and Pengelley (1992 y 1996), Laubenbacher y otros (1994), Lerman
(1996), Maza (1996), Moreno (1993), Napoles (1997a y 1998), Pérez (1998), Puig (1994),
Recalde (1994), Speranza (1994), Speranza and Grugnetti (1996) y Vasco (1994)).

1. La Resolucion de Problemas y el Descubrimiento por Analogias.

Jacques Bernoulli descubri6 la suma de varias series infinitas, pero fracaso con la de la suma
de los reciprocos de los cuadrados:

1+1/4+1/9+1/25+ ...

y escribio: ““Si alguien encuentra lo que hasta ahora no han logrado nuestros
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esfuerzos y nos lo comunica, le estaremos muy agradecidos por ello”

El problema interesd a Euler, quien después de varios intentos encontro el valor exacto por
casualidad, la analogia le habia conducido a una conjetura. Primeramente, debemos decir que
Euler, antes de conjeturar cual podria ser la suma de esta y probarlo, intentd obtener una
buena aproximacion calculando sumas parciales, lo cual es muy meritorio si se tiene en cuenta
la lenta convergencia de esta serie.

Indudablemente las ciencias matematicas, asi como el ejercicio de su ensefianza, siempre han
tenido como principal medio y fin los problemas matematicos. P. Halmos (1980) no puede
ser mas elocuente al respecto, cuando afirma que los problemas son ““el corazén de la
Matematica™. La resolucion de problemas entrafia el engranaje de disimiles recursos
cognoscitivos por parte del resolutor. Para este Gltimo resolver un problema debe servir no
solo de un simple entrenamiento intelectual, sino también de un sano y agradable
entretenimiento. ¢Pero acaso sucede asi con cualquier problema?

Realmente el propio concepto de problema es ya, por asi decirlo, un nudo gordiano. Nosotros
antes de manipular algunos términos (problema, ejercicio, resolver un problema, etc.),
realizaremos una breve discusion sobre la concepcion que tenemos sobre los mismos. Con
relativa frecuencia los docentes esgrimimos los términos ejercicio y problema, a veces tan a la
ligera que con ambos identificamos, indistintamente, el mismo concepto. Para evitar
confusiones queremos precisar qué entendemos en cada caso; asumiendo las caracterizaciones
y clasificaciones mas plausibles en el contexto de la didactica especifica de la Matematica.

El trabajo con ejercicios no sélo constituye el medio fundamental para la realizacion de
los objetivos de la ensefianza de la Matematica, sino también el instrumento adecuado para la
medicion del rendimiento de los estudiantes. H. Muller (1987) ha planteado que el éxito de la
ensefianza de la Matemaética depende esencialmente de cudles ejercicios se plantean, en qué
sucesion y con qué funcion didactica, y como el profesor dirige su proceso de resolucion.
Segun varios autores, un ejercicio es una exigencia que propicia la realizacién de acciones,
solucion de situaciones, deduccion de relaciones, calculo, etc. (Ballester y otros, 1992).

De cada accion deben precisarse el objetivo, que nos movera a transformar una situacién
inicial (premisa) en otra final (tesis); el contenido, que comprende los tipos de acciones
(identificar, comparar, clasificar, fundamentar, etcétera) y por otra parte, el objeto de las
acciones (conceptos, proposiciones, procedimientos algoritmicos), la correspondencia entre
situaciones extramatematicas y matematicas, los procedimientos heuristicos (principios,
estrategias, reglas) y los medios heuristicos auxiliares. También es necesario precisar las
condiciones para las acciones, es decir, valorar el grado de dificultad que presenta el
ejercicio segun las exigencias que este plantee al alumno.

En (Borasi, 1986) se denomina ejercicios a aquellas tareas que pretenden desarrollar algin
tipo de algoritmo. Si se trata de un texto formulado con precision, donde aparecen todos los
datos necesarios para obtener la solucion, entonces la tarea se denomina “Word-Problem”.
Cuando el contexto descubre el potencial recreativo de la Matematica, obligando al resolutor
a ser flexible y considerar varias perspectivas, la tarea se denomina “Problema Puzzle”. En
este ultimo caso la formulacion puede resultar engafiosa, y la solucion no tiene
necesariamente que suponer procesos matematicos. Otra tarea que considera este autor es la
“Prueba de Conjeturas” refiriéndose, por ejemplo, a la demostracién de un teorema o de cierta
propiedad matematica. También habla de “Problemas de la Vida Real” que supone tres
procesos basicos: la creacion de un modelo matematico de la situacion, la aplicacion de
técnicas matematicas al modelo, y la traduccion a la situacion real para analizar su validez.
Borasi también destaca las “Situaciones Problémicas”, en las cuales el sujeto se enfrenta ante
un nuevo resultado matematico sin disponer de toda la informacion necesaria. En las
situaciones problémicas la formulacion es regularmente vaga, puesto que en este caso se trata
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de establecer nuevas conjeturas; los métodos de aproximacion suelen ser diversos; y la
exploracion del contexto, asi como las sucesivas formulaciones del problema, son
fundamentales. Por Gltimo, Borasi considera aquellas tareas que facilitan la formulacion de
conjeturas por parte del alumno, se trata de las “Situaciones”.

Como podemos observar, la clasificacion aducida por Borasi no solo es interesante, sino que
también cubre una amalgama de ejercicios matematicos. Sin embargo, queremos realizar
algunas observaciones. En primer lugar, no queda muy clara la base para la division del
concepto, aln cuando sabemos que en estos casos suele ser poco precisa. Asi, por ejemplo,
podemos encontrar un sinndmero de “Word-Problems” cuyo proposito fundamental consiste
en desarrollar algun tipo de algoritmo, o bien cuya formulacién es dificil de interpretar a
causa de la complejidad semantica, llegando a ser un “puzzle”; y mas aun, ¢acaso un “Word-
Problem” no puede ser un problema de la vida real? En segundo lugar, no queda clara la
diferencia entre ejercicios y problemas; tal parece que los mas abundantes en la ensefianza de
la Matematica son los segundos y ciertamente esto no es asi. No podemos negar la valia de los
ejercicios destinados a estimular la identificacion y fijacion de los conceptos, ni tampoco los
que estimulan el desarrollo de ciertas habilidades.

W. Jungk (1986) elaboré una clasificacion de los ejercicios tomando como base el grado de
abstraccion en el reflejo de los elementos y relaciones, asi como el tipo de reflejo que se
realiza. Como superconcepto, este autor eligié el concepto ejercicios matematicos planteados
a los alumnos; a este lo subdivide en dos conceptos subordinados: ejercicios de aplicacion
(tienen su origen en la préctica) y ejercicios construidos (aquellos que se conciben con fines
didacticos; o sea, para ejercitar, profundizar, aplicar, asegurar las condiciones previas, entre
otras). Los ejercicios construidos sufren a su vez otra division. Por una parte aparecen los
ejercicios formales, donde los “chunks” de Miller (1956) aparecen declarados; o sea, al
entrar en contacto con ellos, el estudiante identifica inmediatamente el tipo de ejercicio
(una ecuacién, un sistema, etcétera). Por otra parte aparecen los ejercicios con textos
conformados por aquellos cuyo texto es puramente matematico o bien se relaciona con la
préctica.

Ejercicios
Matematicos

e ~

Ejercicios Ejercicios de
Construidos Aplicacion

2N

Ejercicios Ejercicios con
Formales Textos

Ejercicios con Ejercicios con Textos
Textos PPN SO > Relacionados con |a
Matematicos Practica

Con relacion a su clasificacion, el propio Jungk sefiala que las fronteras existentes entre los
distintos grupos son movibles. Por ejemplo, tanto en los ejercicios con textos relacionados
con la préactica, como en los de aplicacion, el ejercicio matemético no desempefia el papel de
primer lugar. Por su parte, los ejercicios con textos matematicos y los de textos relacionados
con la préctica no son conceptos completamente disjuntos, sino que también se solapan ya que
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los primeros suelen ser “formas preliminares” de los segundos; ademas, en ambos casos debe
analizarse inicialmente el texto para hallar el modelo matematico (cfr. Jungk (1986), pp. 109-
110), y considere las lineas discontinuas en la figura anterior).

Es notable que algunos autores han efectuado interesantes clasificaciones, que nos conducen a
diferenciar los ejercicios atendiendo al dominio matematico a que pertenecen. Asi, por
ejemplo, F. Gonzélez habla de “ejercicios geométricos” (Gonzalez (1997), pag. 20); N.
Malara habla de ejercicios aritméticos de argumentacion, inclusive los clasifica en ejercicios
de razonamiento condicional, de refutacion de conjeturas, de analisis critico de formulas que
expresan el procedimiento de solucién de un problema, ejercicios para el analisis critico de
ecuaciones, y también de situaciones preparatorias para la demostracion (Malara e Gherpelli
(1997), pag. 88). Por su parte, L. Campistrous y C. Rizo (ver Campistrous y Rizo (1996),
pp. 20-28) al tratar los ejercicios para el desarrollo de la habilidad para construir esquemas,
tratan cuatro fundamentalmente: las situaciones y problemas sin datos numéricos que
requieren de la elaboracion de un esquema, los que a determinada formulacion se le hacen
corresponder varios esquemas, los que exigen de la elaboracion de ejercicios a partir de
esquemas dados, y los que conducen a transformar esquemas.

Partiendo del concepto de ejercicio, podemos caracterizar los que verdaderamente se
consideran problemas. Segun Labarrere (1996), algunos autores conceptualizan el concepto
de problema en términos de contradiccion que debe ser resuelta, de déficit y busqueda de
informacion, de transformacion de situaciones, etcétera. Es notable que ya en el siglo XVII el
genial matematico y filésofo francés R. Descartes, en la regla 12 de sus “Reglas para la
direccion del espiritu”, afirmaba: ““Yo no supongo mas que los datos y un problema. So6lo en
esto imitamos a los dialécticos: asi como para ensefiar las formas de los silogismos ellos
suponen conocidos sus términos o materia, de la misma manera nosotros exigimos
previamente que el problema sea previamente comprendido. Pero no distinguimos, como
ellos, dos extremos y un medio, sino que consideramos el problema entero asi: 1 en todo
problema debe haber algo desconocido, pues de lo contrario no habria problema; 2°¢ ese
algo debe estar designado de alguna manera, pues de otro modo no habria razén para
investigar ese algo y no otra cosa; 3¢ ese algo no puede estar designado sino por algo
conocido.”

Por nuestra parte, no coincidimos con Jungk (1986) en asumir los ejercicios con textos y los
de aplicacion como problemas (pag. 110). Creemos que “un problema es una situacion que
difiere de un ejercicio en que el resolutor de problemas no tiene un proceso algoritmico que
le conducira con certeza, a la solucion™ (ver Jungk (1986)). Dos afios mas tarde, en House
et al (1983) se expresaban asi: ““La definicibn comun de problema matematico es una
situacion que supone una meta para ser alcanzada, existen obstaculos para alcanzar ese
objetivo, requiere deliberacion, y se parte del conocimiento del algoritmo Util para resolver
el problema. La situacién es usualmente cuantitativa o requiere técnicas matematicas para su
solucion, y debe ser aceptado como problema por alguien antes de que pueda ser llamado
problema™ (pag. 10). También Labarrere (1996) ha sefialado que ““...un problema es
determinada situacién en la cual existen nexos, relaciones, cualidades de y entre los objetos
que no son accesibles directa e indirectamente a la persona; (...) es toda relacion en la cual
hay algo oculto para el sujeto, que este se esfuerza por hallar” (pag. 6). Concretando, para
gue una situacion se denomine problema es necesario que:

a) exista una persona que desea resolverla (resolutor),

b) exista un estado inicial y un estado final (meta a alcanzar),

C) y que exista algun tipo de impedimento para el paso de un estado a otro.

Con esta descripcién se comprende que lo que resulta un problema para un sujeto puede no
serlo para otro. Cada problema constituye un reto, se desconoce tanto la via de solucién como
el tiempo que demorara solucionarlo. No obstante, se necesita confiar en que la inteligencia y
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habilidades que se poseen son adecuadas Yy suficientes para abordarlo. Es absurdo admitir
qgue se pueda partir de cero. Segun Schoenfeld (1992), el resolutor cuenta con recursos
cognoscitivos que ira mostrando al trabajar con el problema como la intuicion (conocimiento
informal relacionado con el dominio), los hechos, los procedimientos algoritmicos y no
algoritmicos asi como las comprensiones (conocimiento proposicional) acerca de las reglas
admitidas en el dominio.

Resolver un problema consiste en el proceso de ataque, en el abordaje del mismo por parte del
sujeto. Nosotros, aun cuando el resolutor no disponga de la idea de solucién entendemos, que
si se encuentra enfrascado en hallar la respuesta, se encuentra resolviendo el problema. Asi
parafrasean V. Brenes y M. Murillo en 1994: “Se entendera que resolver un problema es
hacer lo que se hace cuando no se sabe que hacer, pues si se sabe lo que hay que hacer, ya
no hay problema™ (pag. 377).

Polya, por su parte, aseveraba que “...resolver un problema es encontrar un camino alli
donde no se conocia previamente camino alguno, encontrar la forma de sortear un obstaculo,
conseguir el fin deseado, que no es conseguible de forma inmediata, utilizando los medios
adecuados™ (ver Polya (1980), pag. 1). Resolver problemas es una actividad humana
fundamental. De hecho, el pensamiento humano trabaja la mayor parte del tiempo sobre
problemas. “Cuando no dejamos la mente a su libre albedrio, cuando no la dejamos sofar,
nuestro pensamiento tiende hacia un fin; buscamos medios, buscamos resolver un problema”
(Polya (1965), pag. 187).

Segun Bertoglia (1990), actualmente estd en boga considerar, basicamente, dos tipos de
problemas: los problemas cerrados y los problemas abiertos (pp. 111-113). En los primeros la
solucion se deduce en forma logica a partir de la informacion que aparece en el
planteamiento del problema y que resulta suficiente para encontrar la respuesta correcta. El
resolutor dispone de toda la informacién, so6lo necesita integrarla aplicando los recursos de la
I6gica; por ello suelen llamarse “problemas de inferencia logica”. Aducimos un ejemplo
proporcionado por Collins y Quilliam en 1969. Para optimizar el procedimiento de su
solucion conviene utilizar tanto la implicacion aducida, como su contrarreciproco.

He aqui cuatro cartas: cada una de ellas tiene una letra en cada una de sus caras y un nimero

C HHAO

Indicar aquellas cartas y solamente aquellas, que deben darse vuelta para comprobar si es
verdadera o falsa la siguiente regla: «Si una carta tiene una cara con una letra vocal,
entonces siempre tiene en la otra cara un nimero par.»

Por su parte en los problemas abiertos el resolutor necesita ir mas alla de la informacién
recibida, utilizdndola de manera distinta y/o modificando los significados atribuidos a
los elementos del ejercicio. Ahora los recursos 16gicos resultan insuficientes y se precisa de
creatividad. Los problemas abiertos se aproximan mucho a lo que sucede en la vida real; hay
que hacer consideraciones para la respuesta, pues no se da toda la informacién necesaria. Por
este motivo, suelen denominarse “problemas sin los datos necesarios” (Campistrous y Rizo
(1996), pag. 92). Un ejemplo es el caso de una persona que debe descubrir un procedimiento,
que le permita distribuir entre tres personas, en forma equitativa, las dos casas que han
recibido como herencia. Es justo, desde luego, que nos preguntemos: ¢Existen problemas
abiertos en Matematica? Campistrous y Rizo, aportan un ejemplo muy sencillo.

Se quiere construir un tanque de agua con una capacidad de 8000L. ;Qué dimensiones debe
tener?
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Evidentemente existen condiciones que no estan dadas, por ejemplo:
1. La forma del tanque, que puede ser ortoedrica, cilindrica, conica, etcétera; y en cada caso
las dimensiones estan entre si, en una proporcion diferente.
2. La cantidad de material disponible, ya que se gasta mas o menos, en dependencia de la
forma y dimensiones escogidas (Campistrous y Rizo (1996), pp. 92-93).
La clasificacion de problemas en abiertos y cerrados, no es la Gnica ni mucho menos. Por
ejemplo, Polya (1965) trata con regular insistencia dos tipos: los “problemas por resolver”y
los “problemas por demostrar”. EI paralelo establecido ilustra como el propdsito de los
primeros es descubrir cierta incognita. Los problemas por resolver pueden ser tedricos o
practicos, abstractos o concretos, serios 0 simples acertijos; y sus elementos principales
son la incégnita, los datos y la condicion. EI propdsito de los problemas por demostrar
consiste en probar, de manera concluyente, la exactitud o falsedad de una afirmacion; sus
elementos principales son la hipotesis y la conclusion. Nosotros consideramos la
“clasificacion” aducida por este autor como una especificacion de la habilidad que
principalmente se quiere medir; sin embargo, es justo sefialar que no debe descuidarse el
desarrollo de otras habilidades.
Aquellos ejercicios que no sean problemas los denominaremos, siguiendo a Polya, como
“rutinarios”. Asi, por ejemplo, podemos hablar de ejercicios rutinarios con textos o de
problemas con textos; ademas, al demostrar una equivalencia, tal vez nos enfrentemos a un
problema formal en un sentido y a un ejercicio rutinario formal en el otro.
Después de haber dado respuesta a las interrogantes: ¢es toda tarea un problema?, ;en qué
consiste resolver un problema?, afiadamos una tercera: ;todo problema tiene solucion? Este
es, a nuestro juicio, un tema bastante complicado y que sobresale de la intencion de este
trabajo. El destacado matematico aleman D. Hilbert en el 11 Congreso Internacional de
Matematica de Paris afirmaba en su discurso el 8 de agosto de 1990: “Esta capacidad de
resolver cualquier problema matemaético es un fuerte incentivo para nuestro trabajo. Oimos
resonar siempre en nuestros oidos el siguiente llamamiento: este es el problema, busca su
solucién. La puedes encontrar con el pensamiento puro, ya que en Matematica no existe el
ignorabimus”. Asi pensaba el maximo exponente del formalismo, pensamiento que se reflejo
siempre en toda su obra, y aun en el Congreso Internacional de Bolonia, el 3 de septiembre de
1928, todavia sefialaba: ““La teoria de la demostracion (...) nos proporciona el sentido
profundo de la conviccion de que a la inteligencia matematica no se le ponen fronteras y de
que es capaz de escudrifar hasta las leyes del propio pensar. Cantor ha dicho: la esencia de
la Matematica consiste en su libertad, y yo afiado gustoso para los buscadores de dudas y los
espiritus mezquinos: en la Matematica no existe el ignorabimus...”” (Hilert (1900)).
Si confiamos plenamente en esta tesis de Hilbert podriamos suponer que cualquier problema
que nos planteemos debe tener, sin discusion, alguna respuesta. Polya, al contrario, afirmaba
que “partiendo del problema que se nos propone encontraremos otro (...); después partiendo
de estos nuevos problemas, encontraremos otros, y asi sucesivamente. El proceso es ilimitado
en teoria, pero en la practica no llegaremos muy lejos ya que los problemas que se obtengan
corren el riesgo de ser insolubles” (Polya (1965), pag. 171). /Y es que acaso existen
problemas, a los cuales nunca podremos dar respuesta?
A esta pregunta respondia afirmativamente L. E. J. Brouwer, €él solia “demostrar” la
inconsistencia de los razonamientos basados en la abstraccion del infinito actual, mediante un
ejemplo relativo al desarrollo decimal del nimero n. El afirmaba que era imposible decidir si
en dicho desarrollo aparecian diez novenas seguidas. Con sus radicales ideas, Brouwer estaba
quitando a los matematicos la ley del tercero excluido. Esto era en palabras de Hilbert ““lo
mismo que arrebatar el telescopio a los astrénomos...”. Sin embargo, tales ideas ejercieron
una sensible influencia en A. Markov, cientifico ruso y creador de la légica constructiva. Hoy
dia las tesis de Brouwer empiezan a atraer cada vez mas la atencion de los matematicos
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practicos y de los creadores de ordenadores de nuevas generaciones, asentados sobre
principios distintos de la arquitectura tradicional y, por consiguiente, de una logica distinta de
la bivalente.

Todo lo anterior nos permitira apreciar, como existen problemas cerrados, como el que
presentamos al inicio de la seccion, que pueden ser resueltos por via inductiva, asi mismo
destacaremos el papel de la Historia de la Matematica en la busqueda de principios heuristicos
utiles, en la resolucion de problemas.

Para ello, veamos lo que hizo Euler. Antes que todo hagamos una puntualizacion: si una
ecuacion algebraica tiene término constante unidad, entonces el coeficiente de la potencia de
primer grado es la suma con signo contrario de los reciprocos de las soluciones.
Consideremos ahora la ecuacion senx=0, por Taylor se tiene que:

X - X331+ x5! - X [TV + ... =0,

como el miembro izquierdo tiene infinitos términos, o sea, es de *““grado infinito”, no es
extrafio, dice Euler, que haya una infinidad de raices: 0, &, -=&, 2=, -27, 37, ... pues Ssenx
se anula en todos los maltiplos enteros de 7. Euler descarta la raiz cero y divide el miembro
izquierdo por x (el factor lineal correspondiente a la raiz cero) y obtiene:

1-x423+x%2.3.45-%x%23456.7+..=0,
con raices r, -, 2m, -2m, ... haciendo el cambio x?=u tenemos:
1-u/3'+u¥5! - w37+ ... =0,

pero Euler ya habia discutido en esta ecuacion (finita) la descomposicion en factores
lineales. Asi concluye, utilizando lo que puntualizamos antes que:

sen X

=1-x%23+x%2.345-x823.456.7+..= (1-x*m?)(1-X*/41%)(1-x1977)...,

de donde tiene:
1/2.3 = (Un® + 14Ar? + 1/97° + ...),
por lo que:
n6=1+1/4+1/9+..

Es decir, la suma de los reciprocos de los cuadrados es igual a ©°/6. Este y otros ejemplos
aportados por Euler, no permiten dudar de la validez del método por analogia y de los
resultados derivados por él. Sin embargo, en la l6gica estricta, el método seguido por Euler
fue una falacia indebida: aplico una regla a un caso para el cual esta no estaba formalizada,
una regla para ecuaciones algebraicas a una ecuacion que no era algebraica. Logicamente,
el paso de Euler no estaba justificado. Sin embargo, la analogia lo justificaba; analogia que
tiene en su haber los mejores logros de una ciencia en crecimiento a la que él mismo llamo
“Analisis del Infinito™.

Las razones de Euler para confiar en su descubrimiento, no son demostrativas. Euler no
reexamina los fundamentos de su conjetura, él examina soOlo las consecuencias y
niega la verificacion de ellos como argumentos en pro de su conjetura. Puede decirse que era
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un método rudo y falaz, pero enriquecio la Matematica de modo considerable.

Estas razones son, de hecho, inductivas. Esta metodologia fue llamada por algunos
matematicos posteriores como ““induccion euleriana”, siendo no pocos los que usaron
este  método, intimamente relacionado con la analogia, induccion y no-contradiccion
con hechos matematicos conocidos.

El impulso que le dio esta metodologia a la Matematica fue, como ya dijimos, grande,
pero también la guid a contradicciones donde no era facil encontrar la salida, el método no
satisface ninguno de los criterios de rigor que exigimos hoy y, sin embargo sus conclusiones
son correctas; quizas el mejor ejemplo de esto sea el trabajo de Fourier sobre la Teoria del
Calor, el conocido Método de Fourier o de separaciéon de variables, tan usado en las
Ecuaciones Diferenciales, es el resultado de una extrapolacién al caso infinito del Método de
Eliminaciones Sucesivas (coeficientes indeterminados) para un caso finito. Abel utilizando la
serie

send - sen2¢/2 + sen3¢/3 - ...

como contraejemplo, situa el verdadero problema en determinar la region de validez de
muchos teoremas incorrectamente planteados.

¢Debemos renunciar a la induccion en la solucion de problemas matematicos?, la historia
muestra la efectividad de este método de trabajo en algunas situaciones cuando
extrapolamos correctamente un método determinado, lo fundamental, como lo sefiald
Abel, esta en el buen planteamiento de un problema en lo referente a su region de validez.
Mas aun, esta situacién se ajusta a las corrientes psicolégicas actuales en Educacién
Matematica, que destacan la importancia que tiene la participacion activa del alumno, en el
proceso de ensefianza-aprendizaje. La tendencia constructiva, de la que todos tenemos parte,
considera que el papel del profesor en la ensefianza es encontrar y ajustar actividades para los
estudiantes, de manera que se facilite la construccion del conocimiento por parte del alumno.
La perspectiva cognitiva considera que el aprendizaje se genera encadenando el nuevo
conocimiento sobre el ya existente. La tendencia socioldgica o epistemoldgica interpreta que
la ensefianza es una ayuda a los estudiantes para construir conocimientos a través de
problemas que les lleven a examinar sus propias consideraciones sobre lo ensefiado (Schats
and Grouws (1992)).

Como se ha podido apreciar, a la hora de resolver un problema (aun de los denominados
clasicos) puede utilizarse la Historia de la Matematica como generador de ideas Utiles, que
permitan considerar métodos de razonamiento inductivo, como la Induccién Euleriana
presentada aqui. Esta consideracion puede evitar tener que realizar las operaciones deductivas
mas comunes, a la hora de resolver un problema cerrado y si, como deciamos antes,
considerar procedimientos inductivos que pueden llevarnos a la solucion del problema.

2. Sobre la ensefnanza de las EDO.

Histéricamente, el estudio de las soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO
por comodidad) se ha desarrollado en tres grandes escenarios: el algebraico, el numérico y el
geométrico. Desde la perspectiva de la ensefianza, los programas de estudio y los libros de
texto nos muestran, por diversas razones, un predominio del escenario algebraico (con sus
variantes), con algunos atisbos de los acercamientos numérico y geométrico. Esto ha traido
Ccomo consecuencia, que se tenga una visién muy parcial de los métodos que existen para
resolver EDO, pues frecuentemente en el estudio de los modelos deterministicos (v.g.
electronica, Optica, etc.) se requiere establecer “articulaciones” entre los diferentes
acercamientos.
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Usando la Historia de la Matematica como base para la Transposicion Didactica, se puede
variar el curso de ecuaciones diferenciales ordinarias, en la cual se integran los tres escenarios
de solucién de las mismas y se modifica el esquema de ensefianza actual de dicha asignatura
(ver Hernandez (1994) para una experiencia anterior en este sentido).

Una via para modificar este esquema de ensefianza, es el juego de marcos introducidos por
Douady (1986). Un marco, como ella nos dice, se entiende en el sentido usual que tiene
cuando hablamos del marco algebraico, del marco aritmético, del marco geometrico; en el
“juego de marcos” el docente propone al estudiante cambios entre los distintos tipos de
marcos respecto a los problemas escogidos a conveniencia, con el fin de que ellos avancen en
las fases del problema y que sus conocimientos evolucionen. En el trabajo, estudiamos como
se pueden incorporar estas ideas, en particular en la ensefianza de las EDO!, donde los
escenarios son ejemplos de los marcos, asimismo, propondremos problemas con el fin de ver
cémo se puede generar el juego de marcos; donde en este “juego” la computadora personal
(PC) va a desempefiar un papel central.

Douady introduce la nocion de marco en su tesis doctoral en el siguiente sentido:

“Digamos que un marco esta constituido por objetos de una rama de las
matematicas, por las relaciones entre los objetos, por sus formulaciones
eventualmente diversas y por imagenes mentales asociadas a esos objetos y
sus relaciones. Estas imagenes juegan un papel esencial en su
funcionamiento como utiles, de los objetos del marco. Dos marcos pueden
tener los mismos objetos mas diferir en las imagenes mentales y la
problematica desarrollada... concebimos la nocion de marco, como una
nocion dindmica. El cambio de marcos es un medio para obtener
formulaciones diferentes de un problema que sin ser necesariamente
equivalentes permiten un nuevo acercamiento a las dificultades encontradas
y la puesta en escena de utiles y técnicas que no se impusieron en la
primera formulacion”.

Douady (1986)

Mas adelante introduce el “juego de marcos”, como el cambio de marcos propuesto por el
docente para hacer avanzar las fases de investigacion de un problema en una situacion escolar.
En el desarrollo de este juego se distinguen tres fases:

1. Transferencia e interpretacion.

2. Correspondencias imperfectas.

3. Mejoramiento de la correspondencia y progreso del conocimiento.

En nuestro caso, los distintos escenarios de solucion de las EDO, son ejemplos de los marcos,
asi hablaremos de los marcos algebraico, numérico y geométrico en el mismo sentido que los
escenarios algebraico, numérico y geométrico. El juego de marcos es proponer a los alumnos
resolver una cierta EDO en un cierto marco y traducirlo (todo o parte de éste) a otro
(transferencia e interpretacion). La correspondencia entre los marcos en general es imperfecta,
ya sea por causa matematica o por conocimientos insuficientes de los estudiantes. Esta
situacion es fuente de desequilibrio, a su vez la comunicacion entre los marcos y en particular
la comunicacion con un marco auxiliar de representacion es un factor de reequilibracién. Esto
conduce al mejoramiento de las correspondencias y al progreso del conocimiento (ver
Douady (1986)).

Para fijar ideas, consideremos el problema de resolver una simple EDO:

! Douady aplica esta estructura para estudiar los procesos por los cuales los escolares puedan
adquirir un saber matematico en una situacion escolar.
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X . d

y'=——, obien —=-—. 1)
y dx vy

Este mismo problema se puede plantear como la solucion de un sistema (donde se introduce

una tercera variable, el tiempo t) o bien de una EDO de segundo orden con coeficientes

constantes, es decir, poniendo x = x(t), y = y(t) obtenemos:

dy
dt_ x_dy_ oMy
dx y " dt Codt 7
dt

es decir, el sistema:

X'=y
: (2)
y =-X
Al derivar la segunda ecuacion del sistema obtenemos y” =—x'= -y, lo que conduce a la
ecuacion diferencial de segundo orden:

y"+y =0, donde y = y(t). (3)

La ecuacion (3) es interesante, ya que representa la ecuacion de un sistema masa-resorte
(donde la masa y la constante del resorte son iguales a 1) sin amortiguamiento, que conduce a
“oscilaciones libres” (ver fig. 1).

En virtud de la equivalencia de las tres ecuaciones, establecer la ecuacion del movimiento
para este caso, es equivalente a resolver la ecuacion (1), la cual es de variables separables y
conduce a una solucién de la forma x* + y?=c, esta ecuacion representa una familia de

circunferencia con centro en el origen y radio Je, lo que nos lleva a conjeturar que

x(t) = Jccost | y(t) = Jesent. De lo anterior podemos observar que “inducir la solucion”

requiere en principio de la articulacion de las diferentes representaciones (v.g., algebraicas y
graficas), amén de conocer un método de solucién.

y=y(t) posicién en el instante t.
y'(t) velocidad en el instante t.
y"(t) aceleracion en el instante t. . K

| 4

w

F=-ky(t) (Ley de Hooke)
F=my”(t) (Ley de Newton)

my”(t)=-ky(t), o bien: - m

my”(t) + ky(t) = 0 (Ecuaciéon de

mavimientn sin amartiniiamientn)

FIG. 1

En este caso, la solucion del problema seguiria en general el siguiente esquema:
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Modelo — EDO — Marco (algebraico, numérico, geométrico) — Representacion (grafica,
numérica, geométrica) — Solucion — Modelo. En este camino, algunas etapas de las rutas
pueden tener dos 0 mas subrutas.

Desde luego, como nos muestra la historia, existen algunos problemas donde la ruta seguida
es Unica, es decir se tiene una Unica representacion para la EDO, también se tiene un Unico
acercamiento para encontrar la solucién y en ocasiones la representacion de la solucion no se
puede articular con otras representaciones con el fin de que nos suministren un conocimiento
mas amplio de la solucién y en general del modelo estudiado.

En particular, en el problema anterior, la ruta seguida es la mostrada en la siguiente figura:

m-l:'lk-lﬂ EDO marco

LS ¥ o+y=10 dyldx = -1ty
viy = -xdx J
: | pdx + ypdy = 0
. VAT + ¥ = B

/' A e \\_///
_

w x{ t}_-u"C Cos{ t)/ \\‘”'/
v(E)=vC Sen(t.)

FIG. 2
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Lo primero que podemos observar es que la ruta seguida no es unica y que la busqueda de la
solucion pone en juego una gran cantidad de representaciones (algebraicas, graficas, etc.), que
es necesario articular, con el fin de tener una mejor comprension del modelo.

En el caso de la figura se partio de la EDO de primer orden y' = —5, desde luego que se
y

hubiesen podido seleccionar cualquiera de las otras dos representaciones. Después, elegimos
el marco algebraico en su primera variante, es claro, que se podrian tomar las otras dos
alternativas, v.g., emplear las series de potencia o bien las transformadas de Laplace. También
se pudo elegir el marco geométrico (o el numérico) y hacer un analisis cualitativo de las
soluciones. EI marco conduce a una representacion (algebraica) para la solucién la cual es
necesaria articular con otras representaciones, para finalmente, llegar al modelo. En este
sentido la nociéon de marco es dinamica (Douady (1986)). Esto significa que pueden elegirse
otras alternativas para la ruta.

El tema que tratamos, se presta, quizas como ningln otro, para la unién de los enfoques antes
citados.

Si partimos de definir cada uno de sus entornos, tendremos que los programas actuales
constan, casi exclusivamente, del enfoque algoritmico-algebraico. Los componentes
geométricos (de la teoria cualitativa) y numéricos estan practicamente desaparecidos, i
contamos con un equipamiento aceptable, es légico que se impone la pregunta ¢como
remediar esta situacion?

Desde el punto de vista histdrico, el primer entorno donde se desarrollo la teoria de las
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ecuaciones diferenciales ordinarias es el algebraico, multitud de intentos brindaron los
métodos conocidos hoy, muchos de los cuales tienen unos cuantos afios (Conferencia 17).
Por otra parte, el desarrollo de los modernos ordenadores, ha hecho posible la
implementacién de métodos numéricos con una rapidez de convergencia sumamente
elevada, de ahi la posibilidad de la utilizacion de los mismos.

Todo trabajo de teorizacion o de ingenieria didactica de las matematicas presupone y utiliza,
necesariamente, un modelo mas o menos elaborado (aunque a menudo implicito) de la
actividad matematica y asimismo, una nocion de lo que es «ensefiar y aprender matematicas».
La explicitacion de estos modelos permite que sean cuestionados, contrastados empiricamente
y reelaborados, por lo que deberia constituir un punto de referencia en toda investigacion de
didactica de la Matemaéticas (Bosch y Gascon (1994)).

Es muy util seguir la metodologia dada por Douady en su trabajo “La ingenieria didactica,
un instrumento priviliegiado para tomar en cuenta en la complejidad de la clase”, la cual
se compone de tres ejes de estudios:

a) Analisis a priori.

b) Concepcion de una ensefianza, es decir, la ingenieria didactica propiamente dicha.

c) Analisis de los productos de la experencia.

En este caso, la parte a) coresponde fundamentalmente al analisis de los distintos aspectos que
hemos creido necesario tomar en cuenta: la historia de las EDO, la evolucion de los libros de
textos, el impacto de las nuevas tecnologias, las creencias y concepciones de los profesores
sobre la Matematica, etc.

Una primera actitud es precisamente la de mencionar que las EDO nos sirven,
fundamentalmente, para modelar problemas cuya esencia es objeto de estudio por una rama
de la ingenieria o de las ciencias: fisica, quimica, economia, etc. La primera dificultad que se
nos presenta, es que no se puede considerar el fendbmeno en estudio exactamente como se
presenta en la naturaleza, debido a la gran cantidad de aspectos que habria que tener en cuenta
y a la consecuente necesidad de conocimientos matematicos demasiados complejos, lo cual
trae como consecuencia la idealizacion del problema en el cual no se consideran aquellos
aspectos del fenémeno que no tienen gran influencia en el objeto de estudio, aqui es
importante la presencia de especialistas de la rama. Por ejemplo, si se quiere describir el
movimiento de un péndulo, es posible que el peso de la cuerda sea insignificante en el
proceso.

Para la modelacion y solucién es importante tener en cuenta el siguiente proceder:

1. Determinar las funciones que relacionan las magnitudes esenciales que caracterizan el
proceso.

2. Utilizar las leyes de la ciencia a la cual corresponde el problema en estudio, para describir
el proceso mediante ecuaciones. Por lo general se puede representar en la forma:

JA—b operador
u=f——> Funcién conocida

Funcioén caracteristica

3. Determinar las condiciones adicionales que caracterizan completamente el proceso.
Entre estas condiciones, son frecuentes las Ilamadas condiciones inciales que caracterizan
el inicio del proceso y las llamadas condiciones de contorno, que caracterizan el
comportamiento del fendmeno objeto de estudio, durante el proceso en la frontera de la
region en la cual ocurre.

Antes de pasar a la basqueda de su solucidn, debemos comprobar algunos aspectos que
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impone el problema real:

4. Estudio de la existencia y unicidad de la solucion.
Por ejemplo, si estudiamos, el lanzamiento de un proyectil por un arma de artilleria a partir
de su velocidad inicial y del conocimiento de la resistencia del aire y pretendemos
determinar la trayectoria del proyectil y la posicion de este en cualquier tiempo,
obligatoriamente el sistema de ecuaciones diferenciales que forma parte del modelo
matematico correspondiente debe tener solucion; porque realmente al lanzar el proyectil y
trascurrir cierto tiempo después de lanzado, este debe ocupar una posicion en el espacio.
Si contrariamente a lo que nos indica la practica, el modelo matematico no tiene solucion,
es porque se ha cometido un error en su formulacion.
Los procesos fisicos, quimicos, etc, que se modelan por ecuaciones diferenciales siempre
tienen solucion Unica.

5. Continuidad de la solucion con respecto a las condiciones adicionales.
Las condiciones adicionales que caracterizan completamente un proceso de la Naturaleza,
se determinan, en general, por via experimental y por ello no siempre son exactas.
Es importante sefialar que el estudio de la existencia, la unicidad y la dependencia
continua de la solucién de las condiciones adicionales, no solo es parte importante de la
modelacion del problema; en algunos problemas reales, puede ser de hecho parte esencial o
total de la solucion.

6. Determinacion de la solucién.
En la teoria de ecuaciones diferenciales pueden distinguirse tres tipos de métodos; los
llamados métodos analiticos, con los cuales se determina la solucion de las ecuaciones
diferenciales de forma exacta, o al menos en cuadraturas; los métodos numéricos, con los
cuales la solucion se determina aproximadamente; y los métodos cualitativos, con los
cuales se investigan las propiedades deseadas de la solucidén, en muchos casos, sin
necesidad de obtenerlas.

7. Determinacion de una cota para el error.
La solucion aproximada se busca, generalmente, mediante un proceso iterativo y en ese
caso es importante obtener, al menos, una valoracion del error en funcién del nimero de
iteraciones.

8. Analisis de la estabilidad de la solucién.

Una segunda actitud, nos conduce a no abandonar el marco algebraico, sino por el contrario,
complementarlo con los otros acercamientos para asi tener una mayor riqueza (de conexiones)
entre las representaciones y asi poseer mas herramientas al abordar el estudio de los modelos
que estan descritos mediante ecuaciones diferenciales, los cuales mayormente en el nivel al
cual va dirigida nuestra propuesta, conducen a ecuaciones de variables separables y lineales
(de primer y segundo orden).

A partir de estas premisas, nos centrariamos mas en los métodos para resolver ecuaciones
lineales de primer y segundo orden, asi dentro del marco algebraico, basicamente
estudiariamos los procedimientos para resolver ecuaciones lineales de primer y segundo
orden, tomando como estrategia, partir de ecuaciones de variables separables, continuar con
exactas y lineales, para desarrollar estas actividades puede utilizarse, un sistema de tareas
(Garcés (1997)), lo cual a nuestro juicio tiene muchas ventajas y puede completar nuestra
propuesta en el uso del software computacional dentro de este marco, fundamentalmente el
de ayudar al célculo de integrales, a la simplificacion de expresiones algebraicas y tener
estrategias (cuando esto sea posible) para articular la solucion (algebraica) con su
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representacion grafica, para lo cual es factible el uso de los procesadores simbolicos como
Derive, Mathematica y otros.

Una tercera actitud a asumir dentro de nuestra propuesta es la implementacion del marco
geométrico desde el inicio, desarrollando actividades que permitan trazar el conjunto de
curvas compatibles con el campo de pendientes, como sabemos esto siempre es posible en el
caso de ecuaciones de primer orden y en algunas de segundo orden susceptibles de ser
reducidas a ecuaciones de primer orden (v.g., la lineal homogénea de segundo orden con
coeficientes constantes). En cuanto a la puesta en practica de este acercamiento, se presentan
dificultades como lo trabajoso que resulta el trazado del campo de pendientes, cuestion que
puede simplificarse con la ayuda del software computacional y lo mas delicado es el
tratamiento gréafico que se da en los cursos tradicionales al concepto de funcién (recordemos
gue en este acercamiento, basicamente lo que tenemos que hacer es graficar funciones que
vienen descritas en términos de su derivada). En esta direccion nos podemos auxiliar, al
inicio, con una serie de ejercicios que permitan manejar gréaficas sin el apoyo de su expresion
andlitica, en este aspecto son Utiles los trabajos realizados por Hitt (1992, 1995) y Garcés
(1997).

El software computacional se debe usar en forma interactiva, proporcionando campos de
pendientes trazados con la ayuda de la microcomputadora, con el fin de que los estudiantes
bosquejen sobre éste, el conjunto compatible de curvas de solucién.

El acercamiento numérico, que en ocasiones no forma parte del programa de estudio actual,
cuando se exponen los libros de textos actuales se hacen de una forma muy descriptiva, 0 en
algunos casos desarrollando programas en algin lenguaje de programacion. Como sabemos,
estos se pueden implementar de una forma efectiva mediante el uso de la hoja electrénica
Excel. Dentro de nuestra propuesta, tal marco de resolucion se puede adoptar desde un inicio
como preludio del marco geométrico, ya que nos permite por un lado, pasar de la construccion
(por medio de las quebradas de Euler) de una solucion particular a la solucién general y por
otro, articular la representacion tabular con la gréfica.

Por altimo, el marco numérico (los algoritmos clasicos como el de Euler, Euler mejorado y el
de Runge-Kutta) considerarlos en la ensefianza de las EDO desde un inicio o bien al final.

Por otra parte, el desarrollo de las modernas computadoras ha hecho posible la
implementacién de métodos numéricos con una rapidez de convergencia sumamente elevada,
de ahi la
posibilidad de la
utilizacion de los
mismos.
Pudieramos  citar
otro ejemplo que
ilustra lo anterior,
el caso de Ila

ecuacion dife-
rencial y'=y*-1, que
brinda insospe-

chadas  posibili-
dades al maestro.
Si analizamos el
marco algebraico,

— e e — — — — A

S S S S S S S su solucién es muy
JIITIIT TS elemental, pues e
[T 11711777171 ) una ecuacion en
PITI Tl variables  separa-
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2
es claro que,

. 1+ce
bles y resoluble en cuadratura, cuya solucién se puede expresar por X = o
1-ce

esta expresion, a los estudiantes no les dice mucho sobre el comportamiento gréafico de las
soluciones.

Sin embargo, analizando el marco geométrico y siguiendo el esquema de Brodetsky (ver
Brodetsky (1919)) tendremos:

1. Los lugares geométricos donde f(t,x)=0, son las rectas x =1y x =-1.

2. El lugar geométrico donde =0, no existe.

f(t,x)
Estos lugares dividen al plano en compartimentos donde x" >0 (enel ejemplox>10Xx<-1)
y X <0 (-1<x <1).
3. Al calcular X obtenemos X~ = 2xx" y analizando la ecuacion x""=0, resultan los lugares
geométricos x =0, x =1, x = -1.
Estos lugares determinan regiones en el plano, donde las curvas son coOncavas hacia
arriba  (x »1,-1<x < 0)yconcavas hacia abajo (x <-1, 0 < x <1).
4. Para completar el analisis trazamos un nimero de segmentos de tangentes en una cantidad
conveniente de puntos, para trazar las curvas integrales compatibles con dicho campo  (ver
figura anterior).

Todo lo anterior nos lleva a la siguiente proposicion en cuanto a los contenidos a tratar:

e Introduccion: ¢Qué es una ecuacion diferencial?, marcos de solucion.

e EIl marco geométrico (estudio cualitativo de la solucién): Campos de direcciones,
isoclinas, ...

e EI marco algebraico: Separacion de variables, ecuaciones exactas, ecuaciones
diferenciales lineales, variacion de constantes, coeficientes indeterminados, modelos y
soluciones en series.

e El marco numérico: Método de Euler, Euler mejorado y Runge-Kutta, analisis de errores.

El andlisis a priori nos ha conducido a la propuesta descrita anteriormente, es decir, a la
ingenieria didactica propiamente dicha. Posteriormente correspondera la elaboracion de
secuencias didacticas, la aplicacion de las mismas, la observacion y evaluacion del
conocimiento de los estudiantes.

Si tuviéramos que establecer otro orden “territorial” de cdmo deben tratar los entornos,
diriamos que:

- El enfoque algebraico, por su propia génesis y desarrollo, debe tratarse en un primer
momento.

- El enfoque geométrico, debe ocupar un lugar intermedio dada las posibilidades de
explotacion que presenta. Basta como ejemplo la ecuacién x” + senx = 0.

- El enfoque numérico, retomaria mdaltiples situaciones de los enfoques que le
precedieron.

Es un hecho incuestionable en nuestros dias la presencia del ordenador en casi todos los
ambitos de la vida cotidiana. El sistema educativo, no puede ni debe mantenerse al margen si
pretende una ensefianza de calidad que forme ciudadanos capaces, y precisa incorporar el
conocimiento y manejo de los ordenadores como uno de sus objetivos. Ademas como hemos
visto en el trabajo y en las diferentes fuentes consultadas para su elaboracion, el ordenador
ofrece interesantes posibilidades didacticas, que aunan la capacidad de visualizacion grafica
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video con la interactividad inherente al proceso de ensefianza-aprendizaje.

El término visualizacion es de uso reciente en Educacion Matematica, para describir aspectos
tales como:

De

“...en la visualizacion matematica lo que nosotros estamos interesados es
precisamente en la habilidad de los estudiantes en dibujar un diagrama
apropiado (con lapiz y papel o con ordenador) /para representar un
concepto o problema matematico y utilizar el diagrama para alcanzar la
comprension, y como una ayuda en la resolucién del problema ... Visualizar
un problema significa comprender el problema en términos de un diagrama
0 imagen visual. La visualizacion matematica es el proceso de formar
imagenes (mentalmente, con lapiz y papel o con ayuda de materiales o
tecnologia) y utilizar estas imagenes de manera efectiva para el
descubrimiento y la compresién matematica™.

Zimmermann y Cunningham (1991)

lo anterior resulta necesario extraer algunos aspectos importantes que a modo de

conclusiones resumimos:

Tal

Creemos que con lo apuntado, se muestra cémo es posible integrar los marcos de solucién
de una EDO, con el objetivo que los estudiantes conozcan el significado de dicho objeto.
Para la implementacién de la propuesta se ha destacado el rol que desempefian los
paquetes simbdlicos de calculo y las calculadoras graficas, por lo que los docentes deben
profundizar en el uso de ellos.

La elaboracion de las secuencias didacticas, que constituye el nicleo fundamental de la
Ingenieria Did&ctica, depende de las condiciones de cada aula, profesor, institucion, etc.
Tal y como se plantea en nuestro esquema de la Transposicion Didactica (ver Anexo).

como ya hemos sefialado, el curso de EDO tiene que realizarse bajo la dptica de una

integracion de los tres escenarios discutidos antes. En concreto, la integracion de estos, se ha
mostrado como una herramienta poderosa que permite al estudiante, interactuar con los
diversos marcos y desarrollar el pensamiento légico de los mismos. De este forma, el curso
sera mas productivo.

3.

La investigacion del comportamiento de funciones reales.

Es sabido que el estudio de las funciones (reales, de ahora en adelante), esta sujeta a distintas
dificultades didacticas. Algunas de ellas son:

¢
¢

La determinacion de los extremos de una funcién y el esbozo de su grafico.

La propia construccion del grafico de las mismas, pues en la mayoria de los casos,
trabajamos con el grafico de la funcion propiamente dicha, y no con algunas variantes
interesantes, como pueden ser: la derivada contra la funcion, la derivada contra la variable
independiente, etc.

La determinacion de los puntos de acumulacion, y las funciones definidas por series
infinitas. En el primer caso, abordamos dominios “plenos” casi siempre, cuando
pudiéramos generar discusiones interesantes con nuestros estudiantes, si restringimos el
dominio a determinados subconjuntos de R. En el segundo caso, casi siempre el uso
docente de las funciones continuas, o con series convergentes en dominios mas 0 menos
“comodos”, trae aparejado una conviccion, en el estudiantes, sobre las “bondades” de las
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funciones, sin tener practicamente en mente, la utilizacion de funciones discontinuas, 0
continuas no derivables, restringir series divergentes, para definir funciones apropiadas en
algunos casos, etc.

A pesar de la existencia de técnicas constructivas en varias ramas de la Matematica,
utilizaremos el concepto de funcion por considerarlo de capital importancia dentro de la
misma.

El concepto de funcion, tal y como se utiliza actualmente en Matemética, se desarroll6
progresivamente. A medida que las necesidades practicas se hacian sentir, se agregaban
las definiciones necesarias. Y es a causa de eso que se llegé a una proliferacion de nociones
vagas e inexactas.

No haremos un esbozo histdrico de este concepto, pues existen varios trabajos dedicados
al mismo (Conferencia 11), sélo retomaremos algunos datos para ilustrar nuestra exposicion.
Si para Jean Bernoulli, funcion de una variable es ““una cantidad compuesta de una cierta
manera de esta cantidad y de constantes” (1718) para Euler, en 1748, “es la expresion
analitica cualquiera de las cantidades variables y de numeros o cantidades
constantes”. De aqui que la continuidad de la funcion es practicamente asumida, pues
una curva que estaba representada por una ecuacion algebraica o trascendente se llamaba
una curva continua.

Y ¢no es asi como, practicamente, nuestros alumnos asumen la nocion de funcion? Mejor
aun, ¢cuantos alumnos consideran funciones definidas por mas de una rama, discontinuas o
definidas por una serie infinita, digamos, su desarrollo en Serie de Fourier?

Estos aspectos muestran que es necesario hacer mas énfasis en la construccién de funciones
en la Educacién Matematica. De hecho, no sélo este es un problema, resumiendo podemos
presentar otros:

¢ obtener, dado el gréfico (ya sea, el de la funcion y la variable independiente, de la
funcion y su derivada, o de esta Ultima con la variable independiente), la representacion
algebraica de la funcion,

+ construir los gréaficos de las funciones y sus derivadas.

La teoria de conjuntos permite presentar definiciones de funcion, reservadas para alumnos
con ciertos conocimientos de avanzada, que no deben ser desdefiados, baste como ejemplo la
utilizacion del Principio de la Acotacion Uniforme, o Teorema de Banach-Steinhaus
(Goffman y Pedrick (1965)), descubierto por Lebesgue en 1908 vinculado a sus
investigaciones sobre las Series de Fourier y que fue aislado como principio general por
Banach y Steinhaus en los afios 20, en el estudio de la existencia de funciones continuas sin
derivada, de funciones continuas 2m-periddicas cuya Serie de Fourier diverge en un
punto, etc.

Por otra parte, el uso de los ordenadores como herramientas educacionales, hace muy dificil
separar el concepto de funcion con valores reales de la idea intuitiva de funcion continua. Esto
es quizas sugerido por el hecho que la mayoria de los “paquetes” usados presentan el
concepto de funcion como sinénimo de una relacion entre dos variables, relacion expresada
por una formula.

Por todo esto, nos parece meritorio la obtencién del concepto de funcion desde un punto de
vista historico en el orden de dejar bien claro las relaciones entre el concepto de funcién y
la continuidad de funciones. Este concepto de funcion y su devenir historico permite, ademas,
apuntalar la evidencia que una demanda de saber que se evalla, puede cambiar a lo largo del
tiempo conforme las viejas teorias son sustituidas por las nuevas. En realidad, esta aceptado
comunmente dentro de la filosofia de la ciencia que incluso lo que se toma por conocimiento
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factual, depende de las teorias en uso (Feyerbarend (1975), Kuhn (1962), Lakatos (1976)).
Por tanto, lo que puede ser llamado conocimiento en un tiempo, puede, a la luz de nuevas
teorias posteriores, ser considerada creencia. Inversamente, una creencia sostenida alguna vez,
con el tiempo, puede ser aceptada como conocimiento a la luz de nuevas teorias que la
apoyen. Asi, las afirmaciones de Scheffler sobre la incompatibilidad de saber y estar
equivocado no reconocen la cualidad temporal de las teorias como canones de evidencia.
Quisiéramos presentar, ahora, algunas observaciones respecto a la determinacion de los
extremos de una funcion.

En nuestro trabajo docente, utilizamos el conocido algoritmo de determinar los puntos criticos
de la primera derivada y después, mediante el signo de la misma en un entorno de dichos
puntos, o evaluando directamente, decidir sobre la naturaleza de los mismos, y en ocasiones,
cuando f'(a)=f"(a)=0, desechamos dichos puntos, por considerarlos sin ninguna importancia
docente.

Sin embargo, esos puntos criticos degenerados, son los puntos de catastrofe de la aplicacion.
El punto de vista “filos6fico”, es que este conjunto de los puntos de catastrofe K, son los
que contienen el comportamiento significativo del proceso, es decir, donde se trabaja es
el lugar geométrico de los puntos de equilibrio del sistema. Es el esqueleto, del cual el resto
de la morfologia depende.

La Teoria de las Catastrofes puede aplicarse a la modelacién de fendmenos reales de
diversas causas: cualitativas o cuantitativamente; desde un punto de vista conceptual,
predominantemente descriptivo, a partir de las caracteristicas de las superficies de equilibrio
de las funciones de catastrofes, hasta un empleo rigurosamente matematico, cuando se
conocen las funciones que gobiernan el fendmeno fisico en estudio y éstas cumplen con las
restricciones propias de la Teoria de las Catastrofes. Como modelos descriptivos permite
agrupar en una sola geometria diversas caracteristicas de un fenémeno que, de otro modo,
permanecerian aislados o, incluso, pasarian inadvertidos.

Que mejor ejemplo para ilustrar lo anterior, que el de la funcién f(x)=x+cx, ceR. A
pequefios cambios en el parametro ¢ (considérese ¢>0, c=0 y c<0), se obtienen gréficos
totalmente distintos de la funcién donde no existen extremos, existe uno y existen tres,
respectivamente (ver figuras 3, 4 y 5). Es decir, estamos en presencia de la catastrofe
elemental tipo cuspide (ver Conferencia 18). Puesto que la funcion puede modificarse
significativamente si se cambia c, por pequefios que sean estos cambios y el fendmeno fisico
que representa sufrira alteraciones de importancia, pues cambia cualitativamente, es de
interés estudiar el comportamiento de los puntos criticos de la funcién.

FIGURA 3 FIGURA 4
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FIGURA 5

Por otra parte, este ordenamiento permite establecer programas experimentales con lo que
es factible lograr una mejor presentacion y comprension de los resultados y, por tanto del
fendmeno mismo. Ademas como método descriptivo permite introducir una nomenclatura
y conceptos importantes, como el de estabilidad estructural, que facilita la comprension de
aquellos fendémenos complejos en los que la funcion que los gobierna se desconoce o es
muy complicada. Se supone implicitamente la existencia de una relacion funcional a la que
puede aplicarse la Teoria de las Catastrofes. La justificacion de esta hipotesis sélo se
obtiene cuando los datos experimentales se ajustan a una geometria de catastrofes, cuestion
esta que justifica su popularidad y uso entre los investigadores que a la vez se auxilian de sus
computadoras y observan las trayectorias en el espacio de fases.

Por altimo, debemos sefialar que los conceptos fundamentales de la Teoria de las Catastrofes
son propias del lenguaje del Analisis Matematico, sus métodos, procedimientos y enfoques
tanto geométricos como topoldgicos, son también analogos, es decir, esta nueva teoria ha
surgido por continuidad para enfrentar y resolver nuevos Yy viejos problemas.
Recordemos que en los textos tradicionales no se analiza el caso de los puntos
degenerados (excepto el criterio de la n-ésima derivada) y que sélo es abordada por la Teoria
de las Catéastrofes.

Por todas las razones analizadas consideramos que es posible, en los cursos de Analisis
Matematico, abordar algunos conceptos, procedimientos, métodos y ejemplos de la Teoria
de las Catastrofes asi, en nuestro trabajo presentamos una propuesta didactica que permite
perfeccionar la modelacion de procesos cuyo comportamiento no es continuo, sefialando
consideraciones didacticas que enfaticen este aspecto importante y esencial en la disciplina
de Analisis Matematico.

Aprovechar este resultado, significa que debemos vincularlo con otros conceptos como el
de continuidad, y dicho analisis no debe resultar dificil, pues queda claro que para pequefias
variaciones del parametro ¢ en un entorno del punto O(0,0), la cuestion resulta muy
interesante  como ya analizamos. Luego, debemos relacionar dichos resultados con
problemas de las ciencias. Reafirmando, entre otras, la nocién de limite que un estudiante
no debe perder nunca.

Una de las relaciones que podemos establecer, es referida a la utilidad que tiene el analisis
anterior y su vinculo con otros contenidos, y que en esencia, es el mismo caso de resolver
la ecuacién diferencial f°(x) = 3x* + f(0), f(0) = 0, su solucién es, por supuesto, f(x)=x°,
pero si consideramos que la condicion inicial debemos hallarla como resultado de un
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experimento, es muy probable que el resultado que obtengamos sea no nulo y las
justificaciones son abundantes, recordemos el principio de incertidumbre sefialado por J.
Ford. Si aceptamos tan pequefio error, 0 un error tan pequefio como se quiera, podemos
aceptar un valor positivo o0 negativo y el resultado como ya sabemos es cualitativamente
distinto, el resultado de la ley que modela dicho problema es un caso muy diferente en esta
disyuncion y si no supiéramos a ciencia cierta cual es el verdadero valor de la condicion
inicial, entonces estamos frente a un rompecabezas; por qué, cual es la ley que modela
dicho fendmeno, ya que se trata de tres curvas diferentes, ver las figura 3, 4 y 5 anteriores;
en fin, puede plantearse el ejercicio de varias formas que resultan el mismo problema. En
este caso, se nota la importancia de las condiciones iniciales en un problema, ain cuando para
valores muy cercanos de las condiciones iniciales las soluciones no resultan aproximadas. En
qué condiciones suceden dichos comportamientos, para qué tipos de  fendémenos.
Posiblemente pudiéramos preguntar para qué valor del pardmetro c el resultado es divergente
o cudl es el conjunto de valores donde las soluciones son diferentes (se bifurcan).
Continuando con nuestro ejemplo, para el caso f'(x) = 3x*+f(0), resulta la solucién general
f(x,c)=x® +cx; pero para qué valores de x y c los resultados son cualitativamente analogos;
en este caso, el estudiante puede llegar a describir las relaciones geométricas de la original y
la perturbada en funcion de sus puntos criticos.

El ejemplo anterior resulta muy facil de resolver pues no se necesitan métodos especiales,
con conocimientos minimos de diferenciacion e integracion se resuelve; pero la
condicidn inicial impuesta convierte el ejercicio en un problema cuya solucién no se
encuentra al alcance de los conocimientos y habilidades que el Analisis Matematico ha
brindado hasta el momento; pero es un buen inicio para relacionarse con la Teoria del Caos
surgida en los ultimos 30 afios de nuestro siglo y que en la década de los afios 90 ha
planteado nuevos retos.

Deben concebirse actividades que conduzcan al estudiante a hacer descubrimientos
personales. Esas actividades deben estar profundamente enraizadas en la realidad de modo
que les permita explorar y examinar el mundo que les rodea. Hay que incitar a los
estudiantes a copiar datos y a concebir problemas por su propia cuenta y fundamentalmente
actividades relacionadas con la realidad circundante (recordemos a Aristoteles).

4. ¢Por qué los inconmensurables?

Tomemos el caso de los ndmeros irracionales de la formaX d, a yn naturales. La
demostracion de la inconmensurabilidad de la diagonal con el lado del cuadrado segun todo
los visos, data de la segunda mitad del S.V a.C. Es una de las demostraciones matematicas
mas antiguas, quizés la primera, y de cuya calidad efectivamente demostrativa tenemos
constancia. Segun informa Aristdteles, descansa en la reduccion de la hipétesis de la
conmensurabilidad de la diagonal al absurdo de que un mismo nimero resulte par e impar.
Una version posterior y mas elaborada que se afiadio al final del libro X de los “Elementos”
de Euclides como “proposicion 117" es apdcrifa sin duda, consulte Mueller (1981), Vega
(1995) y Vega (1997) y hoy ya no se encuentra en las ediciones del tratado (ver Euclides
(s/f) o Euclides (1991-1996)). La prueba establece la imposibilidad de una medida numérica
(e.g. exacta) comdn entre las magnitudes consideradas, conclusion negativa de maximo
alcance que los griegos solo podian establecer mediante el recurso légico de la deduccion
indirecta o reduccion al absurdo dentro del marco tedrico de discurso dado, tal es asi, que
la demostracion directa de un resultado paralelo en la moderna teoria de los nimeros
(que la raiz cuadrada de un entero 0 es entera o0 es irracional) ha debido esperar a
Léwenheim (Léwenhein (1946)). La prueba de Lowenheim, mucho mas interesante e
informativa que la tradicional prueba indirecta de la irracionalidad de ~/2, que supone
no sélo nuestra teoria logica de la cuantificacion sino el principio de eleccién, no pasa de ser
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una curiosidad técnica practicamente ignorada.
¢ Qué problema tenemos aqui?, hablando con propiedad, tenemos mas de un problema
teorico:

1°. La consideracion de una nueva clase de numeros, logicamente situada después de N, Q-,
Z y Q, mientras que, desde el punto de vista histdrico se tuvo N y Q. ¢Es conveniente la
ubicacion de este conocimiento en este lugar del curriculum?, ;Debe situarse en temas de
geometria o de ecuaciones?

A pesar que el marco historico es un marco geomeétrico, creemos debe conservarse su
ubicacion en el tema “Ecuaciones”, y afadir el resultado (sin demostracion, por supuesto) de
Lowenhein.

2°. La vinculacion de esta tematica a la moderna Teoria de la Argumentacién. Asi, la
tradicional prueba indirecta que siempre ha representado un modelo de rigor matematico, no

prueba que V2, sea irracional ni algo acerca de nuestros nimeros irracionales. Antes bien,
debemos destacar varios puntos: (1) el objeto de la prueba es geométrico, (2) nuestro
“irracional” no equivale en extension al alogon (sin razon expresable) de Euclides, (3) en la
medida que la matematica griega carece de nuestro concepto de numero real, la idea de
alogon de Euclides también queda lejos de coincidir intensional o conceptualmente con lo
que hoy se entiende por “irracional” (Vega (1995)), aun en el siglo XIX los irracionales no
poseian una identidad propia como numeros y cuando se les utilizaba, se recurria a la
aproximacion infinita tomando como base los nimeros racionales (Recalde (1994)), es poco
probable ““que los matematicos griegos pensaran en términos de una progresion infinita de
nameros” (Rotman (1988)).

Por otra parte, las relaciones entre la I6gica y la argumentacién vienen siendo un asunto muy
discutido, por mas que a veces lo puesto en cuestion sea la existencia misma de alguna
relacion entre ellas, asi, en la demostracién, desde los griegos, la logica siempre ha tenido
que verse las caras con la argumentacion. En estos momentos la afirmacion de H. Scholz de
1939 “lo que significa demostrar o se aprende en Matematicas 0 no se aprende en
ninguna otra parte”, no es tan terminante.

Lo cierto es que nunca como ahora se ha empezado a hablar de la posible muerte de la
demostracion matematica (en su sentido clasico). Cunde el rumor de que las nuevas
perspectivas historicas y filosoficas del desarrollo de las Matematicas, junto con los nuevos
tipos de prueba que han aparecido en el horizonte de la investigacion -e.g. las pruebas que
exigen la ayuda de ordenadores cada vez mas potentes -basta a titulo de presentacién la
prueba de los cuatro colores (ver, por ejemplo, Appel y Haken (1986), Detlefsen y Luker
(1980), Lolli (1991), Swart (1980) y Tymoczko (1979),) - amenazan con asestarle el golpe
de gracia.

Sin embargo, ¢renunciamos a las demostraciones clasicas?, o analizando la situacion
desde un angulo positivo: ;como podemos asimilar las pruebas por ordenadores? partiendo
del hecho que, para la mayoria, no son demostraciones matematicas.

Debemos afadir aqui, que el concepto de una prueba no sélo como una verificacion formal de
un resultado, sino como un argumento convincente, ha adquirido mayor importancia
ultimamente entre los que se preocupan por la Educacion Matematica. Hanna (1990) sugiere
gue siempre que sea posible, demos a nuestros alumnos pruebas que expliquen en lugar de
pruebas que s6lo prueben. Tanto las pruebas que prueban como las pruebas que explican son
pruebas vélidas (aunque la segunda no sea considerada una “demostracion clasica”). Una
prueba que explica, ademéas, ‘““debe proporcionar una justificacion basada en las ideas
matematicas involucradas, las propiedades matematicas que hacen que el teorema afirmado
sea cierto” (Hanna (1990)), dentro de estas sobresalen en los Gltimos tiempos las llamadas
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pruebas sin palabras, es decir, con ayuda de graficos, simbolos, etc., también llamadas
pruebas por vistazo (Wells (1991)) que se han revelado, particularmente dtiles, en la
demostracion de ciertas formulas numericas.

3°. La tendencia a la formalizacion de la Matematica, a partir de este momento, contrastando
con la inclinacién empirista de la Matematica anterior. Son varias las razones que
tradicionalmente se aducen para explicar esto, tales causas pueden agruparse de la siguiente
manera (Filloy (1995)):

-causas socioldgicas,
-causas interculturales,
-causas intramatematicas.

Desde el punto de vista didactico es muy util, sobre todo, el ultimo aspecto y el desarrollo
que generod en la Historia de la Matematica.

Creemos que con los ejemplos apuntados, hemos presentado a los docentes una alternativa
valida en el tratamiento didactico de ciertos problemas considerados por casi todos
como “dificiles”.

De esta forma, la Historia de la Matematica no es un simple conjunto de problemas
historicos que introducir en clase, unas anécdotas biograficas que motiven al alumno, no es
un recurso ocasional sino uno de los fundamentos epistemologicos de la actual reforma
escolar (Maza (1996)). Mas adelante, este mismo autor sefiala que para que la Historia de la
Matematica responda a la importancia social concedida debe cumplir una serie de
condiciones que resumimos a continuacion:

“1l) Que alcance a constituirse como campo de trabajo e investigacion, lo que
requiere el analisis de los elementos que la constituyen y las relaciones que es posible
establecer con el campo educativo.

2) Que los profesores la puedan ver como un recurso didactico de importancia y utilidad en
su trabajo de aula.

3) Condicién fundamental es la divulgacion entre el profesorado de los contenidos de la
Historia de la Matematica pero, al mismo tiempo, una condicidn previa para ello es que los
especialistas en este campo del saber orienten su labor, no solo al estudio gratificante de
la historia en si misma, sino a su repercusion en las aulas.”

Queremos sefialar algunas observaciones generales sobre la utilizacion de los recursos
histdricos en nuestras clases:

e casi toda la Matematica ha sido construida sobre una sucesion de ideas precedentes y como
uno puede volver sobre esta cadena, la motivacidn para un problema se torna claro,

¢ los estudiantes al dedicarse a un problema original, se relacionan con la experiencia de la
creacion matematica, sin un interprete intermedio,

e ademas, algo muy relacionado con el punto anterior, los estudiantes son iniciados en el
camino de la creacién matematica de una forma practica: investigacion, publicacion y
discusion.
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¢ la objetividad historica, no debe ceder ante las necesidades pedagogicas (ver Garciadiego
(1997)), ejemplo de esto son los muy conocidos E.T. Bell-“Men of Mathematics”, New
York, Simon and Schuster, 1937 y L. Infield-“Whom the gods love”, New York,
Whittlesey House, 1948, mal concebidos como tratados histéricos en virtud de un
determinado interés motivacional.

A raiz de este trabajo, creemos util destacar los siguientes aspectos a manera de epilogo:

1. La consideracion del desarrollo historico de los entes matematicos, permite trabajar en la
labor docente con las concepciones primarias de dichos entes, lo que indiscutiblemente,
ayudaria a clarificar la comprension de estos, por parte de los alumnos.

2. Que el significado de los objetos matematicos debe tomarse en su triple significado:
institucional, personal y temporal, es decir, el entorno en el cual se desarrolla la ensefianza
de estos, influye sobre la interpretacion que de estos se hagan los alumnos.

3. Que existen diferencias cualitativas entre el funcionamiento académico (a nivel de
investigacion, como “saber sabio”) de un determinado conocimiento y el funcionamiento
didactico del mismo ya que, por diversas causas, los usos y connotaciones de las nociones
matematicas tratadas en las instituciones de ensefianza son necesariamente restringidas.

4. Que detras de toda teoria sobre la formacidn de conceptos, 0 mas general, de toda teoria
del aprendizaje hay unos presupuestos epistemologicos sobre la naturaleza de los
conceptos o como afirma Thom: “Toda la pedagogia de las Matematicas, aln si apenas
es coherente, descansa en una filosofia de la Matematica” (Thom (1973)) y, por ultimo,

5. Que la Matematica debe ser considerada como una clase de actividad mental, una
construccion social que encierra conjeturas, pruebas y refutaciones, cuyos resultados estan
sometidos a cambios revolucionarios y cuya validez, por tanto, puede ser juzgada con
relacion a un enclave social y cultural, contrario a la vision absolutista (platonica) del
conocimiento matematico.
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ANEXO

PROCESO DOCENTE

PROFESOR ESTUDIANTES

PROBLEMA DOCENTE

DOCENTE ) SISTEMA DE PRACTICAS
SOCIALES ASOCIADAS AL
OBJETO

1 2 3 ... TRANSPOSICION

DIDACTICA

COMUNIDAD MATEMATICA

INVESTIGADORES

PROBLEMA CIENTIFICO

OBJETO DE
INVESTIGACION

SISTEMA DE PRACTICAS
SOCIALES ASOCIADAS AL
OBJETO

LEYENDA

ANALISIS HISTORICO-EPISTEMOLOGICO.

CONOCIMIENTO DEL PROFESOR:

De la Matematica.

De otras materias.

De la ensefianza de la Matematica (Pedagogia, Disefio Curricular, etc.)
Direccion educacional (contexto sociocultural, lo que saben los estudiantes, etc.).
Del contexto de la ensefianza.

De educacion.

CREENCIAS DEL PROFESOR:

Concepcion de la naturaleza de la Matematica.

Modelos de ensefianza-aprendizaje.

Principios de la Educacion.
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