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Resumen

El TMDA (Trénsito Medio Diario Anual) es una forma de valoracién del volumen de
transito empleada en un sinnimero de aplicaciones viales y de estudios relacionados.
Por definicidn su obtencién implica que deben medirse |os vol imenes pasantes por la
viaen andlisis durante todo el afio calendario, lo cua no es factible en muchos de los
estudios que requieren su cuantificacion.

Para subsanar esta problematica, se suele adoptar |o que puede denominarse como la
“metodologia clasica”, que contempla la obtencién del TMDA mediante e uso
complementado de conteos esporéadicos sobre la via en andlisis con series histéricas
de vias cercanas de similares caracteristicas. De esta forma se incluye como requisito
principal que su aplicacion sea efectuada por un profesional capacitado en la materia,
como Unico medio para reducir la subjetividad que implica el decidir sobre la validez
0 no del empleo de una serie, € cua generalmente no se encuentra disponible (o
incluso no resulta justificable) en muchas de las aplicaciones del TMDA.

El presente estudio atiende a esta problemdtica mediante e desarrollo de una
metodologia objetiva, que permite, mediante la valoracion de pardmetros medibles
de las condiciones de borde de la via, la obtencion de curvas de correccién para los
conteos esporédicos para su extrapolacion a TMDA, con aplicabilidad en la region
conformada por |as provincias argentinas de Buenos Aires, Cérdoba, Santa Fe, Entre
Riosy LaPampa.

Para esto la metodologia emplea modelos obtenidos por regresion de los datos
historicos recolectados en e &rea en estudio. Razdn por la cua se genera un fuerte
andlisis de mangjo estadistico y de la modelizacién por regresion, que sirve de base a
laaplicacion de los datos relevados hasta la obtencion de los model os finales.

Como ultimo paso se redliza € andlisis de validacion de la metodologia mediante su
aplicacion en diversas tipologias de vias y comparacion de resultados con |os valores
reales y los obtenidos mediante la metodologia clasica, y se analiza € empleo de
técnicas aternativas para e desarrollo de los modelos, generdndose también en este
sentido el andlisis comparativo. Los resultados de ambos andlisis permiten concluir
que mediante la metodol ogia desarrollada pueden obtenerse en su &rea de aplicacion
y en forma objetiva valores de TMDA confiables.
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Capitulo 1 — Introduccion

1.1. Enfoque del estudio

Los andlisis que involucran al transito automotor nos plantean generalmente €l
requisito basico de conocer de manera gjustada su magnitud, o lo que en su forma
técnica conocemos como TMDA (Transito Medio Diario Anual), es decir el volumen
promedio diario de transito registrado a lo largo de un afio calendario sobre una
seccion de un camino o arteria, concepto sobre e que volvemos més adelante. La
siguiente es una muestra de su amplia variedad de aplicaciones.
“...Planeamiento
Clasificacion sistemética de redes de caminos
Estimacion de |os cambios anuales en |os volUmenes de transito
Modelos de asignacion y distribucién de transito
Desarrollo de programas de mantenimiento, mejorasy prioridades
Andlisis econémicos
Estimaciones de la calidad del aire
Estimaciones del consumo de combustibles
Proyecto
Aplicacion a normas de proyecto geométrico
Requerimientos de nuevos caminos
Andlisis estructural de superficies de rodamiento
Ingenieria de transito
Andlisis de capacidad y niveles de servicio en todo tipo de vialidades
Caracterizacion de flujos vehiculares
Necesidad de dispositivos para el control del transito
Estudio de estacionamientos
Logistica

Andlisis de recorridos Optimos
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Estudio de mercado de combustibles, lubricantes, etc.
Seguridad
Célculo de indices de accidentes y mortalidad
Evaluacion de mejoras por seguridad
Investigacion
Nuevas metodol ogias sobre capacidad
Andlisis e investigacion de los accidentes y la seguridad
Estudio sobre ayudas, programas o dispositivos para el cumplimiento
de las normas de trénsito
Estudios de antes y después
Estudios sobre medio ambiente y la energia
Usos comerciales
Hotelesy restaurantes
Urbanismo
Autoservicios

Actividades recreacionales y deportivas...”

No sdlo son numerosos los campos de aplicacion del pardmetro TMDA, sino que en
cada uno de ellos puede resultar de una gran importancia en la toma de decisiones,
junto con otras caracteristicas del transito. Como ejemplo podemos considerar que
“...el disefio de un camino, se encontrara preponderantemente influenciado por dos
factores; la configuracion de terreno que debe atravesar y las modalidades y
exigencias del transito que debe soportar... Sera un buen disefio € que, con un costo
anual minimo, tenga en cuenta simultaneamente ambos factores, en la medida de su
importancia... Cuando €l transito es reducido, € disefio del camino deberd estar
influenciado por la configuracion del terreno, en cambio cuando € transito es
intenso, las necesidades de los usuarios y las caracteristicas del trénsito deberan ser
los factores preponderantes... El volumen, composicion, distribucion, velocidad del
transito... determinan diversas magnitudes del disefio geométrico de un camino, tales
como radios y perates de curvas horizontales, parametros de curvas verticales,

pendientes, anchos de calzada, etc...”

! «Ingenierfa de trénsito, fundamentos y aplicaciones”, R. Cal y Mayor, J. Cérdenas, Alfaomega 7°ed.,
México 1995.

2 «“Transito medio diario anual 98/99”, Divisién Trénsito de la Direccion Nacional de Vialidad,
Argentina 2000.
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No obstante las amplias posibilidades de aplicacion, la determinacion y empleo del
TMDA, y demés pardmetros asociados, en Argentina 'y Latinoamérica no estan aun
generalizados, tal cual lo advierte el Banco Mundia cuando asegura que ... Aungue
el rapido desarrollo de la tecnologia ha reducido € costo de las modernas técnicas de
gestion de transito, muchas ciudades estan todavia pobremente organizadas y tienen
personal inadecuado para hacer uso efectivo de ellas. Tanto la asistencia técnica
como las inversiones son capaces de generar elevados retornos en este campo,
siempre y cuando se traten los problemas fundamentales de recursos humanos e
institucionales. ..,

Incluso a nivel nacional, e CIMOP (Consgjo Interprovincial de Ministros de Obras
Plblicas) afirma“...Lared via troncal debe desarrollarse con las redes provincialesy
locales (terciarias) de modo tal que tengamos un sistema vial jerarquizado que cubra
el territorio y potencie la accesibilidad a las diferentes regiones y jerarquias del
sistema de asentamientos humanos. Para su disefio se deben tener en cuenta tres
criterios:

» TMDA. Flujos actuales o potenciales en lared.

* Necesidad de potenciar la accesibilidad y conectividad entre los asentamientos
humanos, privilegiando la conectividad entre las metrépolis regionaes y la
accesibilidad alas ciudades intermedias.

« Promocion de laintegracion y la ordenacion territorial...”*

Déndose a entender que una de las razones de la carencia de ese sistema vid
adecuado ha sido justamente €l no contar con e conocimiento y empleo acabado de
los TMDA involucrados.

Tal vez la causa de esta falta de conocimiento, esta traba en la divulgacion de su
correcto empleo, podamos deducirla de cierta caracteristica fundamental del TMDA,
la cual es que en este parametro se promedian volimenes que son generados en gran
parte por actividades no constantes, o que incluso se realizan intermitentemente.
Pudiéndose citar entre éstas € estudio, trabajo, vacaciones, esparcimiento, etc. Por

esto, “...el transito debe ser considerado como un factor dindmico, siendo solamente

3 «Ciudades en movimiento”, Banco Mundial, TWU-44, 2002.
* “Unavision estratégica del Transporte en la Argentina”, CIMOP, Argentina 2003.
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su valor preciso para el periodo de duracion de sus mediciones. Sin embargo, debido
a gue sus variaciones son generalmente ritmicas y repetitivas, es importante tener un
conocimiento de sus caracteristicas. ...

Ya que existe variabilidad en las necesidades que originan € movimiento de las
personas (transito), existe la necesidad de realizar conteos continuos a lo largo de
todo €l afio calendario, para asi arribar al TMDA buscado. Siendo justamente esta la
razén a nuestro entender que diferencia este pardmetro de otros de obtencién mas

inmediata (ancho de calzada, pendientes, velocidades de circulacion, etc.).

El conteo continuo a lo largo de un ciclo podemos efectuarlo en innumerables
andlisis relacionados con estudios de transito, transporte o logistica de gran
envergadura. Pero en tareas de tipo tacticas y operativas (de mediano y corto plazo),
en aquéllas en que debemos generar soluciones inmediatas con implicancias en el
largo plazo o paralas cuales no contamos con |os suficientes recursos (equipamiento,
personal, tiempo y dinero) se torna imposible. Por tal razon, los profesionales
relacionados con la tematica, suelen recurrir en estos casos a conteos esporéadicos de
transito para su posterior expansion por medio de registros histéricos. Asi, “...anivel
de planificacion Argentina dispone de informacion sistematica de la red de
contadores permanentes de la DNV (Direccién Nacional de Vididad), pero para
estudios especificos deben programarse relevamientos de transito que generalmente

en una semana o menos puedan dar una aceptable estimacion...”®

De esta manera, la ingenieria de transito ha tendido a la implementacién de los
denominados ““censos de cobertura’, que permiten la extrapolacion de las mediciones
esporadicas efectuadas en una seccion por medio de las curvas establecidas por
censos continuos en puntos cercanos a lugar en estudio. La aplicacion se efectda de
la siguiente manera.

“...Los censos de transito caminero consisten en e relevamiento del volumen de
trdnsito en los tramos de la red vial en ciertos y determinados puntos de la misma...
El objeto de estos conteos es € estimar el Transito Medio Diario Anual (TMDA) en

cada uno de los puntos en que se realicen. Los conteos deberdn ser efectuados con

5 “Ingenieria de transporte”, W. Hay, Limusa, México 1998.
6 «“Caracterizacion de errores de muestreo en censos de volumen y composicion”, M. Herz, J.
Galarraga, M. Maldonado, X1V Congreso Argentino de Vialidad y Transito, Argentina 2005.
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clasificacion segun los tipos representativos de vehiculos. En general los tipos de
vehiculos con que se clasifica son automdviles, utilitarios de cuatro ruedas, 6mnibus,
camiones simples, camiones con semiacoplado o semiremolque. Esta clasificacion
puede variar segin las necesidades, aumentando € nUmero de clases o
disminuyéndola. La duracion de los conteos estara entre 1y 7 dias, durante las 24
horas. Cuando €l conteo es por diael TMDA se calcula de la siguiente manera.

TMDA =TC - f,-fe, (1.1)
Siendo:

TC = Trénsito contado alo largo del dia.

fq = Factor de correccién por el dia de realizacion del conteo.

fem = Factor de correccion estacional correspondiente @ mes m en que se

realizo el conteo.
Los factores de correccion diarios se determinan a partir de informacién obtenida de
los contadores permanentes mas proximos a sitio y tienen por objeto estimar €
promedio diario semanal a partir de conteos de menor duracion. Si el conteo es de 7
dias no es necesario determinar este factor. En ese caso se estima € Transito Medio
Diario Semand (TMDS) y e TMDA de la siguiente forma, partiendo de |los Trénsitos

Contados (TC) en cada uno de los dias de una semana:

TMDS = %ZTC (1.2

y luego:
TMDA=TMDS. fe, (1.3)
Cuando € conteo abarque menos de 7 dias e TMDS se calculara ponderando los
promedios de dia habil y fin de semana.
En ciertas ocasiones se suelen realizar conteos de tres dias, incluyendo un dia habil
(viernes o lunes), un sabado y un domingo, estimandose e TMDS de la siguiente
manera:
TMDS=1/7-(5-TDH +TDS +TDD ) (1.4)

siendo:

TDH = Transito medido en €l dia habil (viernes o lunes)

TDS= Tréansito medido durante el dia sabado

TDD = Transito medido durante e dia domingo
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L os factores de correccién estacional se obtienen del organismo vial con jurisdiccién
en el tramo, o bien se calculan a partir de informacion de contadores permanentes
proximos al lugar. Se debera tener en cuenta que la DNV (Direccion Naciona de
Vialidad) determina los factores de correccidn estaciona solamente para dias habiles,

de manera que e TMC; debera ser determinado solamente con dias hébiles...””.

Esta técnica puede ser bien empleada cuando € andlisis es dirigido por un
especialista de transito, que puede interpretar la validez de relacionar un punto con €l
otro (en funcién de la similitud en las necesidades cubiertas por € tramo de via),
profesional generamente no disponible en estudios que requieren la valoracién del
TMDA para implementaciones que poco tienen gque ver con la especialidad (estudios
de mercado, logistica, accidentologia, etc.), sumandose a esta complicacion e hecho
no menor de que en la préctica solo se cuenta con este tipo de conteos continuos en
zonas urbanas muy desarrolladas o vias rurades de importancia, quedando sin
cobertura la inmensa mayoria de las ciudades y rutas secundarias y terciarias que

constituyen lared via de laregion.

Cuando la expansion de la muestra es realizada por profesionales que no guardan
relacion con la ingenieria de trénsito o en funcion de series poco adecuadas a las
circunstancias puntuales del lugar en estudio, se agrega un término de incertidumbre,
Ilegandose a desvirtuar por completo la aplicacion posterior de clculos que si estén
sostenidos en datos certeros, obteniéndose en conjunto valores de confiabilidad

bajos.

El problema de la confiabilidad en los resultados no se observa solamente en la
Argentina. Por gemplo la AASHTO (American Association of State Highway and
Transportation Officials), de reconocido prestigio en el ambiente vial, ha previsto
para salvar este problema de la fata de datos en su metodologia del afio 2002 1o
siguiente.

“...El procedimiento de disefio de pavimentos requiere de datos tales como
volumenes de transito y espectros de carga por cada tipo de ge... Sin embargo, es

necesario recordar que muchas veces las agencias no cuentan con los recursos

" «“Planeamiento del transporte”, L. Girardotti, Fac. de Ing. UBA, Argentina 2003.
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suficientes para recolectar datos de transito. Por esto, e método define tres niveles
claramente determinados de entrada de datos, basados en la cantidad de informacion
disponible. Estos niveles representan la calidad de la estimacion que € disefiador
puede efectuar de las caracteristicas futuras del transito en larutaadisefiar. ..

El ato nivel de exactitud en los datos y en las proyecciones de |as cargas de trénsito
aplicadas trae como consecuencia pavimentos mucho mas confiables, a diferencia de
aquellas rutas disefiadas con informacion de cargas y volimenes sin un alto nivel de
exactitud...” ®

A partir de lo aqui volcado, hemos buscado poner en relieve ciertas dificultades que
presenta la aplicacion de los censos de cobertura y la posibilidad de inclusion de
mejores metodol ogias de estimacion, pues en la mayoria de las técnicas de aplicacion
del TMDA no se cuenta con refinamientos como el expuesto, de generar diversos
niveles de andlisis en funcién de la precision con que € transito ha sido analizado,

[levandose indefectiblemente, como ya se mencionara, a bajas confiabilidades.

Toda esta situacion ha sido detectada con anterioridad, por eso a nivel mundial
existen estudios tendientes a establecer los parametros de comportamiento del
transito en busca de calcular e TMDA mediante la utilizacion de conteos
esporadicos. Como gemplo podemos mencionar las curvas de Petroff y Blendly,
destacando su particular antigliedad y restriccién geografica.

Es justamente la restriccion geogréfica o que hace que no exista un modelo de
aplicacion generalizada y mucho menos para la region central de la Argentina, lugar
propuesto para la realizacion del estudio. Por esto vale recordar o enunciado en una
de las publicaciones més consultadas a nivel mundial por los especialistas en transito,
el Manua de Capacidad 2000 de la TRB (Transportation Research Board), que en su
capitulo de “Caracteristicas del transito vehicular y factores humanos” sostiene que
“... las variables estacionales en la demanda de trénsito reflgjan la actividad socia y
econdémica del area servida por un camino. Los datos volcados en esta publicacion
son tipicos de la zona estudiada. Sin embargo, estos parametros varian en funcion de
los habitos de vigje locales y € medioambiente, los gjemplos no pueden ser usados

como un sustituto parala obtencion de datos locales...”®.

8 «Vialidad 11, C. Wahr, Universidad Técnica Federico Santa Marfa, Chile 2003.
9 “Highway Capacity Manual 2000, Transportation Research Board, National Research Council,
EEUU 2000.
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1.2. Objetivos, etapas 'y alcances del trabajo

Por lo que expusimos en el punto anterior, planteamos el presente trabajo, que busca
facilitar el empleo de extrapolaciones de los conteos esporédicos de transito a
TMDA, fundadas en:
e parametros medibles,
e comportamientos conocidos de forma estadistica,
e vy laposhbilidad de aplicacion en una amplia regién relativamente homogénea,
como lo es la zona central de la Republica Argentina, conformada por las

provincias de Buenos Aires, Santa Fe, Cérdoba, Entre Riosy La Pampa.

Intentamos con €l estudio generar una herramienta simplificada, constituida por una
metodologia de relevamiento y agoritmos de aplicacion, sostenida en un andlisis
estadistico de regresion, que pueda ser utilizada como alternativa o reemplazo de los
actuales métodos existentes, sin necesidad de extrapolaciones subjetivas generadas
por la falta de datos o por no poseer e conocimiento acabado del lugar en estudio.
Este planteo guarda concordancia con la linea actual de pensamiento para la region,
ya que “...la velocidad de cambio y la inestabilidad econdmica son a menudo més
altas en paises en desarrollo como los nuestros que en Europa o EEUU, asi, no solo
el futuro es mas dificil de predecir, sino que se ha pensado que €l estilo de paises en
desarrollo debe cambiarse radicalmente, y para esto se necesitan modelos que
debieran:
- Ser féacil de utilizar y requerir pocos recursos escasos.
- Usar informacion de bgjo costo (que sea fécil de recolectar o que esté
disponible de otras fuentes).
- Permitir e uso de informacion histérica, de modo que ésta no sea
desechada...”*°

Para poder llegar a este objetivo hemos planteado los siguientes lineamientos
generales, que delimitan |as etapas del estudio:

10 «“Modelos de demanda de transporte”, Juan de Dios Ortlzar, Universidad Catélica de Chile,
Alfaomega, Chile 2000.
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» El desarrollo se basa en €l andlisis de datos de transito y sus caracteristicas
recabados en diversas vias de la zona en estudio, combinados con datos
adicionales del entorno, referidos alo geogréfico, econdmico y social.

* Para esto recolectamos los datos provenientes de fuentes del mas amplio
espectro, fijando para ello un horizonte entre el afio 1993 y 2003.

» Los datos pasan a conformar una base de datos general homogeénea, sobre la
que realizamos los andlisis estadisticos necesarios para la conformacion de
bases de datos reducidas, conteniendo las variables explicativas de
significancia. Aqui es donde se filtran y adaptan los datos recabados en
funcién de los requisitos particulares del estudio.

» En funcidn de las bases de datos reducidas, se determinan los algoritmos que
conforman e modelo por medio de regresion matemética, detectando su
ajuste.

» Finalizamos € estudio comparando la aplicacion de la metodologia
desarrollada con otras alternativas, detectando las potenciales ventgas y

desventajas comparativas.

L os alcances pueden deducirse entonces de |0 ya expresado, resultando:

- Alcance tempora de los datos analizados; los coeficientes son
determinados por las series de datos recolectados en los diez ciclos
gue van desde 1993 a 2003.

- Alcance geogréfico; las vias que conforman las redes viales de las
provincias de Buenos Aires, Cérdoba, La Pampa, Santa Fe y Entre
Rios.

- Alcance metodoldgico; la obtencion de los modelos se efectia por

medio de la aplicacion de técnicas de estadisticay regresion.

Con estos lineamientos desarrollamos la metodologia en sus diversas partes y
analizamos la vaidacion y discusion de la misma, sobre todo en lo que hace a su
andisis comparativo con la metodologia clasica y la aproximacion de los valores
obtenidos alarealidad.

La conclusion fina de todo el andlisis generado es que la metodologia resulta una
herramienta de calculo del TMDA aplicable en e area en estudio, con la que se

obtiene sin necesidad de subjetividades resultados confiables.
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Capitulo 2 - Marco tedrico y descripcion metodol 6gica

2.1. Marco tedrico del estudio

2.1.1. Otros conceptos del trénsito y su medicion

Como inicio del andlisis veamos més detalladamente algunas de las caracteristicas de
lo que denominamos transito, que consideramos de interés para su desarrollo.
Primeramente nos parece interesante diferenciar entre algunos conceptos que pueden
resultar similares, ya que “...el volumen y el flujo son dos medidas que cuantifican la
cantidad de transito pasante por un punto de un camino durante un intervalo dado de
tiempo. Estos términos se definen como:

- Volumen: & numero total de vehiculos que pasan por una seccion dada de un
camino durante un intervalo de tiempo dado; los volumenes pueden estar
expresados en ahno, dia, hora o periodos menores.

- Flujo: es e equivaente horario de los vehiculos que pasan por una seccion de
camino dada durante un intervalo dado menor de una hora, usualmente 15

minutos...”**

Es claro que €l andlisis del trabajo se centraliza en € volumen de transito, pero como
vemos éste puede expresarse en diversas unidades de tiempo en funcién de los
requisitos de la metodol ogia de aplicacion del parametro.

Entre estas formas de expresion surge el concepto de TMDA, pues “...e transito
medio diario anual es una medida fundamental del trénsito y en € sentido estricto se
define como e volumen de transito total anual dividido por €l nimero de dias del

afo...” *?

1 «Highway Capacity Manual 2000”, Transportation Research Board, National Research Council,

EEUU 2000.
12 «Transito medio diario anua 98/99”, Divisién Transito de la Direcciéon Nacional de Viaidad,

Argentina 2000.
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Por otro lado, para analizar las caracteristicas puntuales del transito, debemos
comprender que éste es una expresion del transporte automotor carretero, y gque por
lo tanto arrastra caracteristicas del concepto general de transporte, algunas de las
cuales nos resultan de interés. La que sigue es una forma de enumerar a estas
“...caracteristicas generales del transporte:

a) El transporte es un bien altamente cualitativo y diferenciado: existen viges
con distintos propositos, a diferentes horas del dia, por diversos medios, para
variados tipos de carga. Esto implica una enorme cantidad de factores
dificiles de andlizar y cuantificar (por problemas de seguridad o comodidad,
por gjempl o).

b) Lademandade transporte es derivada: 10s vigjes se producen por la necesidad
de llevar a cabo ciertas actividades (gj: trabgjo, compras, recreacion) en €l
destino.

c) Lademanda de transporte estalocalizada en el espacio.

d) Lademanda de transporte es eminentemente dindmica...”*

El transito debe entonces su variabilidad en € tiempo a su condicion de dependiente
de una demanda derivada particularizada en propdsitos y espacios. Por esto a nivel
transporte automotor tenemos que “...las variaciones estacionales en la demanda del
tréfico, reflegjan la actividad social y econdmica del area periférica servida por una
via, en donde generalmente se observa que:

- Lasvariaciones mensuales son mayores en rutas rurales gue en rutas urbanas.

- Las variaciones son mayores en rutas rurales que sirven principamente a
transito recreacional que en aguellas que sirven principamente a transito
comercial.

- Los pardmetros de transito diario varian por mes del afio més severamente en
rutas recreacionales.

Estas observaciones llevan a la conclusion que los vigjes cotidianos y relacionados
con negocios ocurren en forma més uniforme que el transito recreacional, que genera
grandes variaciones en los volUmenes...

Las variaciones de volumen por dia de la semana también se relacionan con € tipo

de via en la que las observaciones son readlizadas... 10s volimenes de fin de semana

13 “Modelos de demanda de transporte”, Juan de Dios Ortlzar, Universidad Catélica de Chile,
Alfaomega, Chile 2000.
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son menores gque en los dias laborales para caminos gque sirven predominantemente a
vigies de negocios, como en vias urbanas... en comparacion, los picos de transito
ocurren en los fines de semana en la mayoria de las rutas rurales y recreacionales...
de todos modos, la magnitud de la variacion diaria es mayor para rutas recreacionales

y menor en rutas urbanas con vigjes cotidianos...”**

Vemos asi una gama de condicionantes que inciden en e trénsito, lo que se
complementa con el hecho de que “...1avariacion del transito através del dia, los dias
de la semana y los meses del afio no sigue leyes fisicas sino comportamientos
humanos, pero con técnicas estadisticas se puede intentar caracterizar los patrones de

variacion y mejorar nuestro conocimiento pararealizar estimaciones...”*

Pero, ¢Cémo alcanzamos este conocimiento? La respuesta reside en la oportunidad
de medir, ya que “...los aforos continuos proporcionan informacion muy importante
con respecto a los patrones de variacion horaria, diaria, periodica o anua del
volumen de transito. El transito tiende a tener variaciones ciclicas predecibles, por lo
gue através de una clasificacion adecuada de las vialidades y los aforos, es posible
establecer e patron basico de variacion del volumen de trénsito para cada tipo de
carretera o cale. Més aun, si bien los vaores de los volimenes especificos para
determinados periodos (minutos, horas, dias) pueden llegar a ser bastante diferentes
de un lugar a otro, su proporcion en e tiempo con respecto a los totales o promedios,
es en muchos casos constante 0 consistente. Estas propiedades, son las que sustentan
el uso de factores de expansion y gjuste en la estimacion de volUmenes para otros

lugares y otros periodos...”*®

Complementariamente, “...|0S censos en estaciones permanentes se realizan con
contadores autométicos que operan los 365 dias del afio en forma continua, y
registran en forma horaria la cantidad de vehiculos que circulan por € lugar donde se
hallan emplazados... Estas estaciones, ademas de determinar el valor verdadero del

TMDA en €l lugar de emplazamiento, tienen dos objetivos:

14 «“Highway Capacity Manua 2000”, Transportation Research Board, National Research Council,
EEUU 2000.

5 «Caracterizacion de errores de muestreo en censos de volumen y composicion”, M. Herz, J.
Galarraga, M. Maldonado, X1V Congreso Argentino de Vialidad y Transito, Argentina 2005.

18 «|ngenieriade Transito”, R. Cal y Mayor, J. Cérdenas, Alfaomega, Mé&jico 1995.
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- Determinar los patrones de flujo de transito (variaciones estacionales, diarias,
horarias, etc.)
- Permitir la elaboracion de la serie histérica para asi determinar la tendencia
en el uso del camino en el largo plazo
...Los censos de cobertura se realizan en tramos en los que no se efectlian censos
permanentes, instalando durante 48 horas, en dias habiles, contadores autométicos de
trdnsito con registro horario...
...Los censos de clasificacion se redlizan en estaciones predeterminadas en dias
habiles durante 24 horas consecutivas. En estos censos se clasifican manuamente los
vehiculos segun las siguientes siluetas: automoviles, pick-up, émnibus, camiones

simples, camiones con acoplado y semiremolques...”’

Como vemos, estas formas expuestas de censos y de clasificacion son propias de la
DNV, ya que otras formas de organizacion pueden ser empleadas atendiendo a la
“...distribucion del transito por tipo de vigje:
- Trénsito metropolitano comercial; relacionado con vigjes de corta distancia
en dias hébiles, por motivos de trabajo, estudio, comercio zonal, etc.
- Transito metropolitano turistico; relacionado con vigjes de corta distancia en
fines de semanay feriados.
- Trénsito interurbano comercial; relacionado con vigies de media y larga
distancia, por todo motivo, durante todo €l afio, excepto turismo de verano.
- Transito interurbano turistico; relacionado con los picos de enero y febrero en

rutas de zonas no turisticas...”*®

2.1.2. El andlisis estadistico del transito

Dijimos que los censos permiten establecer los patrones y analizar la serie historica
de los datos, entramos de este modo a andisis estadistico del problema y
comenzamos a considerar |0 que se conoce como serie de tiempo.

“... Se tiene una serie de tiempo cuando se recopila informacién sobre ciertas

variables agregadas (poblacién, ingreso, flujos vehiculares) en distintos instantes de

17 «Transito medio diario anual 98/99”, Divisién Transito de la Direccion Naciona de Vialidad,
Argentina 2000.

18 “Red de Acceso a Cérdoba; Capacidad y Nivel de Servicio para el trénsito actual y su prediccion”,
Instituto Superior de Ingenieria de Transporte, Universidad Nacional de Cérdoba, Argentina 1996.
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tiempo. Esta informacion tiene la ventaja de que suele estar institucionalizada, por lo
gue los datos ampliamente disponibles y las series histéricas tienen una longitud
interesante. Un requisito importante es que las series sean 10 mas completas posible,

por 1o que, previo asu utilizacién, deben ser “llenadas” con métodos adecuados...”®

Estas series pueden ser empleadas en métodos en busca de conclusiones como a las
gue intentamos llegar con este estudio. Estos “...métodos de series de tiempo son
técnicas estadisticas que hacen uso de datos historicos acumulados en un periodo de
tiempo. Asumen que lo ocurrido en € pasado continuara ocurriendo en e futuro.
Como su nombre sugiere, estos métodos relacionan € prondstico a un solo

momento...”%°

Con e empleo de las series buscamos la identificacion de estos parametros
repetitivos de comportamiento del transito, que es una forma de conocer la realidad
sobre lavia. Realidad que una vez conocida debe de algiin modo poder ser modelada
mateméticamente. Hallar ese modelo es la finalidad de la parte centra de este
estudio.

Pero no buscamos un modelo cualquiera, sino, claro estd, uno al cua ingresando con
ciertos datos nos permita la obtencion del TMDA, y que de estos datos e principal
sea e volumen de trénsito contado. Para establecer limites a esta busgueda fijamos a
este volumen contado en €l nivel diario. Es decir que de ahora en més nuestro dato de
transito viene expresado en vehiculos por dia, lo cua es relativamente facil de
obtener hasta incluso con conteos manuales, eliminando de esta forma del estudio

andlisis de los volUmenes horarios.

Por ser €l transito el dato principal de entrada, hablamos de un modelo basado en él.
“...Los modelos basados en conteos de transito parecen una idea particularmente
interesante, ya que:
- Los conteos son relativamente baratos de obtener (se recolectan con varios
usos posibles en mente: disefio de intersecciones, manutencion de caminos,
etc.).

1 “Modelos de demanda de transporte”, Juan de Dios Ortlzar, Universidad Catolica de Chile,
Alfaomega, Chile 2000.

2 «Operations management. Focusing on quality and competitiveness”, R. Russel, B. Taylor, Prentice
Hall, EEUU 2003.
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- Hoy existen técnicas y equipos modernos muy eficientes para contar en forma
automaticay luego procesar, en forma también automética, lainformacion.

- Contar vehiculos, es mas sencillo que realizar encuestas (donde hay que
realizar entrevistas, completar cuestionariosy codificar respuestas).

- Algunas operaciones de conteo se realizan como parte de la operacién normal
de organismos de planificacion y operacion (€. plazas de pegje).

- La gran mayoria de las actividades de conteo no requiere demorar €

trafico...”%

2.1.3. Lamodelizacién del trnsito elegida

Existen mateméticamente diversas formas de llegar al modelo buscado. Para este
estudio hemos decidido encarar e andlisis mediante las técnicas de regresion
matemética, sin pretender con esto asegurar que sea la forma dptima de hacerlo, sino
una més, tan valedera como cuaquiera de las demés opciones existentes. Méas
adelante, en e capitulo de validacion y discusion, vemos la aplicacion de otras
técnicas y realizamos € andisis comparativo en busca de elementos que nos

permitan ratificar esta afirmacion.

¢En que se basan los andlisis de regresion?

“...Cuando se desea relacionar un conjunto de observaciones acerca del resultado de
un experimento (), con la cantidad que se agregue de un cierto ingrediente (X), es
natural utilizar técnicas de guste —como minimos cuadrados ordinarios- que
entreguen una funcién que permitainterpolar resultados dentro del rango de los datos
con el menor error posible. Si no solo interesa un guste mecanico de una curva, Sino
que la capacidad de redlizar inferencias acerca de la poblacion de la cual proviene
una muestra, se entra a &rea de la modelacion matemética e interesan conceptos
como intervalos de confianza y prueba de hipétesis. EIl modelo de regresion lineal,

sobre la base de una serie de hipétesis provee este tipo de herramienta y es

2l “Modelos de demanda de transporte”, Juan de Dios Ortlzar, Universidad Catolica de Chile,
Alfaomega, Chile 2000.
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consistente con la solucién de minimos cuadrados ordinarios, por o que posee
enorme popularidad tanto en ciencias exactas como en ciencias sociales...” 2

Como vemos se mantiene un paralelismo con lo que veniamos diciendo, ya que
planteamos un modelo a que ingresemos en un principio con datos de transito y de

variables de entorno de la via (ingredientes X) para llegar a un resultado de TMDA

(v).

“...Cuando deseamos estimar, basados en datos de una muestra, e vaor de una
variable Y correspondiente a un vaor dado de la variable X, podemos hacerlo
mediante una curva de minimos cuadrados gque gjuste los datos. La curva resultante
sellamauna curva de regresion de Y sobre X...

Si la variable independiente X esta relacionada con € tiempo, los datos muestran los
valores de Y en varios instantes que ordenados en € tiempo se llaman series de
tiempo. Larecta o curva de regresion de Y sobre X en este caso se suele llamar curva

de tendencia...”®®

Llegamos de esta forma a delinear cual es el marco tedrico para nuestro estudio, ya
gue nos hemos detenido en los conceptos que hacen alanocién del transito (algunos
de los cuaes se profundizan mas adelante) y hemos recorrido el camino que nos
[leva tedricamente a convalidar la idea de modelar la situacion mediante regresion
matematica.

Son justamente las técnicas de regresion, en su descripcion como metodologia, la
temdtica de la segunda parte de este capitulo, previo a su empleo en el andlisis de los
datos.

2.2. Descripcion metodol 6gica

L as técnicas de regresion matemética pertenecen a érea disciplinar de la estadistica.

“...La estadistica es la Unica herramienta que permite dar luz y obtener resultados en

2 “Modelos de demanda de transporte”, Juan de Dios Ortlizar, Universidad Catélica de Chile,
Alfaomega, Chile 2000.
2 «Estadistica”, M. Spiegel, Mc Graw Hill, EEUU 1988.
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cuaquier tipo de estudio, cuyos movimientos y relaciones, por su variabilidad
intrinseca, no puedan ser abordadas desde |a perspectiva de las leyes deterministas.
Esta se ocupa de recoger, clasificar, resumir, hallar regularidades y analizar los
datos, siempre y cuando la variabilidad e incertidumbre sea una causa intrinseca de
los mismos; asi como de redlizar inferencias a partir de ellos, con la finaidad de
ayudar alatoma de decisionesy en su caso formular predicciones...

La estadistica es inferencial cuando € objetivo del estudio es derivar las
9924

conclusiones obtenidas a un conjunto de datos mas amplio...

Comencemos entonces con su andlisis.

Cuando se estudia la relacion entre una variable de interés, variable respuesta o
variable dependiente (Y), y un conjunto de variables regresoras, variables
explicativas o independientes (X1, Xz, ..., X«), pueden darse |as siguientes situaciones:

e Existe unarelacion funcional entre ellas, en e sentido de que e conocimiento
de las variables regresoras determina completamente e valor que toma la
variable respuesta,

Y=m(Xy, Xp, ..., X) (2.2)

e No existe ninguna relacion entre la variable respuesta y las variables
regresoras, en e sentido de que € conocimiento de éstas no proporciona
ningunainformacion sobre el comportamiento de la otra.

e El caso intermedio, existe una relacion estocéastica entre la variable respuesta
y las variables regresoras, en € sentido de que € conocimiento de éstas
permite predecir con mayor o menor exactitud € valor de la variable
respuesta. Por tanto siguen un modelo de laforma,

Y=m(Xy, Xz, ..., X) + & (2.2)
siendo m la funcion de regresion desconocida y £ una variable aeatoria de
media cero (el error de observacion).
Las relaciones estocasticas son las que ocurren en la mayoria de las situaciones y su

estudio se corresponde con |os model os de regresion.

El objetivo basico en € estudio de un modelo de regresion es el de estimar lafuncién

de regresion, m, y € modelo probabilistico que sigue €l error aleatorio £, 0 sea

2 «Bijoestadistica: Métodos y Aplicaciones”, J. Barén Lépez, Universidad de Mélaga, Espafia 1998.
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estimar la funcién de distribucion F- de la variable de error. La estimacion de ambas

funciones se hace a partir del conocimiento de una muestra de las variables en
eStUdIO, {{{Xl,f,X'l;f'. ey Xk,'!_}'. }/'!'} ti= 11 21 e 1'n'}.

Una vez estimadas estas funciones se tiene conocimiento de la relacion funciona de

la variable respuesta con las variables regresoras, dada por la funcion de regresion

gue se define como

m(xy, ... o) = E(Y/X) =2, . X =3;) . (2.3)

pudiéndose estimar y predecir con ésta € valor de la variable respuesta de un

individuo del que se conocen los valores de las variables regresoras. Esto es, de un

individuo t se sabe que X; = X14,...,Xk = X1, €ntonces se puede predecir € vaor de Y;

y calcular un intervalo de prediccién del mismo.

“...Los modelos de regresion se pueden clasificar de dos formas:

Segun la metodol ogia utilizada para su estudio:
- Modelos de regresion paramétricos, se supone que la funcion de regresion,
m, que relaciona a la variable respuesta con las variables regresoras pertenece
a una determinada familia paramétrica:

m(%) =m(@%), (24)
dondex=(z1,... ,zx )}y d=(01,...,op)e BP C R
Por gjemplo, se supone que lafamilia paramétricaeslineal,

m(X) =m(d,X) =ap+ oar1 + ...+ g Tp. (2.5)

En este caso, € problema bésico es estimar los parametros ¢ de la familia
supuesta a partir de las observaciones muestrales. En el giemplo anterior hay
que estimar los parametros c, v, ..., 4. También se debe contrastar la
hipétesis de que la funcidon de regresion pertenece a la familia paramétrica
supuesta... este enfoque es e que con mayor frecuencia se utiliza en la
préctica.
- Modelos de regresién no paramétricos, es un enfoque aternativo... con este
método no se hace ninguna suposicion acerca de la forma funcional de la
regresion y se estimalafuncion de regresion punto a punto. Esto es, se estima
e vaor de mZiiTai---.Tik) en un enrgado (grid) de vaores

{{#1.4,@2,4,... ,xra)}i- 1" delas variables regresoras.
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No deben considerarse los méodos de regresion paramétricos y los no
paramétricos como competidores sino como métodos complementarios... pues
los dos métodos proporcionan informacién complementaria acerca del
problema en estudio...
e Segun laforma de recogida muestral

- Modelos de regresion de disefio fijo, en estos modelos las variables
regresoras son valores predeterminados. Este modelo se utiliza en € estudio
del comportamiento de una variable respuesta cuando las variables regresoras
varian en una determinada direccion. En este caso se debe disefiar y realizar
un experimento en e que las variables regresoras se muevan en dicha
direccion. Por tanto, en este disefio se controla en todo momento el valor de
las variables regresoras.
- Modeos de regresion con disefio aleatorio, en estos modelos las variables
regresoras son variables aleatorias. Se utiliza este modelo cuando se estudiala
relacion entre la variable respuesta y las variables regresoras a partir de una
muestra obtenida de la observacion de las variables en unidades de
experimentacion elegidas a azar. Esto es, el experimentador es un observador
pasivo en la recogida muestral y los resultados sdlo seran validos para €
rango de variacion conjunta de las variables implicadas en el estudio.

El tratamiento matemético en ambos modelos, de disefio fijo y de disefio aleatorio, es

similar aunque las conclusiones e interpretacion de los resultados varian seguin sea el

caso..”®

Para este estudio empleamos el modelo de regresion con disefio fijo debido a las

caracteristicas de la obtencién de los datos y a su menor complejidad. Veamos como

estudia |a estadistica estos model os.

2.2.1. El modelo de regresién linea simple

El modelo estudia la relacion linea entre la variable respuesta Y y la variable

regresora X, a partir de unamuestra{(z;, ¥;}}; = 1", que sigue el siguiente modelo:
Yi=oap+oa1m + 5 i=1,2,...,mn (2.6)

Por tanto, es un modelo de regresion paramétrico de disefio fijo. En forma matricial

% «Model os Estadisticos aplicados”, J. Vilar Fernandez, Universidade da Corufia, Espafia 2003.
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Y=al+amX+s (27)
donde ¥'= (¥, #), I'=(L,... ,1), X' = (21, ..., Zn), €' = (£, ... ,En).
y se supone que se verifican las siguientes hipétesis.

e Lafuncién deregresion eslineal,
m(x;) = E(Y/m)=0p+ oz, i=1,...,n (2.8)

o0, equivalentemente, Els:) = 0, i = 1,...,n, aunque puede ser que no haya

linealidad y El=:) sea 0.
e Lavarianza es constante (homocedasticidad),

Var(Y/z)=0% i=1,...,n, (29

o, equivalentemente, Var(=:) = 02, i = 1,...,n.

e Ladistribucién esnormal,

Yz ~ N (a0 +oazi0?), i=1....n (210

0, equivalentemente, £ ~ N(0,o7) i = 1,...n.

e Las observaciones Y; son independientes. Bgo las hipdtesis de normalidad,
esto equivaleaquelaCov(Y,,Y;) =0, S i#.
Esta hipotesis en funcion de los errores seria “los £; son independientes”, que

bajo normalidad, equivale aque Covigiisj) = 0, s i#).

En este modelo hay tres parametros que se deben estimar: los coeficientes de la recta
de regresion, ap y v y lavarianza de la distribucion normal, o2,

El clculo de estimadores para estos parametros puede hacerse por diferentes
métodos, siendo los més utilizados el método de maxima verosimilitud y € método

de minimos cuadrados (Resefiatedrica 1, Anexo A).
2.2.1.1. Propiedades de | os estimadores

L os estimadores del modelo de regresion simple tienen |as siguientes propiedades:
e De su primera ecuacion canonica se deduce gque la recta de regresion pasa por
el punto (Z, ¥) que es &l centro geométrico de la nube de datos.
e El estimador i, es la pendiente de la recta regresion, se denomina coeficiente
de regresién y tiene una sencilla interpretacion, indica € crecimiento (o
decrecimiento) de la variable respuesta Y asociado a un incremento unitario

en lavariable regresora X.
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Utilizando las hipotesis de normalidad e independencia la distribucion del

estimado ¢, es unanormal de mediac; y varianza a?msz. Estoes,

ﬂl

fg ~ N (-:11._ —2) .

T8y (2.11)
Por tanto la Var(é1)

- disminuye al aumentar n,

- disminuye a aumentar 53 (varianza marginal)

- disminuye a disminuir .
El estimador ¢ indica €l valor de la ordenada en la recta de regresion
estimada para x = 0 tiene menor importanciay, en muchos casos, no tiene una
interpretacion practica. La distribucion de do es una norma de media gy y

varianza

Esto es,

a2 oz
ftn"v""‘.'f (ﬂ:n._— (14—_2)) .
n 52 (2.13)

Por tanto la Var(¢) disminuye al disminuir Var(c1) (disminuye a aumentar
n o a aumentar 53 o a disminuir ). - disminuye a disminuir #°.

Nuevamente, utilizando las hipétesis de normalidad e independencia se
obtiene que la distribucién del estimador méximo-verosimil de @2, viene

dada por

-2
nol,., .
MV 2
~ Xn-2

2 (2.14)

De |as ecuaciones candnicas se deduce que |os residuos verifican que 2 - 1"e

=0y ».i-1"ex = 0. Por tanto, el nimero de grados de libertad de |os residuos

es n-2 porque hay n residuos relacionados por dos ecuaciones. De donde

at n—2 . a 2 .
E (63y) = o° = Sesgo (63 ) = —0° —0 cuando n — oc.
4 .n " 4 .n

(2.15)
y émv 2 es un estimador consistente pero sesgado. Por este motivo, como
estimador de o2 se utiliza la varianza residual, 3z* definida como la suma de

residuos a cuadrado dividida por el nimero de grados de libertad

n
=2 1 2

g =
n-2= 0 (216)




$r? es un estimador consistente e insesgado.

Larelacion entre los dos estimadores de la varianza es
n—2

&y = 5%
n (2.17)

Para tamafios muestrales grandes, ambos estimadores, dyy 2 y §&° toman

valores muy proximos.
Ladistribucion de lavarianzaresidual viene dada por

(n—2) 3% ~y2
a? n=2 (2.18)
A partir de este estadistico se pueden obtener intervalos de confianza de la
varianza poblacional, @?. Con nivel de confianza 1-c¢ e intervalo de
confianza es

(n—2) 3% s _ (n—2)8,
= 7a)
Yoz (5) (2.19)
En la préctica, de la distribucion de i, aparece o, que es desconocido, para
calcular un intervalo de confianza para este pardmetro debemos estimar @
mediante un estimador, &&°. De la distribucion de éste se obtiene que la

distribucion del estadistico pivote w; que sigue ladistribucion ty, ,

Sx V'I{E ~~dp_a

ay —ay

uny = =
S

" (2.20)

Un intervalo de confianza para ct; aun nivel de confianza 1-cx es

3 SR ¢ (1—E
f?rlErh:FSxﬁ n—2 2) (22)
21

donde t.2(6) es un nimero que verificaque P({ < tn2(#)) = 6, siendo ¢

unavariable aeatoria con distribucion t con n-2 grados de libertad.
De forma andloga se puede obtener un intervalo de confianza del pardmetro
co. De las funciones de distribucion de éq y éx° se deduce que la distribucion

del estadistico wo verificaque

ftn—ﬂ:n

wp =

(2.22)
L os estimadores i y ¢¥; no son variables a eatorias independientes ya que su

covarianza viene dada por
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—Fa

2

T8z (2 23)

por tanto, si T es positiva, la Cov (dy, é1) es negativa, esto es, a crecer iy

Clou {ftn._ ft'l} =

disminuye d,.

e Como yase haindicado € pardmetro ¢, tiene menor importanciaque cx; y, en
algunas situaciones, no tiene una interpretacion realista si €l cero no es un
punto del rango de la X. Por ello tiene interés la ecuacion de la recta de
regresion que utiliza solo el pardmetro ;. Esta ecuacion es la siguiente

i —y=omz —I)+ei, (2.24)
0 bien,
Ui —y=d(zi—T). (2.25)
Para €ello basta con centrar las dos variables en estudio y calcular la recta de
regresion que pasa por €l origen de coordenadas.

e Larecta de regresion de X sobre Y es distinta de la recta de regresion de Y

sobre X. En €l primer caso se obtiene que
T =% + N (2.26)

donde¥; = sy y ¥o= 3717 .

2.2.1.2. Andlisis de contrastes

En los modelos de regresion es de gran interés € andlisis de contrastes, ya que
“...pueden presentarse en la préctica, situaciones en las que exista una teoria
preconcebida relativa a la caracteristica de la poblacion sometida a estudio. Ta seria
el caso, por giemplo si pensamos que un tratamiento nuevo puede tener un porcentaje
de mejoria mayor que otro estdndar, o cuando nos planteamos si los nifios de las
distintas comunidades tienen la misma atura. Este tipo de circunstancias son las que
nos llevan a estudio de la parcela de la estadistica inferencia que se recoge bagjo €
titulo genérico de contraste de hipotesis. Implica, en cualquier investigacion, la
existencia de dos teorias 0 hipétesis implicitas, que denominaremos hipétesis nula e
hipétesis alternativa, que de alguna manera reflgjardn esaidea a priori que tenemosy

que pretendemos contrastar con larealidad...”?®

% «Bijoestadistica: Métodos y Aplicaciones”, J. Barén Lépez, Universidad de Mélaga, Espafia 1998.
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Para e modelo de regresion lineal simple “...es importante analizar e siguiente

Hy: =10
0, - oo =1(
H]iﬂ:] ?E{]

ya que aceptar Hp implica que la recta de regresion es Y; = & + £, por tanto, no

contraste

existerelacion lineal entrelasvariadbles Xe Y.

Utilizando la distribucién, si Hy es cierto, se sigue que

- ¥ v
I:A.J]_lﬂ‘]:tl f} :ilsm\‘f.ﬁmtn 9.
oldy) &g (2.27)

Utilizando ¢, como estadistico del contraste C; gue es bilateral, se obtiene la

siguiente region de aceptacion a un nivel de significacion rx,

iR v . iR a1
- t l——=] < < t 1——
Sp/m 2( 2)‘“‘3_,,:\/11 nz( 2)

El p-valor del contraste C; es

(2.28)

p—valor =2 P (f; > ?—lerﬁ)
R (2.29)

siendo ¢ una variable aleatoria con distribucion t,... Este contraste se denomina
contraste (individual) delat...”*

Analicemos ahora el contraste de regresion del modelo, para ello descomponemos la
variabilidad de la variable respuesta en variabilidad explicada por e modelo mas
variabilidad no explicada o residual, esto permite contrastar s € modelo es
significativo o no. Bgjo la hip6tesis de que existe unarelacion linea entre la variable
respuestay laregresora, se quiere realizar el siguiente contraste de hipotesis,

Hy: E(Y/X =z)= ap (esconstante, no depende de x)
frente alaaternativa

Hy: E(Y/X =z)=ap+ a1z (el modelo lineal es significativo)
por tanto, si se acepta Hy, la variable regresora no influye y no hay relacion lined
entre ambas variables. En caso contrario, s existe una dependencia linea de la
variable respuesta respecto alaregresora.
Para todos |os datos muestrales se hace la siguiente descomposicion

(yi —u) = (i — &)+ (% — 7)), (2.30)

" “Model os Estadisticos aplicados”, J. Vilar Fernandez, Universidade da Corufia, Espafia 2003.
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elevando al cuadrado y sumando se obtiene,

Z (w—9)° = Z (v — 9:)* + Z (% — 9)* +2 Z (v — 9:) (% — 9)

i=1 i=1 i=1 i=1 (2.31)
en base a la ortogonalidad de los vectores se obtiene que los productos cruzados son
cero, de donde se sigue la siguiente igualdad (Teorema de Pitégoras) que permite
descomponer la variabilidad de la variable respuesta Yor:(¥i—%)° en la
variabilidad explicada por |a recta de regresion Y- (i — )" més la variabilidad

residual o no explicada por e modelo ajustado iy (¥ — )",

Suma de Suma de Suma de
Cuadrados Cuadrados Cuadrados
Global (seld) Erplicadn (scE) Re sidual {scR)
n i n
Nowm-wt = D@0 o+ Y (w—w)
N i=1 . N i=1 . N i=1 .
q.l. :11— 1 _q.ﬂ-.v= 1 g.l. :'u— 2

En funcion de esto, estamos en condiciones de escribir latabla ANOVA (Tabla2.1).

Fuenie de Suma de Grados
. c de YVarianzas
e s nadrados
ariacion Libertad
. . sel
Porlarecta | scF= E;=1"’-_.-'n'| e 1 iil="1
. 5 seli
Besidual | scR=2o,op"(th — iR | n-2 - g
S5 =n-—2
.\'I'.{-r‘

okl seld= 2, — 0

—

I n-1 -

St = 1

Tabla2.1. TablaANOVA del modelo de regresién simple

Si Hyp es cierta (la variable X no influye), la recta de regresion es aproximadamente
horizontal y se verifica que aproximadamente #; = #, y por tanto scE =~z 0. Pero scE
es una medida con dimensiones y no puede utilizarse como medida de discrepancia,
pararesolver este inconveniente se divide por la varianzaresidual y como estadistico

del contraste de regresion se utiliza el siguiente
2
-

o

FH= 7

s
by B 5

. (232)
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Por la hipétesis de normalidad y bajo Ho se deduce que € estadistico Fg sigue una
distribucion F (Contraste de laF) con 1y n-2 grados de libertad.
-

. 5 .
Fr= ﬁ ~ F1n_2 bajo Hp.

Sk (2.33)
Si e p- valor = P(Fi.n—2 > Fr) es grande (mayor que ) se acepta Ho.
El Contraste de la F es un contraste unilateral (de una cola), pero en este modelo
proporciona exactamente e mismo resultado que se obtiene por e contraste

individual delat relativo al coeficiente de regresion c; (Contraste delat).

Si para cada valor de la variable explicativa{-X = x:) se dispone de varios vaores de
la variable respuesta (algo norma en los modelos de regresion de disefio fijo) la
muestra es de la siguiente forma {(=i,%i.5) i =1,... .k j=1,... ,ni}, que se

puede ordenar como en laTabla 2.2.

X4 Xy Xk

Y11 Y1 Yk

Yi2  Yn e Y2
Yim Y2 e Yknk

Tabla2.2. Datos ordenados de la variable respuesta

El tamafio muestral esn; + ny + ... + N =n, y paracadavalor de X =x;, i =1,2,....k se
puede cal cular la media condicionada muestral de la variable respuesta:
go= LSS s 1ok
i, . ; yij, 1= 1,2,...k, 230
lo que permite descomponer los residuos de la siguiente forma
eij = (v —Ui) = (yyy — W) + (I — %), i=12,...k j=1...,ni (235
Un razonamiento andlogo a readizado anteriormente permite descomponer la

variabilidad no explicada como sigue,
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k Ty k g

seR = Z Z e?j = Z Z (v — 3}5)2

i=1j=1 i=1j=1
kony koo
= 2o =m0 (e )
i=1j=1 i=1j=1
ki k
= 33 (i — %)+ Y na (@i — ).
i=1j=1 i=1 (236)

Ahorala descomposicion de lavariabilidad total eslasiguiente,

+

kg kg k
sel@ S -0 = DD (wy —)? > ng (i — 37..]‘2}
i=1

i=1j=1 i=1j=1
koom ke k
= ISy —w) + Yo @ -9 |+ D na (s — 3?..)2] =
i=1j=1 i=1 i=1
= seR+ sell =scR (1) + scR(2) + sckE. (2.37)

En base a esta igualdad se puede construir la Tabla 2.3, mas completa que la anterior.

Vaiacis c de Yarianzas
ariac uadrados
on Libertad
. _ VE
Fecta scE = E;=1*n4{.i'.rj —§.F 1 i1="
SeRI1) seRfLY = 2ot b — Uif .o seR(1)
-‘:mi = k=2
. ‘1)
scR(2) seRi2) = Doyt o — BB ek SR
Spgt = no—-k
.'.‘if.'.ll?
scR soR= E;=1*Ef=1"£':ﬁe_:i - .".}i 7 n-2 -‘-‘xi =n=2
— .\'I'.'(.-f‘
Global Cilobal 22,=y(bi — 71 n-l P
¥

Tabla2.3. TablaANOVA del modelo de regresion

A partir de esta tabla ANOVA se puede contrastar |a hipétesis de que la funcion de
regresion es lineal frente ala aternativa de que no eslineal, esto es,
Hy: E(Y/X ==x;) =ap+a7; (lafuncidn eslineal)
frente alaaternativa
Hy: E(Y/X =z)=m(z} (noesunafuncion linea)
Si Hy es cierto, las medias condicionadas estaran proximas a la recta de regresion:

= ¥, y lascR(1) = i = il — 7 )* = 0. De nuevo esta medida tiene dimensiones y



no es vélida para utilizar como medida de discrepancia, para resolver € problema se
compara con &r2° y € cociente de ambas cantidades se utiliza como estadistico del

contraste en estudio.
=2

- g

Fr=32
“r2 (2.38)
Bajo la hipotesis de normalidad y Ho (hipétesis de linealidad) se deduce que ',
sigue unadistribuciéon Fy. 2 .« (Contraste delaF).

&2

A Sra .
Fr = = ™ Fp_sn_r bajo Hy

“R.2 (2.39)

Este contraste de linealidad de la F es unilateral. S el p-valor = P(F 2m k> FL)es

grande (mayor que rx) se acepta que la curva de regresion eslineal.
2.2.1.3. El coeficiente de determinacion

Una vez gustada la recta de regresién a la nube de observaciones es importante
disponer de una medida que mida la bondad del gjuste redlizado y que permita
decidir s e guste lineal es suficiente o se deben buscar model os aternativos. Como

medida de bondad del guste se utiliza € coeficiente de determinacion, definido

como
ki) P 3
. B E{yq i)
5G (g
i=1 (2.40)
o bien
R2_1_ seR _ n—2 4,
o sel7 n—1 & (2.41)

Como scE < scG, se verificaque 0 < RP < 1.

El coeficiente de determinacion mide la proporcion de variabilidad total de la
variable dependiente (Y) respecto a su media que es explicada por e modelo de
regresion. Es usua expresar esta medida en tanto por ciento, multiplicandola por
cien.

Por otra parte, teniendo en cuentaque #; - ¥ = é4(Ti — ), se obtiene

2 _ -‘?i'v

2T

Sx Sy (2.42)
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2.2.1.4. El coeficiente de correlacion

Dadas dos variables aleatorias cuaesquiera X e Y , una medida de la relacion linea
que hay entre ambas variables es €l coeficiente de correlacion definido por
o= Cov (X,Y)
o(X)a(Y) (243
donde &( X'} representa la desviacion tipica de la variable X (andlogamente paraa(Y’)
). Un buen estimador de este parametro es e coeficiente de correlacion lineal
muestral (o coeficiente de correlacion de Pearson), definido por

r= XY _ signo (é,) vV R2.
SX 8y (2.44)

Por tanto, r € [—1, 1], Este coeficiente es una buena medida de la bondad del gjuste de

la recta de regresion. Evidentemente, existe una estrecha relacion entre r y ¢
aunque estos estimadores proporcionan diferentes interpretaciones del modelo:
* r esunamedidade larelacion lineal entrelasvariables X e Y.
* &y mide el cambio producido en lavariable Y a realizarse un cambio de una unidad
en lavariable X.
De las definiciones anteriores se deduce que:

syy =0 da;=0sr=0. (245)
Es importante estudiar si r es significativo (distinto de cero) ya que ello implica que
el modelo de regresion lined es significativo. Desafortunadamente la distribucion de
r es complicada pero para tamarios muestrales mayores que 30 su desviacion tipica es

o(r)=~1//n, y puede utilizarse lasiguiente regla

2 T .
lr| > — = ressanificativo (cona = 0.05)

Vv
En lainterpretacion del coeficiente de correlacidn se debe tener en cuenta que:

e r=tl indica una relacion lineal exacta positiva (creciente) o negativa
(decreciente),

e r=0 indica la no existencia de relacion lineal estocastica, pero no indica
independencia de las variables ya que puede existir una relacion no lineal
incluso exacta,

e Vaoresintermediosder (0<r < 16-1< r < 0) indican laexistencia de una
relacion lineal estocastica, mas fuerte cuanto mas proximo a+1 (6 -1) sea e
valor der.
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En el Ejemplo 1 del Anexo B pueden verse diversos casos de gjustes de curvas a

nubes de puntos.
2.2.1.5. Las transformaciones

Como yadijéramos, la hipétesis basica del modelo de regresion lineal simple es
E(Y/X =z) = ap + aax, (2.46)

pero en muchos casos en € grafico de la variable respuesta frente a la variable

regresora puede verse que larelacion no es de este tipo. A pesar de ello, e modelo de

regresion lineal continda siendo vadido en muchas situaciones porque la relacion

puede convertirse en lineal por medio de una transformacion simple en la variable

respuesta Y (trabajando con Ig Y , 1Y, Y ... ), o en la variable regresora, X, o en

ambas.

Distintos tipos de transformaciones pueden verse en la Tabla 2.4., algunas de las

cual es se emplean mas adelante en la determinacion de los model os.

También pueden observarse las transformaciones en forma gréfica en la Resefia

Modelo Trans. X | Trans. Y
Simple Y=o, +aX Hz) = x Hy)=y
Expon. Y = exploo + a1 X) | Hz) = x tHy) = In(v)
_r 1
Recipr. Y | ¥ =00t mX to)=x W=y
1 L
Recipr. X ¥ =aq, +aX to) =7 ty) =y
v 1 1
Rec Doble | ¥ = a0+ o /X {2 =2 £V =y
Logar. X |Y=oq,+ o lnX) |fHz)=Llnlz) | Hy) =y
Multipl Y = aXal t(z) = Ln(z) | £y) = Lnly)
Raiz C. X |Y=q,+aVvX Ho)=vx |Hy)=y
RaizC. Y |[VY =q, +aX Hr) = x Hy) = VY
1
Curva § Y= eXP(ﬂn + %) g =3 Hy) = lnly)

Tabla 2.4. Transformaciones paralaregresion

Tedrica3 del Anexo A.




En algunos casos transformar las variables del modelo permite resolver problemas
como falta de normalidad o heterocedasticidad. Por ello, si en e andlisis de residuos
no se observan estos problemas, se puede intentar conseguir la linealidad del modelo
transformando solamente la variable regresora x. Pero s, por e contrario, se

observan estos problemas puede ser necesario transformar las dos variables.

2.2.1.6. Andlisis de residuos

Al obtenerse el modelo de regresion, se genera una diferencia punto a punto entre el
valor real de la variable dependiente y € que se obtiene por e modelo, que se
denomina residuo. El andlisis de los residuos es € paso siguiente a la obtencién del
modelo. Para redlizar este andisis veamos los problemas que pueden aparecer a
gjustar el modelo.

“...Al gustar un modelo de regresién lineal simple se pueden presentar diferentes
problemas bien porque no existe unarelacion lineal entre las variables o porque no se
verifican las hipotesis estructurales que se asumen en e gjuste del modelo. Estos
problemas son |os siguientes:

e Fatade Linealidad, porque la relacién entre las dos variables no es lineal o
porque variables explicativas relevantes no han sido incluidas en e modelo.

e Existencia de valores atipicos e influyentes, existen datos atipicos que se
separan de la nube de datos muestrales e influyen en la estimacion del
modelo.

e Fatade Normalidad, los residuos del modelo no se gjustan a una distribucion
normal.

e Heterocedasticidad, |a varianza de |os residuos no es constante.

¢ Dependencia (autocorrelacidn), existe dependencia entre |as observaciones.

Un primer paso para € estudio de estos problemas es la realizacién de un estudio
descriptivo, analitico y gréfico, de la muestra. En particular € gréfico de puntos de la
muestra bidimensional permite detectar algunos problemas como se ponen de
manifiesto...” %

En la Resefia Tedrica 2 del Anexo A, pueden observarse los gréficos de los casos
citados.



Veamos una clasificacion de los residuos.

Residuos ordinarios: Se define e residuo ordinario asociado a una
observacién muestral como la diferencia entre la observaciéon (wi) y la
prediccion (%),

e =i — 0 =y —(do+d1xs), i=1,...,n. (2.47)

El i-ésimo residuo e es una variable aeatoria que tiene las siguientes

propiedades
E(e)) =0, Var(ei)=0c"(e;) =0*(1—hy), i=1,...,n (2.48)
Bajo la hipotesis de normalidad se obtiene
g; ~ N {{]:ﬂz{l —ha)), i=1,....,m, (2.49)

Residuos estandarizados: De lo expuesto se deduce que oei}) no es
constante, lo que hace dificil identificar las observaciones con residuos
grandes. Por ello es usual tipificarlos y se definen los residuos estandarizados

como

" (2.50)

Los residuos estandarizados tienen media cero y varianza proxima a 1, esto
permite distinguir alos residuos grandes.

Residuos estudentizados. De lo expuesto también se deduce gque existe una
relacion de dependencia entre el numerador y e denominador de r; ya que en
el clculo de sk se utiliza e residuo . Este problema se elimina si se estima
la varianza residual a partir de toda la muestra excepto la observacion (V).
A lavarianzaresidual asi obtenida se le denota por sk (i) %

Se definen los residuos estudentizados como

€
Sk vVl — hii’

Si n es grande los residuos estandarizados y estudentizados toman valores

ti = i=1,...,n

proximos.
Bajo la hipdtesis de normalidad se verifica que t; sigue una distribucion t con
n-3 grados de libertad.

% «Model os Estadisticos aplicados”, J. Vilar Fernandez, Universidade da Corufia, Espafia 2003



Los residuos estudentizados se pueden calcular de forma més sencilla como

sigue
Him -
T T —2)sh (1 —hg) ez 2 S T b
‘ R " “i (252)

- Residuos eliminados. Se definen losresiduos eliminados como la diferencia
entre o observado en larespuesta y; y la prediccion cuando se utiliza toda la

muestra excepto la observacién en estudio y que se denota por (i),

€)= Wi — Wi, T=1....n. (2.53)

Entre los residuos ordinarios y os residuos eliminados existe la siguiente relacion
Ei .
(i) = Lodi=1,...,m.
L — hy (2.54)

Si la observacion (x;,Yi) tiene una influencia grande en e célculo de la recta de

regresion, los dos residuos € y eii) son diferentes, en caso contrario, seran muy

parecidos.

2.2.1.7. Influencia de | as observaciones

En € gjuste de una recta de regresion a una muestra bidimensional {(x;,u:)} = 1",

observar € gréfico de y frente a x, en agunas ocasiones, existen observaciones
(valores extremos) que se separan claramente del resto de la nube de observaciones.
Es importante conocer la influencia que estos puntos tienen en e céculo de la
estimacion de la recta. Es decir, fijada una observacion (x,y;) de la muestra, la
variacion que se produce en la estimacion de la recta de regresion al calcularla con
toda la muestra excepto con el dato (X.,y:) en lugar de hacerlo con toda la muestra.

Esto puede verse claramente en € Ejemplo 2 del Anexo B.

2.2.2. El modelo de regresién lineal mdiltiple

Hasta ahora hemos analizado un situacion en donde con una sola variable se puede

dar respuesta a una realidad dada, pero esto no siempre es asi.
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Regresemos a la definicion de modelos de regresion vista, que dice que éstos
estudian la relacion estocéstica cuantitativa entre una variable de interés y un
conjunto de variables explicativas.
Sea Y la variable de interés, variable respuesta o dependiente y sean xi X,..., X« las
variables explicativas o regresoras. La formulacion matemética de estos modelos es
lasiguiente
Y =m (e 2a ..., 2p) +2 (255)

donde £ es €l error de observacion debido a variables no controladas.
Como el modelo de regresion lineal general “supone” que la funcion de regresion
m(*1,T2, ... . Tk} eslineal, podemos decir que su expresion matemética es

Y=ap+am +aara+ ... Fagr +¢ (2.56)
Un primer objetivo en e estudio de este modelo es el de estimar |os parametros del
MIisSMO o, exy, ¥, ...,cx Y lafuncion de distribucion del error F- a partir de una muestra

de n observaciones, que tendralaforma
{(Zisva) by = {{(mas Tas - ma) 1 30) iy - (2.57)
De la expresion matemética del modelo de regresion lineal genera se deduce que

parai = 1,2,...,n se verificala siguiente igual dad
Yi = op +ora + aerie .t oprie+8 =120, (2.58)

donde =; es €l error aleatorio o perturbacion de la observacion i-ésima.

Es interesante escribir el modelo de regresion lineal general en formamatricial.

1 = I + aryn + osrye + ... A+ Ty + £
yp = oagl + ore + @ores 4+ ...+ opray + £
Yo = ool + ourg 4+ oerae 4 ...+ QpIpe + En

escrito en forma vectorial

Y =ap T+ai® 1+ %o + ... +a1X g + €, (2.59)

escrito en forma matricial
Y=Xd+& (260)
donde Y es un vector n-dimensional (matriz n x 1) de la variable respuesta o
dependiente,
X es la matriz del disefio de las variables regresoras (matriz n x (k+1)), la primera

columna de esta matriz esta formada por unos, es la columna asociada con €l
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parametro cy; la columna j+1 contiene la informacion relativa a la variable x;, j =
1,...k, eslacolumnaasociada a parametro .

a esd vector (k+1)-dimensional (matriz (k+1)x 1) de los parametros del modelo,

£ es e vector n-dimensional (matriz nx1) de las perturbaciones aleatorias.

Desarrollando la ecuacion matricial anterior setiene,

i Iz T2 ... Ty g £1
Y2 1 r:1 T2 ... Im s £9
= +
In 1 x5 Tz ... Tng ey En
Lafilai-ésima de la matriz X, %, = (%i1,¥21,--- , Tik ) Se corresponde con los datos

de las variables regresoras en e individuo i-ésimo, i=1,2,..,n. Por tanto, la
informacion acerca del individuo i-ésimo esta contenida en el vector x;.

La columna j-ésima de la matriz X, xj = (#1;,%2;, - - - , Tn;)' se corresponde con los
datos de la variable regresora x;, j=1,2,...,k. La informacion acerca de la variable j-
ésima esta contenida en el vector x;.

En resumen, las matrices del modelo de regresién lineal mdiltiple son:

" 1 11 T2 ... T tkp E1
" Y2 1 ;1 a3z ... Ta . (as] . Ez
Y = . 1 X— = . . . . . ] o= . 1 £ = .

n 1 =m In2 . Ink (441 En

“...En @ estudio del modelo de regresion linea genera se asume que se verifican las
siguientes hipotesis:
e Lafuncion deregresion eslineal,
m(x;) = m(Ti1, Tiz, ... Tap) = EY/ 21,20, ..o ) = E(Y/X50) (2.61)
= g + Xig + (oXio + ... F DX, 1 = 1,...,0,
0, equivalentemente, Elsi)=0,i=1,...,n.
e Lavarianza es constante (homocedasticidad),
Var(Y/%.) =Var (Y/zq,%5, ... o) =07, i=1,...,n, (2.62)
0, equivalentemente, Var(z;) = o2 i = 1,...n.

e Ladistribucion es normal,
Yl/}_i‘ = Y,:'l.’.'l’.‘“?.’.'l’.‘gg.,. P o e N (f?ﬂn + ey + e ...+ fh:kﬂ',‘;k,o'z} B (263)

0, equivalentemente, £ ~ N(0: @), i = 1,....n.



e Las observaciones Y; son independientes (bajo normalidad, esto equivale a
quelaCov(Y;,Y;) =0, si i#).
Esta hipotesis en funcion de los errores seria “los £; son independientes, que
bajo normalidad, equivale aque Covi€ii ;) = 0, 5 i .

e n > k+1l. En caso contrario no se dispone de informacion suficiente para
estimar los parametros del modelo.

e Lasvariables regresoras x; X,,...,x son linealmente independientes...”

2.2.2.1. Los estimadores

De la cita bibliogréfica anterior también se obtiene que la estimacién de los
parametros del modelo de regresion lineal mdiltiple se realiza planteando & como un
estimador del vector de pardmetros . Luego, se define e vector de predicciones
como
Y=Xa (264)
El vector de residuos se obtiene como
=Y Y. (265
El estimador por minimos cuadrados de ¢ se obtiene minimizando la suma de los
residuos a cuadrado. Esto es, se minimizala siguiente funcion de k+1 variables:
V@) = Yy —ete=(Y-Y) (Y-7¥)
i=1
= (f—xajt (Y-Xa)=(Y'-aX')(Y-Xa)
= YW -¥'Xa-aX'V¥+aXXa. (2.66)
Derivando respecto ad e igualando a cero, se obtienen las ecuaciones de regresion
XY =X'Xa, (267)
de donde se deduce @ siguiente estimador por minimos cuadrados
a=(XX)TX'Y (56
Debe tenerse en cuenta que para calcular este estimador es necesario que la matriz
X'X seainvertible. Esto esta garantizado por la sexta hipétesis del modelo.

Lamatriz X"X es unamatriz (k+1)x(k+1) cuya expresion es la siguiente

% «“Model os Estadisticos aplicados”, J. Vilar Fernandez, Universidade da Corufia, Espafia 2003
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> i1 > ie1Ta PN 7 D DI 1t

Yooy Tl > i1 Th Doy TaTie ... Do) TilTik
X'X = 2?51:1 Tz Z:L1 Ti1Tiz Z:;l T ‘.- Z:Ll Ti2Tik
Z:l:q. ik Z::l:l Tiklq1 Z:Ll TikLiz ... Z::l:l Tfk
Lamatriz X'Y esunamatriz (k+1) x 1 que viene dada por
T
Z-}':l o

e Tk
XY = | YTy

Z:}:w. Tikli
Si se trabagja con todas las variables centradas se obtiene otra forma interesante de
expresar el modelo de regresion lineal.
(Yi—¥) =0 (w1 —F1) 4o (min— To) + . 4 op(mip — T+ i=1,2,....n

donde ¥, #,&,...,Tx SON las medias muestrales de las variables Y, x1,%o, ..., X«.

Razonando como antes, se obtiene el siguiente estimador por minimos cuadrados del

a=(X'K) XY =8 Say 270

donde X eslamatriz del disefio de las variables regresoras centradas (matriz n x k)

r11—I1 T2 — Tz ... Tik— Ik
- Tl —T1 Tez — T2 ... Top — T
X =
Tp1—F1 Tpe— T2 ... Tpk — Tk
Sxx eslamatriz de covarianzas de(r1, Tz, . . , T), esto es,
Var(x1) Cov(rir2) ... Cov(rixg)
Cov(xamx1) Var(xa) ... Cov(rsxg)
Sxx = . . . .
Cov(xpmr) Covlrgae) ... Var(rg)
Y Sxyesed vector de covarianzasde Y con (1, T2, ... ,Tk),
Cov(rY)
Cov (z2,Y)
Sxy = .

Cov(zY)
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En € estudio del modelo de regresion lineal multiple con k variables regresoras a
partir de una muestra de n observaciones se considera €l subespacio vectorial = de
R", de dimension (k+1), generado por los vectores {1,%1,%.2,... ,X.x} (columnas de
lamatriz de disefio X). El problema de gjustar un modelo de regresion lineal mdltiple
se puede interpretar geométricamente como € problema de encontrar en este
subespacio vectorial 7 el vector Y (vector de predicciones) lo més proximo al vector
de la variable respuesta, Y. Esto es, encontrar el vector ¥ que minimice & médulo
del vector de residuos, €= Y-¥ (la suma de los residuos a cuadrado). La resolucion
de este problema viene dada por el vector proyeccion ortogonal del vector Y en el
subespacio  considerado. Por tanto,
Y =HY (271
siendo H lamatriz de proyeccion (hat matrix) en el subespacio .

El estimador por minimos cuadrados ¢ viene dado por las coordenadas del vector de

—

predicciones Y en el subespacio 7 respecto alabase { 1. %1, %.2,... , X},
De esta interpretacion geométrica se deduce que los residuos verifican las siguientes

(k+1) restricciones
ELT=) e=0
i=1
ELXj=Y emy;=0 j=12,..k
i=1 (2.72)

por tanto, 1os residuos tienen n-(k+1) grados de libertad.
Dado que
¥ =Xa=X (X'X)7 X'V =HY. 573
Por tanto la matriz de proyeccion sobre el subespacio m es
H =X (X'X) 7 X' (57
Por tanto lamatriz H =(hi;);; - ;" se obtiene a partir de la matriz del disefio X, es una

matriz nxny juega un papel muy importante en el modelo de regresion lineal.

En € estudio del modelo de regresién multiple tiene gran interés la suma de residuos
al cuadrado que representa la variabilidad no explicada por € modelo (scR). A partir
de este valor se obtiene el estimador de lavarianza o,

Una forma sencilla de calcular scR es la siguiente: €l vector de residuos se puede

expresar Como
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(2.75)
& =(1-x(xx) 1};*)?:{1-}1)?
Utilizando esto, el médulo de € al cuadrado es
ipf — g =dte=(Y-¥)e=(Y-¥) a-m¥ =
i=1 (2.76)

dado que Y | €, € segundo término de la expresion es cero, por tanto
YI(I-H)Y = Y'e =0, @2.77)

de donde se sigue que

— — -+ —

S el=éé= Y (I-H)Y =YY  ¥X(X'X)'X'¥ =YV _aXV,
i=1

(2.78)
0 equivalentemente

k]

n n k1) n n k1
Z f'*f = Z?ﬁ’? - Z (dﬂz i +an Zﬂfﬂ?ji + s Zﬂfizy«f + ...+ b Z I-;'k'y-;')
i=1 i=1 i=l1 i=1 i=1 i=1

i=1
Esta expresion es muy Util para € clculo de scR. Debe tenerse en cuenta que €
céculo delamatriz X''Y yase utiliz6 en e calculo del estimador é.

L os estimadores en laregresion lineal multiple tienen las siguientes propiedades:
- Estimador de los coeficientes del modelo lineal: El estimador del vector @ por €l
meétodo de minimos cuadrados es
a=(X%X)XY (2.79)

por la hipétesis de normalidad, es igual a estimador que se obtiene utilizando €l
método de méxima verosimilitud.
Este estimador verificalas siguientes propiedades:

e El estimador ¢ esinsesgado o centrado: E[&) = a.

e Lamatriz de varianzas-covarianzas del estimador & es
k

Var (&) = E ((&—B (&) (a—F(a))') = o (X'X) fo (g?.)wzn, 250

i}
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De donde se deduce que los estimadores &; y &; (i#) no son incorrelados ya
que oj? = Covl@i. & )£0, coni,j = 0,1,...,.k y, por tanto, no son independientes.
En particular, lavarianza del estimador 4; viene dada por
or = Cov(dy, &) = Var (&) =0; = g, i=0,1,...,k, (2.81)
siendo g;; el elemento i-ésimo de lamatriz (X! X)*,
e El estimador ¢ tiene distribucion normal multivariante de orden k+1,

A i o~ : i -
O J"'n'{k+1} (‘-’1152 (}(|I X} ) ’ (282)

e El estimador d; del pardmetro oy tiene la siguiente distribucién normal
é ~ N (g, 0%qq) i=0,1...,k (2.83)

El pardmetro oy indica la influencia de la variable regresora x en la variable

respuesta Y, representa e incremento que se produce en la variable respuesta

por un crecimiento unitario en lavariable regresora x;.
Debe tenerse en cuenta que € valor de & estd condicionado al modelo de regresion
multiple con & que se estatrabgjando y si se cambia el modelo (se eliminan variables
regresoras 0 se introducen nuevas variables) e coeficiente ¢y, asociada a la variable
regresora x;, también cambia.
Aceptar que € valor de a; es cero equivale a aceptar que la variable x no esta
relacionada linealmente con lavariable Y.
Si se conoce la varianza del modelo o, utilizando las distribuciones expuestas se
pueden calcular intervalos de confianza de los parametros o, individuales o
conjuntos (regiones de confianza del vector paramétrico (@, ®.s--- 105, ) con
jninesjn € {0,1,2,... h}) o hacer contrastes de simplificacion sobre estos
pardmetros. En la préctica casi nunca se conoce € pardmetro ¢° y es necesario
estimarlo.
- El estimador de la varianza: Una hipoétesis bésica del modelo es que los errores son
normales y homocedésticos, por tanto, Var(zi)=c? i=1,...n, € pardmetro o
normalmente es desconocido y es necesario estimarlo. El estimador de este
pardmetro es la varianza residual, definida como "€l coeficiente entre la suma de
residuos a cuadrado (scR) y el niUmero de grados de libertad del modelo (gl)",

. 1 L
s 2
R TR+ D) ZH %

(2.84)
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El estimador 5g” es distinto del estimador que se obtiene por méxima verosimilitud,

owv?, dado por

hf‘@w

Larelacion entre ambos estimadores es la siguiente:

El estimador §g? tiene la ventaja, respecto a w2, de ser insesgado.
Utilizando la hipétesis de normalidad se obtiene la siguiente relacién que permite

conocer ladistribucion de §g2,

(n—(k+ 1)) &% o
2 ™~ Xn—(k+1)

T (2.87)
De esto se obtiene que un intervalo de confianza de @ con un nivel de confianza 1-cx

es

— v 32 — " =2
(n—(k+1)) 5% <2< (n—(k+1))s%
X (k+1) 5 Xn-(k+1) | 5 (2.89)

donde X,,._(k + 1)4(6) el nimero que verifica que Pé <22 i1y (9)) =8, siendo ¢ una
variable aleatoria con distribucion X, - (k+1)%

Sobre los coeficientes del modelo de regresion lineal multiple se pueden realizar
algunas inferencias.

De ladistribucion de ¢i; dada se deduce

SELUN(01) =01,k

0\/qii (2.89)

Como & no se conoce, se sustituye por su estimador §z”, lo que permite obtener el

d; ~ N {ﬂii-.ﬂz‘?ﬁ} =

siguiente estadistico

Oy — ey Oy — 0y
Wi = =

”m}_hﬁﬂ(mm

Ademas se deduce que la distribucién de w; €s to.(k+1)

G — oy .
wi = < 'Vt.,l_ k1) Ezull}t
8 rey S i ( (2_91)



Utilizando esto se obtiene que un intervalo de confianza para «; a un nivel de
confianza 1-cx es

¥
i € O F SR Gii b (ka (].——)1 i=0,1,....k,
nED T 2 (2.92)

donde t, (k + 1) (6) es & nimero que verifica que P(¢ < ta-+1) ) = 9, siendo ¢ una

variable aleatoria con distribucion t,,. (& + 1).
2.2.2.2. Andlisis de contrastes

El estadistico w; también puede utilizarse para realizar contrastes de hipotesis acerca
de s lavariable explicativa x; influye “individualmente” o no en la variable respuesta
Y (contrastes de simplificacion). Aceptar que oy = 0 equivale a aceptar que la variable
X no esta relacionada linealmente con la variable Y, por tanto no debe estar en €
modelo.

Se desea hacer el siguiente contraste (contraste individual delat)
Hy = i = |
=4 0% ° L S P R
H] = (o' ?é W]

Utilizando lo ya expuesto, s Hy es cierto, se obtiene

- fff!@
Wil = i

™~ tp(k41) i=0,1,....k

T (2.93)

ti representa la “discrepancia”’ entre la informacion que proporciona la muestray la
informacion que proporciona la hipétesis nula Ho.
Como el p-valor de este contraste bilateral es

oY

SRV ) (2.94)

Laregion de aceptacion del contraste a un nivel de significacion o es

ti

p—valor =2 P (t.n (k1) =

s Y
SRV Gt tn(k+1) (1 - 5) < 08 S SR b (k1) (1 - 5)
(2.95)

“...El siguiente teorema de Gauss-Markov justifica la utilizacion de los estimadores
minimos cuadraticos, ya que, en este contexto, indica que estos estimadores son los

“mejores” (los mas eficaces) dentro de la clase de los estimadores lineales
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insesgados. El teorema afirma que en la estimacion del modelo de regresion lineal
Y=Xd+¢ § las perturbaciones z; son incorreladas, de igual varianza e
independientes de las variables explicativas. Entonces los estimadores minimo-
cuadréticos () son “Optimos” o de minima varianza dentro de la clase de los
estimador es centrados que son funciones lineal es de las observaciones, y;.
El Teorema de Gauss-Markov asegura que los estimadores minimo-cuadraticos son
los “megores” dentro de la clase de estimadores que son insesgados y funciones
lineales de las observaciones, pero no garantiza que estos estimadores sean mejores
gue otros estimadores que no pertenezcan ala clase anterior.
Por otra parte, al comparar estimadores se esta utilizando el criterio de Error
Cuadrético Medio (ECM), siendo

ECM (é5) = E (& — ;)" = Sesgo® (&) + Var (6:). (2.96)
En la clase de | os estimadores insesgados, €l sesgo es cero. Por tanto

ECM (6;) = E (& — aq)” = Var (&) . (2.97)

Si los estimadores minimo-cuadréticos son los de menor varianza también son los de
menor ECM. Pero puede ocurrir que existan estimadores sesgados con menor
varianza que | os estimadores minimo-cuadréticos de forma que tengan menor ECM.
Finalmente debe tenerse en cuenta que en este teorema no se exigen hipétesis sobre
la distribucion de los £, tan solo que sean independientes y con la misma

varianza...” ¥

Veamos ahora como descomponer la variabilidad de la variable de interés Y cuando

se gjusta un modelo de regresién multiple:

- El contraste conjunto de la F: Razonando como en € modelo de regresion lineal

simple, en cada observacion muestral se puede hacer |a siguiente descomposicion
(yi—9)=(i—w)+(H—-9) i=L2...n. (208)

En base a las propiedades geométricas del modelo y utilizando & Teorema de

Pitégoras, se obtiene

% «Model os Estadisticos aplicados”, J. Vilar Fernandez, Universidade da Corufia, Espafia 2003
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Suma de Suma de Suma de

Cuadrados Cluadrados Cluadrados
Global (seld) Erplicadn (scE) Re sidual (scR)
n i n
w9 = D @m-0 + D (b
i=1 i=1 i=1
gl=n—-1 gl.=k g.lo=n—(k+1)

De estaigualdad se construye la correspondiente tabla ANOVA, Tabla5.

Fuente de Suma de Grados de Varianzas
Variacion Cuadrados Libertad
scE
Por la recta |SCE =2 (i — 7F K ,,;.ez =5
Residual scR=Y i nk+1) ) scR
esidua (o 3 : sghEn- (k+1)
ey
Global scG=E,-(3n—@7}2 n-1 .?,-Y2=n.71

Tabla2.5. TablaANOVA del modelo de regresion mitiple

De esta tabla ANOVA se deduce el siguiente contraste acerca de la influencia
“conjunta” del modelo de regresion en la variable respuesta.

- Contraste de regresion mdltiple de la F: El contraste que se desea resolver es e
siguiente

Hy= om=ags=...=0a; =10
algin a; #0 para algin {

O = { H,
Si Ho es cierto ninguna de | as variables regresoras influye en la variable respuesta (el
modelo no influye). En este supuesto se verifica que

Ui =y = scE =0, (299)
por ser ésta una medida absoluta se compara con la varianza residual, lo que lleva a
utilizar como estadistico del contraste el siguiente
Sk (2.100)

Bajo la hipétesis nula'y por la hipétesis de independencia se sigue que Fy sigue una
distribucion F (Contraste de laF) con ky n— (k+1) grados de libertad,

=2

. i
Fa |Hn =% ™ Fk,u—(k+1}'
Sh (2.101)

De donde se deduce que p-valor del contraste es
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p—wvalor = P (Fk.-n (k1) = ﬁ”) ! (2.102)

donde Fyn-«+1) denota una variable aleatoria que sigue una distribucion F con ky n-
(k+1) grados de libertad. El contraste de la F es unilateral (de una cola) y generaliza
el contraste de regresion expuesto para el modelo de regresién lineal simple.
Si e valor critico (p-valor) del contraste es grande (mayor que € nivel de
significacion e) se acepta Ho, que e modelo de regresion no es influyente y debe
buscarse un model o alternativo.
- Contrastes individuales de la F: El contraste individual de la t que permite
contrastar la influencia individual de la variable x; se deduce de la distribucion del
estimador ¢, pero también puede hacerse por medio de una tabla ANOVA,
estudiando el incremento que se produce en la suma de cuadrados explicada por el
modelo al introducir la variable regresora en estudio x;.
Para ello, si se desea contrastar la influencia de la variable x;, se gjusta € modelo de
regresion completo, con las k variables regresoras y se cacula la suma de cuadrados
explicada por € modelo (scE(K)). A continuacion, se gjusta e modelo de regresion
con k-1 variables, todas excepto la variable x. Se calcula la suma de cuadrados
explicada por este modelo (scE(k-x)). Ahora se define la suma de cuadrados
incremental debidaax como el valor

ANseE (xi) = scE (k) — scE(k —z:) 20 (2.103)
Este valor indica el aumento de la variabilidad explicada por € modelo a introducir

lavariable x;. Para contrastar lainfluenciaindividual o no de x;, serealiza€ siguiente

H, = ;=
c,=] 0T Ol o1k
H1 = fa'H ?E {]

Como estadistico del contraste se utiliza

contraste,

AseE (xq)
Fi=—3l — i=0,1,...,k
5k (k) (2.104)

Bajo la hipétesis nula se verifica que F; sigue una distribucion F (Contraste
individual delaF) con 1y n-(k+1) grados de libertad.

Fil gy ~ Flo_ktry, 1=0,1,...,k (2.105)

Evidentemente, s Ho es cierto, /ASCE(x)~0 y F; tomara vaores pequefios. Por tanto
este contraste es unilateral siendo el p-valor del contraste el siguiente
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p— wmlor = P (Fl,u—{k+1} = E) ., i=01...k (2 106)

Este contraste proporciona exactamente & mismo resultado que el contraste
individual de la t, ambos dan igual p-valor. Sin embargo este método presenta la
ventaja adicional de poder utilizarse para contrastar la influencia de un subconjunto
de | variables explicativas, con | < k, {Zj,:%,:--- T3 }. En este caso e estadistico
del contraste es

AscE(I)

g % ~ Ff:u—{k+f}
Sk (K) (2.107)

“...En un modelo de regresion mdltiple al hacer los contrastes sobre la influencia
individual de cada una de las variables regresoras y € contraste sobre la influencia
conjunta del modelo de regresién gjustado, pueden darse diversas situaciones (Tabla
2.6.).

Caso | Contraste Conjunto (F) | Contraste Individual
| Significativo Todos Significativos
2 Significativo Alguno Significativo
3 Significativo Ninguno Significativo
4 No Significativo Todos Significativos
5 No Significativo Alguno Significativo
6 No Significative Ninguno Significativo

Tabla 2.6. Posibles resultados del Contraste de laF en laregresion mdltiple

Caso 1. Todas las variables explicativas influyen en la variabl e respuesta.

Caso 2. Influyen agunas variables explicativas, otras no.

Caso 3. Las variables explicativas son muy dependientes entre si. Entonces,
conjuntamente influyen, pero los coeficientes individuales tienen varianzas muy altas
en relacion con e valor de las estimaciones que son no significativas. Este problema
se denomina multicolinealidad y se soluciona eliminando agunas variables
regresoras del modelo.

Caso 4. Es otro caso de multicolinealidad, las variables son muy dependientes pero
con unafuerte correlacién negativa. Es poco frecuente.

Caso 5. Andlogo a anterior.
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Caso 6. Ninguna de las variables regresoras influye en la variable respuesta o la

influencia no |a detecta la muestra tomada...”!

2.2.2.3. Los coeficientes de correlacion

Al gustar un modelo de regresiéon mdltiple a una nube de observaciones es
importante disponer de alguna medida que permita medir la bondad del guste. Esto
se consigue con los coeficientes de correlacion multiple.

En € estudio de la recta de regresiéon definimos € coeficiente de correlacion linea

simple (o de Pearson) entre dos variables X e Y, como

r(X,Y) = S(X,Y)
" sx Sy (2.108)

donde sx.¥) es la covarianza muestral entre las variables X e Y ; sx y Sy son las
desviaciones tipicas muestrales de X e Y , respectivamente.
En general cuando se gjusta un modelo estadistico a una nube de puntos, una medida

delabondad del gjuste es e coeficiente de determinacion, definido por

S (3 — 9)°

sck i=1

seld L .2
> (wi—19)
d=

R? =
(2.109)

“...El grado de correlacion existente entre tres 0 mas variables se Ilama correlacion
multiple...

A menudo es importante medir la correlacion entre una variable dependiente y una
variable independiente particular, cuando todas las demas variables se suprimen
(indicado con frecuencia con la frase quedando iguales las restantes). Esto se
consigue definiendo un coeficiente de correlacion parcial...”*

Vemos entonces que si € modelo que se gjusta es un modelo de regresion lineal
multiple, a R se le denomina coeficiente de correlacion multiple y representa el
porcentgje de variabilidad de 1a'Y que explica el modelo de regresion.

Como scE < scG, se verifica que 0<RP<1. Si R?=1 la relacion lineal es exacta y s

R?=0 no existe relacion lineal entre la variable respuestay las variables regresoras,

3 «“Model os Estadisticos aplicados”, J. Vilar Fernandez, Universidade da Corufia, Espafia 2003
%2 «Estadistica”, M. Spiegel, Mc Graw Hill, EEUU 1988.
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El coeficiente de correlacion multiple R es igual a coeficiente de correlacion linea

simple entre el vector variable respuesta Y y el vector de predicciones Y,

R=r(Y¥.¥). 5110

El coeficiente de correlacion multiple R presenta e inconveniente de aumentar
siempre que aumenta € numero de variables regresoras, ya que a aumentar k
(nimero de variables regresoras) disminuye la variabilidad no explicada, algunas
veces de forma artificial o que puede ocasionar problemas de multicolinealidad.
“...no hay limite para la cantidad de variables que pueden aparecer en e modelo,
sempre y cuando estas no estén relacionadas lineadmente entre si
(multicolinealidad)...”*

Si el nimero de observaciones n es pequefio, e coeficiente % es muy sensible alos
valores de ny k. En particular, s n = k + 1 e modelo se gusta exactamente a las
observaciones. Por €llo y con € fin de penalizar € nimero de variables regresoras
gue se incluyen en el modelo de regresion, es conveniente utilizar el coeficiente de
determinacion corregido por e niimero de grados de libertad, 172, Este coeficiente es
similar a anterior, pero utiliza el cociente de varianzas en lugar del cociente de

sumas de cuadrados. Para su definicion se tiene en cuenta que
R? scE i scll

T seG 0 seG o (2.111)
Cambiando las sumas de cuadrados por varianzas se obtiene € coeficiente de

determinacion corregido por € nimero de grados de libertad, %, definido como

sigue
l n ’
———— Y ¢!
2 -alfrt ﬂ'—(k-l_l};
R =1- =7 =1- 1 n 1
8 ;
v 1 — IZ {y'i- — .i:_"l}l
i=1 (2.112)

Ahora es fé&cil deducir la siguiente relacion entre los dos coeficientes de
determinacion

2 _ 1 (1. p2 Ll 2 :
R=1-(1 R}_n_(gq_l}:R = fi (2.113)

% “Modelos de demanda de transporte”, Juan de Dios Ortlizar, Universidad Catélica de Chile,
Alfaomega, Chile 2000.
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También es facil relacionar € estadistico del contraste de regresién mdltiple con €l
coeficiente de determinacion, obteniendo

R §2 R n—(k+1)

Fa‘l.'f = F = l R'z k.
Sk B (2.114)

Consideremos ahora a{X1, X2, ..., Xx} que es un conjunto de variables aleatorias,
el coeficiente de correlacion parcia entre X y X es una medida de la relacion lineal

entre las variables X; y X; unavez que se ha eliminado en ambas variables |os efectos

correlacion parcial entre X; y X, se le denotard por riz3. k.
Para una mejor interpretacion de este concepto, considérese €l conjunto de cuatro
variables {X1, X2, X3, X4}, se desea calcular e coeficiente de correlacion parcial
entre las variables X; y X,. Paraello, se procede de la siguiente forma,
e Secaculalaregresion lineal de X; respecto de X3y X4
X1 =0 + 03Xy + 0 Xy + 134 (2.115)
donde e;.34 son los residuos del gjuste lineal realizado.
e Secaculalaregresion lineal de X, respecto de X3y X4
Xo= g + A3 X5 + F4X4 + €234 (2.116)
donde e,34 son los residuos del gjuste lineal realizado.
e El coeficiente de correlacion parcia entre X; y X, es €l coeficiente de
correlacion lineal simple entre las variables €134y €534,
T12.31 =7 (€134, €2.31) (2.117)
Por tanto, €l coeficiente de correlacion linea se define siempre dentro de un conjunto
de variables y no tiene interpretacion ni sentido s no se indica este conjunto de

variables.

Consideremos € conjunto de variables {Y, X1, X2}, entonces se verifica la siguiente
relacion entre los coeficientes de correlacion linea simple y € coeficiente de
correlacion parcial,
vi1-TyzTz
VI -13,)(1-rh) (2118
En un modelo de regresion mdltiple
Y=o+ Xi+oa:Xe+ ... FopXe+c (2.119)

Tyi1.2 =

se puede calcular facilmente € coeficiente de correlacion parcial entre la variable

respuesta Y y una variable regresora X; controlado por e resto de variables
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regresoras. Para ello se utiliza €l estadistico del contraste individual de lat respecto a

lavariable X; y que se defini anteriormente como

f=—% M 1.2,k
ol(&)  SryQi (2.120)

obteniéndose la siguiente relacion

2
t‘z’

2+n—(k+1)" (2121

2 _
Tyigc =

donde C = {1,2,...,i—Li+1,... .k} & conjunto de indices de todas las variables

regresoras excepto € indicei.

2.2.2.4. Lamulticolinealidad

Andicemos, a igual que como lo hicimos con la regresion lineal smple, los
principales problemas que se pueden presentar en la construccion de un modelo de
regresion multiple:

e Multicolinealidad: las variables regresoras son muy dependientes entre si, y
es dificil separar su contribucion individual a modelo. Como consecuencia
los parametros del modelo son muy inestables, con varianzas muy grandes.

e Error de especificacion: e modelo de regresion no proporciona un buen
gjuste a la nube de observaciones. Esto puede ser por diferentes motivos:. la
relacion no es linedl, existen variables explicativas relevantes que no han sido
incluidas en e modelo, etc. Por €ello, cuando se dispone de un conjunto
amplio de posibles variables explicativas, es importante disponer de
algoritmos que seleccionen e subconjunto mas adecuado de variables
explicativas que se deben incorporar @ modelo de regresion, asi como de
medidas que midan la bondad del gjuste.

o Fatade Normalidad: los residuos no son normales.

e Heterocedasticidad: la varianza no es constante.

e [EXxistencia de valores atipicos 0 heterogéneos. existen datos atipicos que se
separan de la nube de datos muestrales que pueden influir en la estimacién
del modelo de regresion o que no se gjustan a modelo.

e Dependencia (autocorrelacion): existe dependencia entre las observaciones.

Veamos el caso de lamulticolinealidad, en el modelo de regresion lineal multiple
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Y =Xa+& (2122

el estimador por minimos cuadrados & se obtiene resolviendo € sistema de

ecuaciones

L Fa A Lol A _1 L
{X" K}a = XfY =0 = {X“K} Xf Y. (2123)

Por tanto, para calcular & es necesario invertir la matriz (X*X). Se pueden dar las

siguientes situaciones:

Una (0 més) de las columnas de la matriz de disefio X, xj, es una
combinacion lineal exacta de las otras columnas, esto es, una variable
explicativa es combinacion linea de las otras. Entonces el rang(X)<k+1, €l
IX!'X|=0 y no existe (X'X)*. Por tanto e sistema (X'X)a=X"Y no tiene
solucion Unica. No se puede estimar univocamente el vector . Este seria el
caso extremo de multicolinealidad que en la practica no se suele dar.

El caso opuesto a anterior se da cuando las variables regresoras son

ortogonales. Esto es,

n

XjXp=9 zgrae=0 si i#j i,j=12..k
i=1 (2.124)

En este caso los resultados del modelo de regresion se pueden interpretar sin
ambigiiedad. La matriz X'X es diagonal y la matriz Var(é) también es
diagonal, lo que implica que los estimadores ¢, i = 1,2,...k, son incorrelados.
El signo de &; es igual al signo del coeficiente de correlacion r(zi, Y), y la
contribucién de la variable regresora x; a R? es independiente de las otras
variables regresoras que estén incluidas en e modelo de regresion, esto es, s
se eimina alguna variable regresora o se afiade una nueva (ortogona), la
contribucion de x; eslamisma.

En la mayoria de las situaciones lo que ocurre es una situacion intermedia
entre los dos casos extremos anteriores. Esto es, existe una cierta relacion
entre las variables explicativas 10 que hace que los estimadores ; estén
correlacionados. Si esta relacion es muy fuerte porque dos o més variables
regresoras “estén préximas” aunarelacion de linealidad del tipo

K] + vaks + ...+ ¥ = 0, (2.125)
siendo i1,14,...,17 NUmMeros no todos iguales a cero. Entonces se tiene un

problema de multicolinealidad.



Aungue exista problema de multicolinealidad, se puede gustar y estimar €l
modelo de regresion lineal, pero con mucha variabilidad, en e sentido de que
las varianzas de |os estimadores de |os coeficientes del modelo son muy altas,
lo que afecta a estudio del modelo.

Desde otro punto de vista, comparando la Var(¢) cuando se utiliza € modelo de
regresion lineal multiple (RLM) con dos regresores y cuando se utiliza el modelo de

regresion lineal simple (RLS) de un solo regresor. Se obtiene que
Var(d;/RLS)
S )

1-riy " (2.126)
si existe atamulticolinealidad 1-r1,> =0 y, por tanto, Var(éi/RLM)>>Var(é:/RLS),

Var G/ RLM) = =1,2

La ultima ecuacion se generaliza para un modelo de regresion lineal con k variables

regresoras, de la siguiente forma
Var (G;/ RLS)
1— 'rirr:am l o l (2127)

donde riveso €5 € coeficiente de correlacion maltiple entre la variable explicativa X,

Var (é;/ RLM) =

y €l resto de variables explicativas.

Se denominafactor de incremento de la varianza a nimero

FIV(::.;}:I.;. i=12.. .k

—

Freato T (2.129)
Por tanto,
Var(é;/RLM) = FIV (z;) Var (&4/RLS), i=12,...k, (2.129)
De aqui se deduce que Var{a:/RLM ) < Var(a:/RLS), lo que implica que € modelo
de regresion lineal simple estima con mayor precision la influencia de la variable x;
en lavariable respuesta que el modelo de regresion mltiple.
Si existe multicolinealidad, € FIV(z;) es muy grande y Var(d;/RLM) es mucho
mayor que Var(d;/RLS),
De todo lo anterior se deduce que en un problema de regresién multiple con fuerte
multicolinealidad se verificar&
e Los estimadores &; tendran varianzas muy adtas y estardn muy
correlacionados entre si.
e Por ladtavariabilidad de los estimadores ¢; puede ocurrir que los contrastes
individuales (contrastes de la t) sean no significativos mientras que €l

contraste conjunto (contraste de la F) sea altamente significativo.
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e La multicolinealidad normalmente afecta a unas variables y a otras no, por
tanto, puede afectar a unos parametros del modelo y a otros no.

e La multicolinealidad no afecta a las predicciones (¥), residuos (€), y
varianza poblacional (a?).

e En resumen la multicolineadidad es un problema de la muestra de la que se
quiere obtener més informacion de la que contiene.

e Se resuelve e problema de multicolinealidad eliminando del modelo las
variables explicativas dependientes. Esto es, se deben eliminar del modelo
aquellas variables que proporcionan una informacion que se obtiene de otras
variables yaincluidas en el modelo.

En la Resefia Tedrica 5, Anexo A, se citan las formas de detectar la mulicolinealidad.
2.2.2.5. Losresiduos

Como hemos indicado anteriormente, € andlisis de los residuos es basico para
chequear si se verifican las hipotesis del modelo de regresion. Por €elo, a
continuacion se exponen las propiedades mateméticas de los mismos. Consideremos
el modelo de regresion lineal mdltiple
Y =Xd+e (2130)
L os residuos minimo-cuadraticos vienen dados por
ei=yi—¥ 1=1L...,mn (2131)
o0 en formamatricia
e=Y-VY. (2132
Como ¥= HY, siendo H = X(X'X)*X" la matriz de proyeccion ortogonal. Es fécil
probar que lamatriz H esidempotente (HH = H)y simétrica (H' = H). En base a esto
E=Y-Y=Y-HY=(I-H)Y=(I- H(Xa + &)=
€= Xa +2-HXa -He =(I-H)=, (2.133)
donde se utilizo que HX = X. Se calculalamatriz de varianzas de los residuos,
Var(@) = (1-H E (&) (1-H)' =¢*1-H)(1-H) =¢* (1-H). (2.134)
Por tanto, e es unavariable aleatoria con distribucion
ei~ N (0,0% (1—hat)), i=1,....n (2135
donde h;; es & valor de influencia de %" que mide la “distancia estadistica” de % a x.

Un residuo “grande” indica que la observacion esta lgjos del modelo estimado y, por
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tanto, la prediccion de esta observacion es mala. Las observaciones con residuos
grandes se denominan observaciones atipicas 0 heterogéneas (outliers).
Como los residuos tienen varianza variable y son dimensionados (tienen las unidades
delavariable Y'), normalmente se tipifican

Ty Tl (2.136)
los residuos tipificados siguen una distribucién normal estandar, pero como &2 es
desconocido, se sustituye por su estimador, |a varianza residual #z° y se obtienen los
residuos estandarizados, definidos como

£

= ———— i=1

SVl — v ™ 0137)

Por la hipotesis de normalidad los residuos estandarizados siguen una distribucion t
con n-(k+1) grados de libertad. Como ya se indicd en e estudio del modelo de
regresion lineal simple, en € célculo der; existe @ problema de que hay una relacion
de dependencia entre el numerador y € denominador de r;. Para evitar esto, con
mayor esfuerzo computacional, se calcula paracadai, i = 1,...,n, € estimador sg(i), la
varianza residual del modelo de regresion obtenido a partir de la muestra en la que se
ha eliminado la observacion (i ¥i). Ahora se definen los residuos estudentizados
como

i=1,...,n

£
e t n— —_ ] 1
SrVT—wa 0T (2.138)

Los residuos estudentizados siguen una distribucion t con (n-1)-(k+1) grados de

ts =

libertad. Si € tamafio muestral (n) es grande, los residuos estandarizados y los
estudentizados son casi iguales y muy informativos, pudiéndose considerar grandes
los residuos estandarizados tales que |7 > 2.

En la Resefia Tedrica 6 del Anexo A, se pueden observar formas gréficas para e

andlisis de los residuos, las que se emplean en algunos casos mas adel ante.

2.2.2.6. Andlisisde errores

Todo lo comentado acerca de las hipoétesis bésicas de normalidad, homocedasticidad
e independencia del modelo lineal es vadido aqui. En la Resefia Tedrica 7 del Anexo
A, seredliza un repaso de |as caracteristicas més importantes.

En cuanto a la hipotesis bésica del modelo de regresion lineal maltiple que es que la

variable respuesta Y se puede expresar como una combinacion lineal de k variables
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explicativas més un término de error £. Se supone que € término de error es

independiente de las k variables explicativas 0, equivaentemente, que cuaquier otra

variable explicativa no incluida en e modelo y que pueda explicar alavariable Y es

independiente de las variables explicativas del modelo. En la préctica no siempre es

posible incluir todas las variables relevantes, bien porque alguna de estas variables

no se considera relevante o porgue no se puede medir. Otras veces se incluyen

erréneamente variables irrelevantes o se especifica una relacion lineal que no 1o es.

Todo ello conduce a especificar incorrectamente el modelo, resultando importante

determinar la influencia de tales especificaciones incorrectas y tenerlas en cuenta en

| os resultados.

“...Los errores pueden clasificarse de la siguiente manera:

a)

b)

d)

Errores de medicion, codificacion y digitacion de los datos (que son
tipicamente mayores en paises en desarrollo), que crecen con el refinamiento
o sofisticacion de las variables que deben medirse, pero que pueden reducirse
invirtiendo mas dinero en supervision y entrenamiento, y en verificacion de
datos.

Errores de muestreo, provenientes de la consideracion de muestras finitas en
lugar de la poblacion completa; estos errores tienden a ser proporcionales ala
raiz cuadrada del nimero de observaciones (esto es, para reducirlos ala mitad
seria necesario cuadruplicar la muestra), por lo que su reduccion puede ser
muy costosa

Errores de especificacion (por gemplo, omisién de una variable relevante,
forma funcional errénea, presencia de habito o inercia de comportamiento),
debidos a que ningin modelo puede pretender representar la realidad en
forma exacta; un mejor modelo, mas sofisticado, puede reducir este tipo de
errores mediante una mayor inverson en la etapa de recoleccion y
procesamiento de |os datos.

Errores de calibracion y prediccion: los primeros provienen de la utilizacion
de técnicas de calibracion parcidmente inexactas (la generalidad de los
model os se resuelve en forma iterativay no tiene solucion matemética exacta)
y los segundos, de errores en la prediccion a futuro de las variables

independientes del modelo.
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€) Errores de transferencia, a usar un modelo desarrollado para A (cierta &rea o
época) en B (otra &rea 0 época), aun con |os gjustes necesarios.

f) Errores de agregaciéon: la agregaciéon no es un problema sencillo; sin
embargo, s se estima un modelo agregado, |os errores pueden ser mayores.
Existen distintos tipos de agregacion; por gemplo, de informacion basica y

de dternativas...”®

Debemos considerar los siguientes errores de especificacion a gjustar un modelo de
regresion mdltiple:

e Omitir una variable relevante, alguna variable regresora de gran importancia
no se haincluido en el modelo. Este problema produce:
- Que los estimadores minimo cuadréticos ¢ sean sesgados y con mayor
varianza sdvo que la variable excluida sea ortogona a las variables
regresoras del modelo.
- Que lavarianzaresidual sg” sea un estimador sesgado por exceso ya que los
errores son mayores de lo que serian s se hubiera incluido la variable
excluida, sobre todo si esta variable es ortogonal alas variables regresoras, ya
gue entonces su influenciaen lavariable Y es mayor.
- Como g es muy grande los intervalos de confianza de los parémetros del
modelo son mayores de o que deberian y los contrastes individuales de la t
[levan a considerar como no significativas a variables regresoras que si 10 son.

e Incluir una variable irrelevante, que no influye en la variable respuesta Y o
gue la informacion que proporciona sobre esta variable ya esta contenida en
las otras variables regresoras. Las consecuencias de este problema son las
siguientes:
- S la variable irrelevante incluida depende de las otras variables regresoras
se tiene un problema de multicolinealidad. Aumenta la varianza de los &, y
los contrastes individuales de la t tienden a considerar como no significativas
avariablesregresoras que si o son.
- S la variable irrelevante incluida es ortogona a las otras variables

regresoras, €l efecto es menor, se pierde eficacia porque se pierde un grado de

3 “Modelos de demanda de transporte”, Juan de Dios Ortlizar, Universidad Catélica de Chile,
Alfaomega, Chile 2000.
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libertad a aumentar una variable regresora que no aporta variabilidad
explicada, pero paratamarios muestrales grandes el efecto es minimo.
Especificar una relacion lineal que no o es, proporciona malos resultados,
sobre todo fuera del rango de valores observados porque una relacion no
lineal en un estrecho intervalo de observacion se puede aproximar por una
lineal. Las graves consecuencias de este error son las siguientes:

- Los estimadores ¢ son sesgados y su varianza se calculamal.

- Lavarianza residual se calcula mal y los contrastes individuales de lat no
son validos.

- Las predicciones del modelo son malas, sobre todo fuera del rango de

valores de |as observaciones.

Los erores de especificacion se detectan utilizando los gréficos de residuos. Se

deben tener en cuenta especia mente:

El gréfico de residuos (e:) frente a predicciones (#:).

El gréfico de residuos (e;) frente a una variable explicativa (i ).

El gréfico de residuos (e;) frente a una variable explicativa omitida (i omit ).
En muchas ocasiones se intuye que se deberia incluir un término cuadrético o
una interaccion (producto) de variables explicativas, siendo razonable hacer
el gréfico de los residuos frente a variables como x;° 0 X;; * Xik.

El gréfico de residuos (i) frente a la variable indice o tiempo (i) s las
observaciones son recogidas secuencialmente y se sospecha que € tiempo

puede ser una variable regresora.

2.2.2.7. Seleccion de las variables explicativas

En muchas situaciones se dispone de un conjunto grande de posibles variables

regresoras, una primera pregunta es saber si todas las variables deben entrar en €

modelo de regresion y, en caso negativo, se quiere saber qué variables deben entrar y

qué variables no deben entrar en el modelo de regresion.

Intuitivamente parece bueno introducir en e modelo todas las variables regresoras

significativas (segun el contraste individual de lat) al gustar e modelo con todas las

variables posibles. Pero este procedimiento no es adecuado porque en la varianza del

modelo scR/(n-k-1) influye el nimero de variables del modelo, asi como la Var(¢:)
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crece a aumentar € numero de regresores. Ademas puede haber problemas de
multicolinealidad cuando hay muchas variables regresoras.

Para responder a estas preguntas se dispone de diferentes procedimientos
estadisticos. Bgjo la hipotesis de que la relacion entre las variables regresoras y la
variable respuesta es lineal existen procedimientos “paso a paso” (0 stepwise) que
permiten elegir el subconjunto de variables regresoras que deben estar en e modelo.
También existen medidas de la bondad de gjuste de un modelo de regresion que
permiten elegir entre diferentes subconjuntos de variables regresoras e “mejor”
subconjunto para construir e modelo de regresion. Para la utilizacion de estas
medidas de bondad de gjuste no es necesaria la hipétesis de linealidad. La utilizacion
combinada de los algoritmos de seleccion de las variables regresoras y |os criterios
de bondad de gjuste permiten seleccionar adecuadamente el modelo de regresion que
se debe utilizar. En todo caso, una vez elegido € modelo de regresion, antes de
utilizarlo, se debe de contrastar que se verifican las hipdtesis estructurales del modelo
y si no se verifican, se debe reformular el modelo.

Los procedimientos para seleccionar las variables regresoras que deben entrar en €

modelo se pueden observar en la Resefia Tedrica 8 del Anexo A.

2.2.3. Conceptos complementarios

Las caracteristicas de los modelos de regresion andizadas en este capitulo son
aquellas que utilizamos mas adelante en la aplicacion de los datos, pero no son las
Unicas que han sido estudiadas por la estadistica. Para complemento, ver la Resefia
Tedrica9 del Anexo A.

Por ultimo, nos parece adecuado resaltar que “...un modelo es mas complejo que otro
s tiene mas operaciones del mismo tipo, 0 si tiene operaciones més explosivas en
cuanto a error, 0 S tiene mayor numero de variables. Se supone que un modelo se
hace més complgo para reducir su error de especificacion (es). Sin embargo, a
medida que la especificacion mejora, hay mas variables que medir y mayores
problemas en cuanto a su facilidad de medicion; por o tanto, se puede esperar que €
error de medicién (e,) aumente. En la mayoria de los casos, éste crece rapido a

principio, pero luego la curva de error se vuelve asintética (se aplana).
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Si definimos el error predictivo total E=(e,? + &2)"? podemos ver que el mejor
punto de prediccion (el minimo E) no corresponde a punto de méxima complgjidad
dado el e, asociado... para predecir puede ser mejor un modelo mas sencillo y
robusto si 1os datos son de mala calidad. Sin embargo, para aprender y para entender
el fendbmeno, siempre va a ser més adecuado € modelo con la especificacion més

correcta...”®

% “Modelos de demanda de transporte”, Juan de Dios Ortlizar, Universidad Catélica de Chile,
Alfaomega, Chile 2000.
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Capitulo 3 - Analisis de datos

3.1.0btencion de los datos

Hemos justificado hasta ahora la necesidad de desarrollar un modelo para la
estimacion del TMDA en base a conteos diarios, hemos citado la forma habitual de
realizar este calculo cuando se cuenta con los coeficientes (o factores) de correccion
y descrito los modelos de regresion, todo esto como pasos indispensables previo ala

aplicacion de los datos.
3.1.1. Andlisisde formas

Volvamos ahora a estudio desde el punto de vista de la estadistica de las series de
tiempo.
“...Una serie en e tiempo es un conjunto de observaciones tomadas en instantes
especificos, generamente a intervalos iguales. Mateméticamente se define por los
vaores Yy, Y,,... de unavariable Y en tiempos ty, t,,... asi pues, Y es una funcion det.
Es interesante pensar una serie de tiempo como un punto moviéndose con el paso del
tiempo resultado de una combinacion de fuerzas econdmicas, socioldgicas,
psicoldgicas 0 de otros tipos. La experiencia con muchos ejemplos de series en €
tiempo ha revelado ciertos movimientos o variaciones caracteristicas que aparecen a
menudo, y cuyo andlisis es de gran interés por muchas razones, una de ellas €
problema de prediccion de futuros movimientos.
Los movimientos caracteristicos de series en el tiempo se pueden clasificar en cuatro
tipos principales, a menudo llamados componentes de una serie en €l tiempo:

1) Movimientos alargo plazo o seculares; se refieren aladireccion general en la

gue e gréafico de una serie en e tiempo parece progresar en un largo periodo

de tiempo, a veces se indica por una curva de tendencia.
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2) Movimientos caracteristicos o variaciones ciclicas, estas se refieren a las
oscilaciones a largo término en torno a una recta o curva de tendencia. Estos
ciclos pueden ser periédicos 0 no, es decir pueden seguir 0 no esquemas
repetidos en interval os iguales de tiempo.

3) Movimientos estacionales o variaciones estacionales, estos se refieren a los
esguemas idénticos o casi idénticos que una serie en e tiempo parece seguir
durante meses correspondientes en afios sucesivos. Tales movimientos se
deben a sucesos recurrentes que tienen lugar anualmente, tales como €l
brusco aumento de precios al consumo antes de la navidad.

4) Movimientos irregulares o aeatorios, estos se refieren a los movimientos
esporadicos de las series en € tiempo debidos a sucesos de azar, tales como
inundaciones, huelgas o elecciones. Si bien se puede suponer que tales
sucesos producen variaciones que pierden su influencia tras poco tiempo,
cabe la posibilidad de que sean tan intensos que den lugar a nuevos

movimientos ciclicos de otro tipo...”*

El andlisis de series en e tiempo consiste en describir matematicamente los
movimientos componentes que estén presentes en ella. Supongamos que la serieen €
tiempo tiene por variable Y €l producto de varias variables T, C, Se | que producen
los movimientos de tendencia, ciclicos, estacionales o irregulares, respectivamente.
Y=TxCxSx|=TCS (3.1)

El investigar los factores T, C, Se |, se conoce a menudo como una descomposicion
de una serie en el tiempo. De estas cuatro componentes nos interesan en este andlisis
especialmente losfactoresTy S.
El método de los minimos cuadrados se puede utilizar para hallar 1a ecuacion de la
curva de tendencia adecuada (T).
Para determinar el factor estacional S debemos estimar como varian los datos de la
serie en e tiempo de mes a mes en un afio tipico. Asi, definimos a indice estacional
como un conjunto de nimeros que muestran los valores relativos de una variable
durante los meses del afio, pudiéndose calcular por:

1) Método de porcentgje medio; en este método expresamos los datos de cada

mes como porcentajes del promedio anual.

% «Estadistica”, M. Spiegel, Mc Graw Hill, EEUU 1988.
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2) Método del porcentaje de tendencia; en este método expresamos los datos
para cada mes como porcentajes de valores de tendencia mensual es.

3) Método del promedio movil en porcentgje; en este método calculamos un
promedio movil de 12 meses.

4) Método de la relacion de enlace; en este método expresamos los datos para
cada mes como un porcentgje de los datos para los meses previos; estos
porcentajes mensuales se llaman relaciones de enlace porque relacionan cada

mes con €l precedente.

Por otro lado, lateoria del transito establece que “...los volumenes de transito futuro
se derivan a partir del trénsito actual TA'y del incremento del transito I T... de acuerdo
a esto se puede plantear:

TF=TA+IT (32
el trénsito actual TA, se puede establecer a partir de aforos vehiculares sobre las
viadidades... € incremento del transito IT es & volumen de transito que se espera en

el afio futuro...”®’

Esta forma de andlisis lleva en la préctica a una falencia en cuanto a estudio de
series desde la estadistica, o cual es analizado a continuacion y es la causa de una
nueva manera de encarar la temética, ya que es posible incluir otra conceptualizacion
en los andlisis de transito, que consideramos resulta una mejor adaptacion a la

realidad, y que involucraun nuevo paso en el tratamiento de |os datos.

Habitualmente, tal vez por una cuestion de célculos, cuando se aplica €l concepto de
incremento de trénsito se tiende a la simplificacion de considerarlo como un hecho
escalonado afo a afo. Es decir que conceptuamente se considera que durante el
ciclo no existe un crecimiento propio del trénsito, o que simplifica e andlisis de
series por anularse la componente generada por la tendencia. La interpretacion
grafica de lo expuesto la podemos ver en la Figura 3.1, donde la TCT es la tasa de

crecimiento del transito paralos respectivos ciclos.

57 “Ingenieria de trénsito, fundamentos y aplicaciones’, R. Cal y Mayor, J. Cérdenas, Alfaomega
7°ed., México 1995.
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Fig. 3.1. Andlisistradicional del transito

En cambio, unavision andloga de lo que dicta la teoria de series de tiempos, seriala
gue se observa en la Figura 3.2, en donde se da una curva de tendencia (por g emplo

lineal) a largo plazo de la serie, de la cua se desprenden las estacionalidades.

Vol (veh/dia)

w -

Fig. 3.2. Andlisis seglin la estadistica

El considerar los incrementos de transito en forma anual como valores de referencia,
segun se hace tradicionalmente, es una técnica por demas empleada y difundida, que
tiene una buena adaptacion para su empleo y que € profesional relacionado con la
tematica acepta intuitivamente. Lo que en cambio resulta dificil de aceptar es laidea
de llevar a crecimiento del transito en un hecho escalonado en e tiempo. Resulta
més realista e aceptarlo como algo gradual dentro del propio ciclo anual, en forma
proporcional (crecimiento lineal), en donde la pendiente de lo que podriamos
denominar “tendencia anua” lo reflgja. Atendiéndose a lo que ilustramos en la

Figura 3.3.
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Fig. 3.3. Andlisis propuesto

El tomar como base estos conceptos es lo que lleva a la necesidad de retrotraer los
datos de transito para su comparacion a dia 1 del afio, para que luego de ser
realizados los célculos necesarios puedan ser expandidos en funcion de la tasa de
crecimiento.

Esta técnica nos lleva a situaciones como las que observamos en la Figura 3.4, en
donde se ven con lineas punteadas las series correspondiente a los coeficientes de
correccion mensuales para una misma via pero en dos afos diferentes. La linea
punteada superior corresponde a un afio con tasa de crecimiento del trénsito positiva,
mientras que la linea inferior corresponde a uno con tasa negativa, ambas situaciones
muy comunes en la base de datos recolectada para € estudio. Una vez desafectadas
las series por las tasas de crecimiento, es decir como s la tasa fuera 0, obtenemos la
serie de linea continua intermedia. Asi, vemos como dos series que podrian
suponerse en un principio responden a distintas demandas caracteristicas, son en
realidad comparables cuando de ellas se elimina un elemento que puede interpretarse

como coyuntural, como lo es €l valor en si de latasade crecimiento del transito.
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coeficientes mensuales

Fig. 3.4. Series de datos con crecimiento descontado

Todas estas consideraciones agregan un término adicional a la forma tradicional
cdlculo del TMDA, ya que a encontrarse los datos librados de su “tendencia anual”
es necesario incluirla a final del célculo. Por €ello, en rasgos generaes, podemos
aventurar que el modelo en desarrollo llevala siguiente forma:
TMDA = TDg X ALGcogr.p X ALGcoerm X ALGrer (3.3)
Donde:
TDo = Es € transito diario determinado por el censo esporédico, descontado
el crecimiento de transito registrado en el afio hasta el dia en que seredizala
medicion.
ALGcoerp = Es @ agoritmo que permite obtener el coeficiente de correccion
diario que lleva e vaor de TD, a la media mensual, en donde la variable
independiente es aquella que toma valor 1 para el domingo, 2 para e lunes,
...,y 7 parae sabado.
ALGcoerm = Esel agoritmo que permite obtener el coeficiente de correccion
mensual que lleva el valor de la media mensual ala media anual, en donde la
variable independiente es aquella que tomavalor 1 para enero, 2 para febrero,
...,y 12 paradiciembre.
ALGrcr = Es e agoritmo que permite llevar a ese valor medio anual a
TMDA por afectarlo de la tasa de crecimiento de transito supuesta para ese

ano en estudio.
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Cabe aclarar que esta forma de modelo arrastra caracteristicas del modelo
tradicional, pues “...se destaca que en & modelo de estimacion del TMDA que puede
denominarse tradicional, existe cierta inconsistencia formal, ya que se utilizan
factores de desestacionaizacion multiplicativos y los promedios se realizan por
medias aritméticas, cuando resultaria mas convenientes € uso de medias
geométricas...”®

Si bien esto es asi, decidimos seguir por esta linea de trabgjo, pues llevar €l andlisis a
otro tipo de modelaciones existentes daria como resultado consideraciones de dificil
aceptacion, aun para profesionales con cierta formacién matematica, perdiéndose la
caracteristica de uso difundido que pretendemos y planteamos para € modelo desde

un principio.

3.1.2. Delimitacion del area de estudio y antigiiedad de los datos

Como ya dijéramos para €l presente trabajo hemos establecido como érea en estudio
la conformada por las provincias de Buenos Aires, Cérdoba, Santa Fe, La Pampa 'y
Entre Rios. Estas provincias de la region central de la Argentina son seleccionadas
por conformar una regién relativamente homogénea, cuando se la analiza desde €
punto de vista socioeconémico.

Ademas establecemos estos limites, si bien en casos extremos las diferencias pueden
resultar importantes, por ciertas similitudes en aspectos geogréficos y climéticos de
las zonas abarcadas, similitudes que se tornan notorias S se realiza la comparacion
con otras provincias pertenecientes a cordon montafioso de los Andes, a extremo
sur patagénico o a norte subtropical.

“...Mediante e estudio del relieve y del clima es posible determinar las distintas
regiones geogréficas argentinas. Pero ademés de la formay de las caracteristicas de
la superficie terrestre, es necesario tener en cuenta, como factor determinante, € tipo
de actividad econdmica gque se desarrolla. La semejanza'y homogeneidad del relieve,
e clima, laflora, lafauna, €l suelo, los recursos naturales y € uso que el hombre daa
la tierra contribuyen a definir la extension y los limites aproximados —y a veces

transitorios— de una unidad geogréfica...”*

% «Estimacién de cambios en el volumen de trénsito a causa del cobro de peaje en rutas de acceso a
Cordoba’, P. Arranz, F. Marhuenda, E. Masciarelli, X1V Congreso Argentino de Viaidad y Transito,
Argentina 2005.

% «La Region Pampeana”, R. Lima Coimbra, monografia, UNCPBA, Argentina 2003.
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Como unidad de andisis fijamos a partido (0 departamento) en los que se
encuentran divididas las provincias, esta decision surge como un balance entre la
precision deseada en el estudio y la exactitud alcanzable con los datos disponibles.
“..Los términos exactitud y precision implican conceptos independientes pero
complementarios. La exactitud se relaciona con e alcanzar una respuesta correcta,
mientras que la precision se relaciona con la magnitud del rango de estimacion del
pardmetro en cuestion...

Como un gemplo de exactitud se puede considerar un método aplicado para estimar
una medida de performance. Si la medida de performance es la demora, un método
exacto puede proveer una estimaciéon muy aproximada de la demora actua bajo
condiciones de campo. La precision es una estimacion del rango aceptable para una

perspectiva de andlisis proveyendo una estimacion exacta...”*

Complementario a esto resulta interesante observar que “..la mayoria de los
procedimientos estadisticos utilizados en la estimacion de model os asumen, implicita
o0 explicitamente, que tanto los datos como la forma funciona del modelo se conocen
en forma exacta. En la préctica, sin embargo, a menudo se violan estas condiciones,
por lo demés, aun si se satisficieran, existirian errores en las predicciones de los
modelos debido simplemente a la inexactitud de los valores estimados para las
variables exdgenas en el afo de disefio...

Como € objetivo dltimo de la modelacion es normalmente la prediccion, un
problema importante que deben enfrentar los disefiadores de modelos es definir la
combinacion més adecuada de complejidad computacional y precision de los datos,
para lograr un nivel de exactitud de los resultados en relacion a presupuesto del
estudio...”*

Pasemos al tratamiento de los limites para las series historicas de datos a emplearse.
Como comenzamos € andlisis de datos a finales del afio 2004, y por cuestiones de
antigiiedad y disponibilidad, decidimos emplear para la obtencion del modelo las

series comprendidas entre los afios 1993 y 2003, destinando los datos

40 “Highway Capacity Manual 20007, Transportation Research Board, National Research Council,
EEUU 2000.

4 “Modelos de demanda de transporte”, Juan de Dios Ortlizar, Universidad Catélica de Chile,
Alfaomega, Chile 2000.
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correspondientes a afio 2004, si los hubiera, exclusivamente a la validacion de los

algoritmos resultantes.

Con estos limites establecidos procedemos a la consulta de diversas fuentes para la

obtencion de registro, resultando fructiferala consulta con:

Subsecretaria de Transito y Transporte del Gobierno de la Ciudad de Buenos
Aires

Direccion Naciona de Vialidad

Coviares

Autopistas del Oeste

Autopistas del Sol

UTN Bahia Blanca

Municipalidad de Concordia

AUFE

Puente Subfluvial Hernan Darias

Direccion de Vialidad de Santa Fe
Direccion de Vialidad de Buenos Aires
Municipalidad de Rafaela

Auditoria General delaNacion

Instituto Superior del Transporte delaUNC
LEMaC UTN LaPlata

INDeC

Particulares

Este relevamiento permite obtener el mapa de cobertura que se observa en la Figura

3.5.
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Bl Con datos disponibles  []Sin datos disponibles
Fig. 3.5. Mapa de cobertura de | os datos recabados

3.1.3. Elaboracién de la matriz homogénea

Los datos recolectados de las fuentes citadas se encuentran expresados de muy
diversas formas, poniendo en evidencia la falta de un procedimiento generalizado de
orden nacional a respecto.
Esta heterogeneidad en las caracteristicas de |os datos nos genera la necesidad de una
fuerte tarea de reconversion para su inclusién en una matriz general, que por su
nueva condicion denominamos homogénea.
En redlidad esta matriz puede ser también analizada como un grupo de matrices, ya
gue por la estructura elegida para €l trabajo debemos contar como resultado final con
matrices que permitan efectuar las regresiones para la obtencion de:

- Algoritmos de tasa de incremento de transito

- Algoritmos de coeficientes de correccion diaria

- Algoritmos de coeficientes de correccion mensual

Para la elaboracién de estas matrices establecemos como campos, aunque algunos de
estos luego no sean empleados en el modelo final, l1os siguientes:
- Denominacion de lavia

- Denominacién del punto de registro en lavia
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Localidad de ubicacion del punto de registro

Provinciaen laque se encuentralalocalidad

Fuente del dato

Caracteristica de urbano o rural del punto

Caracteristicas de turistica o comercia delavia

Existencia 0 no de pegje en €l tramo

Coeficientes de correccion diaria (en siete campos, 1 para domingo y 7 para
sébado)

Coeficientes de correccion mensual (en doce campos, 1 paraeneroy 12 para
diciembre)

Afio del registro

Incremento de trénsito registrado durante ese afio

Clasificacion del trénsito en automoviles y camionetas, 6mnibus, camion

liviano y camion pesado

A estos registros se suman los datos recabados de diversas variables que reflgjan la

actividad socioeconémica del é&rea en estudio, segin lo detallamos més adelante

cuando describimos la obtencion del algoritmo para la tasa de incremento del

trénsito.

Para la conformacion de la matrices numéricas sobre las que realizamos las

regresiones establecemos:

Para la caracteristica de urbanidad (urbano o rura) incluimos una variable
gue toma valor 1 cuando el entorno es urbano y O cuando es rural.
Consideramos entorno rural cuando no se genera con densidad la actividad
residencial y/o comercial, es decir que la accesibilidad se da desde sectores de
actividad rural no cotidiana.

Para e uso, incluimos una variable que toma vaor 1 cuando es comercia y
valor 0 cuando es turistico. Consideramos uso turistico cuando éste es €l
preponderante en época de vacaciones, es decir que la via srve
evidentemente de vinculacion a plazas turisticas (por gemplo la Autovia 2,
gue sirve a transito entre Capital Federal y la Costa Atlantica, o la Ruta
Provincial N° 5 que sirve a transito entre Cérdobay Zona Serrana).

Para |a existencia de peaje incluimos una variable binaria que tomavalor 1 s

existe cobro de pegjey 0 s no existe.
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e Paralaclasificacion del transito incluimos una variable dada por €l porcentaje

de vehiculos livianos circulantes (automoviles y camionetas).

Cabe recordar en este punto que para € céculo de los coeficientes de correccion
diarios y mensuales efectuamos con cada grupo de datos, y en funcién de su forma
de expresion, las operaciones que permiten luego asegurar que:

TMDA, = TDo X COEFpjari0 X COEFvensuaL  (3.4)
Donde tanto TMDAy y TD, son valores con tendencia discriminada.

3.2. Empleo de los datos

3.2.1. Obtencion de los algoritmos para el incremento del transito

Como hemos dicho, a los datos incluidos en las matrices a ser empleadas en las
regresiones se les ha discriminado la tendencia. Esto nos lleva a la necesidad de
incorporar posteriormente un término que considere el incremento del transito.

“...Para obtener estimativos confiables de los volumenes vehiculares que circularén
en e futuro se utilizardan modelos, los cuaes son alimentados utilizando parametros
socioecondémicos (como la poblacién total, la poblacién econdmicamente activa, la

poblacién ocupaday los vehicul os registrados)...”*

El incremento de transito es estimable entonces en funcion de variables
socioecondmicas exogenas, |o cual puede expresarse mateméticamente como cuando
se asegura que “...el modelo genera de demanda del transporte responde a una
estructura multiplicativa del tipo:
AT = (AVAR)“(AVAR,)” (3.5)

donde:

AT = eslavariacion porcentual del transito considerado

AVAR;, AVAR, = representan la variacion de las variables explicativas o

causales del aumento de transito



a Yy B = son las elasticidades del transito respecto a las variables
independientes
...incluyendo pardmetros como:
APOB = variacion porcentual de las poblaciones que sirve cada ruta
APAR = variacion porcentual del parque de automéviles

APBI = variacion porcentual del Producto Bruto Interno Nacional...”*

El problema que se nos plantea ahora es saber qué variables socioecondmicas elegir
para explicar el incremento del transito, resultando a la vez posibles de ser recabadas
con relativa facilidad.
“...Respecto a las variables exdgenas, se anaizaron diversas posibilidades en base a
las siguientes pautas:
ad Que la posible variable a incluir en e estudio tuviera series de duracion y
desagregacion acorde ala serie temporal de transitos
b) Que la posible variable a incluir en € estudio fuera méas fécil de predecir que
el propio transito...
Entre las posibles variables identificadas a nivel nacional y regional, se encontraron
algunas que no tenian la desagregacion adecuada, que resultaban solamente de
mediciones en aglomerados urbanos, que no poseian una longitud acorde o que
estaban afectadas de falta de datos, etc., en la mayoria de los casos resultaban de mas
dificil prediccion que e mismo transito. Entre todas ellas, e PBI (Producto Bruto
Interno) a precios constantes, en desagregacion trimestral resulté la més indicada.
Aun cuando € PBI resulta, en si misma, una variable cuya prediccién puede resultar
azarosa, pueden encontrarse més facilmente referencias acerca de su probable

evolucion en publicaciones de organismos e instituciones privadas...”**

En resumen, la prediccion de las tasas de crecimiento del transito en lugares en los
gue ya se cuenta con datos previos es relativamente sencilla, ya que puede

establecerse una tendencia observando los ciclos anteriores. Cuando € andisis se

“2 «“|ngenieria de transito, fundamentos y aplicaciones”, R. Cal y Mayor, J. Cérdenas, Alfaomega
7°ed., México 1995.

3 «Censos y proyecciones de transito de la red de accesos a Cérdoba”, Instituto Superior de Ingenieria
de Transporte, Universidad Nacional de Cérdoba, Argentina 1996.

4 «Estudio econométrico y prondstico del transito que pasa por casillas de pegje en concesiones viaes
de Argentina’, P. Arranz, E. Masciarelli, F. Marhuenda, I1SIT, Universidad Nacional de Cérdoba,
Argentina 2004.
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realiza en cambio por profesionales no directamente vinculados a la teméatica o en
lugares en donde no se cuenta con series histéricas de transito, razones gue son
justamente las causas del estudio, la prediccion se debe realizar en forma subjetiva o
empleando otros parametros relacionados de més sencilla prediccion, o que son
cominmente supuestos en estudios socioecondmicos para una amplia gama de

estimaciones.

Buscamos entonces correlacionar la tasa de crecimiento del transito con diversas
variables socioecondmicas explicativas, pero cuando efectuamos € anadisis sobre
estos parametros registrados en las localidades del area en estudio y en ciclos
seleccionados para €l trabajo, nos encontramos con diversos inconveni entes.

En un principio obtenemos del INDEC (Instituto Nacional de Estadisticas y Censos)
datos discriminados por afio de las variables de: PIB, Importaciones, Consumo
Privado, Consumo Publico y Exportaciones. Pero los mismos no se encuentran
discriminados por provincias, ni mucho menos por localidades.

También recabamos datos en cuanto a la variacion de la poblacion en las diversas
localidades, pero sdlo contamos con los registros producidos por los censos de 1991
y 2001, razon por la cua la variable no es aplicable, pues carecemos de valores
intermedios.

Otro dato que obtenemos es e de la evolucién de la canasta familiar, que
nuevamente se da discriminado por afio, pero no por provincia o localidad.
Finalmente, y luego de descartar otras series de datos por razones similares a las ya
enunciadas, obtenemos la serie correspondiente a la tasa de actividad discriminada
por afo y en las diversas regiones de las provincias. Mediante estos datos
confeccionamos una matriz de variaciones de tasa de empleo, para ser utilizada en la

regresion junto con los datos de tasa de crecimiento del trénsito.

3.2.1.1. Variacion del empleo como variable independiente

Comencemos planteando las variables parala regresiones:
X = variacién tasa de empleo (variable independiente)
Y = crecimiento trénsito (variable dependiente)
Con las cuaes podemos construir e grafico de la Figura 3.6, en donde cada par de

datos es un punto de la nube de puntos general.
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Fig. 3.6. Gréfico de variacion tasa de empleo vs crecimiento del trénsito

Debemos ahora analizar la validez de las muestras disponibles, para esto
consideramos que “...para andizar la muestra podemos construir una tabla que
incluya las medidas de tendencia central, medidas de variabilidad, y medidas de
forma de ésta. Son de particular interés entre estas medidas los coeficientes de
asimetria y curtosis estandarizados que pueden utilizarse para determinar s la
muestra procede de una distribucion normal. Los valores de estos estadisticos fuera
del rango de -2 a +2 indican alejamiento significante de normalidad que tenderia a

invalidar cualquier test estadistico con respecto aladesviacion normal...”*

Siguiendo lo establecido en este parrafo realizamos € andlisis estadistico de |os datos
obtenidos de tasa de crecimiento de transito, resultando:

Frecuencia= 518

Media=5,2417

Varianza = 81,6331

Desviacion tipica= 9,0351

Asimetriatipificada= 0,296483

Curtosistipificada = 2,31466
En este caso, e valor del coeficiente de asimetria estandarizado esta dentro del rango

esperado para los datos de una distribucion normal y € vaor del coeficiente de

% «Egtadistica Basica Aplicada”, A. Fernandez Morales y B. Lacomba Arias, Agora Universidad,
Espaiia 2004.
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curtosis estandarizado se encuentra levemente fuera del rango. Este andlisis nos
permite tener ademas gréficas de dispersion y de cgja y bigotes, que dan una
referenciavisual de ladistribucién de la muestra, los que se observan en laFigura 3.7

y laFigura3.8.

Fig. 3.7. Gréfico de dispersi 6n de latasa de crecimiento del transito
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Fig. 3.8. Gréfico de cajay bigotes de latasa de crecimiento del transito

No obstante la distribucién de nuestros datos se nos presenta levemente leptocurtica,
decidimos no modificar la muestra hasta no andizar los gustes obtenidos con las

regresiones.

Analizamos estadisticamente ahora |os datos de la variacion del empleo, resultando:
Frecuencia= 518
Media=0,17278
Varianza = 30,6671
Desviacion tipica= 5,53779
Asimetriatipificada = 2,24557
Curtosistipificada = -2,3667
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En este caso se superalevemente el umbral de asimetriay curtosis, pero con idéntico
fin que en € caso anterior, decidimos continuar con la muestra para e andlisis de
regresion.

Las gréficas de dispersion y de cgja y bigotes también nos permiten observar la

distribucion de estos datos, tal cual observamos en la Figura 3.9 y laFigura 3.10.
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Fig. 3.9. Gréfico de dispersion de lavariacion del empleo

-12 -7 -2 )é% 8 13 18
Fig. 3.10. Gréfico de cajay bigotes de latasa de variacion del empleo

Vaidadas las muestras desde el punto de vista de su hormalidad, pasamos a andlisis

deregresion.

La lectura de la nube de puntos obtenida en e gréfico de tasa de crecimiento de
trdnsito vs. variacion de empleo (Figura 3.6), nos permite establecer que no existe a
simple vista una clara forma de relacion entre ambas variables. Por esto encaramos el
estudio analizando la regresion lineal simple, para lo que utilizamos e “maodulo de
regresion” del programa Microsoft Excel, obteniendo como resultado:

e Funcion deregresion Y= 0,21 X + 4,92

e Coeficiente de correlacién mdltiple 0,23
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Coeficiente R de determinacion 0,05
Coeficiente R? gjustado 0,05
Error tipico 4,78

Como vemos |os resultados obtenidos no son buenos, ya que R? es muy bajo (deberia

acercarseal) y e r se encuentra cercano a0 (deberia acercarsea—-1 0 1).

Debemos observar ahora si analizando los residuos obtenidos podemos encontrar |as

causas de tan bajo gjuste. El gréfico de los residuos frente alas predicciones (4, i) es

el que proporciona una mayor informacion acerca del cumplimiento de las hipotesis

del modelo, como |o podemos ver en |os siguientes casos:

No se detecta ningun problema. (Figura 3.11)
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Fig. 3.11. Ejemplo de gré&fico de residuos sin indicios de problemas

El gjuste lineal no es adecuado. (Figura 3.12)
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Fig. 3.12. Ejemplo de gréfico de residuos con gjuste lineal no adecuado
Ajuste lineal mal calculado. (Figura 3.13)
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Fig. 3.13. Ejemplo de gréfico de residuos con gjuste mal calculado

e EXxiste heterocedasticidad. (Figura 3.14)
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Fig. 3.14. Ejemplo de gré&fico de residuos con heterocedasticidad

e [Existenciade datos atipicos. (Figura 3.15)
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Fig. 3.15. Ejemplo de gréfico de residuos con datos atipicos



Cuando efectuamos el andlisis con € gréfico de residuos vs. predicciones de esta
regresion, Figura 3.16, no observamos la existencia de ninguno de estos problemas

enunciados.

residuos

predicciones

Fig. 3.16. Gréfico de residuos vs predicciones

Pasamos entonces aanalizar si labaja correlacion se debe a datos atipicos (outliers).
Normal mente se considera que una observacion es un dato atipico si tiene un residuo
estandarizado mayor que 2 (|ri| > 2), otras veces se pide que |ri|> 3. En cuaquier
caso es una eleccion subjetivay cuanto mayor sea |ri| mas atipica es la observacion.
Los datos atipicos son de gran importancia porque su inclusién o no en la muestra
puede hacer que varie mucho larecta de regresion estimada.

Aqui se observa que ninguno de los datos registra un error estandarizado con valor
absoluto mayor de 2, razén por la cual no deberian descartarse datos.

Llegamos asi a la conclusion de que con estos datos no podemos establecer una
relacion linea entre ambas variables, por ta razén continuamos e andisis

transformando | as variables para linealizar, en busca de mejores resultados.

Como hemos visto una forma de transformacién habitual consiste en tomar logaritmo
de la variable independiente. Como esta variable presenta valores negativos,
desplazamos €l origen de la variable en 10 unidades (valor mayor al méximo registro
negativo) y aplicamos laregresion lineal simple. Los resultados obtenidos son:

e Funcion deregresion Y = 4,15 log(X+10) + 1,17
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e Coeficiente de correlacion multiple 0,29

 Coeficiente R? de determinacion 0,09

e Coeficiente R? gjustado 0,08

e Error tipico 4,71
Si bien en este caso obtenemos mejores resultados, estos se encuentran muy |lgjos de
acercarse a valores aceptables.
Al analizar los residuos estandarizados, encontramos algunos casos en los que se
supera € umbral establecido de valor absoluto 2, permitiéndonos suponer la
existencia de datos atipicos. Razon por la cual decidimos redlizar una nueva
regresion descartandol os.
En esta nueva regresion obtenemos como resultados:

e Funcion deregresion Y = 4,79 log(X+10) + 0,49

e Coeficiente de correlacién multiple 0,33

o Coeficiente R? de determinacion 0,11

e Coeficiente R? gjustado 0,11

e Error tipico 4,56
Como podemos ver, |os resultados mejoran levemente, pero sin llegar a umbrales de
aceptabilidad. Ademés a analizar los residuos estandarizados no hallamos valores
atipicos, razén por la cual decidimos probar una nueva forma de linealizacion,
basada en tomar logaritmos de la variable independiente y de la variable dependiente
(regresion doble-log®), tal cual 1o recomienda la bibliografia de consulta. Para tomar
logaritmos de la variable dependiente también es necesario desplazar €l origen de la
misma para que no se presenten valores negativos. Como resultados obtenemos:

e Funcion de regresion log(Y+10) = 0,15 log(X+10) + 1,01

e Coeficiente de correlacion multiple 0,34

 Coeficiente R? de determinacion 0,11

e Coeficiente R? gjustado 0,11

e Error tipico 0,15
Los valores son similares alos ya obtenidos, halldndose también en este caso algunos
datos atipicos, que luego de descartados dan como resultado la siguiente regresion:

e Funcion de regresion log(Y+10) = 0,15 log(X+10) + 1,01

e Coeficiente de correlacion multiple 0,32

46 «Economia de mercado, virtudes e inconvenientes’, EMV1, Universidad de M4 aga, Espafia 2005.
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e Coeficiente R? de determinacion 0,10
e Coeficiente R? gjustado 0,10
e Error tipico 0,13
Como vemos, no se registran mejoras, por lo cua decidimos recurrir a soluciones

computacionales de mayor poder.

Empleamos ahora €l programa TCWin, € cua a hacer correr los datos disponibles

nos indica las ecuaciones de regresion obtenidas, ordenadas por su R?. Para este caso
el mejor valor de R? es de 0,13 y para una ecuacion de laforma:

Y=a+bX+(c/X)+dX2+ (e XD +f X3+ (g X°) + h X+ (il X +] X+ (kI X°)

(3.6)

Concluimos, por todo lo expuesto, que con los datos disponibles no podemos

establecer un buen modelo de correlacion entre la tasa de crecimiento del transito y

lavariacion del empleo. Debemos trazar entonces otra linea de trabgjo.

3.2.1.2. Variacion del parque automotor como variable independiente

Uno de los datos socioecondmicos recabados, que degjamos de lado en un principio,
por encontrarse sdlo disponible entre los ciclos 1997-2003, es € de registro
automotor, recabado en la DNRPA (Direccion Nacional de Registros de Propiedad
Automotor). Si bien este dato no se presenta completo para los afios 1993-2003
establecidos para € estudio, es analizado por ser la Unica alternativa restante, dada

nuestra recoleccion de datos.

Establecemos entonces:
X = variaciéon de parque automotor (variable independiente) = (automotores
en ciclo en estudio — automotores ciclo anterior) . 100 / (automotores ciclo
anterior)
Y = crecimiento transito (variable dependiente)
Nuevamente, previo a andlisis de regresion, efectuamos el andlisis estadistico de la
muestra, el cual paralos datos de tasa de crecimiento del transito resulta:
Frecuencia= 64
Media=-2,77969
Varianza = 45,1439

94



Desviacion tipica= 6,71892

Minimo =-14,8
Maximo = 18,3
Rango = 33,1

Asimetriatipificada= 2,1114

Curtosistipificada = 1,46844
Como vemos la asimetria resulta levemente por encima del umbral establecido, lo
cual consideramos no llegara a afectar el andlisis. La gréfica de cajay bigotes de la

Figura 3.17 nos permite observar la distribucion de la muestra.

-15 -5 \!(3 15 25
Fig. 3.17. Gréfico de cajay bigotes de |atasa de crecimiento del trénsito

Andlogamente efectuamos el andlisis estadistico de la variable variacién de parque
automotor, resultando:

Frecuencia= 64

Media= 2,28571

Varianza = 1,82208

Desviacion tipica = 1,34985

Minimo=0,5
Méaximo=5,5
Rango =5,0

Asimetriatipificada = 1,91099
Curtosistipificada = -0,8162
Observamos como tanto la asimetria tipificada y la curtosis se ubican dentro de los

valores limites, anexandose al andlisis lagréficade cgjasy bigotes de la Figura 3.18.
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Podemos considerar entonces que la muestra es sensiblemente norma y pasar d

0 1
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3
X
Fig. 3.18. Gréfico de cgjay bigotes de la variacion del parque automotor
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andisis de regresion, nuevamente con & “modulo de regresion” del programa
Microsoft Excel.

Como la gréfica de tasa de crecimiento de trénsito vs. variacion parque automotor, no

nos permite establecer a simple vista una relacion entre ambas variables, decidimos

buscar directamente la linealizacion de los datos. Tomamos entonces logaritmos de

la variable independiente y logaritmos de la variable dependiente (trasladando €l

origen 20 unidades para evitar valores negativos). Visualmente parece que ahora una

regresion lineal puede ser viable, segin se observa en la Figura 3.19.
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Fig. 3.19. Gréfico variacion transito vs variacion parque automotor, afectados por log.

Pero al redlizar las regresiones y tras descartar algunos datos atipicos, los valores que

obtenemos son:

e Funcion deregresion log(Y+20) = 0,19 log X + 1,18
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e Coeficiente de correlacion multiple 0,62
 Coeficiente R? de determinacion 0,39
e Coeficiente R? gjustado 0,38
e Error tipico 0,07
Estos valores, si bien resultan mucho mejores a los obtenidos con la tasa de empleo,
no llegan alos umbrales de aceptabilidad que nos hemos fijado.
Decidimos entonces volver atrés el andlisis y aplicar la regresion directamente sobre
losvalores sin linedlizar. Esto nos permite obtener |os siguientes valores:
e Funcionderegresion Y = 2,23 X — 7,99
e Coeficiente de correlacion multiple 0,75
e Coeficiente R? de determinacion 0,56
e Coeficiente R? gjustado 0,55
e Error tipico 2,53
El contraste de la F también demuestra la influencia de la linealidad, dandonos un p-
valor muy por debgjo de 0,05.
Aungue ya hemos explicado €l contraste de la F, tal vez sea conveniente tratar de
simplificar un poco mas e concepto de su empleo. Con este estadistico lo que se
pretende es comparar € modelo propuesto con aquel en donde no aparece la X
planteada, esto es, ver si realmente hay una dependencia entre Y y X segin lo hemos
planteado. Cuanto mayor es el valor del estadistico, mayor la evidencia que juntamos
para probar que hay dependencia, y menor p-valor. Para un 95 % de confianza s €
p-valor es menor que 0,05 entonces demostramos esta dependencia.
Con los residuos estandarizados elaboramos la gréfica de la Figura 3.20 y la de la
Figura 3.21, que muestran una sensible normalidad de los mismos, con media O y
desvio esténdar 1. La estadistica completa de |os residuos estandarizados es:
Media = -0,00222222
Varianza=1,01613
Desviacion tipica= 1,00803

Minimo=-2,1
Maximo = 1,9
Rango =40

Asimetriatipificada= 0,817851
Curtosistipificada = -0,532223
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Fig. 3.20. Gréfico de cajay bigotes paralos residuos,
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Fig. 3.21. Histograma de | os residuos empleando variacion del parque automotor

Como dijéramos, e andlisis realizado hasta ahora con la variable independiente del
parque automotor se lleva adelante con € moédulo de regresién del programa
Microsoft Excel, veamos los resultados que obtenemos en esta Ultima regresion
cuando empleamos € programa Statgraphics Plus, més potente que el anterior.

El gréfico del modelo ajustado obtenido con este programa, Figura 3.22, nos permite
observar las bandas para los errores, valores que empleamos mas adelante en la

discusion del modelo final obtenido.
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Fig. 3.22. Gréfico del modelo gjustado con bandas para |os errores
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L os resultados no son malos, pero como el modelo final se compone del producto de
los submodelos, debemos hallar en cada uno de estos € menor error posible, en
busca de un error general aceptable, tal como yalo explicaramos.

Volvemos por esto al empleo del programa TCWin, que permite establecer modelos
mas complgos y gustados que, a fin y a cabo, podrian ser establecidos por
regresion simple mediante las adecuadas lineadizaciones, como hemos hecho hasta
ahora. Como describimos anteriormente, este programa, a ser cargado con la matriz
de datos, nos da como resultado una lista de regresiones en orden decreciente de

coeficiente de correlacion.

Al andizar nuestra muestra obtenemos dicho listado de ecuaciones, pero
descubrimos que éstas poseen similar valor de R%. Nos surge entonces la pregunta,
¢En caso de distintos modelos de similar gjuste a nuestra nube de puntos, cud
elegimos?

“...Los mecanismos para la seleccion de un modelo no son faciles de especificar, ya
gue dependen en gran medida del tipo de modelo, del contexto de utilizacion y de las
propias caracteristicas del proceso analizado. Quizés la Unica norma clara es que ante
dos posibles modelos, similares en otros aspectos, preferiremos € que sea mas
sencillo y que menos suposiciones necesite para su construccion (es lo que se

denomina “principio de parsimonia®)...”*

Basados en este “principio de parsimonia”’, de lalista obtenida tomamos la ecuacion:

47 «Construccién de model os de regresion multivariantes”, L. Molinero, Alce Ingenieria, Espafia 2002.
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e Funcion deregresion
Y = 35,596896 — (243,628504 / X) + (555,412790 / X?) — (585,523100
1 X3) + (283,681553 / X*) — (51,088958 / X°)
e Coeficiente R? de determinacion 0,66
e Coeficiente R? gjustado 0,59
e Error tipico 2,40
e Estadistico F 11,37 (p-valor 0,0000) significativo a 99%
En la Figura 3.23, podemos observar como la funcion se gjusta a nuestra nube de
puntosy en laFigura 3.24 se observa el gréfico de dispersion de los residuos.

Llegamos de este modo a una ecuacion que nos arroja val ores aceptabl es de gjuste.

y=a+b/x+c/x2+d/x3+e/x4+f/x5
Eq#=6503 r2=0.66217311

-10 5 ED

-15

0 1 2 3 4 5 6
‘ O Y Actual =Y Predicted ‘

Fig. 3.23. Ajuste de la ecuacion ala nube de puntos, empleando variacion parque automotor

y=a+b/x+c/x2+d/x3+e/x4+f/x5
Eq#=6503 r2=0.66217311
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Fig. 3.24. Gréfico de dispersion de los residuos, empleando variacion parque automotor

100



3.2.2. Obtencién de los algoritmos para los coeficientes diarios

Para e andlisis en busca del agoritmo que nos permita calcular los coeficientes
diarios de correccion, fijamos como punto de partida a las siguientes variables:
e X =variableindependiente, representalos dias de la semana
X =1 (diadomingo)
X =2 (dialunes)
X =3 (diamartes)
X =4 (diamiércoles)
X =5 (diajueves)
X =6 (diaviernes)
X =7 (dia sabado)

e Y =variable dependiente, es el coeficiente diario

Con estas variables en juego, buscamos ahora establecer la validez de la muestra,
efectuamos entonces el andlisis estadistico de los coeficientes diarios, dandonos
como resultado:

Frecuencia= 161

Media=1,01018

Varianza= 0,0172913

Desviacion tipica= 0,131496

Minimo = 0,687
Maximo = 1,469
Rango = 0,782

Asimetriatipificada= 1,88183

Curtosistipificada = 2,0702
Podemos ver que la curtosis se ubica levemente por encima de los limites
establecidos, por lo cual consideramos que no se desvirtlia el andlisis por regresion.

En laFigura 3.25, observamos € grafico de cgjay bigotes de la muestra.
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Fig. 3.25. Gréfico de cgjay bigotes de los coeficientes diarios

Una vez confirmada la normalidad, analizamos la gréfica de coeficientes diarios vs.

dias de semana de la Figura 3.26.
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dias de la semana

Fig. 3.26. Gréfico de coeficientes diarios vs dia de la semana

Aqui no podemos observar claramente grupos de nubes de puntos aislados y
podriamos pensar en la realizacion de una regresion Unica. Pero en funcion de los
conceptos ya apuntados en este documento y de los que volcamos en e parrafo
siguiente, es de esperarse un comportamiento diferente entre dos grandes grupos de
vias, las que sirven eminentemente a fines turisticos y las que lo hacen a fines
comerciaes. En reaidad puede también pensarse que existen distintos coeficientes
para estas vias en distintas épocas del afio (por g emplo verano, otofio, invierno y

primavera), pero el analizar estas aternativas requiere la obtencion de series de datos
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discriminados en tal sentido, lo cual en nuestro caso no ha sido posible, por 1o que
decidimos dejar de lado este tipo de planteos.

“...Se han estudiado cuales son los dias de la semana que llevan los volumenes
normales de transito...

En ciertas carreteras los voliumenes de lunes a viernes son muy estables; y se
registran maximos volumenes durante €l fin de semana, ya sea e sdbado o domingo,
debido a que durante estos dias por estas carreteras circula una alta demanda de
usuarios de tipo turistico y recreacional...

En otras carreteras los volimenes méximos se presentan entre semana, al igua que
en las calles de la ciudad, donde la variacion de los volimenes de transito diario no
es muy pronunciada en los dias laborales. Ambos casos reflgjan e uso comercia de

estas vias...”*®

Decidimos entonces incluir la variable clasificatoria por uso de la via, previo a los
andlisis de regresion.

Como ya estableciéramos esta variable toma valor 1 cuando la via es comercia y 0
cuando es turistica. Los gréficos de la Figura 3.27 y la Figura 3.38, reflgan la

inclusion de esta clasificacion.

1,400 clase 0 "turistica
1,200 A * : ’ ‘
1,000 4 ‘
0,800 - i ’
0,600 -
0,400 -
0,200
0,000 T
0 2 4 6 8

Fig. 3.27. Gréfico de coeficientes diarios para vias turisticas

8 “Ingenierfa de trénsito, fundamentos y aplicaciones’, R. Cal y Mayor, J. Cérdenas, Alfaomega
7°ed., México 1995.
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Fig. 3.28. Gréfico de coeficientes diarios para vias comerciales

Podemos ver como la inclusion de la clase realmente genera dos nubes de puntos
diferenciables y como éstas convalidan |o asegurado en la consulta bibliogréfica. Asi,
la primera nube presenta una tendencia hacia una parébola cdéncava hacia abgjo y la
segunda aparenta ser una pardbola concava hacia arriba. Estamos ahora en

condiciones de redlizar las regresiones por separado que analizamos a continuacion.

3.2.2.1. Andlisis paravias de uso turistico

Cuando analizamos la Figura 3.27 observamos que la nube de puntos se asemeja a
una pardbola hacia abgjo, mostrando una ata concentracién en todos los dias, salvo
en los domingos que presentan una cierta dispersion de valores.
En funcion de esta evidente forma de pardbola, decidimos comenzar € andlisis de
regresion aplicando directamente una linealizacion de la variable independiente que
nos permita la obtencion de su funcion. Esto se logra tomando cuadrados de la
mismay generando la regresion como si fueran dos las variables independientes (los
valores de X y los valores de X?), es decir como una regresion mdltiple. Mediante
esta técnica obtenemos | os siguientes resultados:

e Funcién deregresion Y =-0,04 X% + 0,32 X + 0,55

e Coeficiente de correlacién multiple 0,90

e Coeficiente R? de determinacion 0,82

e Coeficiente R? gjustado 0,80

e Error tipico 0,07
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Estos valores nos permiten observar un muy buen gjuste de esta regresion, pero a
analizar los residuos estandarizados se registran algunos casos que superan € umbral
establecido del valor absoluto 2, por tal razén decidimos eliminar estos datos y
realizar nuevamente la regresion, obteniéndose en este caso como resultados:
e Funcion deregresion Y =-0,043715 X?+0,363511 X + 0,452025
¢ Coeficiente de correlacion multiple 0,97
e Coeficiente R? de determinacion 0,94
e Coeficiente R? gjustado 0,94
e Error tipico 0,04
Como puede observarse, € quitar estos pocos datos atipicos nos permite obtener una
sensible mejora en los resultados, sin una modificacion fuerte de la ecuacion. El
coeficiente de correlacion multiple, que como viéramos debe acercarse en valor
absoluto a 1, es de 0,97. El coeficiente de determinacidn que debe ser cercano a1, es
de 0,94 y muy pocos de los residuos estandarizados poseen valor absoluto superior a
2, presentando su distribucion en la Figura 3.29 una sensible normalidad. El contraste
de la F también demuestra la tendencia de la linealizacién con un p-valor muy por
debgjo de 0,05. La estadistica completa de los residuos es.
Media = 0,000689655
Varianza = 1,00137
Desviacion tipica = 1,00069

Minimo =-1,84
Maximo = 2,3
Rango =4,14

Asimetriatipificada = 0,35049
Curtosistipificada = -0,553592

-1.9 -0.9 Or%siduosl'l 21 3.1

Fig. 3.29. Gréfico de cgjay bigotes de los residuos para vias turisticas
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En funcion de estos resultados [legamos a la conclusion de que el algoritmo obtenido

paralas vias turisticas es valido.

3.2.2.2. Andlisis paravias de uso comercial

Cuando analizamos la Figura 3.28, correspondiente a la gréfica de los coeficientes de
correccion diarios vs. dia de la semana para vias de uso comercial, vimos que se
podia intuir una relacion asimilable a una parabola concava hacia arriba. Por esto, a
igua que en @ caso de las vias turisticas, comenzamos € andlisis de regresion
linealizando con la variable independiente para obtener una ecuacién cuadrética. Los
resultados obtenidos en este experimento son:
e Funcién deregresion Y = 0,01 X?- 0,07 X +1,12
o Coeficiente de correlacion multiple 0,64
 Coeficiente R? de determinacion 0,40
e Coeficiente R? gjustado 0,39
e Error tipico 0,05
Vemos que los coeficientes de correlacién multiple y de determinacion son bajos.
Por su parte, € andlisis de los residuos estandarizados de la Figura 3.30 no nos
permite establecer la existencia de datos atipicos, pero tampoco nos permite observar
su normalidad. Esto se ve confirmado con los datos estadisticos completos en donde
vemos como la curtosis supera el limite fijado de —2:
Media= 0,000416667
Varianza = 1,00045
Desviacion tipica= 1,00023

Minimo=-1,91
Maximo = 1,65
Rango = 3,56

Asimetriatipificada = -0,708985
Curtosistipificada= -3,51774
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Fig. 3.30. Histograma de los residuos para vias comerciales

Los gjustes alcanzados con esta clase nos permiten deducir que la linea de trabajo
seguida no nos conduce a un buen resultado, posiblemente por falta de inclusion de
una nueva variable de clasificacion.

Para esto volvemos andlisis de la Figura 3.28, donde ademas de la concavidad hacia
arriba de la clase parala nube de puntos, observamos cierta dispersion en los valores
extremos (esdecir 1y 7).

Tres son las variables clasificatorias que podemos incluir, en funcion de los datos
disponibles. Estas son la urbanidad de la via, |a existencia de pegje o la clasificacion
del trénsito. El andlisis detallado de las series en funcion de estas tres variables nos
[leva a pensar que la variable clasificatoria faltante es la de existencia o no de pesje
sobre la via, con la que se obtienen las nubes de puntos de la Figura 3.31 y de la
Figura3.32.
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Fig. 3.31. Nube de puntos para los coeficientes diarios en vias comerciales con pegje
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uso 1, peaje 0
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Fig. 3.32. Nube de puntos para | os coeficientes diarios en vias comerciales sin pegje

Realicemos el andlisis para esta nueva clasificacion.

3.2.2.2.1. Andlisis en vias comerciales con pegje

La nube de puntos para este caso presenta una clara concavidad hacia arriba, aunque

en un sector medio muestra un salto en la funcién. Esto nos lleva a pensar que un

polinomio de grado superior puede ser la mgior forma de regresion, no obstante 1o

cual experimentamos inicialmente buscando una funcion polindmica de grado dos,

mediante el “maodulo de regresion” del programa Microsoft Excel, para analizar su

gjuste, obteniendo como resultado:

Funcion de regresion Y =0,03 X2 - 0,28 X +1,58
Coeficiente de correlacion multiple 0,92
Coeficiente R? de determinacion 0,84
Coeficiente R? gjustado 0,83

Error tipico 0,07

Como podemos observar e gjuste nos da vaores muy buenos. Complementariamente

el andlisis de los residuos estandarizados no nos permite observar datos atipicos, no

obstante |o cual es de esperarse la existencia de regresiones que gusten mejor a esta

nube.
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Buscando estos mejores resultados, volvemos a empleo del programa TCWin. Con
los datos ingresados, obtenemos un listado de ecuaciones de regresion ordenadas por
su coeficiente de determinacion, que para este caso resulta de 0,88 en alrededor de 20
ecuaciones. Guiados nuevamente por € “principio de parsimonia”’, de entre éstas
tomamos la de més sencilla expresion y la analizamos en detalle, obteniendo:

e Funcién de regresion Y = 0,002781 X° - 0,053475 X* + 0,378762 X° -

1,184775 X? + 1,434157 X + 0,758143

 Coeficiente R? de determinacion 0,88

e Coeficiente R? gjustado 0,85

e Error tipico 0,06
Estos resultados verifican € buen guste obtenido con la regresion de segundo grado,
yaque con una mayor sencillez de calculo se obtienen resultados similares.
El andlisis gréfico de la curva gjustada de grado 5, Figura 3.33, y de sus residuos,
Figura 3.34, también nos permite establecer a ésta como la funcién de regresion

buscada.

y=a+bx+cx2+dx3+ex4+fx5
Eq#=6002 r2=0.88110535
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Fig. 3.33. Ajuste de lafuncién polinémica de grado cinco, en vias comerciales con pegje

y=a+bx+cx2+dx3+ex4+fx5
Eqg#=6002 r2=0.88110535
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Fig. 3.34. Gréfica de residuos de la funcion polinémica de grado cinco, en vias comerciales con pegje
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3.2.2.2.2. Andlisis en vias comerciales sin pegje

La Figura 3.32, correspondiente a la nube de puntos para esta clasificacion, nos
muestra nuevamente a grandes rasgos una pardbola con concavidad hacia arriba, pero
con ciertas ondulaciones que nos llevan a pensar que un gjuste polinémico de grado
superior tendria que ser apropiado. Por tal razon, decidimos hacer correr
directamente los datos con € programa TCWin. Asi, obtenemos e listado de
ecuaciones con su correspondientes coeficientes de determinacion, que para €

maximo valor de R? obtenido es:

e R=0,70
Y=a+bX+(c/X)+d X2+ (e X)) +f X3+ (g X°) + hX*
e R’=0,70

Y=a+bInX+c(InX)?+d (InX)* + e (INX)* + f (INX)° + g (InX)°

e R=0,70
Y =a+bInX+c(InX)? + d (InX)® + e (InX)* + f (INX)° + g (INX)® + h (InX)’

e R=0,70
Y=a+bInX+c(nX)?+d(InX)®+e(nX)*+f (InX)° + g (InX)® + h (InNX)” +
i (INX)® +j (INX)° + k (InX)*°

e R=0,70
Y=a+bInX+c(InX)?>+d (InX)® + e (InX)* + f (INX)> + g (INX)® + h (InX)” +
i (INX)® +j (InX)®

e R=0,70
Y=a+bInX+c(InX)?+d (InX)®+ e (nX)* + f (InNX)° + g (InX)® + h (INX)” +
i (InX)®

e R?’=070
Y=a+bX+(c/X)+dX%+ (& X)) +f X+ (g X3 +h X+ i/ X)) +] X° + (k/
X°)

e R=0,70
Y=a+bX+ (@ X)+dX2+@X)+f X3+ (@ X)) +hX*+({/ XH +jX°

e R=0,70
Y=a+bX+(c/X)+dX2+ (e X)) +f X2+ (g X°) + h X+ (il X*

e R?’=070
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Y=za+bX+cXInX+dX3+ee (3.7)

La ultima de todas estas ecuaciones presenta una sencillez notoriamente superior,

para un mismo guste. Guiados nuevamente por e “principio de parsimonia’ ya

enunciado decidimos analizarla:
Funcion de regresion Y = 1,299385 — 0,175416 X + 0,110582 X2 InX —
0,033388 X° + 0,001731 €
Coeficiente R? de determinacion 0,70
Coeficiente R? gjustado 0,67

Error tipico 0,04

Laregresion presenta valores admisibles, mostrando su curva de guste y de residuos

también buen comportamiento, como se ve en laFigura 3.35 y la Figura 3.36.
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Fig. 3.36. Gré&fico de residuos de lafuncién obtenida, en vias comerciales sin pegje

y=a+bx+cx2Inx+dx3+eex
Eq#=4476 r2=0.70215256
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Fig. 3.35. Ajuste de lafuncidn obtenida, en vias comerciales sin pegje

y=a+bx+cx2Inx+dx3+eex
Eq#=4476 r2=0.70215256
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3.2.3. Obtencion de los algoritmos para los coeficientes mensuales

El salto conceptua desde €l coeficiente diario a mensual podria ser criticado, pero la
carencia generalizada de datos hace imposible la obtencion de coeficientes més
detallados, cuando no lo esincluso la obtencion del propio coeficiente mensual.
“...El coeficiente de estacionalidad del mes sdlo puede estimarse en € corto plazo
por analogia con tramos con coeficientes conocidos, sea por contadores permanentes,
sea por censos de cobertura efectuados en distintas épocas del afio. Por esta razon,
con censos de corta duracion la expansion se realiza d TMDM, y la correccion a
TMDA exige disponer del coeficiente del mes de fuente exdgena.
Si sereleva el volumen de transito de todo un mes, €l Transito Medio Diario del Mes
se calcula con la expresion siguiente
TMDM = (5 media dia habil + media sdbado + media domingo)/7 (3.8)

El coeficiente de estacionalidad de |a semana dentro del mes es usualmente asumido
igual alaunidad, pues e patrén del transito es repetitivo en médulos de 7 dias, y las
diferencias atribuibles a censar en la primera semana del mes o en otra semana
suelen ser despreciables...”*
Aungue la forma de calcular e TMDM citada en este parrafo pueda ser mejorada
empleando la ecuacion:

TMDM = (n° dias habiles . media dia habiles + n° dias no habiles . media de

dia no habiles) / (n° de dias habiles + n° de dias no habiles) (3.9)
todo parece indicar que lo aqui expresado en cuanto a los patrones de transito es
valedero. Por esto consideramos gque no es necesario contar con un coeficiente
intermedio que distinga los volumenes entre las distintas semanas de un mes. De
todos modos seria adecuado que este parametro, en caso de que las condiciones
particulares de un estudio hicieran imperiosa su determinacion, tome valor en forma
independiente del mes que se trate. Razén por la cua podria incluirse sencillamente
como un factor més en la ecuacion final para el clculo del TMDA, mediante un
algoritmo que posea como variable independiente la ubicacion que la semana en la

que seredliza el conteo posee dentro del mes.

49 «Caracterizacion de errores de muestreo en censos de volumen y composicion”, M. Herz, J.
Galarraga, M. Maldonado, X1V Congreso Argentino de Vialidad y Transito, Argentina 2005.
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Ratificada la estructura del modelo general pasamos a andlisis puntual para los
coeficientes mensuales. Pero previo a andlisis numérico revisemos algunos aspectos
considerados en estudios similares a éste.

“...En el marco de los estudios de este informe, se hace necesaria la disponibilidad
de andlisis de los determinantes de |la demanda de acuerdo alas estacionalidades...

En € modelo empleado la variable explicada son los vehiculos circulantes y las
variables explicativas:

- Ingreso. Esta variable se capta a través del Indice de Produccion Industrial,
utilizado especialmente por su gran fidelidad como aproximacion al producto bruto y
por su frecuencia. A través de esta variable se considera como impacta la actividad
sobre el trénsito aestimar...

- Poblacién. Es de singular importancia la inclusion de esta variable, en especial a
tratarse de una estimacion de transporte de pasagjeros. ..

- Peagje. Seincluye como unavariable adicional de precios...

Inicialmente se habian considerado variables adicionales, como las de matriculas
educativas y personas ocupadas, pero estas dos variables resultaron no significativas
a momento de redizar las estimaciones... ademés su importancia como
determinantes era mas bien secundaria...”*

Si bien en este trabgjo ya habiamos considerado la inclusion de las variables de
borde, este parrafo expresa su empleo cuando se analizan las estacionalidades,
tratadas aqui justamente mediante los coeficientes de correccion mensuales. Es por
esto, parafacilitar € andlisis de las interrelaciones entre variables, que para esta parte
del trabajo nos planteamos la idea desde € principio de llegar a los agoritmos

buscados mediante la regresion mdltiple.

Fijamos entonces nuestra variable dependiente Y para e valor del coeficiente
buscado y una primera variable independiente X; paralos meses del afio, siendo:

e X;=1paraeneo

e X; = 2parafebrero

e X;= 3paramarzo

o X; = 4 paraabril

%0 “Estimacién econométrica del transito vehicular y de la demanda del servicio de transporte
ferroviario y automotor en €l Gran La Plata”, J. Alonso, Expte. Muni. La Plata 78.449/01, Argentina
2001.
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e X; = 5paramayo
e X;=6parajunio
e X;=T7parajulio
e X; = 8 paraagosto
e X; = 9 paraseptiembre
e X; = 10 paraoctubre
e X; = 11 paranoviembre
e X; =12 paradiciembre
Con estas dos variables podemos construir € grafico de la Figura 3.37, para analizar

larelacion existente entre ambas en funcion de nuestros datos.
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Fig. 3.37. Gréfico de coeficientes mensuales vs mes del afio

Podemos deducir de esta gréfica que la nube de puntos podria gustarse por una
ecuacion polindmica, pero es muy posible que el gjuste no sea bueno, debido a que la
dispersion existente en cada valor de X; es alta. Lainclusion de variables de entorno
de la via entonces puede que genere un modelo por regresion mdltiple méas gjustado.
Las nuevas variables a considerarse son:

e Xy =urbanidad (X, = O rural, X, = 1 urbana)

e X3=uso (X3 =O0turistica, X3 =1 comercial)

o Xy=pege(Xs=0snpege X4 =1 con pegje)

e Xs = clasificacion, expresado en % de autos méas camionetas
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Previo alos andlisis de regresion identifiquemos si existe multicolinealidad entre las
variables propuestas, para esto podemos analizar € gréfico de dispersion matricia o,
lo que es andogo, las relaciones existente entre variables par a par. Para esto
construimos los gréficos entre pares de variables y efectuamos los andlisis
correspondientes:
e X;vs Xz = Como X; representa los meses y contamos con series en forma
equilibrada para ambiente urbano y rural, es de esperarse una gréfica como la
obtenida en la Figura 3.38, en donde se evidencia la no existencia de una

relacion lineal.
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Fig. 3.38. Gréfico de X; vs. X,

e X; vs. X3 = ldem, pero comparadas las series en vias de uso comercial o
turistico.

e X;Vs. X4 =Ildem, pero comparadas |as series en vias con 0 sin pegje.

e X; vs. Xs = En este caso contamos con series para vias que presentan
clasificaciones de autos y camionetas de entre un 30 a 100 %, habiendo
barrido por lo tanto un muy alto espectro, sin presentarse por supuesto

relacion entre variables, tal como se ve en laFigura 3.39.
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Fig. 3.39. Gréfico de X; vs. Xs
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Xz vs. X3 = Se trata de la comparacion de dos variables binarias. Habria fuerte
colinealidad s se agruparan los puntos exclusivamente en forma oblicua, es
decir valores (0;0) con (1;1) o vaores (0;1) con (1;0), o presentara pendiente
muy pronunciada la correlacion, lo cual no se registra, como se observaen la
Figura 3.40.

Fig. 3.40. Gréfico de X, vs. X3

Xz vs. X4 = ldem en laFigura 3.41.
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Fig. 3.41. Gréfico de X, vs. X4

X3 Vs. X4 = ldem en laFigura 3.42.
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Fig. 3.42. Gréfico de X3 vs. X4
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e XsVs. X, = Podemos observar en la Figura 3.43 como las series con las que se
cuenta poseen sdlo ata clasificacion cuando la via es urbana, o que resulta
en unaforma de correlacion.

1] oz o4 og oz 1
2

Fig. 3.43. Gréfico de X, vs. Xs

e Xs vs. X3 = En este caso observamos en la Figura 3.44 sblo dtas

clasificaciones en las vias turisticas, resultando en una correlacion.
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Fig. 3.44. Gréfico de X3 vs. Xs

e Xs vs. X4 = No se observa en la Figura 3.45 una correlacion entre la
clasificacion de laviay la existencia de pegje.
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Fig. 3.45. Gréfico de X3 vs. X4

El andlisis de las gréficas de relaciones entre variables, no hace mas que ratificar 1o
gue podemos deducir de un estudio l6gico. Es decir, es de esperarse que en vias de
uso turistico sea muy alto el porcentaje de vehiculos livianos particulares en relacion
con vehiculos pesados de transporte de carga (aungue existan vehiculos pesados de
transporte de pasagjeros, que no aparentan resultar de importancia), como asi también
es de esperarse que en vias urbanas la presencia de vehiculos pesados sea muy
reducida (nuevamente la presencia de vehiculos pesados de transporte de pasajeros
no aparenta influir). Todo esto claro, para los datos con los cuales contamos en este
estudio. Esto nos lleva a descartar €l empleo de la variable de clasificacion, ya que en

ciertaforma es explicada por lainclusién de las demas variables de entorno.

Como primera prueba anaizamos entonces la regresion lineal mdltiple con las
variables seleccionadas, pero ésta nos da muy bajo gjuste:

e Funcion deregresion Y= 1,02 + 0,01 X; + 0,01 X; — 0,08 X3 + 0,01 X4

e Coeficiente de correlacion multiple 0,28

e Coeficiente R? de determinacion 0,08

e Coeficiente R? gjustado 0,07

e Error tipico 0,16
Dd andlisis de la gréfica residuo vs. X; de la Figura 3.46 podemos deducir que la
relacion lineal entre Y'y X; no es la més adecuada, andlisis fundamentado en que X;

es |lavariable independiente de significancia (t = 7,09 p-valor 0,0000).
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Fig. 3.46. Gréfico de X; vsresiduos de laregresion miltiple smple

La otra variable de significancia es € uso (t = -7,07 p-valor 0,0000) frente a la
urbanidad (t = 1,51 p-valor 0,13) y € pegje (t = 1,74 p-valor 0,0825).

También podemos en este punto ratificar la no existencia de multicolineaidad
mediante la matriz de correlacion de los estimadores de los coeficientes de la Tabla
3.1, ya que no hay correlacion con valores absolutos superiores a 0,5 (no incluido €l

término constante).

Cte. PEAJE URB uUso MES
Cte. 1,0000 -0,4523 -0,5454 -0,7494 -0,4832
PEAJE -0,4523 1,0000 0,0238 0,2004 0,0000
URB -0,5454 0,0238 1,0000 0,5052 0,0000
uso -0,7494 0,2004 0,5052 1,0000 0,0000
MES -0,4832 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000

Tabla3.1. Matriz de correlacion de los estimadores de | os coeficientes

Realizamos ahora |la regresion multiple con € modelo polindmico de dos variables

explicativas (X1 y X3) de grado dosy linealizando, €l cual tiene laforma:

2 2
Wi = og + opry + oary + areryra + ar1ry + eary + e, (3.10)

Al intentar hallar la regresion mdltiple e software falla, pues los datos de X3
resultan una combinacion lineal de las demés columnas, para solucionar esto
debemos eliminar este término de la regresién. Los resultados que obtenemos
entonces con €l programa Statgraphics Plus son:
e Laecuacion del modelo gjustado es
Y = 0,756962 + 0,0960639 X; + 0,0803555 X3 - 0,0259452 X; X3 - 0,0052679 X,
e R=023

119



e FRajustado=0,23

e Error estdndar de est. = 0,150163

e Error absoluto medio = 0,104626
Vemos que e ajuste mejora con respecto a la regresion lineal miltiple, lo cua es
previsible cuando se observa la relacion entre la variable de significancia X; e Y.
Observamos también que mayor grado en e polinomio seria adecuado, ya que €
grafico de residuos vs. X; de la Figura 3.47 nuevamente no muestra una nube de

puntos aleatoria.

residuos
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Fig. 3.47. Gréfico de X; vsresiduos de laregresién maltiple de grado dos

En busca de mejores resultados, y en funcion del poder computacional del programa
empleado, decidimos probar a continuacion con un polinomio de grado tres de cuatro
variables independientes (se agregan la urbanidad y pegje). Este polinomio presenta
laforma
Y=aX;+bXo+cXg+dXs+eXi? +f X2+ g X+ h X2 +i XX+
XXz + K XiXg + 1 XoXa + M XoXa + N XaXs+ 0 X2+ p XS+ g XS +r X2 +s
X12Xo + 1 X% + U X2XKa + v X2Xq + W XoPXz + X Xo?Xg + W Xa?Xq + Y Xa?Xo
+Z XXy + aa XgXq + &b Xu?Xo + ac X4 s + ad X1 XoXa + a& XXXy + af
XiXaXq + ag XoXsXs  (3.11)
Aungue, claro esta, la expresion se reduce cuando consideramos que por ser
variables binarias tanto para X;, Xz y X4 no tiene sentido considerar sus potencias al
cuadrado o al cubo, pudiéndose escribir en los términos en los que aparecen como
elevados a la primera potencia y permitiéndonos la simplificacion del polinomio

hastallegar alaforma:

120



Y:aX1+bX2+CX3+dX4+eX12+iX1X2+j XXz + K X1 Xq + 1 Xo X3+ m
XoXq + N XaXg + 0 X1 + 8 XX + t X1?Xg + U X?Xq + ad XiXoXs + 88 X1 XoXa
+af XiXsXs + ag XoXaXs  (3.12)
Dado que algunos términos resultan una combinacion lineal de otros o poseen un
estadistico F bajo, deben ser descartados en la regresion. Los resultados que
obtenemos finalmente son:
e Ecuacion del modelo gjustado
Y = 0,566 + 0,119 X; - 0,01 X;* - 0,002 X;*X; + 0,014 X;°X3 - 0,002 X;°X, -
0,0002 X;* + 0,052 X1 X, - 0,049 X1 XoX3 + 0,017 X1 XX - 0,13 X1 X3 - 0,048
X1 X3X4 + 0,065 X1X4 + 0,065 X; - 0,289 XoX4 + 0,188 XX3X4 + 0,408 X3
e R=050
e R%jjustado = 0,50
e Error estdndar de est. = 0,121258
e Error absoluto medio = 0,085315
El coeficiente de determinacion toma valores buenos, sin llegar a los umbrales
habituales de aceptacion. En busca de mejoras realizamos el andlisis de los residuos
estandar para descartar datos atipicos. Una vez eliminados estos datos, |legamos a la
siguiente ecuacion de regresion:
e Ecuacion del modelo gjustado
Y = 0,479143985 + 0,136277392 X; + 0,059669021 X, + 0,523605787 X3 —
0,009715863 X2 + 0,034070315 X; X, — 0,152392231 X; X5 + 0,045233251
X1 X4 — 0,000268142 X;® - 0,000651558 X;* X, + 0,014428784 X;* X3 —
0,000729828 X;*> X, — 0,175791796 X, Xs — 0,040418127 X; X, X3 +
0,010884546 X3 Xz X4 — 0,040714787 X1 X3 X4 + 0,114275601 X, X35 X4
e R*=0,66
e R?justado = 0,65
e Error estdndar de est. = 0,0745175
e Error absoluto medio = 0,0575518
Si bien & R? es menor a 0,7, umbral habitualmente empleado en andlisis estadisticos,
el valor de 0,66 acanzado no es malo. Ademas podemos observar en la Figura 3.48
por fin una nube aleatoria de puntos en la grafica de residuos vs. X;, indicando la no
necesidad de agregar un grado mas a la ecuacion, cosa que por otro lado resultaria

poco préctico.
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Fig. 3.48. Gréfico de X; vsresiduos de |la regresion mltiple de grado tres

Entre los residuos se observan valores fuera del umbral de valor absoluto 2, pero
estos son muy reducidos en comparacion con € resto de los datos, e incluso su

distribucion resulta marcadamente normal como se observa en la Figura 3.49.
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Fig. 3.49. Histograma de residuos de la regresion mdiltiple de grado tres

Esta normalidad se ratifica cuando efectuamos su andlisis estadistico, resultando:
Media = -3,04137E-12
Varianza= 1,0
Desviacion tipica= 1,0
Asimetriatipificada= 2,07926
Curtosis tipificada = -0,251034

Cuando efectuamos € calculo de los coeficientes en funcion de este modelo, para ser

presentados en una tabla, observamos valores comparables a los incluidos en la base

de datos sobre la cual trabajamos, salvo en el caso de vias de uso turistico, ambiente
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rural y sin pegje, en donde los coeficientes obtenidos resultan muy pequefios. Al
indagar por la causa de esta anomalia, descubrimos que para € estudio no se
contaron con series de datos en vias de estas caracteristicas, hecho que
evidentemente ha influido en la obtencién de un modelo no aplicable en estos casos.
Por tal razdén no debemos considerar como vélidos a los coeficientes para esa

combinacion de variables de entorno, quedando excluido el caso de los resultados.

3.3. Resumen de resultados

Hemos generado los andlisis volcados en los puntos anteriores, en donde se indican
las regresiones efectuadas (con sus coeficientes y contrastes), las variables
alternativas consideradas, los andlisis de correlacion, los andlisis sobre los residuos y
demés aspectos especificados en €l parrafo anterior. Resta entonces solo presentar en

forma resumida la metodol ogia desarrollada.

3.3.1. Pasos parala aplicacion de los model os

Paso 1: Obtencion del TD,e Sobre la via, considerado desde las O horas hasta las 24
horas. Indicar dia de la semana (DS), mes (M), uso de la via (C), urbanidad (U) y

existencia o no de pegje (P).

Paso 2: Establecer |a tasa de crecimiento del trénsito estimada para la via durante €l
ano en estudio. Para esto realizar su estimacion directa, o emplear € algoritmo o la
Tabla 3.1 para su estimacion mediante la variacion del parque automotor durante el
ano en estudio y paralalocalidad en donde se encuentra el punto analizado:
TCT = 35596896 — (243,628504 / VP) + (555,412790 / VP?) —
(585,523100 / VP®) + (283,681553 / VP*) — (51,088958 / VP°)  (3.14)
Donde
TCT = Tasa crecimiento transito

VP = Variacion parque automotor
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VP | TcT |

0,5 -10,1
10 -55
15 -4,2
2,0 -4,4
25 -3,7
3,0 -2,3
35 -0,5
4,0 13
4,5 31
50 4,8
55 6,4
6,0 79
6,5 9,3
7,0 10,5
7,5 11,7
8,0 12,7
8,5 13,7
9,0 14,6
9,5 15,5
10,0 16,2

Tabla 3.2. Tasa de Crecimiento de Transito en funcién del registro automotor

Paso 3: En funcion del dia del afio en la que se determina el TDyeq Yy € la TCT
obtenida, descontar |a tendencia en forma proporcional para establecer un TDo, con:

TCT DA
TD, =TD 1-—x—) (3.15
6= TDm (-7 (315)

Donde:
TD, = Tréansito diario sin tendencia
TD,ea = Trénsito diario directamente establecido
TCT = Tasade crecimiento del trénsito
DA = Dia del afo del dato (1 para € 1° de enero, ...., 365 para e 31° de

diciembre)

Paso 4. Determinar |os coeficientes diarios empleando, en funcion de las variables de
entorno, los modelos o la Tabla 3.2:
Modelo paratoda la clase de uso turistico (C = 0)
CD =-0,043715 DS + 0,363511 DS+ 0,452025 (3.16)
Modelo para clase de uso comercial (C = 1) y sin peaje (P = 0)
CD = 1,299385 — 0,175416 DS + 0,110582 DS’ InDS — 0,033388 DS’ +
0,001731€°°  (3.17)

Modelo para clase de uso comercial (C = 1) y con peaje (P = 1)
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Donde:

CD = 0,002781 DS - 0,053475 DS' + 0,378762 DS’ - 1,184775 DS +
1,434157 DS+ 0,758143 (3.18)

CD = Cosficiente diario

DS= Diadelasemana (1 paradomingo, ..., 7 para sabado)

uUso PEAJE COEFICIENTE DIARIO
DOM | LUN | MAR| MIE | JUE | VIE | SAB
Turistico conosinpeaje | 0,772]1,004|1,149| 1,207 | 1,177 |1,059| 0,855
comercial sin peaje 1,095/ 1,001 1,000 1,008 0,955| 0,866, 1,061
comercial con peaje 1,336/ 1,151 0,969 0,937| 0,924| 0,845 1,005

Tabla 3.3. Coeficientes de correccion diarios

Paso 5: Determinar los coeficientes mensuales empleando, en funcion de las

variables de entorno, el modelo o la Tabla 3.3:
CM = 0,479143985 + 0,136277392 M + 0,059669021 U + 0,523605787 C —
0,009715863 M? + 0,034070315 M U — 0,152392231 M C + 0,045233251 M
- 0,000651558 M? U + 0,014428784 M? C —
0,000729828 M? P — 0,175791796 U? P — 0,040418127 M U C +

Donde:

P — 0,000268142 M?

0,010884546 M U P —0,040714787 M C P + 0,114275601 U C P

CM = Coeficiente mensual

M = Mes del afio (1 paraenero, ..., 12 para diciembre)

C =Clase de uso (0 paraturistico y 1 paracomercial)

U = Urbanidad (0 paraambiente rural y 1 para ambiente urbano)

P = Peaje (0O parasin peajey 1 paracon pegje)
El modelo no es aplicable en vias turisticas rurales y sin pegjes, para las cuales se

recomienda el empleo de la metodol ogia clésica.

(3.19)

URB | USO |PEAXE COEFICIENTE MENSUAL
ENE [FEB [MAR JABR MAY Jun |uL |aco [sep |ocT INov [pic

Rural Turist |sin caso no aplicable

Rural  [Turis |con | 0,650 0,799 0927 1,021 1,007 1,134 1146 1,129 1,071 0989 0,859 0,690
Rural  [comer |sn | 0991 0987 0990 0,997 1,006 1,018 1029 1,039 1,044 1045 1,039 1,025
Rural  |Comer |con | 0,995 0993 0997 1,003 1,011 1,019 1025 1,029 1,026 1017 1,000 0,974
Urbano [Turist |sin | 0,609 0,83 0949 1,037 1,008 1,130 1,131 1,101] 1,037 0,937 0,801] 0,627
Urbano [Turist  |con 0,578 0,769 0,935 1,074 1,184 1,264 1,313 1,327 1,307 1,250 1,154 1,019
Urbano |Comer |gin 1,044 1,037 1,024 1,020 1,016 1,016 1,012 1,009 0,994 0976 0,950 0,914
Urbano |Comer |con | 0,997 0,999 1,004 1,009 1,015 1,021 1,023 1,020 1,012 0995 0,969 0,933

Tabla 3.4. Coeficientes de correccion mensuaes
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Paso 6: Calcular TMDA mediante;

TMDA=TD,xCD xCM x| 1+ TeT ><i (3.20)
100 2

En caso de contarse con més datos de transitos diarios, aplicar la metodologia y
calcular la estadistica de los resultados obtenidos para convalidar o no la media de

los mismos mediante la normalidad de |os resultados.
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Capitulo 4 - Validacion y discusion

4.1. Vdidacion de los modelos

Una vez obtenido un modelo es necesario analizar su validez, es decir, comprobar
gue sea confiable para el fin por € cual ha sido desarrollado.

“...Los modelos de regresion pueden ser validados en otro conjunto de datos de
similares caracteristicas -extraidos de la misma poblacion-, con e fin de evauar su
fiabilidad...”™"

Esta fiabilidad se pone de manifiesto en un modelo que ha sido desarrollado para
determinacion del TMDA, justamente cuando se analizan los valores de este

pardmetro que se obtienen mediante su empleo en diversas situaciones.

“..Las muestras de datos sujetas a las mismas técnicas de andlisis permiten
generalizar el comportamiento de la poblacion... no obstante se debe andizar la
variabilidad obtenida para asi estar seguros, con cierto nivel de confiabilidad, que se
puede aplicar a otro nimero de casos no incluidos, y que forman parte de la
poblacion...

En & andlisis de volumenes de trénsito, la media poblacional o transito promedio
diario anual, TPDA, se estima con la media muestral...

Estadisticamente de ha demostrado que las medias de diferentes muestras, tomadas
de la misma poblacién, se distribuyen normamente arededor de la media
poblacional....”

Un modelo generado en funcion de muestras aproximadamente normales de series de
transito y variables de entorno, como es el caso del nuestro, y alimentado con datos

de transito diarios, debe dar como resultado un conjunto de datos con una

°! «Construccién de model os de regresion multivariantes”, L. Molinero, Alce Ingenieria, Espafia 2002.
52 “Ingenieria de trénsito, fundamentos y aplicaciones’, R. Cal y Mayor, J. Cérdenas, Alfaomega
7°ed., México 1995.
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distribucion simétrica, en donde la media sea e TMDA y un menor desvio estandar
signifique mayor adaptacion alarealidad (validez del modelo).
Basados en esta linea de pensamiento nos proponemos para andizar la vaidez del
modelo obtenido, efectuar su aplicacidn en tramos de via con demanday condiciones
de entorno conocidas, y comparar los valores obtenidos con los resultantes de la
aplicacion del método cléasico, en funcidn de los coeficientes relevados en una via de
lazona que sirve asimilares itinerarios de trénsito.
Por esto analizamos los siguientes casos, que nos dan una combinacion de las
condiciones de entorno:
e Calle 28 entre 489 y 490 de La Plata. Via urbana, de trénsito comercial y sin
pege.
e Ruta Nacional N°9 entre Coérdoba y Jesis Maria. Via rural, de trénsito
comercial y con pegje.
e Ruta Nacional N°20 entre Cérdoba y Carlos Paz. Via rurd, de trénsito
turistico y con pegje.
e Autopista Buenos Aires— La Plata, en su tramo por Dock Sud. Viaurbana, de

transito comercial y con pegje.

4.1.1. Primer caso de validacion

La via que seleccionamos para este primer caso es la Calle 28 de la ciudad de La
Plata, la cual sirve de acceso y egreso a la ciudad desde sus localidades satélites de
City Bell y VillaElisa

Para conocer la demanda real sobre la via hemos colocado durante todo e afio 2004
el contador automético que se observa en laFigura 4.1, ubicado en Calle 28 entre las
calles 489 y 490. La via posee en este tramo entorno urbano, no cuenta con pegje y

resulta de uso mayoritariamente comercial.
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Fig. 4.1. Contador automatico de transito empleado en el estudio

El afio 2004 fue afio bisiesto, por lo cua obtuvimos 366 datos de trénsito diario. Con
estos registros podemos confeccionar la curva de TD (Trénsito Diario medido) vs.
dia del afo que observamos en la Figura 4.2, junto con su linea de tendencia positiva.
Resulta muy importante destacar que esta serie no ha sido incluida entre las series
empleadas en las regresiones, es decir que los modelos desarrollados no estan

influenciados por la misma.
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Fig. 4.2. Vaores de TD durante € afio 2004 para primer caso de validacion

Comenzamos € estudio de vaidacion analizando estadisticamente la muestra,
obteniendo como resultado:

Frecuencia = 366
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Media=5811,42
Varianza = 709963,0
Desviacion tipica = 842,593
Minimo = 3686,0
Méximo = 7478,0
Rango = 3792,0
Asimetriatipificada = -3,35455
Curtosistipificada = -2,45725
Estos datos se complementan con la gréfica correspondiente de la Figura 4.3 que

también nos permiten observar estatendencia alanormalidad.

3600 4600 SGPB 6600 7600
Fig. 4.3. Gréfico de cgjay bigotes para TD en primer caso de validacion

4.1.1.1. Determinacion del TMDA mediante la metodol ogia clésica

Realizamos la aplicacion sobre esta via seguin 1os lineamientos ya explicados en este
documento. Para eso en primer lugar consideramos que no existen datos de conteos
previos sobre la misma, razén por la cual debemos andlizar la existencia de estos
sobre vias cercanas con similares caracteristicas.

Como dijimos la Calle 28 en e tramo en estudio sirve mayoritariamente al transito
gue ingresay egresa a la ciudad de La Plata, desde las localidades satélites a ésta de
City Bel y Villa Elisa. En forma paraela a esta via, se encuentra la RN N°1,
conocida como & Camino Gra. Belgrano, y la RP N°14, conocida como e Camino

Centenario, que se observan en laFigura 4.4.
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AU BS5.AS.-LA PLATA

Fig. 4.4. Viasde acceso alaciudad de La Plata

Hasta €l afio 2002 estas vias servian también a trénsito desde y hacia la Capital
Federal y € Gran Buenos Aires, pero desde la inauguracion del dltimo tramo de la
Autopista Buenos Aires — La Plata en ese afio, éste ha sido trasladado en su mayoria,
sirviendo ahora prioritariamente ambas arterias a itinerarios similares a los de la via
en estudio.

Mas dla de esta similitud de caracteristicas (que podria resultar en cierto modo
discutible), la Unica posibilidad de conseguir datos de transito en esa zona puede
darse sobre los caminos citados (lo cua no es discutible). A 1o que debe agregarse
gue en concordancia con e tramo en estudio ambos circulan por zonas urbanas, sin
peagjesy sirviendo mayoritariamente a transito comercial, a igual quelaCalle 28.
Todo esto nos lleva en la aplicacion de la metodologia clésica a aceptar series de
algunas de estas vias para ser aplicadas en nuestro estudio.

Cuando analizamos nuestra base de datos, vemos que contamos solo con datos para
el Camino Centenario durante el ciclo 2003, suministrados por la Direccion de
Viaidad de la Provincia de Buenos Aires. Con estos datos puede elaborarse la Tabla
4.1 correspondiente.
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COEFICIENTE MENSUAL
ENE | FEB [MAR| ABR |MAY | JUN | JUL |AGO| SEP | OCT | NOV | DIC
1,093 1,034| 0,979 0,990 0,981 1,006/ 1,042 1,017| 0,994 0,963 0,967| 0,951

COEFICIENTE DIARIO
DOM | LUN |[MAR| MIE | JUE | VIE | SAB
1,269| 1,042 0,948 0,972| 0,941] 0,816] 1,136

Tabla4.1. Coeficientes mensualesy diarios sobre el Camino Centenario

Sabemos ademés que durante ese ciclo se registré sobre la via un crecimiento de
transito del 2,7 %.
Con estos coeficientes y los datos de transito diario considerados sin tendencia,
realizamos €l célculo del TMDA diaadia.
Como la aplicacion de la metodologia no explica como estimar |a tasa de crecimiento
por la cual se deben afectar los célculos, 10 més coherente es suponer una tasa
idéntica a la del ciclo anterior (salvo que existan serios indicios de que esto es
inadecuado), es decir 2,7 %, tal cual lo realizamos en estos cél culos. Recordemos que
lainclusion en este caso de este término es necesario porque en la obtencion de estos
coeficientes realizamos el descuento del crecimiento.
L a estadistica obtenida con esta aplicacion resulta:

Frecuencia= 366

Media=5918,83

Varianza = 633590,0

Desviacion tipica= 795,984

Minimo = 3397,0

Méximo = 8066,0

Rango = 4669,0

Asimetriatipificada=-1,09412

Curtosistipificada = 2,97803
La estadistica se complementa con los gréficos de la Figura 4.5, 46 y 4.7

correspondientes.
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Fig. 4.5. Nube de resultados por metodologia clasica, en primer caso de validacion
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Fig. 4.6. Gréfico de cajay bigotes para resultados por metodologia clésica

en primer caso de validacion
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Fig. 4.7. Gréfico de probabilidad normal pararesultados por metodologia clasica
en primer caso de validacion
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4.1.1.2. Determinacion del TMDA mediante la metodol ogia desarrollada

Pararealizar el clculo del TMDA dia a dia debemos en primer lugar estimar la tasa

de crecimiento del transito mediante la variable variacion del parque automotor. El

registro de automotores para la localidad de La Plata ascendia en e afio 2003 a
268.977 veh, registrandose para € 2004 unos 280.433 veh, por lo tanto la variacion

en el registro asciende a 4,3 %. Con este vaor ingresamos a la Tabla 3.1 y

determinamos que €l incremento de transito correspondiente es de 2,3 %.

L uego, determinamos los coeficientes diarios y los volcamos en la Tabla 4.2.

COEFICIENTE DIARIO

DOMINGO

LUNES

MARTES

MIERCOLES

JUEVES

VIERNES

SABADO

1,095

1,001

1,000

1,008

0,955

0,866

1,061

Tabla4.2. Coeficientes diarios segiin metodol ogia desarrollada, en primer caso de validacion

Seguidamente obtenemos | os coeficientes mensuales de la Tabla 4.3.

COEFICIENTE MENSUAL

ENE |FEB

MAR

ABR

MAY

JUN |JUL

AGO

SEP

OCT |NOV

DIC

1,044

1,032

1,024

1,020

1,018

1,016] 1,012

1,005

0,994

0,976) 0,950

0,914

Tabla 4.3. Coeficientes mensuales segiin metodol ogia desarrollada, en primer caso de validacion

Con estos valores podemos calcular el TMDA dia a dia, presentandose la siguiente

estadistica:

Frecuencia = 366
Media=5811,15
Varianza = 588680,0
Desviacion tipica= 767,255
Minimo = 3701,0
Maximo = 7701,0
Rango = 4000,0
Asimetriatipificada=-2,06178
Curtosistipificada= 0,161674
Con lacual elaboramos las gréficas delaFigura4.8, 4.9y 4.10.
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Fig. 4.8. Vaores de TMDA por metodologia desarrollada, en primer caso de validacion
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Fig. 4.9. Gréfico de cajay bigotes para resultados por metodologia

desarrollada, en primer caso de validacion
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Fig. 4.10. Histograma de los resultados por metodologia

desarrollada, en primer caso de validacion
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4.1.1.3. Evaluacion de resultados

El resumen de resultado puede observarse en la Tabla 4.4.

PARAMETRO POR METODOLOGIAPOR METODOLOGIA
CLASICA DESARROLLADA
MEDIA 5919 5811
DESVIACION TIPICA 79 767
RANGO 4669 4000
ASIMETRIA TIPIFICADA -1,09 -2,06
CURTOSIS TIPIFICADA 2,98 0,16

Tabla 4.4. Resumen de resultados para el primer caso

Como podemos observar en este primer caso de validacion los resultados obtenidos
son muy buenos. Sabiamos que e TMDA real asciende a 5811 veh/dia, y
determinamos con & método clésico una media de 5919 veh/dia con una distribucién
précticamente normal, es decir obtenemos un resultado general solo un 1,8 % por
encima del valor rea y con un desvio estdndar de 796 veh/dia, o sea que con
aproximadamente un 70 % de los datos obtenemos un entorno de = 13,7 % del valor
real (dado que est4 probado que en € intervalo de la media £ € desvio estandar se
encuentran aproximadamente e 68 % de los datos en una distribucion normal™).
Todo esto no hace més que ratificar la decision que tomamos de aceptar |as series del
Camino Centenario para su aplicacion sobre la Calle 28.

Por su parte, los resultados obtenidos con la metodol ogia desarrollada, siempre para
este caso en particular, son aun mejores, ya que la media del TMDA caculado de
5811 veh/dia (exactamente € valor real) con una distribucién normal, resultando el
desvio estandar de 767 veh/dia, 0 sea que con aproximadamente un 70 % de |os datos

obtenemos un entorno de + 13,2 % €l vaor real.
4.1.2. Segundo caso de validacion
Analizamos en este caso la Ruta Nacional N° 9 en su tramo entre las ciudades de

Cordoba y Jesis Maria, conocida como la RN9norte, que podemos observar en la
Figura4.11.

%3 «Ladistribucién normal”, S. Pertegas Dfas, S. Pita Fernandez, Fisterra, Espafia 2001.
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Fig. 4.11. Red de Accesos a Cordoba

Para esta via obtenemos la serie de transito diarios completa para el afio 2001, la cua

observamos junto con su linea de tendencia negativa en la Figura 4.12.
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Fig. 4.12. Gréfico dia del afio vstransito diario medido, en segundo caso de validacion

Estos val ores nos permiten obtener la siguiente estadistica:
Frecuencia= 365
Media= 6044,74
Varianza = 756350,0
Desviacion tipica = 869,684
Minimo = 3807,0
Maximo = 11256,0
Rango = 7449,0
Asimetriatipificada= 19,4716
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Curtosistipificada = 39,5669

Valores con los que podemos construir e grafico delaFigura4.13.

Fig. 4.13. Gréfico de cajay bigotes paralos transitos medidos, en segundo caso de validacion
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4.1.2.1. Determinacion de TMDA mediante la metodol ogia clésica

Para este tramo de via contamos con los factores de correccién denunciados en un

trabajo técnico™ sobre el propio punto en estudio (en realidad en € trabgjo estos

valores vienen expresados en porcentuales, 1os que hemos debido adaptar ala forma

de coeficientes), los cuales son adoptados, aunque esto juegue como una ventgja

comparativa en la aplicacion de la metodologia ya que no se trata de series sobre

puntos cercanos que hubieran implicado la subjetividad de decidir sobre su empleo o

no. Cabe aclarar que estos factores no consideran los descuentos por incrementos del

transito, sino que estédn generados mediante los conceptos clasicos ya enunciados en

este documento. Por tal razon su aplicacién debe efectuarse en forma directa con los

trnsitos diarios medidos, sin que sean necesarias consideraciones adicionales.

Los factores obtenidos del trabajo son |os que se observan en la Tabla4.5.

RMN9 NORTE
COEFICIENTES MEMNSUALES
ENE | FEB | MAR | ABR [MAY | JJUN | JUL | AGO [ SEF | OCT | NOY | DIC
0233 1,190 1,041 1041) 1041 1041 0925 0925) 1041 0925 1,041] 0,725
COEFICIENTES DIARIOS
DOM | LUN MAR | MIE | JUE | VIE | SAB
1,021 1021 1,021 1,021) 1,021 0204 1,021

Tabla 4.5. Coeficientes parala metodol ogia clésica, en segundo caso de validacion
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Con estos coeficientes calculamos dia a dia los TMDA que se observan en la Figura
4.14.
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Fig. 4.14. TMDA por metodologia clasica, en segundo caso de validacion

Con estos valores obtenemos la siguiente estadistica:
Frecuencia= 365
Media = 6002,98
Varianza = 672258,0
Desviacion tipica= 819,914
Minimo = 3595,0
Maximo = 9771,0
Rango = 6176,0
Asimetriatipificada = 10,4034
Curtosistipificada= 13,154
Con laque elaboramos €l gréfico de laFigura 4.15.

% “Caracterizacion de errores de muestreo en censos de volumen y composicion”, M. Herz, J.
Galarraga, M. Maldonado, X1V Congreso Argentino de Vialidad y Transito, Argentina 2005.
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Fig. 4.15. Gréfico de cajay bigotes de TMDA por metodologia

clésica, en segundo caso de validacion

4.1.2.2. Determinacion del TMDA mediante la metodol ogia desarrollada

Para poder aplicar la metodologia debemos analizar las condiciones de borde de la
via, las cuales son un ambiente rural, con motivos de viaje mayoritariamente
comercial y con pege. Para estos datos, l0s coeficientes que corresponden por los
model os desarrollados son los de la Tabla 4.6.

COEFICIENTE RMENSUAL
ENE |FEB |MAR |ABR (MAY [JUN [JUL |AGO (SEP |OCT |NOV DIC
0,995 0,993 0,997| 1,003 1,011) 1,019 1,025 1,025) 1,026{ 1,017] 1,000) 0974

COEFICIENTE DIARIO
DOM | LUN | MAR | MIE | JUE | VIE | 5AB
1,336 1,151| 0969 0,937 0,924) 0,845 1,005

Tabla 4.6. Coeficientes para metodol ogia desarrollada, en segundo caso de validacion

En cuanto alatasa de crecimiento del transito, contamos con el dato de que en € afio
2000 e parque automotor registrado en la ciudad de Cordoba asciende a 367.245
veh, mientras que en € afo 2001 esta cifra llega a 376.743 veh, es decir que se
registra un incremento en el parque del 2,6 %, a lo que corresponde de acuerdo a
algoritmo obtenido una tasa de crecimiento del trénsito del —3,7 %, lo cua en cierta
forma confirmala tendencia negativa de | os trénsitos diarios medidos (Figura 4.12).
Mediante los datos enunciados, obtenemos los TMDA que se observan en la Figura
4.16.
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Fig. 4.16. TMDA por metodol ogia desarrollada en segundo caso de validacion

Valores con |os cuales podemos establecer |a siguiente estadistica:
Frecuencia= 365
Media= 6615,38
Varianza = 629721,6
Desviacion tipica= 793,55
Minimo = 3128,0
Maximo = 12836,0
Rango = 9708,0
Asimetriatipificada = 5,82467
Curtosis tipificada = 4,67669

Con la que podemos construir €l grafico delaFigura4.17.
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Fig. 4.17. Gréfico de cgjay bigotes de TMDA por la metodol ogia

desarrollada, en segundo caso de validacion
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4.1.2.3. Evaluacion de resultados

Con estos resultados podemos generar la Tabla 4.7 comparativa.

PARAMETRO POR METODOLOGIA[POR METODOLOGIA
CLASICA DESARROLLADA
MEDIA 6003 6615
DESVIACION TIPICA 820 793
RANGO 6176 9708
ASIMETRIA TIPIFICADA 10,4 5,82
CURTOSIS TIPIFICADA 13,15 4,68

Tabla 4.7. Resumen de resultados para el segundo caso

Como vemos e TMDAgea. asciende a 6045 veh/dia. Mediante el empleo de la
metodologia clasica, con los detalles particulares ya sefidlados para este caso, hemos
obtenido un TMDA medio que difiere en un 0,7 % del real, pero con una distribucion
con asimetria tipificada de 10,4. Por su parte eé TMDA medio obtenido por la
metodologia desarrollada difiere en 9,4 % del real, pero con una distribucién con
coeficiente de asimetria de 5,8.

Por lo expuesto podemos deducir que, si se calcula é TMDA con la metodologia
clésicay con menos datos (por gemplo serie de 1, 3 0 7 dias), siempre para este caso
y con las salvedades ya enunciadas a su favor, no seria simple la obtencion de un
resultado gjustado por €l algamiento de los vaores obtenidos de 1o que es una
distribucion normal, més ala de que la media total se aproxima gustadamente al
valor real. En cambio si se redliza el cdlculo con la metodologia desarrollada las
probabilidades de resultados adecuados es buena, aunque no se halla podido

establecer unatasa de crecimiento tan cercanaalareal.
4.1.3. Tercer caso de validacion
Analizamos en este caso la Ruta Nacional N° 20, en su tramo entre la ciudad de

Cordoba y la localidad de Carlos Paz, que posee caracteristicas de autopista y se

observaen laFigura4.18.
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Fig. 4.18. Red de Accesos a Cordoba

Para esta via obtenemos la serie de transito diarios completa para €l afio 2001, que se

observa en la Figura 4.19, en donde también se haincluido lalinea de tendencia.
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Fig. 4.19. Gréfico dia del afio vstransito diario medido, en tercer caso de validacion

Estos val ores nos permiten obtener la siguiente estadistica:
Media=24774,5
Varianza = 4,43674E7
Desviacion tipica = 6660,89
Minimo = 17290,0
Méximo = 47868,0
Rango = 30578,0
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Asimetriatipificada= 10,0659
Curtosistipificada = 4,79866

Valores con los que podemos construir el gréfico de la Figura 4.20.
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17 27 37 47 57
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Fig. 4.20. Gréfico de cgjay bigotes para | os transitos medidos en tercer caso de validacion

4.1.3.1. Determinacion del TMDA mediante la metodol ogia clésica

Nuevamente, para este tramo de via contamos solo con los factores de correccién
denunciados en e trabajo técnico ya citado™ sobre el propio punto en estudio, y
expresados en valores porcentuales, los que hemos debido adaptar a la forma de
coeficientes. Adoptamos estos valores, aunque no se trate de series sobre puntos
cercanos que hubieran implicado la subjetividad de decidir sobre su empleo o no.
Aclaramos de vuelta que estos factores no consideran |os descuentos por incrementos
del transito, sino que estan generados mediante los conceptos clasicos ya enunciados
en este documento. Por tal razon, su aplicacion debe efectuarse en forma directa con
los trénsitos diarios medidos, sin que sean necesarias consideraciones adicionales.

Los factores obtenidos del trabajo son [os que se observan en la Tabla 4.8.

% «“Caracterizacion de errores de muestreo en censos de volumen y composicion”, M. Herz, J.
Galarraga, M. Maldonado, X1V Congreso Argentino de Vialidad y Transito, Argentina 2005.
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RP20

COEFICIENTES MENSUALES

FEE | MAR | ABR

MAY | JUN

JUL

AGO

SEP

OcCT

NOV

DIC

0,694

0233 1,041 1,041

1,190 1,190 1,041

1,041

1,019

1,041

1,041

0,233

COEFICIENTES DIARIOS

DOM

LUN | MAR | MIE

JUE | VIE

SAHB

0,753

1,100 1,917 1,917

1,100 1,0d1] 0,394

Tabla 4.8. Coeficientes parala metodologia clésica, en tercer caso de validacion

Con estos coeficientes calculamos dia a dia los TMDA que se observan en la Figura

4.21.
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Fig. 4.21. TMDA por metodologia clésica, en tercer caso de validacion

Con estos valores obtenemos la siguiente estadistica:

Frecuencia = 365
Media=28914,0
Varianza = 6,6398E7
Desviacion tipica= 8148,5
Minimo = 14415,0
Méximo = 65316,0
Rango = 50901,0
Asimetriatipificada = 7,24012
Curtosistipificada = 0,747249
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Con laque elaboramos €l gréfico de la Figura 4.22.

0 2 4 6 8
TMDA (X 10000

Fig. 4.22. Gréfico de cajay bigotes de TMDA por metodologia

clésica, en tercer caso de validacion

4.1.3.2. Determinacion del TMDA mediante la metodol ogia desarrollada

Para poder aplicar la metodologia debemos analizar las condiciones de borde de la
via, las cuales son un ambiente rural, con motivos de vigje mayoritariamente turistico
y con pege. Para estos datos, los coeficientes que corresponden por los modelos

desarrollados son los de la Tabla 4.9.

RP20

COEFICIENTES MENSUALES
ENE | FEB | MAR | ABR |MAY | JUN | JUL | AGO | SEP | OCT | NOY | DIC
0630 0798 09221 1,021) 1,092) 1,134 1,146] 1,125{1,071] 0982 0,835) 0,690

COEFICIENTES DIARIOS
DOM|LUN [MAR | MIE | JUE | VIE | SAB
0772 1,004] 1,149 1,207) 1,177] 1,059 0,855

Tabla 4.9. Coeficientes para metodol ogia desarrollada, en tercer caso de aplicacion

En cuanto a la tasa de crecimiento del transito debemos realizar € mismo andlisis
gue con la RN9norte, con el cual determinamos una tasa de crecimiento del transito
del —3,7 %.

Mediante los datos enunciados, obtenemos los TMDA que se observan en la Figura

4.23.
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Fig. 4.23. TMDA por metodologia desarrollada, en tercer caso de validacion

Valores con |los cuales podemos construir la siguiente estadistica:
Frecuencia= 365
Media = 22866,1
Varianza= 1,31017E7
Desviacion tipica= 3619,63
Minimo = 14123,0
Maximo = 48612,0
Rango = 34489,0
Asimetriatipificada = 3,4548
Curtosistipificada= 2,3741
Con la que podemos construir €l gréafico de laFigura 4.26.

14 24 34 44 54
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Fig. 4.24. Gréfico de cajay bigotes de TMDA por metodologia

desarrollada, en tercer caso de validacion
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4.1.3.3. Evaluacion de resultados

Con estos resultados podemos confeccionar la Tabla 4.10.

PARAMETRO POR METODOLOGIAPOR METODOLOGIA
CLASICA DESARROLLADA
MEDIA 28914 22866
DESVIACION TIPICA 8148 3620
RANGO 50901 34489
ASIMETRIA TIPIFICADA 7,24 345
CURTOSIS TIPIFICADA 0,75 2,37

Tabla 4.10. Resumen de resultados para €l tercer caso

Como vemos mediante el empleo de la metodologia clasica, con los detales
particul ares ya sefial ados para este caso, hemos obtenido un TMDA medio que difiere
en un 16,7 % del real, y con una distribucién con asimetria tipificada de 7,2, 1o que
se suma a que la dispersion de los resultados es aun mayor a la de los propios datos
de transitos diarios, ya que aproximadamente el 70 % de los datos dan como
resultado un valor que difiere en £28,2 % de la media. Por su parte e TMDA medio
obtenido por la metodologia desarrollada difiere sblo en 7,7 % del real, y con una
distribucion que se acerca mucho més a la normal, pudiéndose afirmar que
aproximadamente un 70 % de los datos dan como resultado un vaor que difiere en
+17,1 % delamedia.

Por lo expuesto podemos deducir, que si se calcula e TMDA con la metodologia
clésica, siempre para este caso y con las salvedades ya enunciadas a su favor, existen
menores probabilidades de aproximarse a vaor real que con la aplicacion de la

metodol ogia desarrollada.
4.1.4. Cuarto caso de validacion
En este punto analizamos la Autopista Buenos Aires — La Plata en su tramo por la

localidad de Dock Sud, en e partido de Avellaneda, que podemos observar en la
Figura4.25y 4.26.
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Fig. 4.26. Ubicacion del tramo urbano en andlisis, en cuarto caso de validacion

Para esta via contamos con datos de transito diario suministrado por un profesional
particular que efectud estudios sobre la via durante una semana completa en € mes

de octubre de 1999, los que se observan en laFigura 4.27.

AUTOPISTA BS. AS. - LA PLATA (DOCK SUD)
OCTUBRE 1999
Ss0000
Gro000
360000 -
&50000 -
240000 |
380000 |
>20000 -
10000
0 : : : : : :
D L Ma Mi J v s
DiA

Fig. 4.27. Tréansito diario medido, en cuarto caso de validacion
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Ademés hemos recabado la informacidén denunciada por la empresa COVIARES
S.A., concesionaria de esta via, de que en el tramo en estudio el TMDAey registrado
durante 1999 asciende a 59045 veh/dia, presentando un incremento del trénsito del
2,1 %en €l ciclo.

Simultaneamente se cuenta con los factores de correccion obtenidos en 1998, ciclo
inmediatamente anterior a analizado, sobre la misma via pero en la localidad de
Hudson, punto ubicado a pocos kilémetros del sector en estudio. Estos factores se
observan en laTabla4.11.

PUESTO DE PEAJE HUDSON (1998)

COEFICIENTES MENSUALES
ENE | FEB | MAR | ABR |MAY | JUN | JUL | AGO | SEP | OCT | NOV | DIC
0,377 0923) 0952] 0961) 1,034] 1070) 1066] 1,052 1,044) 1,017 1,059]0,986

COEFICIENTES DIARIOS
DOM | LUN [ MAR | MIE | JUE | VIE | SAR
1269 1,042 0948 0972) 0941 0516] 1136

Tabla4.11. Coeficientes para metodol ogia clésica, en cuarto caso de validacion

Con los valores disponibles procedemos a los célculos del TMDA.

4.1.4.1. Determinacion del TMDA sin considerar estacionalidades

Como primer paso podemos considerar la posibilidad de tomar a las mediciones de
transito directamente como valores tipicos (o cual es cominmente efectuado por
profesionales no relacionados con la tematica) y calcular su media sin considerar las
estacionalidades. La estadistica obtenida por este medio resulta:

Frecuencia=7

Media = 59965,6

Varianza= 7,14682E7

Desviacion tipica = 8453,88

Minimo = 47266,0

Maximo = 73468,0

Rango = 26202,0
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Asimetriatipificada = 0,0523682
Curtosistipificada = 0,155275
Con lacua se puede construir el grafico de distribucion de la Figura 4.28.

47

52

57 62
TMDA

67 72 77
(X 1000

Fig. 4.28. Gréfico de cajay bigotes de TMDA directo, en cuarto caso de validacion

4.1.4.2. Determinacion del TMDA mediante |a metodologia clésica

Para esto empleamos los datos disponibles para la locaidad de Hudson,

considerando que € crecimiento de transito ha sido determinado por otros medios,

resultando € 2,1 % producido en la realidad. Recordemos que este término debe

incluirse en e cdculo por ser los coeficientes declarados obtenidos mediante el

descuento del incremento del transito en e afio de su medicion.

Mediante esta metodologia obtenemos los resultados que se presentan en la Figura

4.29.
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Fig. 4.29. TMDA por metodologia clésica, en cuarto caso de validacion
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De los cuales puede obtenerse la siguiente estadistica:
Frecuencia=7
Media = 59154,9
Varianza = 362,476
Desviacion tipica= 19,0388
Minimo = 59125,0
Méximo = 59180,0
Rango = 55,0
Asimetriatipificada = -0,485968
Curtosistipificada = -0,355497

Que nos permite construir el gréfico de la Figura 4.30.

59120 59130 59140 TSI\%I%%O 59160 59170 59180

Fig. 4.30. Gréfico de cajay bigotes de TMDA por metodologia
clésica, en cuarto caso de validacion

4.1.4.3. Determinacion del TMDA mediante |a metodol ogia desarrollada

Para posibilitar el empleo de los modelos desarrollados debemos considerar que la
via en andisis se ubica en un sector urbano, posee pege y, aunque presenta una
componente muy fuerte de vehiculos con vigjes turisticos entre Buenos Aires y la
Costa Atlantica, sirve mayoritariamente a vigies comerciales origen-destino entre
Buenos Aires (y zona de influencia) y La Plata (y zona de influencia). Estas
condiciones de borde llevan al empleo de |os coeficientes de la Tabla 4.12, obtenidos

mediante |os model os desarrollados.
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COEFICIENTES POR MODELOQ DESARROLADOS

COEFICIENTES MENSUALES
ENE | FEB | MAR | ABR |MAY | JUN | JUL | AGO | SEP | OCT | NOV | DIC
0,907 oges] 1002] 1ooe] 1o1s] 1021] 10z3] 1020 100z] ooes| o989]09s
C OEFICIENTES DIARIOS
DOM | LUN | MAR | MIE | JUE | VIE | SAB
1336 1,151 09en| ogar| ogz4] 0g45] 1,005

Tabla4.12. Coeficientes para metodol ogia desarrollada, en cuarto caso de validacion

Nos resta ahora calcular € incremento del transito producido durante € ciclo, pero

como sdlo contamos con registros de los vehiculos en e partido de Avellaneda para

el afio 1999, sin obtenerse datos para 1998, no podemos emplear el agoritmo

desarrollado para este término. Por tal razdn, y segun lo recomienda nuestra

metodologia, debemos obtener € incremento del transito de una fuente externa. En

forma andloga a la que empleamos con |a metodol ogia clésica consideramos que este

valor asciende a 2,1 %.

Al aplicar la metodologia obtenemos los resultados que se observan en la Figura

4.31.
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Fig. 4.31. TMDA por metodol ogia desarrollada en cuarto caso de vaidacion

Con estos resultados podemos generar |a siguiente estadistica:

Frecuencia=7

Media = 57050,4
Varianza = 1,59875E7
Desviacion tipica= 3998,43
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Minimo = 50179,0

Maximo = 62600,0

Rango = 12421,0
Asimetriatipificada = -0,578556
Curtosistipificada= 0,307131

Lacual nos permite confeccionar el grafico de la Figura 4.32.
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Fig. 4.32. Gréfico de cajay bigotes de TMDA por metodologia

desarrollada, en cuarto caso de validacion

4.1.4.4. Evaluacion de resultados

Con estos resultados puede confeccionarse la Tabla 4.13.

PARAMETRO SIN CONSIDERAR|POR METODOLOGIA|POR

ESTACIONALIDAD |CLASICA METODOLOGIA
DESARROLLADA

MEDIA 59966 59155 57050

DESVIACION TIPICA 8454 19 3998

RANGO 26202 55 12421

ASIMETRIA

TIPIFICADA 0,05 -0,49 -0,58

CURTOSIS

TIPIFICADA 0,15 -0,35 0,31

Tabla4.13. Resumen de resultados para €l cuarto caso

Observamos, s tomamos como cierto el TMDA denunciado por la empresa

concesionaria en € punto en estudio de 59045 veh/dia, que para este caso en

particular se cumple:
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e Laobtencion directadel TMDA por el promedio de |os valores medidos sobre
lavia, y sin considerar estacionalidades e incrementos de transito, difiere solo
un 1,6 % del valor real, con una dispersién que implica que aproximadamente
el 70 % de los datos se encuentra a+14,1 % de la media.

e Laobtencion del TMDA por el método clésico arroja valores que difieren solo
un 0,2 % del valor real, con una dispersion que implica que aproximadamente
el 70 % de los datos se encuentraa +0,03 % de la media.

e Laobtencién del TMDA por el modelo desarrollado, difiere sélo un 3,4 % del
valor real, con una dispersion que implica que aproximadamente € 70 % de
los datos se encuentraa 7,0 % de lamedia.

De todo esto podemos concluir que, en este caso en particular, € calcular e TMDA
directamente con la media de los valores medidos sobre la via puede darnos
resultados ajustados, pero con cierta dispersion, aunque es de esperarse que en meses
con transitos més algjados de la media | os resultados obtenidos posean mucho menor
justeza y confiabilidad. Para €l caso de empleo de la metodologia clésica se obtienen
resultados muy buenos, ratificando la eleccion de la serie empleada, pero sin dgjarse
de lado la necesidad de recopilacion de antecedentes y de la interpretacion de la
validez de estos por parte de un profesiona relacionado con la tematica. Finalmente,
para e caso de empleo del modelo desarrollado observamos que, s bien los
resultados no llegan a nivel de aproximacion de la metodologia clésica, estos se
acercan mucho alos valoresreales, con una dispersion admisible y nuevamente sin la
necesidad de recolectar series histéricas de puntos cercanos, aunque cabe recordar
gue en esta oportunidad no pudo emplearse € agoritmo para obtencién de latasa de

crecimiento del transito.

4.2. Discusion de la metodologia de estudio empleada

Como dijimos oportunamente, la obtencion de los coeficientes por regresion
matematica es una de las formas posibles de trabgjo, y es la que hemos elegido para
este estudio. Pero seguramente pueden emplearse otras herramientas, las cuales no

dejan de ser otras lineas de trabajo tan valederas como la nuestra.
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Seguramente la forma aternativa mas simple de obtencién de los coeficientes es la
del célculo de cada uno de ellos como media de |os coeficientes relevados.

A continuacion analizamos |os resultados que se obtienen mediante esta metodologia
y los comparamos con |os obtenidos por regresion, incluyendo algunas observaciones

adicionales que nos parecen de interés.

4.2.1. Obtencién de los coeficientes por val ores medios

Para la obtencion de los coeficientes mediante los valores medios necesitamos
previamente dividir las nubes de puntos en tantas categorias como sean necesarias.
Esta division podria realizarse en forma visual, determinando las subdivisiones de las
nubes de puntos en funcion de la dispersién de valores observadas. Pero para que €
andlisis comparativo entre metodologias sea valedero, decidimos tomar en este punto
las divisiones y clasificaciones obtenidas mediante las regresiones ya efectuadas.
Cabe recordar que cuando realizamos e estudio por medio de regresiones, pudimos
descartar algunos datos atipicos en funcién de sus residuos, en cambio en e caso del
calculo de coeficientes por medio de los valores medios, esto deberiamos efectuarlo
observando por ejemplo los gréficos de cagja 'y bigotes que se obtienen, eiminando
datos outliers y volviendo a calcular la estadistica. Esta tarea resulta laboriosa y
escapa a la finalidad del estudio, razén por la cua decidimos redlizar directamente
los célculos de las medias con todos los valores disponibles pero considerando esta

particularidad en la metodol ogia empleada ala hora de las conclusiones.

Segun las clasificaciones establ ecidas tenemos nubes de puntos para:
e Coeficientes diarios de vias de uso turistico
e Coeficientes diarios de vias de uso comercial y sin peagje
e Coeficientes diarios de vias de uso comercial y con pegje
¢ Coeficientes mensuales de vias de uso turistico, en ambiente rural y con pegje
e Coeficientes mensuales de vias de uso turistico, en ambiente urbano y sin pege
¢ Coeficientes mensuales de vias de uso turistico, en ambiente urbano y con pegje
e Coeficientes mensuales de vias de uso comercial, en ambiente rural y sin peagje
e Coeficientes mensuales de vias de uso comercial, en ambiente rural y con pegje

e Coeficientes mensuales de vias de uso comercial, en ambiente urbano y sin pege
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e Coeficientes mensuales de vias de uso comercial, en ambiente urbano y con pegje

Pasemos a la determinacion de los valores medios en cada uno de los casos de cada
uno de los coeficientes, estableciendo simultaneamente sus intervalos de confianza
del 95 %. Para esto ultimo debemos emplear laférmula:

Xilge-i 4.1

Jn

Donde:
X = media aritmética
S=desvio estandar

n = ndmero de muestras

4.2.2. Andlisis comparativo paralos coeficientes diarios

Los coeficientes diarios que obtenemos como media y los valores para un intervalo

de confianza del 95 % se resumen en la Tabla 4.14.

USO | PEAJE COEFICIENTE DIARIO

DOM LUN MAR MIE JUE VIE S4B
COEF| +- [COEF| + |cOEF| +- [cOEF| + |cOEF| +- [cOEF| + |comF| +-
rurdstico | ofs peage | 0527|0,121] 1,081{0,093] 1,190{0,011] 1,199|0012] 1,151|0,084] 1,025]0.019] 0238] 0,04
comereial | sinpegie | 1,121[0072] 1,000{0,035] 0999|0025 0554]0,043] 0960]0,036] 0,291 [0,051] 1,043] 06
comercial | com peqie | 1,335]0,109] 1,154[0,108] 0,960]0,037] 0.949]0,034] 0914[0,040{ 02470 065] 1,002] 0,1

Tabla4.14. Coeficientes diarios e interval os de confianza obtenidos por valores medios

La estadistica de estos ultimos valores para € intervalo de confianza del 95 %
resulta:

Frecuencia= 21

Media= 0,0568571

Varianza= 0,00116343

Desviacion tipica= 0,0341091

Minimo = 0,011
Méaximo = 0,121
Rango = 0,11

Asimetriatipificada= 1,0122
Curtosis tipificada = -0,899133
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Y su graficade distribucion es la que se observaen la Figura 4.33.
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Fig. 4.33. Gréfico de cajay bigotes paralos intervalos de confianza

de los coeficientes diarios por valores medios

Este mismo andlisis extendido a los coeficientes diarios obtenidos por regresién nos
llevaalaTabla4.15.

Us0

PEAJE

COEFICIENTE DIARIO

DOM

LUN

MAR

MIE

JUE

YIE

SAB

COEF| +-

COEF

+-

COEF| +-

COEF

+-

COEF

+i-

COEF

+-

COEF| +-

furisfico

C/5 peaje

0.772| 0,034

1,004

0022

1,149|0,024

1,207

0026

1,177

0,024

1,059

0,024

0,255 0,04

comarcial

SIM peaje

1,095)0,031

1,001

0,024

1,000)0,021

1,008

0,022

0,955

0022

0266

0,031

1,061) 0,03

comarcial

FoK pege

1,336) 0,057

1,151

0,056

0,763 |0,050

0,937

0043

0524

0,050

0,245

0,056

1,005 D06

Tabla4.15. Coeficientes diarios e interval os de confianza obtenidos por regresion

Con la correspondiente estadistica para los valores del intervalo de confianza del 95

%:

Frecuencia= 21
Media = 0,0354286
Varianza = 0,000184657
Desviacion tipica= 0,0135889

Minimo = 0,021
Maximo = 0,057
Rango = 0,036

Asimetriatipificada=1,10476
Curtosistipificada = -1,23832
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Estadistica que nos lleva al gréfico de laFigura4.34.

21 31 41 51 61
+z (X 0,001)
Fig. 4.34. Gréfico de cajay bigotes paralos intervalos de confianza

de los coeficientes diarios por regresion

Como podemos observar, aungque para algunos puntos presenta mejores valores una
metodologia y para € resto la otra, puede deducirse en forma general que para los
coeficientes obtenidos por célculo de las medias tenemos un valor promedio para €l
intervalo de confianza del 95 % de +0,057 y un desvio estéandar de 0,034. Por su
parte, los vaores para los coeficientes obtenidos por regresion presentan un
promedio de £0,035 y un desvio estandar de 0,013. Resulta claro entonces que, para
la muestra de datos considerada, es mas efectiva la obtencion de los coeficientes por
regresion matematica que por célculo de los valores medios, recordando que en este

caso pudieron descartarse puntos por su residuo y en el otro no.
4.2.2. Andlisis comparativo para |os coeficientes mensuales
L os coeficientes mensual es obtenidos como mediay los valores para un intervalo de

confianza del 95 % correspondientes para la muestra analizada se resumen en la
Tabla4.16.
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comercial

rural urhano rural urhano
cipeaje sipeaje c/peaje sipeaje cipeaje sipeaje c/peaje
COEF| +- |COEF| +/- |COEF| +- |COEF| +/. |COEF| +- |COEF| +/. |COEF| -+-

ENE | 0669 0,068) 1,009) 0,180) 1,011) 0,027| 0,717| 0,047| 0,551 0,033| 1,066 0,066 0,901 0,062
FEBE | 0,753 0,023 1,082) 0,171 0,986 0,026| 0,894| 0045 0,762 0,036 1,083 0,043 0,982 0,046
MAR| 0984 0,028 1,04%) 0,062) 1,007) 0,017| 1,007| 001%| 0937 0,044| 1,000 0,020] 1,024 0,046
ABR | 1008 0,033] 0,970) 0,058) 1,012) 0,024] 0,993| 0,012] 1,123| 0,072 0999 0,020| 1,020| 0,021
MAY) 1047 0,013) 0,035) 0,082) 0999 0,025 1.07| 0,026 1,200 0,077 0998 0,023 1,043( 0,044
JUN | 1066 0,027) 1,007) 0,088) 1,043) 0,021 1,105 0,029 1,335 0,073 1,008 0,015 1,033 0,043
JUL | 1,035 0,023) 0,040) 0,100) 0,962 0,025 1,042 0017 1,331 0,050 0976 0,023 1,050( 0,040
AGO | 1023 0,032) 1,023) 0,047 0,997 0,017| 1,058| 0032| 1,291 0,049 0,990( 0,022] 1,020 0,028
SEP | 1.033) 0,015 1,055 0,116| 1,038| 0,015 1,084 0022 1338 0,082 0994 0,026 0982 0,025
OCT | 1,003) 0,036) 0,044| 0,069 1,026| 0,018 1,042 0018 1,202 0,058 0962 0,025 0,900 0,025
MOV 0892 0,051) 1,020) 0,069) 1,030) 0,020| 0879 0025 1,207( 0,040 0975 0,033 0,987 0,027
DIC | 0717 0,057 0,931 0,072) 0,971 0,019 0,754| 0,032| 0,988 0,034| 0256| 0,052 0952 0,051

Tabla 4.16. Coeficientes mensuales e interval os de confianza obtenidos por valores medios

Con la siguiente estadistica paralos valores para un intervalo de confianza del 95 %:

Frecuencia= 84
Media= 0,041881
Varianza = 0,000926106
Desviacion tipica= 0,030432

Minimo = 0,012
Méaximo = 0,18
Rango = 0,168

Asimetriatipificada = 8,94198
Curtosis tipificada = 14,1965

La que nos permite confeccionar el gréfico de distribucion de la Figura 4.35.
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Fig. 4.35. Gréfico de cajay bigotes paralos intervalos de confianza

de los coeficientes mensuales por va ores medios
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Por su parte, para un intervalo de confianza del 95 % en los coeficientes mensuales
obtenidos mediante los model os de regresién desarrollados, tenemos los valores de la
Tabla4.17.

comercial

rural urbano rural urbano

c/peaje s/peaje c/peaje s/peaje c/peaje s/peaje c/peaje
COEF| +- [COEF| +- |COEF| +- |[COEF| +- [COEF| +- [COEF| +- |COEF| +-
ENE | 0,650( 0,025) 0991) 0,013 0,995 0,013| 0699 0042 0,57( 0,025 1,044 0,024| 0,997 0,022
FEB | 0,79%| 0,032) 0,987 0,009 0,993 0,009 0,836 0,033 0,760( 0,01%) 1,032 0,019| 0,992 0,018
MAR| 0.922| 0,026) 0990) 0,010 0,997 0,009 0949 0027 0,935 0,016) 1,024) 0,016] 1,002 0,015
ABR | 1021| 0,023) 0997 0,010] 1,003| 0,009 1,037 0,024 1,074 0,015] 1,020 0,015 1,009| 0,014
MAY| 1,092 0,021) 1,006) 0,010 1,011 0,009 1,098 0,022 1,184 0,015 1,018 0,014] 1,015 0,013
JUN | 1.134| 0,021) 1015 0,010] 1,019 0,008| 1,130) 0,022] 1,264 0,016) 1,014) 0,013] 1,0d41[ 0,012
JUOL | 1146 0,022) 1,029 0,009 1025 0,008 1,131 0,022] 1,313( 0,014) 1,012 0,013] 1,023[ 0,012
AGO| 1,125 0,024) 1,038 0,009 1,038 0,009 1,101 0,032 1,327( 0,015) 1,005) 0,014] 1,020( 0,012
SEP | 1.071] 0026] 1,044) 0,010] 1,026( 0,009 1,037) 0,024] 1,307| 0,015 0094) 0,015 1,002 0,014
OCT | 0982 0,030] 1,045 0,010| 1,007( 0,009 0937 0,027 1.250( 0,015 0974 0,017 0,995 0,015
NOY| 0,555 0,036) 1,039) 0,012 1,000 0,011 0,801 0,031] 1,154 0,01%) 0,950) 0,020] 0,969 0,018
DIC | 0620( 0,044) 1025 0,017 0,974 0,015 0627 0038| 1,019 0,025 0914 0,024| 0,933 0,022

Tabla4.17. Coeficientes mensuales e interval os de confianza obtenidos por regresion

Con estos valores construimos la siguiente estadistica:
Frecuencia= 84
Media=0,0179881
Varianza = 0,0000647107
Desviacion tipica = 0,0080443

Minimo = 0,008
Maximo = 0,044
Rango = 0,036

Asimetriatipificada = 4,07555
Curtosistipificada= 2,01718

Que nos permite confeccionar el gréfico de distribucion de la Figura 4.36.
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Fig. 4.36. Gréfico de cajay bigotes paralosintervalos de confianza

de los coeficientes mensuales por regresion

Nuevamente podemos observar que aunque para algunos puntos presenta mejores
valores una metodologia y para € resto la otra, puede asegurarse en forma general
gue los coeficientes obtenidos por célculo de las medias conllevan un valor promedio
para €l intervalo de confianza del 95 % de +0,042 y un desvio estandar de 0,030. Por
su parte, los valores para los coeficientes obtenidos por regresion presentan un
promedio de £0,018 y un desvio estandar de 0,008. Resulta claro entonces que, para
la muestra de datos considerada, resulta mas efectiva la obtencion de |os coeficientes
por regresion matematica, recordando que para estos la realizacion del estudio

permitio e descarte de algunos datos atipicos.

Todo lo expuesto nos lleva a considerar que, Si bien no es posible redizar una
comparacion directa entre ambas metodologias de obtencién de los coeficientes, por
no haberse considerado la eliminacion de los datos outliers en € célculo de valores
medios, cuando se comparan sus intervalos de confianza a 95 %, para los datos con
los cuales son obtenidos en cada caso, el modelo de regresion matematica resulta
mas adecuado que el de calculo por las medias. Por |o tanto es razonable pensar que
mediante la técnica de regresién pueden obtenerse coeficientes de correcciéon a

menos tan confiables como cuando se obtienen por valores medios.
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Capitulo 5 — Conclusiones y recomendaciones

5.1. Conclusiones

Las siguientes conclusiones se desprenden de los andlisis realizados en cada uno de
los capitulos de este trabgjo y tienen validez para €l area en estudio aqui estableciday

en funcion de los datos relevados.
5.1.1. Respecto ala problemética detectada y marco tedrico para su resolucion

e Laobtencion de vaores de TMDA confiables, como dato fundamental parala
aplicacion de técnicas resolutivas en problematicas viaes, es una faencia
latente a nivel naciona y regional, sobre todo cuando se trata de analizar
puntos fuera de grandes ciudades o de lared primaria de carreteras.

e Lametodologia clasica para su calculo mediante conteos esporéadicos implica
la intervencion de profesionales con formacion afin cuando se desea alcanzar
esta confiabilidad, los cuaes no siempre estan disponibles ni  son
justificables.

e Es necesario por lo tanto contar con metodologias objetivas aternativas,
fundamentadas en las series histéricas disponibles, y aplicables en zonas
relativamente homogéneas en funcion de sus caracteristicas socioecondmicas.

e Laobtencién de los modelos incluidos en estas metodol ogias puede generarse
por medio de técnicas de regresion que combinen los datos de transito con

estas vari ables socioecondémicas.

5.1.2. Respecto ala obtencion de datos
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e Las series de transito existentes en el &rea en estudio son abundantes, pero se
encuentran expresadas en forma muy variada, |0 que hace necesario su
adaptacion para la aplicacion de técnicas comparativas.

e Los datos socioecondmicos también son abundantes, pero para € nivel de
desagregacion establecido en € estudio se reduce sustanciamente la
disponibilidad de datos, resultando acotadas |as variables empleabl es.

e Laconsultaainstitucionesy profesionales particulares, para ambas tipologias
de datos, permite generar una base de datos voluminosa para €l andlisis de la
region conformada por las provincias de Buenos Aires, Cordoba, Santa Fe,
Entre Rios y La Pampa, y para € periodo de estudio que va desde 1993 a
2003.

5.1.3. Respecto al empleo de los datos

e Es posible incluir una nueva forma de conceptualizacion del transito como
una serie de tiempo, que se gjusta mas a las técnicas de andlisis estadisticos
gue la forma clasica comunmente aceptada y que se adapta meor a las
pronunciadas fluctuaciones caracteristicas de nuestra economia nacional .

e El empleo de adecuadas clasificaciones y divisiones de los datos, permite el
desarrollo de modelos que se gusten a los umbrales de confiabilidad
comunmente exigidos en estudios de estas caracteristicas.

e Lavariacion del parque automotor afo a afio, en las diversas localidades que
componen el &rea en estudio, posee una relacion estadisticamente acorde alas
variaciones en los volumenes de transito de las vias que cruzan dichas
localidades.

e Las variaciones de los volumenes de transito durante la semana en vias
turisticas resultan relativamente homogéneas. En cambio las variaciones
registradas en vias de uso comercia predominante requieren la consideracion
adicional de la existencia de cobro de pege sobre las mismas para la
obtencién grupos de datos homogéneos.

e Las variaciones de los volimenes de transito mensuales a lo largo del afio
sobre unavia, pueden explicarse por medio de la consideracién de su entorno,

de lafinalidad de su empleo y de la existencia o no sobre la misma de cobro
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de pegje, salvo en € caso de las vias turisticas rurales sin pegjes, para las
cuaes los modelos generados no tienen validez, por haberse carecido de
datos sobre éstas en e desarrollo de los mismos. Por esto, en caso de
andlizarse vias de esta tipologia deberan emplearse metodologias aternativas
aladesarrollada.

Para las variaciones mensuales resulta superflua la consideracion de la
clasificacion del transito, ya que ésta se ve explicada por € uso delaviay s

ésta se encuentra en ambiente rural o urbano.

5.1.4. Respecto alavalidacion de la metodol ogia desarrollada

De acuerdo a los casos andizados puede asegurarse que la aplicacion de la
metodologia desarrollada, salvo para la tipologia de via en que no es
utilizable, da como resultados valores tan 0 mas confiables que los obtenidos
mediante la metodologia clésica, guardando ademés la mayor sencillez y
objetividad en su empleo establecidas como parametros de disefio.

Estos resultados ademas se gjustan adecuadamente a los valores redes, 1o
cual ratificalaforma general elegida para el modelo. Esto implica, en funcién
del andlisis, que no es necesario la inclusion de un factor adicional que
distinga de la ubicacion de la semana dentro del mes. De todos modos, en
caso de que las condiciones particulares de la via indiquen la conveniencia de
inclusién de tal pardmetro, éste debe ser independiente del mes, por lo que
bastar4 con andizar que valor debe tomar e mismo en funcion de las

condiciones de entorno de la via, por ejemplo.

5.1.5. Respecto aladiscusion por la metodologia de estudio

La metodologia de andlisis estadistico empleada para € desarrollo de los
modelos es a menos tan buena, sSino Més, que su principal técnica estadistica
alternativa. Es decir, que los coeficientes de correccion para €l cdculo del
TMDA obtenidos por regresion son a menos tan confiables como los

obtenidos por calculo de valores medios de | os coeficientes.
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Todo lo expuesto lleva a la conclusion final de que si la metodologia desarrollada se

aplica en forma coherente, en vias ubicadas dentro del area en estudio, para los casos

en los cuales los modelos tienen validez, los resultados de TMDA obtenidos poseen
un buen nivel de confiabilidad.

5.2. Recomendaciones

L as recomendaciones que surgen del estudio son:

Tender a un procedimiento Unico para que todas las instituciones que de
alguna manera se encuentren relacionadas con € levantamiento de datos de
transito presenten valores comparables, tanto en o que hace a su volumen,
clasificacion e identificaciones de sus condiciones de entorno.

Adoptar la forma conceptua propuesta para la consideracion del transito con
un crecimiento del mismo producido en forma proporcional a lo largo del
ano, como una manera de acercarse mas al andlisis estadistico de las series de
tiempo. Esto permite ademés la obtencion de series sobre un mismo punto
comparables afio a afio, con mayor grado de independencia de las condiciones
econdmicas coyunturales.

Aplicar la metodologia de andlisis en otras zonas homogéneas del pais, para
tender a la obtencion de modelos o cuadros que permitan la cobertura total
del territorio nacional.

Continuar con el empleo experimental de la metodologia desarrollada en
forma conjunta con la metodologia clasica para confirmar la validacion de los

modelos o detectar |a necesidad de gjustes alos mismos.
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Anexo A

a.l. Resefiatedrical

- Méodo de maxima verosimilitud.
Conocida una muestra de tamafio n, {(z;;%):i=1,... ,n}, de la hiptesis de
normalidad se sigue que ladensidad condicionadaen y; es

1y —(a + ;)

1 . _
f{?ﬁ,{'ﬂfi}=mexp( 5 g )._ i=1,....,n, al)

y, por tanto, la funcion de densidad conjunta de la muestra es,

I (?/ﬂ{n_ﬂ:l{gl‘!) — E fyifz:) = E ﬁexp (—% (4 — cp — &13&;}2) .

(@2)
Una vez tomada la muestra y, por tanto, que se conocen los valores de { (i, i) }i = 1",
se define lafuncion de verosimilitud asociada ala muestra como sigue

. - 1 1 ;
{ .2:” : (——.--— — .1-2).
(ap.1,0%) 1 = exp = (yi — g —oam)” |, 3)

esta funcién (con variables ey, 1 y %) mide la verosimilitud de los posibles valores

de estas variables en base ala muestra recogida.
El método de méaxima verosimilitud se basa en calcular los valores de ey 1 y o2 que
maximizan lafuncién y, por tanto, hacen maxima la probabilidad de ocurrencia de la
muestra obtenida. Por ser la funcion de verosimilitud una funcion creciente, e
problema es méas sencillo si se toman logaritmos y se maximiza la funcion resultante,
denominada funcion soporte,
L (fm‘r:n_,cz) = Inl (f?xnj?r],(?zj =
n

—% In (27) — % In ({72) - %Lz g (yi — (a0 + a12:))°. @)

Maximizando la anterior se obtienen |os siguientes estimadores méximo verosimiles,
Gopmv = — G mv T
SNY

G My =~
s2
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| 1> n ﬂ .
Fhy = n Z'[?fi — (Go,mv + da,mvTi))°
i=1

(a5)
donde se ha denotado e ¥ a las medias muestrales de X e Y, respectivamente; s es
la varianza muestral de X y sxy es la covarianza muestral entre X e Y. Estos valores

se calculan de la siguiente forma:

1 & 1 &
E:;Zmif TZHZEE

1 & 1 &
sxy = S (ai—E) (i — ) = (— Z:r:‘;y\;) — .
(a.6)

Ci=1
- Méodo de minimos cuadrados.
A partir de los estimadores. g y @1, Se pueden calcular las predicciones para las
observaciones muestrales, dadas por,
Y; = ép + dami, i=1,2....n, (@7)
0, en formamatricial,
Y =aol + &1 X, (a8)
donde ¥' = (1, %z, - - - , il ). Ahora se definen los residuos como
e=yi-¥ii1=12..n,
Residuo = Valor observado — Valor previsto
en formamatricial,

e=Y-Y, con & =(e1,... en). (a9)
Los estimadores por minimos cuadrados se obtienen minimizando la suma de los
cuadrados de los residuos, o sea minimizando la siguiente funcion,
n n n
Ulapar) =Y e = (yi—G) = (i — (@0 + oaz))®,
i=1 i=1 i=1 (a10)
derivando e igualando a cero se obtienen las siguientes ecuaciones, denominadas
ecuaciones canonicas,
{ YL (- (o toaz) =Y, e =0 } .
Yoimr (wi— (o0 +oumg))ms =3 e =0
{ Yiawo = Gon 4+ G1 Y i Ti } N

YT = G ) Tt T
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§ =  dp+daaT

De donde se deducen los siguientes estimadores minimo cuadréticos de los
pardmetros de larecta de regresion

&'I'Il,mn =i — &1,111:: I
Sxy
52

T (a 12)

Se observa que los estimadores por maxima verosimilitud y los estimadores minimo

1, me =

cuadréticos de iy y iy son iguales. Esto es debido a la hipétesis de normaidad,

asegurar que kg = digmy = tYome Y 1 = My = G me.

a.2. Resefiatedrica 2

Problemas en el gjuste de modelos:
e En la Figura al la nube de puntos muestrales bidimensionales parece

gjustarse bien aunarecta.

20

Fig. a.1. Nube de puntos que gjusta bien alarecta

e EnlaFiguraa2 € guste linea no parece adecuado para esta muestra.
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Fig. a2. Nube de puntos paralacual € gjuste linea no resulta adecuado

EnlaFiguraa3 no existerelacion lineal entre las dos variables.
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Fig. a3. Nube de puntos sin relacion lineal entre variables

En laFiguraa4 hay claros indicios de heterocedasticidad.
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Fig. a.4. Nube de puntos con claros indicios de heterocedasticidad
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e En la Figura a5 existen puntos atipicos que probablemente influyan en la

estimacion de larecta gjustada.

40
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Fig. a.5. Nube de puntos con datos atipicos

e En laFigura a6 existe una variable regresora binaria que se debe de incluir

en el modelo de regresion.

40

30

Fig. a.6. Nube de puntos con posibilidad de inclusién de variable binaria

a.3. Resefiatedrica3

Transformaciones parala regresion:

e EnlaFiguraa.7 seobservael modelo Y = exp (ap + a1x)
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Fig. a7. Modelo Y = explaxg + 1)

e EnlaFiguraa8 seobservael modelo Y = 1/{eg + a1 X)

Fig. a8. Modelo Y = Vlap + a1 X')

e EnlaFiguraa9 seobservael modelo Y = g + v Ig X

Fig. a9. Modelo Y = ¥, + (¥, Ig X
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e EnlaFiguraal0 seobservael modelo Y = ogX™;

Fig. a10. Modelo Y = txoX™;

e EnlaFiguraall seobservael modelo Y = agX™;

Fig. a1l. Modelo Y = cxX ™

e EnlaFiguraal2 seobservael modelo Y =exp X

Fig. a12. Modelo Y = exp X
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a.4. Resefia Tedrica 4

Andlisis para € cumplimiento de las hipdtesis bésicas en modelos de regresion
smple:

- La hipotesis de normalidad: Una hipétesis basica es que los errores del modelo
siguen una distribucion normal y para ello se debe de contrastar |a hip6tesis de que
los residuos e=y; -¥ |, i=1,...,n, provienen de una distribucién normal. Pero dado que
Var(ei) = o%e;) = o41— hi), i=1,..,n, es preferible trabagjar con los residuos
estandarizados o estudentizados que tienen la misma varianza (proximaa 1).

Para estudiar la normalidad de los residuos estandarizados se pueden utilizar las
técnicas de:

e Gréficos: € gréfico de cgas, € histograma, la estimacion no paramétrica de
lafuncion de densidad, € gréfico de simetriay los gréfico p-py g-g.

e Contrastes de normalidad: contraste de asimetria y curtosis, contraste chi-
cuadrado, contraste de Kolmogoroff-Smirnoff-Lilliefors.

Si la hipdtesis de normalidad no se verifica, se afectaa modelo en:

e Los estimadores por minimos-cuadrados de los parametros del modelo no
coinciden con los maximo-verosimiles. Los estimadores obtenidos son
centrados pero no eficientes.

e Los contrastes de significacion (de la F y de lat) dgan de ser vadidos y los
intervalos de confianza obtenidos para los pardmetros del modelo no son
correctos. A pesar de ello, si € tamafio muestral es razonablemente grande,
por el Teorema Central del Limite, los contrastes e intervalos de confianza
obtenidos son una buena aproximacion de los reales.

Es muy importante conocer la causa por la que no se cumple la hipétesis de
normalidad ya que esta informacion puede ayudar a corregir el modelo de regresion
gjustado. Entre otros motivos, la falta de normalidad puede ser debida a un conjunto
pequefio de observaciones atipicas que originan apuntamiento o a la existencia de
una variable cualitativa oculta que hace gque la distribucion sea multimodal. En estos

casos se puede mejorar el modelo corrigiendo estos problemas. En otras ocasiones la
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falta de normalidad es debida a una fuerte asimetria de la distribucién que, en
muchos casos, va acompafiada de otros problemas como fata de linealidad o
heterocedasticidad. Entonces lo recomendable es transformar la variable respuesta
gue normalmente arregla ambos problemas. La familia de transformaciones de Box-
Cox esla que normamente se utiliza.
- La hipétesis de homocedasticidad: Implica que Var(si)=c’=cte, se detecta
fécilmente en e gr&fico de residuos (e;) frente a las predicciones (%) o,
equivalentemente, en el gréfico de los residuos (g;) frente a la variable regresora (x;).
Un model o bastante frecuente de heterocedasticidad es el siguiente
Yi=ap+tonzi+g(ri)e, i=1,....,n, (a13)

con error &; = gle:)s;, lavarianza del error es

Var (&) = Var (g(z:) &) = (g (x:)" 0%, a1

S g no es constante, e modelo es heterocedastico y e caso mas frecuente es €
siguiente

glz) = k. (315)
En este caso se puede transformar el modelo para obtener un modelo homocedéstico.
Si v=1, ladesviacion tipica de |los errores crece linealmente con la variable regresora,

la transformacin adecuada es multiplicar todo el modelo por 1/X, obteniendo

Y; 1 § .
— = mp— +a1+—, i=1...,n.
Ti I &I
Y; 1 krgeg
= — =qag— + o1 + , i=1,...,n.
TP i (a16)

Este modelo puede escribirse como un modelo lineal simple homocedastico,
Yi=dg+ fudy +5. i=1,...,n, (@17)

donde se denota Yi=Yix =y, dy=ay, F=1-% y errores £i=ks; con varianza

Var(z)=KPa’=cte.

En agunos casos transformando solamente la variable respuesta se consigue

homocedasticidad y se resuelven otros posibles problemas como fata de simetria 'y

de normalidad. Nuevamente, la familia de transformaciones de Box-Cox es Util para

este propésito y la sencilla transformacion A=0 (tomar logaritmos en la variable

respuesta) es suficiente para obtener homocedasticidad.

Una dternativa para estimar € pardmetro A que se puede utilizar en la

transformacion de Box-Cox esla siguiente:
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e Ordenar las predicciones de menor a mayor (¥¢i).

e Hacer grupos (normamente de tamafio entre 5 y 11) de los respectivos
residuos manteniendo ese orden.

e Calcular en cada grupo la media de las predicciones (#k.) y la desviacion
tipica de los residuos (¢} con k = 1,2,...,m, donde m es & nimero de grupos
utilizado.

e Dibujar lagréficade pares(Fk., sk ).

e Ajustar aestanube de puntoslacurvas, = #4,”.

Si v=0, hay homocedasticidad y no es necesario hacer ninguna transformacion.
Si v£0 se transforma la variable respuesta segun la transformacién de Box-Cox con
parametro A= 1-v.

A

yp — 1 :

gVl T s AF0 0
lg(y) si A=0

- La hipétesis de independencia: La hipétesis de que las observaciones muestrales
son independientes es una hipétesis basica en € estudio de los modelos de regresion
lineal. Con elo se entiende que los errores {si}; - ;" son variables aleatorias
independientes.

Lafalta de independencia, se produce fundamentalmente cuando se trabaja con
variables aleatorias que se observan alo largo del tiempo, es decir, cuando se trabaja
con series temporales. Por ello, una primera medida para tratar de evitar la
dependencia de las observaciones consiste en aleatorizar |a recogida muestral.

El que no se cumplala hipétesis de independencia afecta gravemente a | os resultados
del modelo de regresidn, se obtienen estimadores de los parametros y predicciones
ineficientes y los intervalos de confianza y contrastes que se deducen de la tabla
ANOVA no son védlidos. Esto es debido a que se utiliza € resultado de que “la
varianza de la suma de variables independientes es igual a la suma de las varianzas
de cada variable”. Propiedad que no se cumple para variables dependientes.

Si no se cumple la hipétesis de independencia se tienen dos aternativas. La primera,
se basa en transformar los datos para obtener observaciones incorreladas
(independientes, bajo hipotesis de normalidad) y luego aplicar las técnicas de
regresion estudiadas (minimos cuadrados), este método es un caso particular de la
denominada técnica de minimos cuadrados generalizados, que se puede aplicar en

situaciones muy precisas y, por tanto, su utilizacion es un tanto restringida. La
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segunda, se basa en aplicar métodos estadisticos disefiados para € estudio con
observaciones dependientes como son los métodos de series de tiempo y |os modelos
de regresion dindmica.
La dependencia entre las observaciones surge la mayoria de las veces porque los
datos son recogidos a lo largo del tiempo, y los gréficos y contrastes expuestos son
validos para detectarla.

e Gréficos para detectar dependencia son: € gréfico de los residuos frente a
indice (tiempo), (t, &), e gréfico de los residuos e.; frente a e y €
correlograma

e Contrastes para detectar dependencias son: los contrastes basados en rachas,
contrastes sobre las autocorrelaciones, € contraste de Ljung-Box.

Dentro de los contrastes de autocorrel aciones para modelos de regresion, el contraste

de Durbin-Watson es muy utilizado.

a.b. Resefiatedricas

¢Como detectar la multicolinealidad? La multicolinealidad indica que existe una
fuerte correlacion entre las variables regresoras, por o tanto para detectarla se debe
estudiar:

e Gréfico de dispersion matricia. El gréfico de dispersion matricial de las
regresoras permite tener unaidea acerca de la posible relacion lineal entre dos
regresoras.

e La matriz de correlaciones de las variables regresoras, R. La existencia de
algun valor alto fuerade ladiagonal de estamatriz (r;j, i#, esproximo axl),
indica que existe una fuerte relacién lineal entre las variables regresoras X; y
X;.

Pero esto no es suficiente ya que la matriz R no detecta fuertes relaciones de
una variable regresora con un conjunto de variables regresoras.

Por gjemplo, considérese un conjunto de k (k grande) regresoras, donde las
variables x1,X,...,Xc-1 SoN independientes pero la variable x esta relacionada

con las otras por la siguiente relacion exacta
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i=1 - (a.18)

Este es un caso extremo de multicolinealidad y no se puede calcular & ya que
rangX) = k. Pero s k es grande todos |os términos de R son pequefios, rij = 0,
si#,ij=1..k-1y rix=~0,i=1,.k-1.

Los elementos de la diagonal de la matriz R™. Ya que se verifica que € i-

ésimo elemento de esta matriz es

1
diagiyR™ = FIV (i) = —————, i=1,...,k,
@ ( ) 1-— 'r-;'!--rn.ai.a (a19)

por tanto si FIV (i) es un valor muy alto, existe multicolinealidad causada por
lavariable x;. Por gemplo

s diagiR ™ = FIV(i)> 10 = riyeto” > 0,9.

Como consecuencia se deberia eliminar la variable explicativa x; del modelo
de regresion.

El inconveniente de este méodo es que la matriz R™* se calcula con poca
precision (depende mucho de la muestra) cuando la matriz R es casi singular
(su determinante es préximo a cero).

Calcular losautovalores de la matriz R. Si las variables regresoras son
ortogonales, todos los autovalores de R son iguales a uno, pero s hay
multicolinealidad, a menos uno de los autovalores de R es proximo a cero, la
variable regresora asociada a ese autovalor sera la que es aproximadamente
una combinacion lineal de las otras variables regresoras.

Para medir si un autovalor es proximo a cero o, equivalentemente, para medir
la multicolinealidad asociada a la matriz R se utiliza € indice de
condicionamiento (fC') de la matriz R que es una buena medida de la
singularidad de esta matriz. La definicidén del indice de condicionamiento es

lasiguiente,

. 1/2
max autovalor de R) .

min autovalor de R

IC(R)=
(®) ( (a20)

A modo indicativo se puede utilizar €l siguiente criterio:
e Si10<IC®r) no hay multicolinealidad.

e S 10<ICr)< 30, hay moderada multicolinealidad.
e S IC®R)> 30, hay altamulticolinealidad.
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a.6. Resefia Tedrica 6

Con los residuos estandarizados 0 estudentizados se pueden construir 1os siguientes

gréficos deinterés:

El gréfico de dispersion matricial de la Figura a.13, de todas las variables del

modelo (respuesta y regresoras). En el estudio de un modelo de regresion

lineal multiple es e primer gréfico que se debe observar. Proporciona una

primera idea de la existencia de relacion linea o de otro tipo entre la

respuesta y las regresoras y también da una idea de posibles relaciones

linedles entre las variables regresoras,

lo que crea problemas de

multicolinealidad.
]
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Fig. a13. Gréfico de dispersion matricial

El histograma de los residuos, que sirve para observar la existencia de

normalidad, simetriay detectar observaciones atipicas.

El gréfico probabilistico de normalidad (p-py -q) y € gréfico de simetria,

residuos.

gue permite contrastar la normalidad (simetria) de la distribucién de los
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El gréfico de residuos (ei) frente a las predicciones (#:), que permite
detectar diferentes problemas:

- Heterocedasticidad, la varianza no es constante y se deben de transformar
los datos (lavariable Y') o aplicar minimos cuadrados ponderados.

- Error en @ andlisis, se ha redizado mal € gjuste y se verifica que los
residuos negativos se corresponden con los valores pequefios ¥ y los
errores positivos se corresponden con los valores grandes de #;, 0 al revés.

- El model o es inadecuado por faltade linealidad y se deben de transformar
los datos o introducir nuevas variables que pueden ser cuadrados de las
existentes o productos de las mismas. O bien se deben introducir nuevas
variables explicativas.

- Existencia de observaciones atipicas 0 puntos extremos.

- Tener en cuenta que se debe utilizar & gréfico de residuos (i) frente alas
predicciones(i:) en lugar del gréfico de residuosie:) frente a las
observaciones(yi) porque las variables & e ¥ estan correladas, mientras
que las variables € e ¥ no lo estan.

El gréfico de residuos (¢:) frente a una variable explicativa (i.;) de la Figura
al4, permite deducir s la existencia de heterocedasticidad o la falta de
linealidad en el model o son debidas a la variable explicativa representada.
Gréficos de este tipo son los representados en las figuras. En la primera de
ellas se observa que la relacion con la variable X, no es lined v,
probablemente, un gjuste cuadrético sea adecuado, también se tendrian dudas
acerca de la homocedasticidad del modelo.
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Fig. a.14. Gréafico de residuos frente a una variable explicativa
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En la Figura a.15, se observa que e modelo es heterocedastico y la causa de
este problema puede ser la variable explicativa x. Por ello, la solucion se basa

en transformar €l model o teniendo en cuenta este hecho.
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Fig. a.15. Modelo heterocedastico

El gré&fico de residuos (¢i) frente a una variable omitida de la Figura a.16,
permite valorar si esta variable influye en e modelo y por lo tanto se debe

incluir como una nueva variable regresora.
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Fig. a16. Gréfico de residuos frente a una variable omitida

En la figura de residuos frente a una variable omitida (zsmit) se observa que
existe unarelacion linea con estavariabley por tanto se mgjora el gjuste si se
incluye la variable Xgmit.

Una situacion frecuente se produce cuando se tienen observaciones de

diferentes poblaciones y se debe de incluir una variable de clasificacion en e
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modelo de regresion. Esto se puede observar en e grafico de residuos frente a

predicciones delaFiguraa.1l7.
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Fig. a.17. Gréfico de residuos frente a las predicciones

El gréfico de los residuos frente a la variable de clasificacion omitida se

presentaen laFiguraa.18.
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Fig. a18. Gréfico de residuos frente a una variable de clasificacion omitida

e El gréfico parcial de residuos, es Util para valorar la influencia rea de una
variable regresora, esto es, conocer la informacion nueva que aporta la
variable regresora en estudio y que no aportan |as otras variables regresoras.
Seguin € paquete estadistico que se utilice los gréficos parciales de residuos

se pueden construir de diferentes formas.
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Tipo 1. Si setienen k variables regresoras {1, T2, ... , Tt } y se desea obtener
el gréfico parcial de residuos respecto a la variable xi, se procede de la
siguiente forma:
- Se calcula e modelo de regresion respecto a las restantes (k-1) variables
regresoras,

¥=dpl+ai% +a3% +... + &% 1+ 6L (a21)
- Secalculan los residuos

I a

G=y- 9 =¥ (61+aixs +63% + ... + &4 %), (@22)
gue son la parte de Y no explicada por las variables x1,Xa,...,Xk-1.
- Por tanto, la gréfica de los residuos “parciales” g, frente a la variable x
permite valorar laimportanciareal de estavariable.
Tipo 2. Un gréfico muy parecido y més facil de calcular se obtiene de la
siguiente forma. Calcular
& = e+ Gy = (¥ — §)+ i
&= f_(finf + a1y +daXa + ...+ ﬁk_lik—l) (a23)
Se obtiene un nuevo gréfico parcial representando |os residuos “parciales” &,
frente alavariable x.
Si la variable xc es ortogonal a las restantes variables explicativas los
estimadores é;" y &;, i = 1,...,.k - 1, serdn muy préximos y, por tanto, también
lo son los vectores e y & . Lo que hace que los dos gréficos de residuos
parciales sean cas iguales en este caso.
Tipo 3. Otro gréfico parciad de interés que proporcionan algunos paguetes
estadisticos es €l siguiente (se quiere calcular €l grafico parcial respecto a xy):
Se calculan los modelos de regresion de las variables Y y x respecto a las
restantes (k-1) variables regresoras,
y = dg + ayry + dsre ..+ Gf 1 TEq +ep
Tk =" t7Tt 2Tzt ...+ Ve aTh-1+ €k (224)
Serepresenta el gréfico de residuos de e frente alos residuos ey . Esto es, e

gréfico de los pares (¢+.k:¢L). Este gréfico da una idea de la relacion entre la
variable Y y la variable xc una vez que se ha eliminado la influencia de las

otras variables regresoras.
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e El gréfico de residuos (e:) frente al indice (tiempo=i), proporciona
informacion acerca de la hipotesis de independencia de los residuos. En este
gréfico se pueden observar algunas caracteristicas que indican fata de
independencia, tales como una correlacion positiva o negativa, la existencia
de tendencias, saltos estructurales, rachas,....,etc.

En este grafico también se puede observar si existe una relacion lineal con el
indice y éste debe de incluirse en € modelo de regresiéon como variable

explicativa.

Como ya se indico anteriormente al redlizar estos graficos, una alta variabilidad en
los residuos (o grande) puede “esconder” una pauta de comportamiento de los
mismos y, en este caso, es conveniente “filtrar” o “suavizar” los residuos utilizando
la técnica de “medias moviles” o “medianas moviles” u otro andlogo. Asi € filtro de
“medianas moviles de orden tres” a partir de los residuos originales {e: }; - 1" genera
una nueva sucesion de residuos { €: =" * més “suave”.
ey — filtro mom.(3) — & = mediana {e;_1, ey, €141} (a.25)

parat = 2,...,n- 1. Si se considera que la sucesion resultante no esta suficientemente

suavizada se puede repetir € procedimiento de suavizacion.

a.7. Resefatedrica 7

Repasemos las caracteristicas més importantes de las hipdtesis del modelo de
regresion lineal mdiltiple.
- Hipétesis de normalidad. La hipdtesis de normalidad afirma que los errores del
modelo £ siguen una distribucién normal. Esta hipétesis se contrasta a partir de los
residuos estandarizados {i}; - 1" . Se pueden aplicar los contrastes y gréficos de
normalidad.

e Gréficos para observar la normalidad son: el histograma, estimador nucleo de

la densidad de Rosenblatt-Parzen, gréfico p-p y gréfico g-q.
e Contrastes de normalidad son: contraste de asimetriay curtosis, contraste chi-

cuadrado, contraste de Kolmogorov-Smirnov-Liliefors.
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En relacion con la utilizacion de los residuos para contrastar la normalidad, debe de

tenerse en cuenta que de larelacion € = (I - H)F se sigue que

n
f3i=E£_Zh{jEj._. i=1,....n.
i=1 (a.26)

Por tanto, s £ es pequefio, € término dominante en la relacion anterior es e
sumatorio que por € Teorema Central del Limite es aproximadamente normal.
Entonces puede ocurrir que los e sean aproximadamente normales aunque los £; no
lo sean. En cualquier caso, Si n es grande en relacion con k+1 se pueden utilizar los
residuos estandarizados r; para contrastar la hipotesis de normalidad.

Lafaltade normalidad influye en e modelo en:

e Los estimadores minimo-cuadréticos no son eficientes (de minima varianza).

e Losintervalos de confianza de los pardmetros del modelo y los contrastes de
significacion son solamente aproximados y no exactos.

Causas que dan origen alafata de normalidad son las siguientes:

e [EXxisten observaciones heterogéneas. En este caso se debe averiguar la causa

gue origina estas observaciones. errores en la recogida de datos; e modelo
especificado no es correcto porque se han omitido variables regresoras (por
giemplo, no se ha tenido en cuenta una variable de clasificacion cuando las
observaciones proceden de diferentes poblaciones).
Se debe hacer un estudio de influencia de las observaciones atipicas para
averiguar e grado de influencia en la estimacion del modelo. Si esta
influencia es muy grande puede ser conveniente recurrir a procedimientos de
estimacion robusta en el calculo del modelo.

e Existe asimetria en la distribucion. En este caso suele ser conveniente
transformar la variable respuesta (transformacion de Box-Cox). Este
problema suele estar relacionado con otros problemas como fdta de
linealidad o heterocedasticidad, la solucion de transformar las observaciones
pueden resolverlos conjuntamente.

e Silahipotesis de normalidad no se verificay las soluciones anteriores no son
vélidas se pueden obtener intervalos de confianza de los pardmetros por
métodos diferentes de los expuestos en los gque se tiene en cuenta la

distribucion especifica de los errores.
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- Hipotesis de homocedasticidad. Una hipétesis del modelo de regresiéon es la

homocedasticidad y todo lo comentado sobre este problema en e modelo de

regresion lineal simple sigue siendo vaido en e modelo de regresion lineal multiple.

La falta de homocedasticidad influye en e modelo de regresion lineal, los

estimadores minimo-cuadréticos siguen siendo centrados pero no son eficientesy las

formulas de las varianzas de los estimadores de los parametros no son correctas. Por

tanto no pueden aplicarse los contrastes de significacion.

L a heterocedasticidad se detecta en los graficos de residuos:

De forma general, en el gréfico de residuos (i) frente alas predicciones ().
En e gréfico de residuos (€:) frente a una variable explicativa (zij) s se
sospecha que la heterocedasticidad es debida ala variable explicativa x;.

Si los gréficos anteriores son dudosos se pueden hacer grupos de |os residuos
ordenados de menor a mayor seglin las predicciones(#:) y en cada grupo
calcular la media de las predicciones (i) y la desviacién tipica de los
residuos (5« ). Si hay homocedasticidad, la nube de puntos (¥, ;) se gjusta a
una recta horizontal, en caso contrario, es necesario transformar |os datos.

Existen contrastes especificos para contrastar |a homocedasticidad.

Pararesolver este problemalas alternativas que hay son las siguientes:

Transformar los datos. En muchos casos es suficiente con tomar logaritmos
en la variable respuesta (o de forma méas compleja, aplicar la transformacion
de Box-Cox). Por otra parte, e problema puede estar ligado a otros
problemas como falta de normalidad, falta de linealidad que, normamente,
también se resuelven al hacer la transformacion.

Si la heterocedasticidad es debida a una variable regresora (por gemplo x) y
la varianza aumenta linealmente con la variable X, Var(s;) = kx. Entonces se

obtiene homocedasticidad haciendo la siguiente transformacion del modelo

deregresion
Yo ot a1 a4 T G
= y L &
VTk VI VERm YT VTE VTR (a27)

Si la que varia linealmente con x es la desviacion tipica, la transformacion a

realizar serialasiguiente
+ dg + =
e (a.28)

Y .1 . *1 . Tz . Tk
— =ap— + a1 — F+ar— 4+ ...+ Qg1
Tk Ie TE Tk I
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Las transformaciones anteriores son casos particulares del método de
minimos cuadrados ponderados, método muy utilizado para obtener
estimadores de |os parametros en situaciones de heterocedasticidad.
Las transformaciones anteriores son casos  particulares  del
denominado método de minimos cuadrados ponderados. EI método se basa
en calcular los estimadores de los parametros del modelo como los valores
gue minimizan la siguiente funcion de los residuos

n

(@) = (i — %) w (o)

i=1 (a29)
donde w(g) es una funcién peso que toma valores altos si la varianza
de g es pequeiiay tomavalores bgjos s lavarianza de g es grande.
El méodo de minimos cuadrados ponderados es un caso particular

del método de minimos cuadrados generalizados.

- Hipdtesis de independencia. Laindependencia de los errores es una hipétesis basica

en el estudio de un modelo de regresion lineal.

La falta de cumplimiento de la hipétesis de independencia tiene efectos graves sobre

los resultados del estudio. Influye en:

Los estimadores & son centrados pero ineficientes (no son de varianza
minima).

El estimador éx? normalmente subestima el parametro o, lo que hace que los
contrastes de significacion (contrastes individuales de la t) no sean vélidos y
tienden a detectar relaciones inexistentes, denominadas relaciones espurias,
gue son relaciones falsas entre variables independientes que siguen una
evolucion andlogaen e tiempo y tienen un R? alto.

L as predicciones son ineficientes.

La falta de independencia se suele dar situaciones en que las observaciones
son recogidas secuencialmente en € tiempo. Esto ocurre en e estudio de
muchas variables econdmicas, sociades y demogréficas. En este caso la

variable “tiempo” puede ser una variable regresora.

Se detecta la falta de independencia en:

Los siguientes gréficos: € gréfico de residuos (&) frente al indice (o tiempo),
(t); @ gréfico de (&) frente a (e.1); € gréfico de lafuncidn de autocorrelacion

simple de los residuos (fas).
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e Los siguientes contrastes de independencia: el contraste de Durbin-Watson
sobre e primer coeficiente de correlacion; e contraste de Ljung-Box sobre
las autocorrel aciones que se consideren significativas.

Si existe dependencia entre las observaciones la metodologia descrita para estudiar
los modelos de regresion lineal general por minimos cuadrados ordinarios no es
vélida y, en la mayoria de las situaciones, deben utilizarse técnicas de series de
tiempo y regresiéon dindmica.

En agunas situaciones se pueden estimar |os parametros del modelo de regresion por
el método de minimos cuadrados generalizados.

“...Es importante realizar un andlisis de influencia para conocer las observaciones
muestrales que tienen una mayor influencia en el modelo y las observaciones atipicas

o heterogéneas que no se gjustan a modelo...” *°

Este estudio es andlogo al desarrollado para € modelo de regresion lineal simple y
gue en esta seccion se generalizaa caso multiple.

- Influencia a priori. Valor de influencia. Para €l estudio de la influencia de una
observacion en e célculo del modelo de regresion se debe tener en cuenta la

siguiente ecuacion

it = do + d1ry + ...+ Gprg = Z"‘: hiyi, t=1,...,n,
i=1 (a.30)
donde hy son unos pesos que en e modelo de regresion lineal smple (k=1) tienen la
forma
1 (& —2) (&7

hii = — + , ti=1,...,n.
nooYE, @ -1)? (a3)

Laecuacién en formamatricia es

Y =Xa=X(X'X)" XY =HY, (330
siendo H = X(X'X) X" lamatriz de proyeccion ortogonal en el espacio generado por
las variables regresoras. H = {#+i}; - 1" es unamatriz cuadraday simétrica.

De esto se deduce que la prediccion de una observacion ¥, es una combinacion lineal

obtienen a partir de los valores de la matriz de disefio X. La influencia de la

observacion (%i,1:) en el cllculo de i viene dado por:
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e El vaor dey..

e El vaor dehy.
Por tanto, € valor h; mide, @ menos parciamente, la influencia “a priori” de la
observacion i-ésimaen el cdculo de la prediccion ¥;. Los elementos de la diagonal de
lamatriz H, hj, i=1,...,n, miden la influencia de la observacion i-ésima en el cdculo
de #;. Su expresion viene dada por

hi =% (XX) 'K, i=1200m (333)

donde %; ' eslafilai-ésimade lamatriz X (datos de la observacion i-ésima).

En particular, en el modelo de regresion lineal simple (k=1) se verifica

= =2
by SY
' (a34)

En resumen, la influencia a priori de las observaciones viene dada por 10s elementos
de la diagona de H, h;, i=1,2,...,n, € valor h; mide la distancia del punto ;" a
centro X, y se le denomina valor de influencia a priori (en inglés “leverage”).
Observaciones con valor de influencia alto son observaciones que “a priori” influyen
en e céculo del modelo y observaciones con vaor de influencia bajo “a priori”
influyen poco.

Para saber si un h;; es un valor grande o no se debe de tener en cuenta que si no hay

filas repetidas en lamatriz de disefio X se verificaque:

1
—<h; <1 i=1,2,...,n
i1

Zh-ﬁ =traza(H)=k+1
i=1 (a35)

Por tanto E(h::) = (k + 1)/n. Y se puede considerar que una observacion tiene un

valor de influenciagrande si se verificaque
k+1
n (a36)

Otro criterio se basa en calcular lavarianza de los h;;

hy =2

T

, 1 k+1)\?
Sh = ; Z h—ﬁ - 1 1
i= (a37)

y considerar que una observacion tiene un valor de influenciagrande s

k+1
i > B (hig) + 38) = —— + 335
hy (hig) + 3sp - Sh (2.39)

% «Model os Estadisticos aplicados”, J. Vilar Fernandez, Universidade da Corufia, Espafia 2003
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El vaor de influencia de las observaciones muestrales es un valor comprendido entre
1Iny 1, siendo los casos extremos | os siguientes:
e X=X, entoncesh;=1n.
e Considérese la muestra {(z*.y). (2" y2).---s (@"¥n-1). (20 ¥%)} de un
modelo de regresion linea simple, entonces h;y =1 /(n- 1), i =1,...,n- 1,

puntos en los que X, = X , Y hay = 1, € mayor vaor que puede tomar. En este
caso la recta de regresion pasa por los puntos (2*:3n-1)) y (24, ¥x), siendo

Jn-1)=12 (n-1) i-1"" 'y

Unas pocas observaciones con valor de influencia a priori grande pueden producir
multicolinealidad entre dos 0 mas variables regresoras. Esto puede observarse
claramente en la Figura a19, donde se representa e grafico de dos variables
regresoras X1 y X, en € que la mayoria de las observaciones estén agrupadas en una
nube pero hay dos observaciones con un alto valor de influencia a priori, estas dos
observaciones producen una ata correlacion (R=0,632) entre las dos variables
regresoras. Si se eliminan las dos observaciones influyentes de la muestra la

correlacion es casi nula (R=0,079), las variables son incorreladas.

S0

=0

X2

20

10

(=] 10 20 30 a0 S0

=1

Fig. a.19. Gréafico entre las variables X1 y X,

Muchos paguetes estadisticos proporcionan la distancia de Mahaanobis de los
puntos muestrales %, = (Zi1: iz, -« + T ), | = 1,2,...,n, @ punto medio de la nube de
las variables regresoras x=(T.1, T.2,... , T}, donde T}, j = 1,2,....k eslamedia de los

datos de la variable x;. Esta distancia viene definida como sigue

190



By (%) = (% - 087 (% - %)' a0

siendo S lamatriz de varianzas-covarianzas del vector de variables (1, Tz, ... ,xg).

La distancia de Mahalanobis es una distancia estadistica que generdiza la distancia
euclidea entre dos vectores en la que se tiene en cuenta la dispersion de las variables
y su dependencia. Un valor ato de la distancia de Mahaanobis indica que €l punto se
alga del centro de la nube y, por tanto, es una posible observacion influyente a

priori.

Si en e guste del modelo de regresion lineal no se utiliza la observacion i-ésima, €l

vector de predicciones es

1 _,
"/ _ ] } L ;
Y =X (X(\:)X(ﬂ)) XY (a.40)

donde el subindice (i) indica que no se utiliza la observacion i-esima
Se define el residuo eliminado €” como el residuo obtenido utilizando la prediccion
calculada a partir de la muestra excepto la i-ésima observacion, 7;"). Esto es,

€)= Yi — ¥iti), t=1,...,n. (a41)
Teniendo en cuenta la siguiente relacion entre los residuos ordinarios y los
eliminados

=]

., ot=1,...,n,
L= ha (a42)

se puede deducir un nuevo criterio para distinguir a las observaciones influyentes a

€)=

priori: si la observacion i-ésima influye mucho (h;i es grande) los residuos ordinarios
y los residuos eliminados son distintos, por e contrario, si €l valor de influencia es

pequerio (h;j=0) los dos residuos (ordinario y eliminado) son parecidos.

La identificacion de las observaciones influyentes a posteriori es de mayor interés.
Una observacién influyente a posteriori es aquella(Xi.; ¥i) cuyainclusion en € gjuste
modifica sustancidmente la estimacion del modelo. En este caso, se estadn
considerando los datos de |as variables regresoras y de la variable respuesta.
El problema bésico es determinar la influencia del dato (X;,%:) en € ajuste del
modelo de regresion lineal maltiple. O, equivalentemente, se desea redlizar €
siguiente contraste estadistico (C'r ):

e Hpy: El modelo gjustado con toda la muestra es igual a modelo gjustado con

la muestra excepto el dato (X;_, ;).
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e H; : El modelo gjustado con toda la muestra es distinto al modelo gjustado
con lamuestra excepto €l dato (X;., u:).

Si la observacion (X:.,v:) esinfluyente en e modelo de regresién se observaen

e laestimacion de los parametros del modelo de regresion ():

e ¢ vector de prediccion de las observaciones: ¥

e laprediccion delarespuestaen e punto i-ésimo: ¥
Los estadisticos para resolver € contraste C; se basan en calcular la distancia entre
las estimaciones de cualquiera de los tres valores anteriores cuando se utiliza toda la
muestra

& — Y — i (add)
y las mismas estimaciones cuando se utiliza toda la muestra excepto el dato (X; ., ¥;)
dn - Yo - Ui (ad4)

Lastres distancias Ilevan a mismo estadistico, € D-estadistico de Cook, definido por

! v _v. N (v_v
(6 60) XX (6 —ay) (YY) (Y-Y0)
D)= k¥ DF = kD =

(5 — '?}1‘(2'})2 ( hii ) € ( hii } T
= {k b l}.&f‘:hﬁ: 1-— hj.g ){k + l}-‘slﬁ {l - h-:"z'}z 1— h-i-z' k4 1, (a.45)

siendo r; e i-ésimo residuo estandarizado y k el nimero de variables regresoras. Bajo

la hipotesis nula, la observacién i-ésima no es una observacion influyente a
posteriori, se verificaque

D(i) ~ Feprin-(k+1)- (a46)
La familia de estadisticos DFFITS relacionados con el D-estadistico de Cook se

definen como

DFFITS (i) (s — diga)” ( hii )”” e ( hii )1” )
T )= = = ~ — -
§riy vV hai 1 — hy Spyiyv'l — hai 1— hy (a.47)

donde t; es e residuo estudentizado. Belsey, Kuh y Welsch (1980) proponen utilizar
como cota superior de este estadistico el valor 2 (k/n)“?. Esto es, la observacion

(Xi., i) esinfluyente a posteriori si

k
DFFITS (i) > 24/~
>(0) > \/; (a.48)
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a.8 Resefiatedrica 8

Procedimientos para seleccion de variables regresoras:

“Eliminacion progresiva” (“Backward Stepwise Regression”). Este
procedimiento parte de! modelo de regresion con todas las variables
regresoras y en cada etapa se elimina la variable menos influyente segiin €l
contraste individual de lat (o de laF) hasta una ciertaregla de parada.

El procedimiento de eliminacion progresiva tiene los inconvenientes de
necesitar mucha capacidad de célculo s k es grande y llevar a problemas de
multicolinealidad si las variables estén relacionadas. Tiene la ventgja de no
eliminar variables significativas.

“Introduccién progresiva” (“Fordward Stepwise Regression”). Este algoritmo
funciona de forma inversa que el anterior, parte del modelo sin ninguna
variable regresora y en cada etapa se introduce la més significativa hasta una
ciertareglade parada.

El procedimiento de introduccion progresiva tiene la ventaja respecto al
anterior de necesitar menos caculo, pero presenta dos graves inconvenientes,
el primero, que pueden aparecer errores de especificacion porque las variables
introducidas permanecen en e modelo aunque e algoritmo en pasos
sucesivos introduzca nuevas variables que aportan la informacion de las
primeras. Este algoritmo también falla s el contraste conjunto es significativo
pero los individuales no lo son, ya que no introduce variables regresoras.
“Regresion paso a paso” (“Stepwise Regression”). Este método es una
combinacion de los procedimientos anteriores, comienza como € de
introduccion progresiva, pero en cada etapa se plantea s todas las variables
introducidas deben de permanecer. Termina e algoritmo cuando ninguna
variable entra o sale del modelo.

El algoritmo es € siguiente:

Paso 1. Se elige un “criterio de entrada”, t;y y un “criterio de salida”, tour.

Un “criterio de entrada” es un valor ty de una variable con distribucion t tal
que € intervalo (—tin.tin) €s la region de aceptacion de que una variable
regresora no es significativa. Andlogamente un “criterio de salida” es un valor

de una variable toyr con distribucién t tal que € intervalo (~tour,tour) es la
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region de aceptacion de que la variable regresora no es significativa (no entra
en el modelo).
Se calculan los coeficientes de correlacion lineal simpler(Y, z:), i =1,... k.
Supongamos que € mayor de ellos corresponde a la variable X, que sera la
candidata a entrar en el modelo.
Paso 2. Se obtiene laregresion de Y sobre x¢ y se calcula e estadistico ¢y para
el coeficiente oy

ay,
Sry/TkE" (2.49)

(Es equivalente hacerlo con los contrastes individuales de la F, que es lo que

=

hacen la mayoria de los programas estadisticos, entonces €l criterio de salida
viene dado por un nimero Fout Yy la region de aceptacion es (0 Four), y o
criterio de entrada seria un nimero Fy.)

Paso 3. El valor ¢y se compara con el vaor tyy elegido, de forma que:

- g |t |2 tin, entonces la variable x¢ es significativa y se introduce en €
modelo. Ir a Paso 4.

- s |fkl< tin, Se acepta que la variable X« no es significativay no se introduce
en el modelo. Setermina el agoritmo.

Paso 4. Una vez introducido xx en € modelo se calculan las correlaciones
parciaes (eliminando la influencia de x): rvik | = 1,...k - 1. Se calcula la
correlacion parcial mayor que supongamos que es la correspondiente a la
variable X1 @ M'yx1'k

Paso 5. Se calculael modelo de regresion de Y respecto axx Y Xk-1. Se calculan
los estadisticos .1 Y .

Paso 6. Se compara .1 con ty .

- S |fk—1|z tin, entonces la variable x; es significativa 'y se introduce en el
modelo. Ir a Paso 7.

- s [te—1k ty, se acepta que la variable x.1 no es significativa y no se
introduce en el modelo. Se termina el agoritmo.

Paso 7. Se decide si la variable x« debe permanecer en e modelo. Para ello se

compara i con toyr.
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- s |tel< touT, Se acepta que la variable X no es significativa 'y se elimina del
modelo. Se vuelve a Paso 4, con X.; como variable regresora. Continda €l
proceso.
- s [tk > touT, entonces la variable x, es significativa. Se vuelve a Paso 4, con
Xk-1 Y Xk como variables regresoras. Continlia el proceso.
Muchos paguetes estadisticos tienen programado este agoritmo utilizando el
contraste de la F en lugar del contraste de lat y, generalmente, utilizan que Fiy =
Four, esto es una eleccion del usuario pero no una condicion para su utilizacion. Lo
gue si es necesario es que Fiy > Four, para evitar que una variable que entra en una
etapa salga en la siguiente.
El algoritmo paso a paso tiene las ventgjas del algoritmo de introduccién progresiva
pero lo mejora al no mantener fijas en el modelo las variables que ya entraron en una
etapa, evitando de esta forma problemas de multicolinealidad. En la préctica, es un
algoritmo bastante utilizado que proporciona resultados razonables cuando se tiene
un numero grande de variables regresoras.
En todo caso, la utilizacion de estos agoritmos de manera automatica es peligroso y
una vez obtenido € modelo de regresién se debe chequear que se verifican las
hipétesis del modelo asi como tener en mente el problema de regresion que se esta
estudiando.

Cuando se esta buscando el subconjunto de variables regresoras que deben entrar en
el modelo de regresion, un estudio complementario a la utilizacion de los algoritmos
descritos seria considerar todos los posibles subconjuntos. Si k es grande (k>5) hacer
esto de una “forma directa” es muy caro computacionalmente. Pero puede hacerse
“implicitamente”, entendiendo con ello, que un sencillo estudio permita desechar un
gran numero de subconjuntos. Por gemplo, si se utiliza como medida de bondad de
ajuste & coeficiente de determinacion, R?, y a priori se dispone de diez variables
regresoras, s algunas de ellas presentan un coeficiente de correlacion lineal simple
muy bajo con lavariable Y, es probable que algunas de €ellas se puedan desechar. Por
gjemplo, si x; tiene un R mayor que & modelo con las variables xs y X7, entonces el
subconjunto (1,:) tiene un R? mayor que e subconjunto (6, 7). En base a esta
idea estd € “branch-and-bound algorithm” de Furnival y Wilson que obtiene buenos

resultados para obtener implicitamente todas las posibles regresiones e identificar el
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mejor subconjunto de un determinado nimero de variables regresoras segun un
criterio de gjuste prefijado.

Para decidir entre dos 0 mas subconjuntos de variables regresoras en e estudio de un
modelo de regresion mliltiple es interesante disponer de medidas que midan la
bondad del gjuste del modelo construido. Se supone que e nimero de variables
explicativas que puede haber en el modelo esk, el nimero de observacionesesny, s
se gjusta un modelo de regresion lineal con i variables, € nimero de parametros del
modelo esi+1. Entonces se definen las siguientes medidas de bondad de gjuste:

e Cocficiente de determinacién, R?, definido como

5 (4 — §)°

. scll =
T T R LT
=1 (a.50)

Este criterio aumenta al ir introduciendo nuevas variables en el modelo. Sea
denota R?, j = 1,...,k, & méximo valor posible de R? cuando en e modelo hay
j variables explicativas, se verificaR, - 1° < R? (R es monGtona creciente) y
las diferencias R? - R, - 1* decrecen. En base a esto, un criterio sencillo seria
considerar un nimero pequefio Ay elegir e modelo con j mas pequefio y tal
que RZ-R? < A (R’ es e coeficiente de determinacion del modelo con las k
variables regresoras). Este criterio tiene e inconveniente de no tener en
cuenta el nimero de variables regresoras. Tiende a sobregjustar y utilizar
demasiadas variables regresoras.

« Coeficiente de determinacién corregido, 2, esta medida de bondad de gjuste
evitael problemade la medida anterior. Se define como

=2
RP=1-FE=1-(1-R?

& n—(k+1) (a51)

Por tanto, 172 < R? y d coeficiente i tiene en cuenta el nimero de variables

mn— 1

regresoras y no tiene porgue crecer al introducir nuevas variables regresoras.
Se denota R;* a mayor valor de ” parae modelo dej variables, entonces un
buen criterio seria elegir e subconjunto de j variables que maximiza este
coeficiente, ;2.

e Varianzaresidual, §g2. Se ha definido &= como

) l T ) l n .
&2, = —E e = ————— yi — 9i)° = semR,
-+ )& -n-(k+1}§“ ) (a52)
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donde scmR (Mean Square Error) es la media de los errores a cuadrado. Un
buen criterio de seleccion del subconjunto de variables es elegir «
subconjunto de j variables que minimiza e valor scmR;, siendo ésta la
varianzaresidual obtenida con el modelo dej variables.
Teniendo en cuenta que

R-1-

— 5
=3
Ty

em R,
(a53)
se deduce que

Ei > I_Ej < sem By < semBiy, (a_54)

por tanto, el criterio de minimizar la varianza residua es equivaente al
criterio de maximizar el coeficiente de determinacion corregido.
El estadistico C, de Mallows. Los criterios anteriores se basan en e scmR,
pero también es interesante tener en cuenta € sesgo en la seleccién del
modelo ya que S se omite una variable regresora importante los estimadores
de los coeficientes de regresion son sesgados y |0s criterios anteriores pueden
elegir un modelo que tenga sesgo grande aungue su scmR sea pequefio. Un
criterio que tenga en cuenta € sesgo ayudara a elegir € modelo
adecuadamente. Con este objetivo surge € estadistico C,de Mallows
definido como,

Cp =p+(n—p) (M)

R (a.55)

donde p es e nimero de pardmetros del modelo (en un modelo de regresion
lineal mltiple p = j + 1, con j el nimero de variables regresoras), 5z° es la
varianza del modelo con todas las variables y &:%(p) es la varianza residual al
gjustar el modelo con j=p-1 variables regresoras.
Para interpretar este estadistico, se define € error cuadrético medio de
prediccion (ECMP) para los puntos observados cuando se utiliza un modelo

Con p pardmetros como
1 1
ECMPy= 522 i = 1 il = i = 520 i =l — B (i) + F (i) — myi2

1
=520 i - "Varlipi) + Sesgoini), (a56)
donde #,, esla prediccion cuando se utiliza el modelo con p parametrosy my,;
= E(Y/%.).
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Siendo un buen criterio de seleccion del modelo el de elegir  modelo que
tenga e ECMP, minimo. Este criterio es equivalente a minimizar €
estadistico C, de Mallows.

Ademas puede probarse que en los modelos sin sesgo C, = p. Por tanto,
aguellos subconjuntos de j variables regresoras que tengan un Cy ~p =j + 1,
son “buenos”’. Normalmente se construye una gréfica de C, para los
diferentes subconjuntos que se quieren analizar frente a p. Y se consideran
buenos los subconjuntos que tienen C, pequefio y ademas estan por debajo de
ladiagonal C, = p.

En laFigura a.20 se puede observar el C, para dos subconjuntos de variables
regresoras y se observa que € subconjunto A tiene un sesgo mucho mayor

que €l del subconjunto B, pero éste tiene menor C,.

[ Qe

[ 2

0 1 2 3 4 5 i 7
p

Fig. a20. Gré&fico de dos variables regresoras

a.9. Resefiatedrica9

Analicemos a continuacion la estimacion por minimos cuadrados generalizados.

En un modelo de regresion lineal se supone que la matriz de varianzas-covarianzas

delos errores esde laforma
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siendo |, la matriz identidad de orden n. Si no se verifica la hipotesis de
homocedasticidad, o la de independencia, o ambas, entonces la matriz de varianzas-
covarianzastiene laformageneral
E (') = 0¥, (458
siendo ¥ una matriz simétrica, definida positiva de orden n x n. En este caso, se
puede calcular el estimador de @ por € método de minimos cuadrados generalizados.
Este método se desarrolla en dos etapas. en una primera etapa se transforma €l
modelo de regresion origina
Y =Xd+& (a59)
Para ello y por ser ¥ una matriz simétrica, definida positiva, existe una matriz
cuadrada P tal que
PUP' =1, = ¥ =P~ (P) 7" = ¥ =P'P, (540

esta matriz ¥ no tiene porque ser Unica, pero si existe. Multiplicando por P la
ecuacion de regresion se obtiene
PY = PXd +Ps (abl)
Denominando Y = PY, X" =PX y & =Ps", se obtiene la ecuacion de regresion
Y =X'd+&, (ab2)
y los errores del modelo verifican
E (" &) =PE (') P! = o"PUP' = 0°L,, (563)

por tanto los errores son incorrelados y homocedasticos. Ahora se puede aplicar €
método de minimos cuadrados ordinarios a estos datos transformados (PX, PY) para
obtener el estimador

ae = ((PX) PX) T (PX)'PY = (X'P'PX) T X'PPY = (X'UX) T XUTY.

(a64)

Por e Teorema de Gauss-Markov, este estimador dg es € meor estimador linea
insesgado. En la préctica, la matriz P, aunque existe, es desconocida y es necesario

estimarla ($) a partir de las observaciones, obteniendo el estimador
PR SN . -1 .

ap=(X'PPX)  XPPY = (X'EX) XUy (2.65)

A continuacién se exponen dos situaciones comunes en las que se puede aplicar este

método de estimacion.
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- Heterocedasticidad .Si |as observaciones son independientes pero heterocedasticas

entonces la matriz de varianzas-covarianzas viene dada por

a'{" 0 0
ot 0 o3 :
E (gg*) = .
0 0 ol
Y lamatriz P
L 0 - 0
(e8]
1
0o —
P= a9
0 0 L
ﬂ'.lil.
En este caso |os datos transformados son
Loy 0 v L5
o1 | 1 5]
., . 0o — :
Y =PY = e | =
1 Y, Ya
0 0 T Tn
Loy 0 . X1
ay . X1. T
[ —— :
X*=PX= 79 =
0 0 .. i X Xn-
o 71 (a67)
Esto equivale atrabajar con el modelo transformado
i _ X % i1 on
(a.68)

op 0 o

Sobre este modelo se aplica ahora € método de minimos cuadrados ordinarios. En
particular, si se trabaja con € modelo de regresion lineal se obtiene € siguiente

estimador del coeficiente de regresion (a1)

T l

Zﬂ_z ;i — %) (y: — 7)
i=1 1

a1,: = n .

1 L
ZE (zi —2)°
i=1"1 (a69)
Este estimador se denomina estimador por minimos cuadrados ponderados y es un
caso particular del estimador por minimos cuadrados generalizados. En la practica,
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para utilizar este estimador hay que calcular estimadores de los pardmetros a+2,...,0,2
, 10 que puede hacerse por uno de los siguientes métodos:
e Suponer gque la varianza se gjusta a una funcion
o =g(®), i=1,...,n. (a.70)
y estimar lafuncién g.

e Hacer grupos en las observaciones (en €l orden en que se han recogido)
normalmente del mismo tamario k y suponer que en cada grupo la varianza es
constante. Entonces se estima la varianza en cada grupo a partir de las
observaciones del grupo. Una forma de conseguir esto es gjustar el modelo de
regresion por minimos cuadrados ordinarios a las observaciones originales y
a partir de los residuos de este modelo obtener |os estimadores de la varianza
en cada grupo.

- Observaciones dependientes. Si las observaciones son homocedasticas pero

dependientes entonces |la matriz de varianzas-covarianzas es de la forma general

1 ~, e Pn—1
BE)=o2| " 1 e
Pn—1 Pn—2 e 1 (a.?l)

En la mayoria de las situaciones la estructura de dependencia de los errores puede
gjustarse a un modelo paramétrico. Un modelo sencillo y muy utilizado es € modelo
AR(1), (modelo autorregresivo de orden uno). En este caso se verifica que los errores
siguen la ecuacion

g =p5_q+a;, i=1,....m, (a72)
siendo # la autocorrelacion de orden 1 del proceso =y, por tanto, lel< 1, y a es una
sucesién de variables a eatorias independientes e igual mente distribuidas.

En este caso, |la matriz de varianzas-covarianzas es

1 o ean p'“_l
1 n—2
E(é’f‘l}=ﬂl\l‘=ﬂzllz P P
_p .
pﬂ.— 1 pﬂ.— 2 s 1 (a 73)

lamatriz P de transformacion es
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(VT=p2 0 0 - 0 0}

P=

0 0 0 - 1 0

\ 0 0 0 - —p 1)

y lamatriz T es

(1 —p 0 0 0

—p 1+p* —p - 0 0
g1 0 —p  14p% - 0 0
0 0 0 e 1402 —p
\o o 0 e —p 1

Utilizando esta matriz se obtiene el estimador por minimos cuadrados generalizados
Ge = (XUTIX) XYL (574
Nuevamente, en la préctica, ™ es desconocido y se tiene que estimar. Por la forma
delamatriz ™%, es suficiente con estimar el parémetro £ y sustituir en lamatriz. Para
estimar #, puede utilizarse €l siguiente procedimiento: ajustar a los datos € modelo
de regresion lineal por minimos cuadrados ordinarios y calcular |os residuos minimo
cuadréticos
ei = Y; —Xidmeo, i=1,...,n. (a75)

A partir de estos residuos se obtiene el siguiente estimador de 7,

. Z:—:;’ Eifit1

D STy o
sustituyendo 2 por # en la matriz &* se obtiene la matriz estimada ¥, a partir de la

cual se obtiene e estimador

-1
m-=(x*-i1r lxj Xto-ly. @77

Siguiendo este procedimiento se puede obtener el siguiente estimador iterativo:
e Paso 1. Seutilizael estimador i para obtener nuevos residuos g, .
e Paso 2. De estos residuos se obtiene un nuevo estimador #'.
e Paso 3. Utilizando #' se calcula un nuevo estimador ¢ .
Se continda € proceso de forma iterativa (volver a Paso 1) hasta obtener la

convergenciadel estimador c (estimador iterativo de Cochrany Orcutt (1949)).
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En este problema también se pueden considerar otros estimadores del parametro £ o
modelos de dependencia més complejos que dependen de un nimero mayor de

parametros.

Otraforma de andlisis es con |la estimacion robusta.
Cuando existe evidencia existen una o varias observaciones heterogéneas que
influyen en la estimacion del modelo, la regresion robusta es una aternativa a la
regresion por minimos cuadrados ordinarios. La idea basica es calcular € estimador
digr que minimizala siguiente funcién
=N "wie) e

¥(a) = ;m (es)e;, (278
donde w () es una funcion de ponderacion que se introduce para reducir (e incluso
eliminar) el efecto de los residuos altos. Por tanto se definen los pesos wiei} de forma
gue tomen valores pequefios en los residuos g “grandes”. Para aplicar esta definicion
es necesario conocer los residuos e. Este razonamiento conduce al siguiente
algoritmo iterativo andlogo a descrito para € método de minimos cuadrados
generalizados:

e FEtapa 1. Calcular un estimador inicial (por ejemplo, €l estimador por minimos
cuadrados ordinarios) (0} = dyco de los parametros del modelo, a partir del
cual se obtienen los residuos iniciales, g(®

EE"} =VYi— Xidy, i=1,...,n (a79)
e FEtapa 2. Se define una funcion de ponderacion “razonable”. Por gemplo, la

funcién de Huber de laFiguraa.21.

1/2 si |f‘§n)| <C
Wy eEm = C 1|cel? .
OS5l e |

-10 -5 0 5 10

Fig. a.21. Funcion de Huber
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donde ri(n) es @ residuo estandarizado asociado a g(?) y C es una constante.
Si C toma vaores pequefios (inferior a 1,5) entonces las observaciones con
residuos rel ativamente grandes influyen poco en la estimacion del modelo.

e FEtapa3. Secaculad valor ded que minimizalafuncién

(0)
\If{&} = Zi - lnm(i-i )az (a.81)
A este vector se le denomina &(1) .
En e modelo de regresion lineal simple, € estimador que se obtiene para el

coeficiente de regresion lineal es

i‘” (an}) (xi — &) (yi — 9)

1,1 = n
w E,:;"} (i — 5?]2
; (") (a82)

e Etapa 4. Con los nuevos estimadores (1) se obtienen unos nuevos residuos

ell) y se continlia e proceso en la Etapa 2 hasta obtener la convergencia de
las estimaciones que segun Huber (1981) se consigue de forma rapida en la

mayoria de |as situaciones.

Unaterceraforma es la de estimacion polindmica.
En algunas situaciones para obtener un buen gjuste del modelo de regresion es
necesario utilizar términos polindmicos. Si se trabaja con una Unica variable
explicativa, € modelo polindmico de grado p obtenido a partir de la muestra
{{zi;yi) :i=1,... ,n} tienelaforma
Y= og +onmi +oers +. . opdt ey, i=1,... .0 (a.83)
Para el estudio de este modelo se utiliza la teoria de la regresion linea mltiple, y
basta con utilizar larelacion
! =z, i=1,....p (a.84)
esto es, lavariable explicativaj-ésimaes X.
Al gjustar un modelo polindémico se deben tener en cuenta los siguientes puntos:
e Si seutiliza un grado p muy alto se puede conseguir un gjuste muy bueno e
incluso un gjuste exacto s p = n-1. Pero esta formulacion no es correcta ya
gue se estaria gjustando €l error del modelo. Por ello se recomienda utilizar

un vaor de p bgo (p<3) y, en la mayoria de las situaciones, es suficiente

204



utilizar p=2. Es necesario hacer un andlisis de los residuos para determinar si
el guste es adecuado y se satisfacen las hipétesis basicas.

e Dado que las variables x; y % (respectivamente Xy %) son dependientes
pueden surgir problemas de multicolinealidad. Para disminuir los efectos de
este problema es conveniente trabgjar con las variables centradas y, por tanto,
utilizar €l siguiente modelo de regresion

yi = iaj- (zi—2) +&, i=1...,n
=0 (a85)

e S en e gréfico de la nube de puntos se observa que hay indicios de

periodicidad (configuracion ciclica) puede ser conveniente utilizar términos

trigonomeétricos y gjustar un modelo de laforma

P _ A
yi=Y oyl + Y (yysin(hz) + épeos (hei)) + £ i =1,....n.
F=0 h=1 (8.86)

donde p y A son valores a determinar. Una ventgja de los términos

trigonométricos es que sin(hz;) y cos(hz;) son ortogonales si los X estan

equiespaciados.
El modelo polindmico con dos variables explicativas de grado dos tiene la
forma

Y = g + e1ry + ey + ieryry + f)fllfffi + flizzfr%t 4y, t=1,...,n, (a.87)

donde ademés de los términos cuadréticos hay un término de interaccién de
las dos variables explicativas (*1:72:). Este modelo se conoce con e nombre
de superficie respuesta y es muy utilizado en disefio de experimentos y
control de calidad industrial.
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Anexo B

b.1. Ejemplo 1

Se exponen varias nubes de observacionesy € gjuste lineal obtenido.
e En laFigura b.1 existe una dependencia funciona lineal, las observaciones

estén sobre larecta de regresion. r = R? = 1, rectade regresion: y = x.

-0 -5 a 5 10
X

Fig. b.1. Existencia de dependencia funcional lineal

e En laFigura b.2 larelacion lineal entre las variables es muy peguefia y no
parece gque exista otro tipo de relacion entre dlas, la nube de puntos indica
gue las variables son “casi” independientes.

r =0,192, R2 = 0,037, rectade regresion: y = 6,317 + 0,086x.
Contraste deregresion: = 0,687 € F1 13 = p-valor = 0,418. Se aceptalano

influenciade lavariable regresoraen Y.
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Fig. b.2. Relacion lineal entre variables pequeia

En la Figura b.3 existe una dependencia funcional entre las observaciones
pero no de tipo lineal, por tanto la correlacion es muy pequefia
r =0,391, R2 = 0,153, recta de regresion: y = 32,534 — 1,889x.
Contraste de regresion: g = 3,252 & Fy.15 = p-valor = 0,088. Se acepta que
no existe relacion lineal con cx = 0,05. En base ala figura se debe de hacer un

ajuste del tipo parabdlico Y = cig + X + X2.

100

Fig. b.3. Dependencia entre variables no lineal

En la Figura b.4 la nube de datos se gjusta razonablemente a una recta con
pendiente positiva

r =0,641, R2=0,410, rectade regresion: y = (-3, 963) + (-1,749)x.

Contraste de regresion: g = 12,522 € F; 35 = p-valor = 0,002. Se rechazala

no influencialineal delavariable x.
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Fig. b.4. Ajuste razonable a unarecta

En la Figura b.5 existe una fuerte dependencia lineal negativa entre las dos
variablesy la correlacion es muy alta (proximaa 1).

r =0,924, R2 = 0,846, rectade regresion: y = -2,528 — 2,267x

Contraste de regresion: g = 105,193 € F; 15 = p-valor = 0,000. Se aceptala

existenciade unarelacion lineal.

X

Fig. b.5. Fuerte dependencialineal negativa

b.2. Ejemplo 2

El siguiente giemplo gréfico puede ayudar a comprender € concepto de influencia de

una observacion. Considérese una muestra de 17 datos bidimensionales que siguen

claramente el modelo de regresion lineal y tres datos adicionales (denotados A, B y

C) que se separan claramente de la nube, tal como se ve en laFigurab.6.
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Fig. b.6. Nube con tres observaciones extremas (outliers).

A partir de esta muestra se calcula la recta de regresion de cuatro formas. primero,
utilizando los 17 puntos y, en segundo lugar, utilizando los 17 puntos y uno de los

tres puntos extremos. Los resultados obtenidos se presentan en la Tablab.1.

Rectaderegresion | R2 R
Sin valores extremos (17 ptos.) | y= 0,242 + 0,923x | 0,945 | 0,972

Con A (18 ptos.) y=1534+0,672x | 0,212 | 0,460
Con B (18 ptos.) y=-0,177 + 1,034x | 0,986 | 0,993
Con C (18 ptos.) y=3,876 — 0,048x | 0,008 | 0,087

Tablab.1. Recta de regresidn con puntos extremos

La gréfica de la nube de puntos, la recta calculada a partir de la muestra de 17 puntos
y la recta calculada de los 17 puntos y la observacion adiciona (A, B o C) se
representan en laFigurab.7, b.8y b.9.

Enn A
Sin A

Fig. b.7. Influencia del punto A.
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Fig. b.8. Influencia del punto B.
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Fig. b.9. Influenciadel punto C.

De estatablay gréficos se deduce:

El punto A, no es un punto heterogéneo respecto a las x (xa esta cerca del
centro ) pero si respecto alasy. Esto hace que sea un punto influyente en la
estimacion de la recta, ya que segun se utilice o no e punto A en la
estimacion de la recta, ésta cambia de forma sustancial. Se dice que € punto
A no esinfluyente “a priori” pero si es influyente a “posteriori”. También se
observa que ya Se separa claramente de la recta gjustada, calculada a partir de
lamuestra con A, por tanto, el punto A es atipico.

El punto B, es un punto influyente “a priori” porque xg esta separado de 7,
pero no influye (utilizarlo 0 no) en e céalculo de la recta de regresion, por
tanto, € punto B no es influyente “a posteriori”. Y como yg esta préximo ala
recta gjustada (#s) no es atipico.

El punto C, es un punto influyente “a priori” e influyente “a posteriori”,

porque es un punto heterogéneo respecto alas x y alasy. Ademés se observa
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gue su influencia es muy grande, si se utilizao no € punto C en € célculo de
la recta de regresion e resultado cambia totalmente. Por otra parte, yc ho se

separa mucho de su prediccion (iic) cuando se utiliza la muestra con e punto
Cy, probablemente, no sea un dato atipico.

b.3. Ejemplo 3

En los siguientes g emplos gréficos:
e Caso 1. Al omitir la variable atributo, la relacion linea obtenida entre la

variable de interés y la variable explicativa no es correcta, como se ve en la
Figurab.10.

=

o = 10 1s =0

Fig. b.10. Efecto de omitir un atributo

e Caso 2. Al omitir la variable atributo en la Figura b.11, se oculta unarelacion
lineal que s existe.

a 10 =0 =0 40

Fig. b.11. Efecto @ omitir un atributo
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Caso 3. Al omitir la variable atributo en la Figura b.12, aparece una relacion

lineal que no existe.

=0

20

10

o 10 20 =0 40

Fig. b.12. Efecto a omitir un atributo
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