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Resumen

En el presente proyecto se implement6 el algoritmo de Bierman-Thornton del Filtro de
Kalman (KF) en un Arreglo de Compuertas Programables en Campo (FPGA) operando en
punto fijo.

El KF procesa mediciones ruidosas de un sistema lineal perturbado por ruido aleatorio
Gaussiano a fin de estimar su estado interno. Este algoritmo de estimacion, constituye en la
actualidad una herramienta fundamental en una amplia cantidad de aplicaciones en la
industria, que van desde sistemas de navegacion inercial hasta procesamiento de imégenes.

La implementacion del KF en FPGA es de relevancia debido a su gran capacidad de computo
paralelo y bajo costo de desarrollo. El presente trabajo posee un valor estratégico debido a que
desarrolla el Know-How necesario para permitir la implementacion de este tipo de
conocimiento avanzado en desarrollos e investigaciones tecnolégicas.

Se elaboré documentacion detallada sobre los fundamentos tedricos del KF y las técnicas
numeéricas que permiten su funcionamiento en sistemas digitales. Se desarrollé software que
permite realizar el andlisis de estabilidad numérica del filtro operando en punto fijo. Se
sintetizd el KF en una FPGA Xilinx y se evalud su desempefio temporal y numeérico,
obteniéndose un factor de mejora de 11.28 y una tasa de procesamiento de 2.29 [MSamples/s]

Palabras clave: Procesamiento de sefiales - Filtro de Kalman - Anélisis Numérico - FPGA.

Alumnos: D.Dematties y F.Iglesias Version:1 - 01/05/2012



UTN-Facultad Regional.Mendoza Dpto. de Electrénica Caétedra de Proyecto Final

TITULO DEL PROYECTO: Implementacién de Filtro de Kalman en FPGA.

TEMA: Abreviaturas Pagina 6

1 Abreviaturas

CLB
FP

KF
KF-BT

KF-OA

FPGA

KG

LTI
LTV
LDE
LS
LUT
MSE
PSD
PLD
RP
RV
STM

VHDL

Bloque légicos configurable, del Inglés Configurable Logic Block
Punto Fijo, del Inglés Fixed Point

Filtro de Kalman, del Inglés Kalman Filter

Kalman Filter - Bierman Thornton

Filtro de Kalman-Algoritmo Original, del Inglés Kalman Filter - Original
Algorithm

Arreglo de compuertas programable en campo, del Inglés Field Programable
Gates Array

Ganancia de Kalman, del Inglés Kalman Gain

Condiciones Iniciales, del Inglés Initial Conditions

Lineal invariante en el tiempo, del Inglés Linear Time Invariant
Lineal variante en el tiempo, del Inglés Linear Time Variant
Ecuacion diferencial lineal, del Inglés Linear Differential Equation
Sistema dinamico lineal, del Inglés Linear System

Tabla de entrada-salida, del Inglés Look-Up Table

Error cuadratico medio, del Inglés Mean Squared Error

Densidad espectral de potencia, del Inglés Power Spectral Density
Dispositivo l6gico programable, del Inglés Programable Logic Device
Proceso aleatorio, del Inglés Random Process

Variable aleatoria, del inglés Rnadom Variable

Matriz de Transicion de estados, del Inglés State Trasition Matrix

Lenguaje de descripcidn de hardware para muy grandes escalas de integracion,
del Inglés Very large scale Hardware Description Language
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2 Simbologia matematica y definicion de constantes

2.1 Notacion estadistica
x(t) Proceso aleatorio de tiempo continuo.
x[n] Proceso aleatorio de tiempo discreto o secuencia aleatoria.
X(ty) Variable aleatoria continua correspondiente al muestreo del proceso
x(t)ent =t,.
p[X (ty)] Funcion de densidad de probabilidad de la RV X (t,).
p[X(ty), X(t1)] Funcion de densidad de probabilidad conjunta de las variables X(t,) y
X(t1).
R, (t;,t;) Funcion de autocorrelacion del RP x(t).
N(u, o) Funcion de densidad de probabilidad Normal o Gaussiana de media u y
desviacion estandar o.
2.2 Notacidn especial en espacio de estados
T Intervalo de muestreo
X Vector de estado.
Xy Escalar, que es el k-ésimo componente del vector x.
Xy Vector que es el k-ésimo elemento de la secuencia ..., Xj_1, X, Xk +1, ... de vectores.
X Estimacion del valor de x.
X Estimacion a priori del vector x,, condicionada al total de las mediciones anteriores
con excepcion de la obtenida en el tiempo t.
X Estimacién a posteriori del vector xj, condicionada al total de las mediciones
disponibles al tempo ¢.
x Derivada de x con respecto al tiempo t.
2.3 Simbologia estdndar en filtrado de Kalman
F Matriz de coeficientes dindmicos de una LDE que define un sistema dinamico.
G Matriz de acoplamiento entre el ruido aleatorio del proceso y el estado de un LS.
H Matriz de sensibilidad de medicion que define la relacion lineal entre el estado de un
LS y las mediciones que pueden ser realizadas.
K Matriz de la KG.
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P Matriz de covarianza del error de estimacion.

Q Matriz de covarianza de ruido del proceso.

R Matriz de covarianza del error de medicion u observacion.

X Vector de estados internos de un LS.

z Vector (0 escalar) de los valores medidos.

(0 Matriz de transicion de estados de un LS discreto.

2.3.1 Dimensiones de matrices y vectores.

Vectores
X Estado del sistema n

w Ruido de proceso r

u Entrada de control r

z Medicion l

v Ruido de medicion [

Matrices

d Transicion de estado nxn

G Acoplamiento del ruido de proceso nxr
Q Covarianza del ruido del proceso  rxr
H Sensibilidad de medicion Ixn
R Covarianza del ruido de medicion  Ixl

2.4 Notacion especial en aritmética de punto fijo

Para mantener una compatibilidad con las fuentes referenciadas se adopta el punto como
indicador de la posicion de la unidad decimal.

O(IL,FL) Palabra binaria interpretada en una aritmética de punto fijo (con signo) con
parte entera de longitud /L y parte fraccional de longitud FL.

C(L) Contenido de una palabra binaria de longitud L.

D(IL,FL) Valor en decimal de una palabra binaria con parte entera de longitud IL y parte
fraccional de longitud FL.
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3 Marco teorico

Para el desarrollo del presente capitulo se consulté principalmente la bibliografia dada en [1]
yen [2].

3.1 Fundamentos estadisticos

3.1.1 Procesos aleatorios

Un enfoque intuitivo, que facilita la descripcion de los procesos aleatorios (RPs), se logra
desde la diferenciacién de estos con los procesos deterministicos.

En este contexto se entiende por proceso a toda regla que asigna una cantidad a una variable
indeterminada en un instante de tiempo dado. Sin embargo, por razones de nomenclatura se
conviene en llamar proceso a toda variable cuyos valores son asignados mediante la ejecucion
de dicha regla en el tiempo.

En los procesos deterministicos, su valor es determinado directamente por una regla de
asignacion y una o mas variables no aleatorias. Un ejemplo de proceso deterministico es:

x(t) = sin (2mt)

En este caso en particular, el proceso x varia con el tiempo. Otro ejemplo en el cual la
evolucion del proceso es independiente con respecto al tiempo es:

x(t) =17

Por otro lado en los RPs (0 estocasticos), su valor es determinado mediante una regla de
asignacion y una o mas variables aleatorias. Debido a esto solo se conocen de manera
deterministica las propiedades estadisticas del proceso aleatorio. Un ejemplo de un RP en el
que su estadistica varia con el tiempo es:

x(t) = Asin(2nt) + B

Donde tanto A como B son variables aleatorias con densidades de probabilidad conocidas.
Esta regla establece que para un instante de tiempo dado, tanto la fase como la amplitud del
proceso x estdn gobernadas por los valores de A y B resultantes del experimento estadistico
realizado en ese instante.

Un ejemplo de RP que evoluciona de manera independiente del tiempo es:
x(t) = A
Ecuacion 3-1

Notar que esto no implica que el valor de x sea constante con el timepo pues, para cada
instante se debe ejecutar un experimento distinto por lo que la variable aleatoria (RV) A puede
tomar valores distintos. En la Figura 3-1 se muestran diferentes ejecuciones de este proceso,
Ilamadas realizaciones. Estas deben ser ejecutadas al mismo tiempo. En la figura también se
grafican diferentes muestras tomadas para el instante de tiempo t;, estas son:
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X, (t), Xp(t,), X.(t) y X4(t;). Las mismas constituyen diferentes muestras de una misma
RV X(t,) (pues su densidad de probabilidad es la misma), si elegimos otro instante tendremos
una RV diferente digamos X(t,). Con esto podemos visualizar como un RP constituye un
conjunto infinito de variables aleatorias relacionadas por un mismo experimento estadistico
conceptual. La densidad de probabilidad conjunta de dos variables aleatorias de un mismo
proceso nos da informacion sobre la variabilidad temporal del mismo. Esto puede verse al
tomar dos variables en dos instantes de tiempo muy cercanos X(t;) y X(t; + At), si el
proceso tiene una alta variabilidad respecto a At es esperable que ambas variables sean
estadisticamente independientes o sea que: p[X(t;), X(t;)] = p[X(t,)] p[X(t2)].

X,

Xy6) Xp(t)
/ LN e e
E/ NS 1, L - NS
Xc(t,)

Xclo) /—’f\
’—_\ i M .

Xp®) t

Xp(t))

Figura 3-1: Diferentes realizaciones del RP establecido por la Ecuacion 3-1

Todos los RPs arriba ejemplificados son procesos llamados de tiempo continuo, pues la
variable tiempo evoluciona de manera continua.

Antagdnicamente existen los llamados RPs discretos o secuencias discretas, para los cuales la
variable tiempo solo adopta valores dados por un multiplo entero de una cantidad fija
(usualmente el tiempo de muestreo).

Un RP se dice estacionario si sus funciones de probabilidad no cambian con el tiempo. Esto
es si tomamos un conjunto de variables aleatorias: X(t,),X(t,),..., X(t;) y un conjunto de
variables desplazadas en el tiempo:X(t; + At), X(t, + At),..., X(t; + At). Entonces las
funciones de densidad del primer conjunto deben ser iguales a las del segundo.
Conceptualmente esto implica que la evolucion estadistica del proceso es independiente del
momento en el que se comience su ejecucion.

Un RP se dice ergddico si los parametros estadisticos de su evolucion temporal son iguales a
los pardmetros estadisticos obtenidos mediante sus muestras en un Unico instante de tiempo.
Esto es que la densidad de probabilidad del proceso calculada temporalmente es la misma que
la densidad de cualquiera de sus variables aleatorias.
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Las definiciones anteriores son extrapolables a los procesos aleatorio vectoriales. Estos son
procesos de caracter vectorial donde cada componente es un RP escalar. Por lo tanto su
funcién de densidad de probabilidad es también vectorial.

NOTA: De aqui en adelante la notacion utilizada para los RPs escalares x(t), se utilizara para
indicar un RP vectorial. El mismo criterio se aplicara a p[x(t)].

3.1.2 Media
Se define al momento estadistico de primer orden o media del RP x(t) a la cantidad dada por:

E(x()) = j x©plx(®)] dx(t)

Ecuacién 3-2

Si el RP en cuestion, es ergodico, entonces puede calcularse la media sin necesidad de
disponer de la funcién p[x(t)] explicitamente, si no, computando el promedio temporal:

1 T
E(x(t)) = lim = t) dt
@) = Jim 7 | x(©
Ecuacion 3-3
3.1.3 Autocorrelacion y correlacion cruzada

Se define la autocorrelacion de un RP x(t) como:

Ry(ty, ) = Ex(t)x7(t,)) = f f x(t1) pLx(t2), x(62)] €7 (63) dx(ty) die(ty)

Ecuacion 3-4
Si el RP es estacionario, su autocorrelacion no depende de t; ni de t, si no Unicamente de su
diferenciat = t, — t;:
Ry (z) = Ex(@®)x"(t + 7))
Ecuacion 3-5
Si ademas el RP es ergddico, su autocorrelacion puede obtenerse de:
T

Ry(r) = lim % J ©(O)x(t +17) dt
0

Ecuacioén 3-6

Sin embargo si el RP es no ergddico, serd necesario distinguir entre la funcion de
autocorrelacion temporal dada por la Ecuaciéon 3-7 y la funcién de autocorrelacién definida
por la Ecuacion 3-4.

Se define ademas, la correlacion cruzada de dos RPs x(t) e y(t):
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Ruy (tn, ) = Ex(t)y" (85)) = f f x(t1) ple(t), y(E)] 7 (65) dx(ty) dy(ts)

Ecuacion 3-7
3.1.4 Autocovarianza
En algunos desarrollos, incluido este trabajo, se utiliza la autocovarianza del RP x(t) en vez
de su autocorrelacion, definida como:
Cov(ty, t) = E{[x(t1) — E{x(t)][x(t2) — E{x (e ))]7)
Ecuacion 3-8

Notar que si el RP es de media nula, entonces:

Cov(ty t;) = Ry(ty,t2)
Ecuacion 3-9
3.1.5 Densidad espectral de potencia

Del estudio de la relacion que existe entre un RP x(t) y su funcion de autocorrelacion R,.(7),
puede verse como esta ultima nos brinda gran cantidad de informacion atil sobre la
variabilidad temporal de x(t). Sin embargo, R, () posee la ventaja de ser una cantidad
deterministica. Esta relacion, promueve utilizar a R,(t) para analizar y tratar formalmente
problemas en los que interviene x(t).

Debido a lo anterior, resulta de interés estudiar el contenido armoénico de la funcion de
autocorrelaciéon de un RP. Esto se hace mediante el calculo de la transformada de Fourier de
R, (1), cantidad denominada Densidad Espectral de Potencia o PSD:

5.0 = FIR] = [ R e

Ecuacioén 3-10

La semejanza en el nombre proviene de la analogia con la transformada de una sefal
temporal. Sin embargo debe tenerse cierta precaucion pues, si tenemos un RP estacionario
este no es absolutamente integrable y por ende su transformada no esté definida. Si aplicamos
sin embargo una ventana temporal de ancho T a x(t) para obtener su versién truncada x(t),
es posible estimar su densidad espectral y demostrar el siguiente teorema fundamental:

. 1 .
Jim E 1 F[xr(2) 1) = S, (jw)
Ecuacién 3-11

Esta importante relacion refuerza la utilizacion de R, (7) y S,(jw) como herramientas con las
cuales es posible operar de manera deterministica en los problemas donde intervienen x(t) y

Flxr(t) 1.
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Este teorema constituye la piedra angular de la teoria de Shaping filters. En esta se utiliza la
Ecuacion 3-11 para demostrar que para un sistema LTI con respuesta en frecuencia G(jw)
excitado por un RP con PSD S, (jw), la PSD del RP de salida S, (jw) es:

Sy(w) = 1G(GW)I2S,(jw)

Mediante este resultado y sabiendo que la PSD del ruido blanco es 1, puede utilizarse un
sistema LTI excitado por ruido blanco para generar un RP con la PSD que se desee S, (jw)
con tal de hacer:

IGGW)I? = S, (jw)

NOTA: Todas las expresiones desarrolladlas para RPs de tiempo continuo en la seccién 3.1
tienen su par analogo para el caso de RPs de tiempo discreto.

3.2 Modelado por estados de sistemas lineales con entradas estocasticas
3.2.1 Tiempo continuo

Como es sabido, la herramienta matematica natural para el modelado de sistemas lineales en
tiempo continuo es la ecuacion diferencial lineal o LDE. Asi, en general un sistema LTV de
n-esimo orden serd modelado por una LDE de orden n a coeficientes variables.

Sin embargo para los fines de control del sistema, resulta mas practico (en especial para
sistemas de un orden elevado) el modelado del mismo mediante un sistema de n LDE de
primer orden (para el caso de una unica salida).

Considerarse un sistema LTV con r entradas de control ruidosas, modeladas por la suma de
una sefial de control deterministica u(t) méas una sefial de ruido aleatoria w(t) y [ salidas
z(t), modelable en un espacio de n estados. Su modelo en variables de estados es:

x(t) = F(0)x(¢) + C(O)u(t) + G(O)w(t)
Ecuacion 3-12
z(t) = H(t)x(t) + v(t) + D(t)u(t)
Ecuacion 3-13

La Ecuacién 3-12 se denomina ecuacion de estados y la Ecuacién 3-13 se denomina ecuacion
de salida, en ellas:

x(t) Vector de estados internos, con dimensiones nx1.

u(t) Vector de entrada de control deterministico, con dimensiones rx1.
z(t) Vector de salida o de medicién, con dimensiones [x1.

v(t) RP blanco de ruido de medicién, con media nula y dimensiones lx1.

R(t) Covarianza de v(t). Tal que, E{v(t;)v(t,)T) = R(t;)6(t, — t;). Con dimension Ixl
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w(t) RP blanco de ruido de la planta, con media nula y con dimensiones rx1.

Q(t) Covarianza de w(t). Tal que, E{w(t;)w(t,)T) = Q(t,)5(t, — t;). Con dimension rxr
F(t) Matriz de coeficientes dinamicos variante en el tiempo, con dimensiones nxn.

C (t) Matriz de acoplamiento de entrada variante en el tiempo, con dimensiones nxr.

G (t) Matriz de acoplamiento de ruido del proceso variante en el tiempo, con dimension nxr
H(t) Matriz de sensibilidad de medicion variante en el tiempo, con dimension lxn

D(t) Matriz de acoplamiento de salida variante en el tiempo, con dimension Ixr

Por razones de sencillez, se elimina la variable independiente t de la notacion, con esto se
supone todas las cantidades variantes con el tiempo salvo que se indique lo contrario. Ademas
se considerara nula a la matriz D(t), por lo que se operara en base a las expresiones:

x =Fx+ Cu+Gw
Ecuacion 3-14
zZ=Hx+v
Ecuacion 3-15

3.2.2 Tiempo discreto

Analogamente, un sistema LTV de tiempo discreto de orden n podra ser modelado ya sea
mediante una ecuacion en diferencias de n-esimo orden o mediante un sistema de n
ecuaciones en diferencia de primer orden.

Mediante el segundo paradigma el modelo de estados de un sistema LTV con r entradas de
control ruidosas, modeladas por la suma de una sefial de control deterministica u[k] mas una
sefial de ruido aleatoria w[k] y [ salidas z[k], es:

x[k + 1] = O[kIx[k] + C[kJu[k] + G[k]w[Kk]
Ecuacion 3-16
z[k] = H[k]x[k] + v[k] + D[kJu[k]
Ecuacién 3-17

Donde:

x[k] Vector de estados internos, con dimensiones nx1.

u[k] Vector de entrada de control deterministico, con dimensiones rx1.
z[k] Vector de salida o de medicidn, con dimensiones [x1.

v[k] Secuencia blanca de ruido de medicion, con dimensiones Ix1.
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R[k] Covarianza de v[k]. Tal que, E{v[k,]v[k,]") = R[k,]6[k, — k;]. Con dimension lx]
wlk] Secuencia blanca de ruido de proceso, con dimensiones rx1.

Q[k] Covarianza de w[k]. Tal que, E{w[k,]w[k,]") = Q[k,]16[k, — k,]. Con dimension rxr
®[k] Matriz de transicion de estados variante en el tiempo, con dimensiones nxn.

C[k] Matriz de acoplamiento de entrada variante en el tiempo, con dimensiones nxr.

G[k] Matriz de acoplamiento de ruido del proceso variante en el tiempo, con dimensiones
nxr.

H[k] Matriz de sensibilidad de medicion variante en el tiempo, con dimensiones lxn.
D[k] Matriz de acoplamiento de salida variante en el tiempo, con dimensiones lxr.

Por razones de sencillez, se denotara al valor de cualquiera de estas cantidades en el instante
k-esimo mediante el subindice k (por ejemplo x;). Aqui la notacion serd ambigua entre, la
k-esima componente de un vector x, y su valor en el k-esimo instante, sin embargo, dicha
ambigledad desaparece al considerar el contexto de cada expresion en particular.

Por razones que se explicaran en la seccion 3.2.3, es conveniente renombrar los términos
Clklulk] y G[k]w[k], como u,y w, respectivamente. Ademas, se considerard nula a la
matriz D(t) por lo que se operara en base a las expresiones:

X1 = Ppxp + 1wy + wy
Ecuacién 3-18
Z = Hyxy + vy
Ecuacién 3-19

3.2.3 Discretizacion del modelo de estados

Discretizacion de la ecuacion de estados

En el proceso de modelado, es comdn obtener el modelo de tiempo discreto de un sistema
dado mediante el muestreo temporal de su modelo en tiempo continuo.

Este proceso de discretizacion se realiza en general en el domino de la frecuencia compleja.
Asi, luego de obtener la transformada de Laplace de la ecuacion diferencial de estados, se
aplica una transformacion (Tr) para mapear s — (Tr) — z. Luego, mediante Z~! se obtendra
el modelo en tiempo discreto. Segun la forma de Tr (Bilinear, Zero Order Hold, etc.) se
consiguen diferentes aproximaciones con distintas propiedades, mas o menos Utiles, segun la
aplicacion de interés.

Este método de discretizacion tiene su dual en el dominio del tiempo, este si bien es menos
sintético nos permitird obtener las expresiones de uso corriente en la bibliografia del KF que
son las que aplicaremos en este trabajo.
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Partiremos de la ecuacion diferencial de estados dada por la Ecuacion 3-14 para obtener la
ecuacion en diferencia del modelo de estados discreto dado por la Ecuacion 3-18.

En primer lugar hallamos la solucion de la Ecuacion 3-14 utilizando un factor integrante:
x =Fx+ Cu+ Gw
x—Fx = Cu+Gw

Considerando como instante inicial a t y como final a t +T, donde T es el periodo de
t+T
muestreo, el factor integrante queda: e Je Fdr,

Premultiplicando m.a.m por el factor integrante propuesto:

t+T t+T
e—ft Fd -J;

t+T
X —e Fatpy = ¢~ Jc " FaT(Cy + Gw)

%(e‘ftHTFde) = e‘ftHTFdT(Cu + Gw)

t+T
el Fary = J e‘ftHTFdT(Cu + Gw)dz + K
t

Donde la constante de integracion vale K = x(t), esto es, el valor inicial del vector de
estados.

t+ t+T t+
w(e+1)= o FO [ O + Glwalds + ok FO“x(o
t

t+

+ T e+
Wt +T) = el PO ) 4 ] el PO o= FFOAT[C(2)u(z) + G ()w(2)]d3

t
Ecuacion 3-20
En ausencia de términos forzantes la expresion anterior queda:

t+T
Je

x(t+T)=ele FOaTy(y)

t+T
Aqui puede interpretarse el factor et FOIT como un operador que permite obtener el estado

t+T
del sistema en el instante ¢ + T a partir del instante anterior t. Esto significa que el Fdr
modela la evolucion temporal del sistema entre dos instantes dados suponiendo entradas
nulas. Por esto se lo denomina matriz de transicion de estados 0 STM y se designa:

t+T
Ot +T,t) = eft+ F(r)dr
Ecuacién 3-21

T F(t)dt

t+
Notar ademas, que el factor el e~ ' F@T e |3 Ecuacion 3-20 puede ahora

reescribirse como:
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el @ e PO = (¢ + T, )07 (3,t) = Dt +T,3)

Con esto, la Ecuacion 3-20 queda:

t+T

X(E+T) = Dt +T,8) x(t) + f O(t +T,3) C(3)u(x)ds

t

+f O(t +T,3) G(3)w(z)d3

Ecuacién 3-22

Si restringimos la variable temporal a los instantes dados por t = kT donde k = 0,1,2,3 ..., la
Ecuacidn 3-21 queda:

Ot +T,t) =DT +T,kT)
Normalizando el tiempo respecto a T, se obtiene una version en tiempo discreto de la STM:
Ok + 1, k] = @,
Con esto puede reescribirse la Ecuacion 3-22 como:
Xp+1 = DX +up + wy

Que es la Ecuacion 3-18, donde:
t+T
we= [ O+ C@uds
t
Ecuacion 3-23

Es la versién discretizada del término asociado a la entrada de control deterministica
C (3)u(3) del modelo continuo y se denomina término forzante.

Por otro lado:

Wy = f O(t +T,3) Gw(R)ds

Ecuacion 3-24

Es la version discretizada del término asociado al ruido de planta G(3)w(z) del modelo
continuo. Debido a que w(3) es un RP Gaussiano, wy constituye una secuencia también
Gaussiana de media nula. Sin embargo su covarianza se vera modificada segin lo que se
expondra a continuacion.

Discretizacion de la ecuacion de salida

Puesto que la Ecuacion 3-15 del modelos de estados continuo no presenta ninguna operacion
de derivacion, uno pretenderia discretizarla directamente. Sin embargo esto representa un
problema ya que al ser v(t) un RP blanco, si tomamos muestras de z(t) obtendremos una
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secuencia aleatoria de varianza infinita. Debido a esto, se toma en el proceso de muestreo un
promedio de z(t) sobre el intervalo de muestreo T. Asi:

1 t+T 1 t+T
Zp = 7'/; z(t)dt = Tft [H(t)x(t) + v(t)]dt

Para T lo suficientemente pequefio, se puede considerar a la cantidad deterministica
H(t)x(t)como constantes, luego:

t+T

Z, ~ Hyxp + Tf v(t)dt
t

Con lo que se obtiene:
zy = Hyxp + vy
Que es la Ecuacion 3-19, aqui:

H, Es la matriz de sensibilidad de medicion obtenida del muestreo de H(t) en el instante
t = kT.

Ademas:

1 t+T
v = TJ v(t)dt
t

Ecuacién 3-25

Es la version discreta del ruido de medicidn y resulta ser una secuencia aleatoria Gaussiana
también de media nula pero de distinta covarianza, como se explica en la seccion siguiente.

Discretizacion de las covarianzas

Cuando se trabaja con entradas estocéasticas, ademas de discretizar las ecuaciones del modelo
de estados, se hace necesario calcular las varianzas de los ruidos discretizados.

En primer lugar, para el ruido del proceso se tiene:
— T
Qx = E{wiwy)
Ecuacion 3-26

Reemplazando la Ecuacion 3-24 en la Ecuacion 3-26, obtenemos la siguiente expresion:

t+T T

0, = EX f Ot +T.3) G(w(x)dx [ f Ot + T, a) Gle)w(a)da| )

t+T t+T
Q0 = j f O(t +T,7) GREW@Dw(@)G@)d(t + T, a)dzda

Ecuacién 3-27
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Si el periodo de muestreo T es lo suficientemente pequefio como para considerar que:
O(t+T,t)~1

La Ecuacion 3-27 puede aproximarse con la siguiente expresion:

t+T t+T
O ~ f j CEWw(@w(@))6(a)dzda

Ecuacién 3-28

La covarianza de w(t) como se introdujo en la seccion 3.2.1 es:

E{w(ty), w(t)™) = Q(t1)8(t; — t1)

Reemplazando esta ultima expresion en la Ecuacion 3-28 y aplicando la propiedad de
muestreo de la covarianza impulsiva se obtiene:

Qx = GQG'T
Ecuacién 3-29

En segundo lugar, para el ruido de medicion se tiene:
Ry = E{vvy)
Ecuacion 3-30

Reemplazando la Ecuacion 3-25 en la expresion anterior y reordenando se tiene para un T
pequefio:

1 t+T 1 t+T T
re=e(r [ v |1 [ vad| )

1 t+T
R =y J L E(w()vT (@) dzda

Ecuacién 3-31

La covarianza de v(t) como se introdujo en la seccion 3.2.1 es:

E{u(ty), v(t)") = R(t1)8(t; — t1)

Reemplazando la ultima expresion en la Ecuacion 3-31 y aplicando la propiedad de muestreo
de la covarianza impulsiva se obtiene:

Ecuacién 3-32
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3.3 Problema general del filtrado y KF

Asi se denota al problema de estimar el estado interno de un sistema lineal estocéstico
mediante la utilizacion Unicamente de las salidas del sistema, o sea mediciones que estan
linealmente relacionadas a los estados internos.

NOTA: De aqui en adelante procederemos a trabajar Unicamente en tiempo discreto, salvo
que se especifique lo contrario. Esto es motivado por el hecho de que los desarrollos
subsecuentes son presentados Unicamente como soporte tedrico para la implementaciéon final
del KF en sistemas digitales. Sin embargo, es necesario advertir al lector que la mayoria de
los desarrollos que siguen tienen su dual para tiempo continuo.

En la siguiente figura se presenta graficamente el problema general del filtrado adecuado al
contexto de este trabajo

Ruido de
Ruido de proceso mas medicion
entradas de control
(Términos forzantes Ve
. Estado
asociados) ,
Sistema interno | Sensores Estado
w +uy . Mediciones ; :
| LTV A Lineales . Estimador de |estimado
> q > 2 > estado
k o~
d Xk+1 X H Xk
Zy = Hpxp + vy
Xiyr = Ppxpe +uge + wy

Figura 3-2: Problema general del filtrado adecuado al contexto de este trabajo.

Como se ilustra, el problema se reduce a hallar un sistema estimador que permita obtener el
estado estimado Xy, utilizando las mediciones del sistema z; y un criterio en particular.

En principio sera posible obtener diversos estimadores que utilicen diferentes criterios. Como
se vera mas adelante el criterio elegido esta asociado a la caracteristica estadistica de x;
(media, moda, etc.) que se desea estimar con Xj.

Filtros de minimo cuadrado

Los estimadores, en donde el criterio que se utiliza para hallar X, es la minimizacién del error
cuadratico medio (MSE) de estimacion, son llamados filtro de minimo cuadrado. EI MSE de
estimacion esta dado por:

MSE = E{(xy — %) (xx — £)")
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Filtro de Kalman

Cada uno de los posibles estimadores que resuelven el problema del filtrado, tendra diferentes
propiedades pudiendo ser tanto sistemas lineales como no lineales, sin embargo, para el caso
particular en que:

e ElsistemaesLTV

e Los ruidos de proceso w; y de medicion v, son RPs blancos Gaussianos de media
nula y en principio no correlacionados entre si (Notar que la blancura del RP implica
que no hay dependencia estadistica entre sus variables aleatorias, pero no restringe la
forma de la funcién de densidad de probabilidad de las mismas. Estos requerimientos
estadisticos iniciales para los ruidos, se veran justificados y posiblemente modificados
en los desarrollos del KF de la siguiente seccion.).

Puede demostrarse gque existe un estimador éptimo y que es uno lineal. Esto quiere decir que
no puede hallarse un sistema estimador mejor (sea lineal o no lineal) en relacion a la
minimizacion del MSE.

El sistema referido en el parrafo anterior es el que se conoce como Filtro de Kalman (KF).

En este punto cabe aclarar que, si bien a estos sistemas estimadores se les llama filtros en el
sentido de que separan una sefial deseada (estado) de una indeseada (ruidos), su operacion y
filosofia difiere sustancialmente de la asociada a los filtros lineales que operan en el domino
de la frecuencia. En los primeros se aplica un criterio estadistico (minimizar MSE de
estimacion) para calcular algun parametro libre del sistema (por ejemplo la ganancia), por
esto, no es necesaria ninguna relacion especial entre el contenido armdnico del ruido y la
respuesta en frecuencia del estimador.

Debido a lo expuesto en esta seccion, es que se enmarca el desarrollo del KF en el area
conocida como teoria de estimacion estadistica. Esta es una disciplina que halla sus
fundamentos tanto en la teoria de probabilidades como en la teoria de sistemas dindmicos. Lo
anterior lo presenta de manera sencilla [2] mediante la siguiente figura:

Kalman
Filtering

Least
Mean
Squares

Stochastic
Systems

Least
Squares

Probability
Theory

Dynamic
Systems

Mathematical foundations

Figura 3-3:Fundamentos tedricos del KF segun [2]
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3.4 Filtro de Kalman
3.4.1 Historiay alcance

El KF es el resultado de un proceso evolutivo de ideas de muchos y diversos pensadores a lo
largo de varios siglos. Los principales contribuyentes pueden visualizarse en la seleccion dada
en [2] mediante la siguiente figura:

1500 1600 1700 1800 19010 20000
TT T T[T T T T [ AT T T [T T T T [T T T T [T T T T[T T P T[T T T T[T IT T [T TT1
Cardano Markov

CGalileo Cholesky
Fermai _| Fisher
Pascal | Wiener
Huygens Kolmogoroy
MNewlon [0 |
ﬂcmnu” 1 'g(;h]‘ﬂ I(!t |
_ Riccati Swerling
Bayes Kalman |
Plazz Stratonovich
Laplace Kailath [
Legendre Bucy |[.
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Figura 3-4: Lineas de vida de los principales contribuyentes a la teoria de la estimacion segun [2].

Como puede apreciarse, un desarrollo histérico exhaustivo no esta dentro de los limites de
este trabajo. Por esto nos contentaremos con una breve descripcion del aporte realizado por el
desarrollador del KF, a saber Rudolf Emil Kalman (1930-Presente).

En 1958, Kalman obtuvo financiamiento por parte de la Oficina de investigacion cientifica de
la fuerza area de EE.UU, para realizar investigacion avanzada en estimacion y control en el
Instituto de investigacién para estudios avanzados de la compafiia Glenn L. Martin en
Baltimore EE.UU.

Para ese momento el fondo tedrico pertinente del que Kalman disponia era basicamente:

e Filtrado de Wiener-Kolmogorov: Durante los primeros afios de la segunda guerra
mundial, Norbert Wiener (1894-1964) desarrollo la teoria de estimadores Optimos
principalmente, mediante el uso de la PSD en el domino de la frecuencia para
caracterizar la dinamica y propiedades estadisticas de un sistema dinamico. Derivo asi
la solucién del problema general del filtrado minimizando el MSE en términos de un
operador integral que podia ser sintetizado en circuitos anal6gicos. Todo esto
asumiendo un modelo del proceso invariante en el tiempo.

e Modelos estocésticos de estados: Conocido como la teoria de Shaping Filters (Ver el
final de la seccidn 3.1.5), este enfoque fusiona el paradigma de modelado por estados
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de un sistema lineal con la teoria de RPs al establecer que puede generarse un RP con
una PSD deseada, al excitar un filtro lineal con una respuesta en frecuencia especifica
mediante ruido blanco.

Kalman extendio la teoria de Wiener-Kolmogorov a sistemas variantes en el tiempo y a
sistemas de tiempo discreto mediante la aplicacion del modelado por estados.

Las ideas de Kalman fueron tomadas con cierto escepticismo entre sus pares por lo que,
decidi6 publicar su primer trabajo en el tema en una revista de ingenieria mecanica en vez de
una en ingenieria eléctrica. A pesar de esto, Kalman persistio en presentar su filtro el cual
pronto se convirtié en tema de estudio en numerosas universidades de EE.UU.

Aplicaciones

Debido a la compatibilidad del desarrollo de Kalman con los sistemas eléctricos digitales, las
primeras aplicaciones practicas no tardaron en aparecer. Tal vez la mas emblematica, sea la
aplicacion del KF en el sistema de navegacion inercial utilizado para el calculo de parte de la
trayectoria en el proyecto Apolo durante los afios 60.

El desempefio exitoso en el programa Apolo, fue el puntapié inicial de una fusion permanente
entre los sistemas de navegacion inercial y el KF que se remonta hasta la actualidad. Aqui,
este permite ademas, resolver los problemas de fusion de sensores y el de rechazo de datos
erroneos de manera elegante y sintética.

Desde su introduccion, gracias al avance de la computacion digital y sucesivos desarrollos en
materia de estabilidad numérica, el KF ha ganado considerable terreno en aplicaciones tan
diversas como: procesamiento de imagenes, navegacion satelital, avidnica, robotica,
prediccion del clima espacial, redes de computadoras, etc.

No es exagerado decir que, debido a su impacto tecnoldgico, puede considerarse al KF el
mayor desarrollo dentro del area de la estimacion estadistica del siglo veinte.

3.4.2 Derivacion de la ganancia de Kalman

La derivacion de la ganancia del KF, se basa en la seleccion del criterio de estimacion
adecuado del vector de estado x, el cual, tendra como consecuencia la minimizacion del MSE
de la estimacion x:

P = E{(xyx — %3) (xp — fk)T)
Ecuacioén 3-33
La estimacion elegida sera:
Xx = E(xxlz)
Ecuacion 3-34

El valor en el que se estimar el vector de estado, se tomara del valor esperado de la variable
aleatoria x;, condicionada a la ocurrencia de la cadena de mediciones z;=z,, 4, ... , Z.
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Primero escribimos el error cuadratico medio de la estimacion de x; condicionado a z:
E{(x — i) (xic — &) i)
Expandiendo la factorizacion obtenemos:
E{(xgxi — X Xy — Rig X + R R 23.))
Distribuyendo la esperanza y la condicion:
E(xicxic|zi) — E(x|zi) R — R E(xiclzie) + Ry 2y

El hecho de haber sacado la estimacion x; como factor fuera de los operadores de esperanza,
se justifica porque dicha estimacion es funcion de la cadena z; puesta (Ecuacion 3-34), como
condicion de la variable aleatoria x;.para su obtencion.

Completando el cuadrado de los ultimos tres términos, se obtiene:

E{(xy — J?k)T(xk — X)zg)
= E{xgxilzi) + [Ri — E{xelzi)]" [Rie — E{xlzi)] — Exi | z) E (el zie)

Solamente los factores del término central del miembro derecho dependen de X, y por ende
de la eleccion del criterio de estimacion. Por lo tanto, el afan de reducir el MSE todo lo
posible nos lleva a escoger el criterio de estimacion propuesto en la Ecuacién 3-34, que
anulara dichos factores.

Ademas de minimizar el MSE, el criterio de estimacion elegido junto con la restriccion de
tratar con RPs cuyas RVs tengan funcion de densidad de probabilidad Gaussiana, nos permite
escribir una expresion explicita para la estimacion 6ptima en forma recursiva.

NOTA: Debemos mencionar que si bien se utilizaran RPs blancos cuyas RVs tengan una
funcion de densidad de probabilidad Gaussiana, no es condicidén necesaria la blancura de
dichos procesos para el desarrollo de la teoria del KF. De la no blancura de dichos procesos
surge la necesidad de un tratamiento del sistema en el espacio de los estados con multiples
entradas y salidas que, aqui no desarrollamos.

Asumiendo que, se dispone de una estimacion previa (a priori) Optima X; y su matriz de
covarianza del error P y considerando que x, denota la variable aleatoria x en el tiempo ¢,
condicionada a la cadena de mediciones z;_,, se sabe que la funcion de densidad de
probabilidad de x; es:

plxi]~N (%, P¢)
Ecuacion 3-35
De la ecuacion de salida del sistema discretizado, repetida aqui por conveniencia:
Zy = Hpxy + v

Ecuacién 3-36
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Podemos escribir de manera inmediata la funcion de densidad de probabilidad de z, como
sigue:

E(Hyxy + vi) = HE(xy) + Euy) = Hi X +0

E{(Hixy + vie) (Hixy + vi)") — (HiZi ) (Hi 2T

= E(Hyxxi Hy, + Hixovg + vixg Hy + vvg) — (HeRi 2" Hy)

= Hy[E{xxy ) — R & "1Hy, + HiE(xvig) + E{uexi ) Hy, + E{vyvy)
H P HI + 0+ 0+ R,

plzi]~N(Hi %, Hi P H + Ry)
Ecuacion 3-37
De la Ecuacion 3-36, podemos obtener la funcién de densidad de probabilidad condicional de
la variable aleatoria z; dada x;:

E(Hyxy + vie|xx) = HeE{xp|xg) + Eug|xg) = Hixy + 0

E((Hpxy + v ) (Hixy + v) " | ) — (Hyxp ) (Hixp )™
= E(Hpxpxp H + Hpxvy, + vpxi Hy + vevi xg) — (Hixpexy Hy)
= Hy[E(xpexp |x) — xexg1Hg + HiEQeovg |x0) + Euiexy; X )HE,
+ E(uvllx) = 0+0+0+R,
plzy|xx]~N (Hyxy, Ry)

Ecuacién 3-38

Los resultados obtenidos anteriormente, se basan en el hecho de que v, y x; son RVs
independientes, ya que la funcion de densidad de probabilidad de x; esti condicionada a la
cadena de mediciones z;_,, la cual no incluye la medicion z,, afectada por vy,.

Finalmente, mediante la formula de Bayes podemos escribir:

[xe]zi] = plzi|xkIplxi]
Pk plz]

Ecuacién 3-39

Haciendo referencia a la Ecuacién 3-38, Ecuacion 3-37 y la Ecuacion 3-35, reemplazandolas
en la Ecuacion 3-39 podemos escribir la siguiente expresion:

N(Hyxy, Ri)N(Z, Py)

N(Hy%y, Hy P Hy + Ry)

plxklzi]~

Ecuacién 3-40

Se puede apreciar entonces que, la funcion de densidad condicional de probabilidad p[x;|zx],
esta condicionada a la cadena z,, completa de mediciones.
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A través de la adecuada inspeccion de los términos exponenciales de las funciones de
densidad de probabilidad normal, se pueden determinar la media y la covarianza de la
Ecuacion 3-40.

Media = &, + P, HI (H, Py HY + R,) ™ (z, — HyXy)
Ecuacion 3-41
Covarianza = [(Py)™* + HIR;*H,]™*
Ecuacion 3-42

Las propiedades de la funcién de densidad de probabilidad normal, permiten obtener
expresiones explicitas recursivas para lograr las sucesivas estimaciones que minimicen el
MSE en cada iteracion.

Notese ademas que, se ha arribado a una forma lineal del estimador (Ecuacion 3-42). Esta
caracteristica no se impuso, por lo que, se deduce que el mejor estimador posible es uno lineal
y por ende no es necesario investigar otras posibles opciones no lineales.

3.4.3 Algoritmo iterativo

En un comienzo, para emprender la ejecucion del algoritmo iterativo no se dispone de
mediciones previas con las cuales realizar la estimacion inicial X, es por ello que se toma
como estimacion inicial X, a la media del proceso x. Ademas, la covarianza del error P; se
tomara igual a la matriz de covarianza del proceso x.

Con el fin de actualizar la estimacion anterior se hace uso de la medicién actual z;, a través de
la Ecuacion 3-41, la cual, constituye una combinacion lineal entre la medicion ruidosa y la
estimacion inicial de la siguiente manera:

X = R + Ki(zie — He %)
Ecuacién 3-43

Donde:
Ky = P HY (Hi P Hi + Ry)™
Ecuacion 3-44

Es la ganancia de Kalman, la cual surge del criterio de estimacion seleccionado en la
Ecuacion 3-34, junto al requisito de fijar que las funciones de densidad de probabilidad de las
RVs de los RPs participantes sean normales de media nula.

Sabiendo que el error de la estimacion a priori X, es:
e = X — Xi
La matriz de covarianza asociada a dicho error sera:

P = Efeper") = E{(x — %) O — 2)7)
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Por otra parte de la Ecuacion 3-43, el error de la estimacion a posteriori X, es:
ex = X — Xy

Haciendo referencia a la Ecuacién 3-33, se puede expresar la matriz de covarianza asociada a
dicho error como:

Py = E{exey) = E{(xx — %) (xx — 2)7)
Ecuacion 3-45
Sustituyendo la Ecuacion 3-36 en la Ecuacion 3-43 y esta ultima en la Ecuacién 3-45, se
obtiene:
Py = E{[(xx — X¢) — K (Hxy + vy — HeZi )0 — X)) — K (Hxye + v — HiZi)1')

Expandiendo la factorizacion, introduciendo el operador de esperanza y teniendo en cuenta la
independencia entre el error de la estimacion a priori e, y el ruido de medicion vy, se obtiene
que:

Py = P — Ky Hy P — P H Ky + Ky (Hy P Hi + RiK
Ecuacion 3-46

Sustituyendo la Ecuacion 3-44 en la Ecuacion 3-46, se llega a:
Py = (I — K Hy )Py
Ecuacion 3-47

Se puede demostrar la equivalencia entre la Ecuacion 3-42 y la Ecuacion 3-47.

A través de la Ecuacion 3-43, se hace posible la asimilacion de una nueva medicion en el
instante t; para producir una correccion en la estimacion segun la historia completa que
precede a la evolucion del sistema. Es importante notar la necesidad de %, en la Ecuacion
3-43 y de P; en la Ecuacion 3-47, para poder obtener X, y P, respectivamente, se puede
anticipar la misma necesidad en la siguiente iteracion con el fin de hacer un uso éptimo de la
medicion en el instante ¢, ;.

Debido a esto, es necesaria que la estimacion actualizada X, sea proyectada a la siguiente
iteracion como si esta atravesara el sistema mismo. Por lo tanto haciendo referencia a la
Ecuacion 3-18, este proceso se llevara a cabo de la siguiente manera:

Rip1 = OpXy + E{wy) + 1wy
Ecuacioén 3-48

Como se distingue en esta expresion, se reemplazo w;, por su valor medio E(w,). Esto es asi
debido a que al ser el valor de w desconocido en cada instante, la mejor estimacion de su
influencia neta sobre el proceso a lo largo de sucesivas iteraciones es un desbalance (offset)
en el valor del estado igual a E{wy).
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Para RPs con media nula, como se consideran aqui, la Ecuacion 3-48 queda:
Kiep1 = Xy + u
Ecuacion 3-49

La matriz de covarianza del error cometido por aceptar esta proyeccion en el valor del vector
de estado se computa de la siguiente manera:

Crr1 = X1 — X1 = (Prxy + wy +uy) — (Pp Xy +ug) = Dp(xy — X)) + wy
= Dpep +wy

Piy1 = E(egyreipr’) = E((Prey + wi) (Prey + wy)T)
= E(Dyeyey D + Dewy + wieyg O + wiwy)
= Oy E(ere, )Py + DpE(epwy ) + E{wyeg YO} + E(wiwy)
=¢kqu)£+0+0+Qk

Se lleg6 a este resultado por el hecho de que las RVs wy y e, son independientes debido a
que, el error cometido en la estimacion actualizada e, se debe al ruido wy_;, y por lo tanto no
tiene ninguna vinculacion estadistica con wy. Es asi que:

— — T
Piq = O P @y + Qi
Ecuacién 3-50

Haciendo referencia a la Ecuacion 3-44, Ecuacion 3-43, Ecuacion 3-47, Ecuacion 3-49 y la
Ecuacion 3-50, hemos elaborado la siguiente figura, en la cual se hace explicita la
recursividad del algoritmo del KF asi como otras propiedades a las que se hara referencia en
las préximas secciones:
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Parametros: @, Q, Ry, Hy Condiciones Iniciales: Py , X,
\ 4
Filtro de Kalman L
Actualizacién temporal
Il —— N
P Xy = PpXy + Piy1 = Oy P @f + Q[
Lazo
Actualizacion Observacional deterministico
A estadisticas
Lazo No - o v ( )
deterministico - _ _
Ky = P Hi (H P Hi + Ri) ™!
(valores
temporales)
Y \ 4
X = X + Ki(z — HeXy) ) P, = (I — K H, )Py
A
A 4
Entrada: z, u; Salida: x,

Figura 3-5: Ecuaciones iterativas del algoritmo original del KF y su relacién causal expresadas en un diagrama de
flujo que ilustra los pasos a seguir para ejecutar el mismo.

3.4.4 KF como solucion del Problema general del filtrado

En la Figura 3-6 se grafica el KF como el estimador de estados que viene a solucionar el
problema general del filtrado presentado en la seccion 3.3. Se ha detallado ademas, toda la
trayectoria de datos y los componentes dentro del filtro.
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Modelo del mundo real
Entradas Planta Sensores
Ruido de planta: Parametros del modelo: Pardmetros del sensor:
Wi Dy Q Hy Ry
Dindmica del sistema: Modelo del sensor:
Krr1 = Prxy + Wy + z = Hyxy + vy BN
I
|
I
I
N Sisterna de Control: Condiciones iniciales: Ruido del sensor: :
"
I U, Xo Uk |
| I
| I
1 |
1 [l
1 1
I oo oo o o o o e o - e o o I
) I Modelo del KF |
|
I
Replicacion de la Planta : Replicacion del Sensor 1
I —> .
|
Dinamica del estado: I Sensor:
Rieyr = PiXy +uy \l/
I1

Dinamica del

Py = O P D + Qp

error:

Ruido del Sensor:

Ky = P Hi (H Py H + Ry)™

I

O

Figura 3-6: Esquema detallado que ilustra al KF como solucién del problema del filtrado.

A continuacion, se presentan algunos puntos importantes, para concluir con el desarrollo de la
teoria del KF:

Las ecuaciones de actualizacion temporal dentro del KF constituyen una réplica
interna de la dindmica de la planta y lo sensores. Nétese ademas que debido a la
imposibilidad de conocer el valor instantaneo de los ruidos estas replicas internas no
son exactas pues estiman el efecto neto de los ruidos mediante sus valores medios.
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e Para el caso de ruidos Gaussianos, notese que el usar la media condicionada como
criterio de estimacion (Ecuacion 3-34) es el méas “adecuado” en términos de que el
pico de densidad de probabilidad coincide con la media. Ademas puede demostrarse
que en este caso el criterio de la media condicional también minimiza la esperanza de
casi cualquier funcion no decreciente del error de estimacion (como el MSE).

e Para casos practicos en donde no se conoce en detalle la distribucién de probabilidades
de los ruidos, salvo tal vez la estructura de la covarianza, es posible suponer que estos
son Gaussianos (con la covarianza conocida). Logicamente esto conlleva un cierto
riesgo pero permite al menos tener un modelo operativo.

3.45 KEF para sistemas invariantes en el tiempo

En este trabajo implementamos el KF para el caso en que tanto el proceso como los sensores
pueden modelarse como sistemas LTI. Adicionalmente se considera que las caracteristicas
estadisticas de ambos ruidos son también constantes asi como la entrada de control
deterministica.

Para este caso, las siguientes cantidades permanecen invariantes para todas las iteraciones del
filtro:

O, ->D, H,>H, R, >R, Q,~>Q; u, > u
Con esto, las ecuaciones iterativas del FK quedan:
K, = P;HT(HP HT + R)™1
Ecuacion 3-51
X = X + Ki(z — HRy)

Ecuacion 3-52

Pe = (I — K H)P;
Ecuacion 3-53

Xjr1 = PX +u

Ecuacion 3-54

Peyr = PO +Q
Ecuacion 3-55

Un punto importante a discutir aqui son las dos diferentes opciones que existen para
implementar el algoritmo dado por las ecuaciones arriba expresadas.

Si analizamos la Figura 3-5 , el lazo de computo que se realiza para actualizar los valores de
P, es un lazo deterministico, esto significa que no es influenciado por los valores de z,. O sea
que, si se conociesen todos los valores de @, Hy, Ry, ¥ Q) €s posible computar este lazo antes
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de que de hecho se reciban o generen las mediciones. Esta caracteristica abre la posibilidad de
lo que se denomina un analisis Off-Line del KF haciendo referencia a que se computan todos
los valores de la ganancia antes de que la planta este de hecho funcionando. En el caso de
sistemas LTI que tratamos aqui, los valores de las cantidades mencionadas son todos
conocidos y constantes, por ende en principio es viable una implementacion del KF en donde
no sea necesario computar las ganancias en tiempo de ejecucion (On-Line).

De esta forma el problema de implementar el FK tiene en este punto, dos soluciones en
términos de cuando se computen las K}, estas se detallan en la siguiente tabla:

Opcidn de | Ventajas Desventajas

implementacion

Off-Line e Menor complejidad computacional: | ¢ Es necesario computar
No es necesario computar la previamente el lazo deterministico
Ecuacion 3-51, Ecuacién 3-53, ni la para todo el tiempo e interés.
Ecuacion 3-55 en tiempo de|e Este KF no puede funcionar bajo
ejecucion. cambios en las IC, ®, o H.

On-Line e El KF puede funcionar con otras IC | e Mayor complejidad
o readaptarse facilmente e incluso en computacional.
campo para otra planta o tipo de
sensor.

e No es necesario un calculo previo.

Tabla 3-1: Dos opciones diferentes a la hora de implementar el KF para sistemas LTI

De lo expuesto en la tabla de arriba, y principalmente debido al hecho de que implementar la
opcion On-Line permite desarrollar un sistema digital que este mucho mas “cerca” del
necesario para poder computar el caso de una planta variante en el tiempo (que es el de mayor
interés practico y se discutird en la seccion 7.6), es que se decide por esta opcion. Esta
decision es también impulsada por los objetivos iniciales de este trabajo que son los de:
elaborar el Know-How necesario para que el KF pueda ser utilizado en futuros trabajos e
investigaciones regionales y, satisfacer ciertos requerimientos dados por el Laboratorio de
Computacién Reconfigurable de la Universidad Tecnol6gica Nacional FRM.
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4  Field Programable Gates Array

4.1 Introduccion

Los Arreglos de Compuertas Programables en Campo o Field Programable Gates Array
(FPGA), son dispositivos semiconductores programables basados en un arreglo matricial de
Bloques Ldgicos Configurables o CLBs conectados mediante interconexiones programables.
Las FPGAs pueden ser programadas para que cumplan requerimientos funcionales especificos
de una aplicacion [3].

4.1.1 Historiay alcance

Las FPGA son el resultado de la convergencia de dos tecnologias diferentes, los dispositivos
I6gicos programables o PLDs y los circuitos integrados de aplicacion especifica o ASIC.

La historia de los PLDs comenz6 con los primeros dispositivos PROM a los que luego se les
afiadi6 versatilidad con los Arreglos Ldgicos Programables o PAL que permitieron un mayor
numero de entradas y la inclusion de registros de desplazamiento. Esos dispositivos han
continuado creciendo en tamario y performance.

Por otro lado, los ASIC siempre han poseido gran performance, pero su uso ha requerido
tradicionalmente una considerable inversion tanto de tiempo como de dinero. Intentos de
reducir esta caracteristica han provenido de la modularizacion de los elementos de los
circuitos, como los ASIC basados en celdas, y de la estandarizacién de las mascaras de
disefio.

Las dos estrategias anteriores se combinaron finalmente mediante un mecanismo de
interconexion que pudiese programarse utilizando fusibles, anti fusibles o celdas RAM y
celdas ROM, resultando esto en la aparicién de las FPGAs.

La primera FPGA comercial fue desarrollada por los cofundadores de la empresa Xilinx, Ross
Freeman y Bernard VVonderschmitt en 1985, denominada la XC2064. Esta incluia 64 CLBs
con dos tablas de entrada-salida o LUTSs de tres entradas.

Debido la gran mejora en el desempefio y flexibilidad de las FPGA, que las nuevas
tecnologias de fabricacion de semiconductores han proveido en los ultimos afios y a su efecto
positivo en la relacién costo de desarrollo versus performance (ver la siguiente seccion), el
uso de las FPGAs se ha extendido a diversas areas. Principalmente en el procesamiento digital
de sefiales, estas incluyen: telecomunicaciones, procesamiento de video y audio, médems de
alta velocidad, criptografia, control industrial, tecnologia aeroespacial y militar, entre otras.

En los siguientes graficos, se muestran las distribucion de ventas de FPGAs y PLDs:
geograficamente, por mercado (Figura 4-1) y por fabricante (Figura 4-2) segun lo expresado
por Xilinx, el fabricante lider en FPGA a nivel mundial, en [4].
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Figura 4-1: Distribucion de las ventas de FPGAs y PLDs geograficamente (izquierda) y por mercado (derecha)
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Figura 4-2: Distribucién de las ventas de FPGAs (derecha) y PLDs (izquierda) segun el fabricante.

4.1.2 Ventajasy desventajas de los sistemas basados en FPGA

A la hora de implementar un sistema digital para procesamiento de sefiales, las opciones méas
comunes del mercado actual son:

e Desarrollar un Circuito Integrado de Aplicacion Especifica o ASIC
e Utilizar un Circuito Integrado para Procesamiento de Sefiales o DSP
e Desarrollar el sistema en una FPGA

e Desarrollar el software que cumpla con la misma tarea en un sistema Microprocesado

Entre las caracteristicas mas relevantes de estas cuatro plataformas, podemos establecer una
comparacion béasica presentada en la siguiente tabla:
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Tecnologia Performance/ Tiempo de Velocidad de Flexibilidad del
Costo desarrollo operacion disefio
ASIC Muy alto Muy largo
DSP Medio Largo
FPGA Medio-Bajo Corto
Microprocesador Medio-Bajo Corto

Tabla 4-1: Comparacion de los aspectos relevantes, en términos de su impacto econémico, entre diferentes
alternativas tecnoldgicas a la hora de implementar un sistema digital.
La caracteristica mas relevante a la hora de seleccionar una tecnologia especifica para utilizar
en un proyecto de ingenieria, es sin duda el efecto global que esta va a tener sobre el precio
del producto final (mas especificamente en las ganancias). Las cuatro propiedades presentadas
en la tabla son de las que mas influyen en este aspecto y son por ende, las que guiaran la
seleccidon de la tecnologia a utilizar.

El problema a la hora de comparar las diferentes opciones es entonces de caracter técnico-
econdmico y un analisis detallado deberia incluir entre otros aspectos: la influencia del tiempo
de desarrollo en el costo del producto en relacion a su ciclo de vida en el mercado, las
tendencias del mercado de semiconductores, disponibilidad de proveedores, ciclo de vida
esperado del producto, costos de desarrollo, etc.

Aqui nos contentaremos con detallar solo algunos de los aspectos técnicos del problema:

El costo de desarrollo:

El costo de desarrollo del sistema es uno de los elementos que tiene mayor influencia en el
costo final de los productos de mediana y alta tecnologia.

Hay numerosos aspectos que influyen en el costo de desarrollo, tal vez el mas importante es el
del tiempo de desarrollo. En la siguiente grafica se comparan el tiempo de disefio entre
sistemas basados en ASIC y en FPGA segun [4]:

= ABICT S20C designs average 1424 months W Specificwtion

B Iimplementation

B verficaion

W Proiotygimg
Evaluatism

Development fime
— awverages 55% less with —
|| FPGA*

= FPGA designs average 6-12 months

t + #+ t t t t 1 t 1 t t 1 t t t t t
o 1 2 a - 3 L} o ] k. L] " LF L& 14 H L r =

BoaatE; Hiraeel s Uirits of tinee |parson-msenths)

Figura 4-3: Comparacion entre los tiempos de desarrollo para sist. basados en ASIC y FPGA.

Como puede apreciarse, existe una reduccion promedio de al menos un 55% en el tiempo de
desarrollo entre ambas plataformas.
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Flexibilidad del sistema:

En caso de productos que tengan un tiempo de vida considerable, el problema de la
flexibilidad en términos de su reconfiguracién o actualizacion cobra importancia.

Para el caso de los ASIC esta caracteristica esta de lleno excluida debido a su arquitectura fija
luego de la manufactura.

Para el caso de las FPGA las posibilidades de reconfiguracion son muy amplias requiriendo
esto solo de un costo de ingenieria para desarrollar las modificaciones necesarias.

Los sistemas basados en procesadores, son los que en principio tienen un costo de
reconfiguracion menor, pero no deben olvidarse los costos crecientes del desarrollo de
software en relacion al precio del hardware.

Performance:

Debido a la especificidad en la arquitectura del hardware, los sistemas basados en ASIC son
los que presentan una mayor performance en comparacion a los niveles de procesamiento que
pueden lograrse con las FPGA. Sin embargo estos ultimos presentan mejoras sustanciales
respecto a los sistemas microprocesados debido principalmente a que la flexibilidad en la
arquitectura permite realizar operaciones en paralelo.

Mercado de las FPGA:

Dadas las caracteristicas técnicas y econdmicas actuales de los sistemas basados en FPGA,
puede establecerse como su principal mercado de aplicacion a todos los proyectos de
ingenieria orientados a la produccion de un reducido nimero de unidades (de otra manera el
costo de desarrollo no tendria un efecto importante sobre el precio final) pero que, los
requerimientos técnicos y su relacion con los costos de desarrollo impongan la necesidad de
un sistema con una performance mas elevada que la de los basados en microprocesadores 0
microcontroladores.

4.2 Estructura interna de una FPGA

Tomaremos como referencia las arquitecturas introducidas por la empresa Xilinx debido a que
la FPGA utilizada en este trabajo pertenece a este fabricante. Aqui se tom6 como referencia al
trabajo [5], un desarrollo detallado de este tema puede hallarse en [3] consultando las hojas de
datos de cada dispositivo en particular. La correspondiente a la FPGA que utilizamos en este
trabajo se encuentra en el anexo 11.3.

Los tres elementos béasicos que componen practicamente toda FPGA de Xilinx en la
actualidad son:
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CLB:

Los CLB, son bloques l6gicos configurables en donde se implementan las funciones légicas
dentro de la FPGA. Cada CLB contiene un namero reducido de Slices (Capas), siendo estas
los elementos l6gicos basicos de la FPGA pues, son capaces de implementar completamente
sistemas digitales tanto combinacionales como secuenciales.

Una Slice tiene una estructura similar a la mostrada en la Figura 4-5 Figura 4-5, aqui pueden
apreciarse sus elementos basicos:

e Las Tablas de entrada salida o LUTs, donde se implementan las funciones
combinacionales en memorias de un bit permitiendo asi retardos constantes atreves de
la LUT.

e Los blogues con la logica de conexionado o Carry, permiten interconectar las Slices
dentro de un CLB (para imlementar sumadores eficientes) como se muestra en la
Figura 4-4. Notar que en este caso hay 4 Slices conectadas mediante 2 cadenas que
conforman las entradas (parte inferior de la figura) y salidas (parte superior)
independientes de el CLB

Figura 4-4: Detalle del conexionado entre las Slices que conforman un CLB

e Un juego de salidas registradas.
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e Un juego de salidas no registradas.

Figura 4-5: Estructura interna simplificada de una de las Slices que conforman un CLB.

Blogues de 1/0:

Los Blogues de Entrada y Salida cumplen la funcion de conectar la logica interna de la FPGA
a los pines de salida de la misma. Poseen una estructura como la mostrada en la Figura 4-6, en
la misma se pueden distinguir:

e Como ldgica de entrada, a dos registros DDR multiplexados

e Como drivers de salida, a dos registros DDR multiplexados y dos registros DDR de 3-
estados

e Los anteriores tiene fuentes de reloj (CIKk) y habilitacién de reloj (CE) separadas

Los Bloques de 1/O, permiten conexiones mediante diferentes estandares como son: LVTTL,
LVCMOS, PCI-X, GTL, etc. Ademas incluyen:

e Sistema de Impedancia Controlada Digitalmente, que permite implementar las
terminaciones de lineas en el mismo chip.

¢ Resistencias de Pull-Up y Pull-Down integradas.
o Salidas rapida o lenta seleccionables.

e Etc.
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Figura 4-6: Diagrama de un Bloque de 1/0O basico de una FPGA

Recursos de Conexionado:

Con esto nos referimos a todos los mecanismos configurables que permiten interconectar los
CLB entre si de manera de poder implementar el sistema deseado.

Como puede apreciarse en la Figura 4-7 , cada CLB esta conectado mediante una matriz de
conexion configurable a los recursos de ruteo que corren tanto vertical como horizontalmente

entre las filas y columnas de CLB.
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Figura 4-7: Recursos de interconexion entre los CLB de una FGPA.

Los diferentes recursos de conexion estan definidos principalmente por su longitud. En el
caso de la familia Spartan 6 de Xilinx estos son los mostrados en la Figura 4-8:

e Conexiones rapidas (Fast): Realimentan las salidas de un CLB con sus entradas.
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e Conexiones simples (Single): Conectan CLB contiguos vertical u horizontalmente.
e Conexiones dobles (Double): Conectan CLB por medio en cualquier direccién.
e Conexiones cuédruples (Quad): Conectan uno de cada cuatro CLB en cualquier

direccidn. Este recurso reemplaza el de las Conexiones largas de las antiguas
arquitecturas.

-———FiS[———| Single  Double Cuad
L] |
CclE [™] cLB CLB CLB CLB
-—t————— - —— -————— — — -
[ H
| \Double
T i
| i
I CLB | CLB CLB CLB CLB
|
|
|
[ Cuad
 E— I —
CLB CLB CLB CLB CLB
UCass_30_oizo

Figura 4-8: Diferentes recursos de conexion para las FPGAs de la familia Spartan 6 de Xilinx.

Otros recursos de Hardware:

Los elementos basicos nombrados arriba, son los minimos necesarios que constituyen una
FPGA. Sin embargo, su utilidad practica es impulsada principalmente por el incremento
sustancial de su performance, obtenido gracias a la implementacion de otros recursos (de uso
tipicos en sistemas digitales) mediante médulos de hardware especificos embebidos.

Los recursos mas comunes que pueden encontrarse actualmente son:

e Memoria RAM: Esta incluye tanto la memoria RAM Distribuida, que es la asociada a
cada LUT, como la memoria RAM en bloques, implementadas en sectores especificos
de la pastilla.

e Slices DSP: Estos son mddulos especializados en realizar operaciones aritméticas
tipicas de las aplicaciones orientadas al DSP. Una discusion detallada de los mddulos
DSP de la FPGA en su relacion a este trabajo se da en la seccion 7.1.1.

e Administracion del reloj: Aqui se incluyen los Digital Clock Managers o DCM, que
tienen la capacidad de entregar salidas de frecuencia multiplo o una fraccién del reloj
de entrada. Ademés proveen un control del desfasamiento mediante una
realimentacion PLL y un control de defesado configurable cada 90° Adicionalmente,
se cuenta con multiples buses de clk independientes.
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e Interfaz para puertos: Es comun también encontrar como recursos embebidos, la
interfaz que implementa la comunicacién con un puerto estandar, en general de alta
velocidad. Por ejemplo puertos PCI express, Puertos Ethernet Gigabit, etc..

4.3 Ventajas de la implementacion del KF en FPGA

El algoritmo iterativo del KF que en principio se desea implementar se present6 en la seccion
3.4.5. Como puede verse alli las ecuaciones que deben computarse son de la Ecuacion 3-51 a
la Ecuacion 3-55. Las repetimos aqui por conveniencia agrupando las que pueden ser
computadas en paralelo:

Paso 1
Xy = Xje + Ky (ze — HZy)
Pe = (I — K H)Pg
Paso 2
Xpr1 = PXpe +u
Py = PPOT +Q
Paso 3

K, =P HT(HP HT + R)™!

Esta es una division preliminar pues, un analisis mas detallado revela aun una mayor
posibilidad de paralelizar el algoritmo (que aqui no desarrollamos porque, como se verad mas
adelante, esta no es la version final del algoritmo que se implementard).

De todas formas, puede justificarse la implementacion del KF en una FPGA debido
principalmente a que la capacidad de procesamiento en paralelo intrinseca de la FPGA
permite obtener una mayor performance gracias a que:

e Permite efectuar la multiplicacion (operacién de gran complejidad computacional) de
Matrices en paralelo y no elemento a elemento.

e Permite computar las dos expresiones dentro del paso 1 en paralelo (idem para el Paso
2)

Ademas la capacidad de reconfigurabilidad de la FPGA junto a la flexibilidad de disefio del
lenguaje de descripcion de hardware permiten implementar diferentes plantas, sensores o IC
sin necesidad de redisefiar completamente el filtro (ver seccion 3.4.5).

Con todo, se obtiene un FK con un desempefio temporal mayor que el logrado en sistemas
microprocesados equivalentes y que es mas flexible y barato de desarrollar que uno basado en
ASIC.
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5 KF en sistemas de aritmética finita

NOTA: Todo el cédigo presentado en la secciones 5y 6, se realiz6 utilizando el software de
calculo MATLAB version R2008a de la compafia The MathWorks Inc.

5.1 Conceptos fundamentales de aritmética finita

La principal caracteristica con la que uno debe lidiar al intentar implementar el KF en un
sistema computacional real, es la aritmética y memoria finitas. Esto produjo que,
histéricamente fuese necesario primero analizar la performance del KF bajo estas
condiciones. Fruto del andlisis del comportamiento numérico del KF, surgieron formas
alternativas al algoritmo original planteado por Kalman.

En esta seccion discutimos los conceptos necesarios que permiten hacer un tratamiento inicial
de este problema.
5.1.1 Cuantizacion

En toda aritmética finita (N) el nimero de elementos existentes con los que es posible operar
es finito. Debido a esto siempre que se desee representar una cantidad continta en N es
esperable la aparicion de un error de cuantizacion.

Para el caso de sistemas digitales el error de cuantizacion o de redondeo depende
directamente del la longitud de la palabra con la que se trabaje y del sistema de representacion
numérica adoptado (punto fijo, punto flotante, etc).

En base a lo anterior es que, se define el error de redondeo &, como el maximo niimero que
cumple con:

1+ ¢ =1enprecisibn de maquina

Por ejemplo, para el caso de los sistemas que cumplen el estdndar IEEE de 64 bits de
precision, como es en las mayorias de las PCs actuales: ¢ = 2752,
5.1.2 Numero de condicién

El estudio inicial del comportamiento de los algoritmos computacionales en aritméticas
finitas, se realiza a través del concepto de numero de condicion (CN), este surge de analizar la
susceptibilidad de la solucion de un sistema a pequefias variaciones en sus entradas (vector de
términos independientes o la matriz de coeficientes).

Asi, dada una matriz A y un problema lineal Ax = B, la sensibilidad de las soluciones x a
variaciones en B esta cuantificada por el CN de A denotado como Cond (A):

Si definimos el error relativo de la entrada como (|| B|| denota la norma de B.):

. _llas]|
5=l

y el error relativo de la salida como:
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. _llaxll _ 1a~taB)
Tl 1A

Entonces el CN de A es:

max (ery.) B
Cond(4) = - = = |lAl A7)

in(erg)
Como puede apreciarse, Cond(A) cuantifica la sensibilidad de la solucién del sistema a
variaciones en la entrada. Debe notarse sin embargo que esto es una propiedad de la matriz de
coeficientes A y no fruto de un error de redondeo o del método utilizado para resolver el
problema. Sin embargo cuando aparezcan los errores de redondeo (manifestados como erp
por ejemplo) es el CN el que me permitird prever el comportamiento del algoritmo (en este
caso la solucion del problema lineal). En definitiva expresa cuan confiable es el resultado de
un algoritmo que opera con entradas susceptibles de tener error.

Puede hacerse un desarrollo andlogo considerando cambios a la matriz A.

Notese que el valor de Cond(A) estd directamente determinado por cuan “cerca” esta la
matriz de ser singular. Aqui nos referimos a las variaciones que son necesarias en los valores
de los elementos de A, para que esta sea singular, en relacion a la precision de trabajo.

De esta forma, cuando se opera en una aritmética finita con un e dado, puede calcularse el
maximo error relativo a la salida como el producto € Cond(A). Si este error es mayor que el
deseado, se dice que la matriz y el sistema de ecuaciones (0 algoritmo asociados) estan mal
condicionados. Si la exactitud de la salida es satisfactoria se dice en cambio que el sistema
esta bien condicionado.

5.2 Estabilidad numérica del KF

El concepto de estabilidad numérica, se refiere a la robustez de un algoritmo frente a los
errores de redondeo. Con robustez nos referimos a la insensibilidad de un algoritmo frente a
cambios en sus entradas o parametros.

Cundo se intent6 implementar el KF en las primeras computadoras digitales, se encontré que
la performance del sistema se veia severamente deteriorada. Esto es que los MSE de
estimacion eran mucho mayores que los tedricamente predichos. Eventualmente se descubrio
que este problema era producido por los errores de redondeo inherentes a la aritmética
utilizada.

Para resolver este problema se comenzo a buscar diferentes implementaciones (expresiones
aritméticamente equivalentes) del algoritmo original del KF que fuesen numéricamente mas
estables.

5.2.1 Factorizacion de matrices aplicada al KF

Una herramienta muy eficaz, cuando se intenta buscar versiones numéricamente mas estables
de algoritmos en los que intervienen operaciones matriciales, es utilizar el concepto de
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factorizacion. Aqui factorizar una matriz se refiere a expresarla en términos de un producto de
factores con propiedades especiales.

El uso de la factorizacion de matrices en algoritmos computacionales tiene varias ventajas
importantes:

e Puede demostrarse que los factores de una matriz tienen un CN menor que la matriz
original. Por lo que, operar con los factores producira algoritmos numéricamente mas
estables.

e En general reduce el tiempo de computo y la cantidad de memoria requerida debido a
que los factores de una matriz tienen simetrias que pueden ser explotadas en el codigo.

Existen diversos métodos de factorizaciones que pueden aplicarse a diferentes tipos de
matrices y que, produciran factores con diferentes propiedades. Nombraremos aqui los mas
utilizados en el desarrollo de implementaciones mas estables del KF:

e Triangularizacion
o Por rotaciones de Givens
o Por reflexiones de Householder

e Descomposicion de Cholesky.

e Descomposicion de Cholesky modificada, también llamada factorizacion UD.
e Modificaciones de Rango-1.

e Ortogonalizacion de Gram—Schmidt.

¢ Ortogonalizacion de Gram-Schmidt sopesada.

La aplicacion de estos métodos ha dado lugar a diferentes implementaciones del algoritmo del
KF, entre ellas, las mas exitosas se basan en la descomposicién de la matriz P en términos de
productos simétricos de factores triangulares. En general estos enfoques pueden agruparse
dentro de tres métodos:

e Filtros de raiz-cuadrada (Square-root filters): Aqui se descompone P en un producto

simétrico de factores de Cholesky.
P=cCCT

e Filtros de covarianza UD: Aqui se descompone P en un producto simétrico de factores

de Cholesky modificados.
P=UDUT

e Filtros de raiz-cuadrada de informacion: Aqui se descompone la inversa de P,
denominada la matriz de informacion. Esta se utiliza en una version alternativa del
algoritmo original de Kalman denominado filtro de informacién (ver seccion 5.3.5).
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Estos métodos se aplican luego a las ecuaciones de actualizacion temporal y a las de
actualizacion observacional por separado o de manera combinada. Como se vera en la seccion
5.4, la implementacion que utilizaremos en este trabajo, denominada de Bierman-Thornton,
estd dentro del segundo tipo de los nombrados arriba. Por esto, desarrollaremos a
continuacion solo los métodos de factorizacion necesarios para este enfoque. Para una breve
descripcion del resto de los métodos, explicados en el contexto de otra importante
implementacion denominada de Carlson-Schmidt, véase el anexo 11.4.2

Cholesky modificada o0 UD:

Toda matriz, simétrica y definida positiva M,,,,..,, puede factorizarse como sigue:
M =UDUT
Ecuacion 5-1

Donde:

U,xn €S Una matriz triangular superior (o inferior) unitaria. Esto es, una matriz triangular con
todos los elementos de su diagonal principal iguales a 1.

D, €S Una matriz diagonal.

Los valores de U y D, se hallan resolviendo el sistema de ecuaciones simultaneas planteado
por la Ecuacion 5-1 con los elementos de las matrices explicitados.

La principal ventaja, de este método respecto al de Cholesky original (en el que U no requiere
ser unitaria), es que aqui no es necesario calcular raices cuadradas. Esto Gltimo produce un
algoritmo de descomposicion numéricamente mas estable (notar que los factores de Cholesky,
al ser triangulares unitarios, tienen determinante 1 y por ende siempre tienen inversa).

En la siguiente figura se presenta un algoritmo para computar la descomposicién UD de una
matriz M,,,., dado en [2]:

for j=n:-1:1,
for i=j:-1:1,
alfa=M(i,j);
for s=j+1:n,
alfa=alfa-U(i,s)*D(s,s)*U(,s);
end
if i=—j
D .j)=alfa;
ua.il=1;
else
udi,j)=alfa/D(.j):
end
end
end

Figura 5-1: Codigo para computar la descomposicion en factores de Cholesky modificados, también Ilamada
descomposicion UD, de una matriz cuadrada simétrica y definida positiva M.
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Ortogonalizacién de Gram-Schmidt sopesada:

El proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt se usa para encontrar un conjunto ortogonal
de vectores {b;}}, que son una combinacién lineal de un conjunto de partida de vectores
linealmente independientes {a;}}. Este método se utiliza cominmente para, dada una base de
un espacio vectorial, obtener una nueva base ortonormal.

Para adecuarlo a nuestro caso, tomamos una matriz A,, y la escribimos como un conjunto
de n vectores m dimensionales, {a;}}. Entonces el algoritmo de Gram-Schmidt asocia a A una
matriz L, tal que:

A =BL

Donde los vectores que definen B, a saber {b;}{ son ortogonales entre si con respecto a
funciones de peso definidas en la diagonal de la matriz diagonal de peso. D,,,.

De esta manera:

T = Ibl|? sii=j
biDWbJ_{o Sii#j

Entonces B se denomina una matriz ortogonal y cumple con:
BTDWB = D”bllz

Donde Dpzes una matriz diagonal de nxn con los elementos de su diagonal principal en

forma ascendente igual a las normas ||b,|l,2 [|b2]I%, ..., ||b,|I* respectivamente. Para B
ortonormal Dz = 1.

En la ortogonalizacion de Gram-Schmidt no sopesada o normal D,, = I.

Una explicacion detallada del procedimiento de célculo necesario para hallar B y L, asi como
una explicacion mas desarrollada del proceso de ortogonalizacion se hallan en el anexo
11.4.1.

La ortogonalizacién de Gram-Schmidt modificada que se nombra aqui no es numéricamente
estable en la practica. Es por esto que en realidad se utilizar4 una version modificada del
algoritmo de la misma atribuida a Bjorck [6] (La cual no presenta modificaciones
conceptuales importantes).

5.3 Problemas de la implementacion del KF en aritmética finita

En la presente seccidn, introduciremos los problemas que surgen al tratar de implementar el
algoritmo original del KF en un sistema real con aritmética finita tal como la presentada en la
seccidn 5.1. Como se vera hay dos grandes impedimentos que impulsaran luego el desarrollo
de algoritmos alternativos (presentados en la seccion 5.4) al original planteado por Kalman.
Estos son, asi como los aspectos que trataremos de ellos, los siguientes:

e Comportamiento numérico:
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0 Fuentes de mal condicionamiento del KF
o No asociatividad de las operaciones aritméticas fundamentales
o0 Perdidas de exactitud en algoritmos iterativos y oscilaciones indeseadas

e Cantidad de recursos computacionales requeridos:
o Calculo de la matriz inversa en la ecuacion de la ganancia
0 Procesamiento del vector de mediciones una componente a la vez
o Tratamiento del ruido de medicion correlacionado

Estos problemas impiden que se cumplan los requisitos necesarios bajo los cuales se derivo la
ganancia optima de Kalman. En otras palabras el funcionamiento del KF en un sistema
practico se aleja del tedrico y por esto, ya no puede afirmarse que la estimacion siga siendo
Optima.

Estos inconvenientes son los que tratan de minimizar las implementaciones alternativas del
algoritmo del KF. Si bien el desarrollo original de Kalman se lo consideré como ideal para su
implementacién en sistemas digitales, es gracias a estos avances en materia de estabilidad
numérica que el KF ha llegado a tener el gran impacto tecnol6gico que presenta en la
actualidad.

5.3.1 Fuentes de mal condicionamiento del KF

Algunas de las fuentes que contribuyen al mal condicionamiento del algoritmo del KF son:

e Grandes incertezas en los valores de las matrices: ®,Q,H o R.

e Grandes rangos de variacion de los valores de las matrices y vectores: ®,Q,H,R,z 0
x, que, pueden resultar por ejemplo de una mala seleccion del escalado o las unidades
utilizadas.

e Mal condicionamiento de la matriz intermedia: (HPHT + R), que, debe ser invertida
en la ecuacion de la KG.

e Grandes dimensiones de las matrices, que se reflejan en un incremento potencial (al
cuadrado o al cubo) de la cantidad de operaciones aritmeticas y, por ende, de la
cantidad de redondeos a efectuar.

e Una precision de maquina deficiente (& grande).

5.3.2 No asociatividad de las operaciones aritméticas fundamentales

Cuando se trabaja en aritmética finita, la suma algebraica, la multiplicacion de numeros y la
division de numeros, no cumplen en general con la ley de asociatividad.

Este es un tema no muy abordado en la literatura introductoria del KF directamente pero se
vuelve importante al trabajar con sistemas mal condicionados, como son las
implementaciones en aritmética de punto fijo del KF utilizadas en este trabajo.
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Un andlisis de esta caracteristica, en el contexto de la aplicacion del KF en aritmética de punto
fijo, se establece en la seccién 6.2.5

5.3.3 Pérdida de exactitud en algoritmos iterativos

Claramente la degradacion en la performance del KF que introducen los errores de
cuantizacion, se ve incrementada por el hecho de que su algoritmo es iterativo.

Asi, como se vera en la seccion 6.2, el hecho de trabajar con un tamafio de palabra fijo hace
que deba readaptarse el resultado en cada operacion basica (multiplicacion, suma, etc.) que se
realiza, resultando esto en una degradacion acumulativa de la exactitud del resultado.

Ruido de cuantizacion:

Debe tenerse en claro que la operacidn de cuantizacion es una operacion netamente no lineal y
por esto, al implementar cualquier algoritmo en una aritmética finita, hace que este pase a
comportarse también de esta manera. Debido a esto, pueden presentarse comportamientos
extrafios incluso en los algoritmos mas ddciles.

Estos efectos se denotan en conjunto como Ruido de Cuantizacién debido a que, su
tratamiento se realiza en forma estadistica (por méas que el proceso es netamente
deterministico), introduciéndose una fuente de ruido con densidad de probabilidad uniforme
asociada a cada operacion que se realiza y propagando los resultados a través de todo el
algoritmo.

Uno de los efectos mas caracteristicos del ruido de cuantizacion son las oscilaciones de ciclo
limitado. Estas pueden producir por ejemplo que un sistema LTI tenga salida de estado
estacionario, incluso en ausencia de entradas.

Por ejemplo considere el sistema discreto con entrada u[k] y salida y[k] dado por:
y[k] = — 0.625 y[k — 1] + u[K]

Si se lo hace operar en aritmética infinita, su respuesta con entrada nula y IC igual a y[0] =

3
—= €s:
8

11

=2 0,0,0
=g g™

Si ahora se lo implementa en una aritmética de 4 bits con redondeo, la salida es:

3 11

1
y[k] - §1_21§|

11
8'8" 8"

Estudio del comportamiento numérico del KF:

A la hora de implementar un algoritmo en una aritmética finita, es la relacion entre:

e El &£ del sistema utilizado.
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e El maximo y el minimo numero representables

e Elrango de variacién de los operandos (entradas).

La que determinara la manifestacion de los todos los efectos arriba descriptos y en
consecuencia el tratamiento que debe realizarse para una implementacion exitosa.

Debido a que en general los datos de entrada son desconocidos (salvo su estadistica), habra
tipicamente dos opciones para el analisis del comportamiento de un algoritmo:

1. Tratamiento teorico: Este implica aplicar la teoria de tratamiento estadistico del ruido
de cuantizacion. Presenta la ventaja de que se garantiza el correcto funcionamiento
para todo el rango de los valores de entrada. Pero tiene la contra de ser altamente
complejo en especial para algoritmos complicados, ademas este analisis es especifico
para cada aplicacion. Para un desarrollo detallado en el tema ver [7].

2. Tratamiento experimental: Otra posibilidad muy utilizada actualmente, debido a la
gran cantidad de herramientas computacionales que la facilitan, es estudiar el
comportamiento de nuestro algoritmo funcionando en una aritmética finita en
particular, mediante pruebas (corridas numéricas) exhaustivas que incluyan una buena
cantidad de todos los posibles casos. Es viable incluso en algunas situaciones probar el
desemperio del algoritmo para todos los casos que admiten las entradas.

En este trabajo adoptamos un tratamiento basado en 2 (el cual se desarrolla en la seccion 1)
debido principalmente a que un andlisis como el requerido por 1 no se justifica dado los
objetivos propuestos.

5.3.4 Calculo de la matriz inversa en la ecuacion de la ganancia

Un punto critico en el célculo de una iteracién del KF, es sin duda la computacion de la
inversa que se presenta en la Ecuacion 3-51 de la KG que aqui repetimos por practicidad:

K, =P HT(HP;HT + R)™!

Para un sistema con n estados internos de los cuales se miden [, la cantidad (HP; H” + R)
resulta ser una matriz cuadrada R* ;.

Aqui dos importantes dificultades a sortear son:

e Complejidad computacional: La complejidad de la inversion de R* es 0(13) utilizando
el método de eliminacion Gauss-Jordan (Hay otros métodos que reducen la
complejidad pero no por debajo de 0(1%379)). Esto es un claro impedimento debido a
la gran cantidad de operaciones a realizar cuando [ crece.

e Mal condicionamiento de R*;;: En general los algoritmos tipicos para invertir
matrices no poseen buena estabilidad numérica como para ser implementados en la
practica debido principalmente a la cantidad de operaciones (en especial las
divisiones) que intervienen.
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5.3.5 Procesamiento del vector de mediciones una componente a la vez

Una solucion optima para resolver los problemas anteriores, solo aplicable cuando los ruidos
de medicién de cada estado no estan correlacionados entre si, es la de procesar el vector de
mediciones una componente a la vez y de esta manera eliminar la inversion de la matriz R*.
Para desarrollar esta metodologia primero debe introducirse una version alternativa del
algoritmo original del KF.

KF de informacion:

Existe una forma algebraicamente equivalente al algoritmo original de Kalman que se
denomina, por razones que veremos mas adelante, filtro de informacién. La derivacion
detallada de este filtro puede encontrarse en [1] aqui solo necesitamos las expresiones finales
alternativas del algoritmo iterativo, estas se presentan en la Figura 5-2.

Las principales caracteristicas de la version alternativa del KF son:

e No se necesita Kj, para actualizar la Py, .
e Se trabaja con la inversa de Ry.

e Se actualiza observacionalmente solo P *, por lo que son necesarias 2 inversiones de
nxn por cada iteracion. Esto hace que esta version no sea adecuada para sistemas de
gran orden.

Si bien a primera vista esta version del KF no parece tener ninguna ventaja, resulta muy
uatil en los casos en los que la estimacion inicial tiene gran incertidumbre. En el caso
extremo en que no se conoce la estimacion inicial y por ende se asume P, — oo, el
algoritmo original del KF no podria aplicarse mientras que esta version si pues, operaria
con la inversa de la incertidumbre (la informacion)P,~* — 0.
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~

Parametros: @, Qi, (Ry)™?, Condiciones Iniciales: (Py)™1, %,
k k

Filtro de Kalman

de informacién Actualizacion temporal

(Inversion)
' N
» Folnl —_ o] - J— T 1
P Xy = DXy +uy Piq = O P @y + Q. [
Lazo
Actualizacion Observacional deterministico
A (estadisticas)
Lazo No - o v
deterministico -1 _ (p—\- Tp-1
Pt = (Pg)™' + Hy Ry " Hy
(valores
temporales) (Inversién)
y
| — = = PHER!
X = X + Ki(z — HeX)

A 4
Entradas: z, uy Salida: Xy

Figura 5-2: Algoritmo alternativo (aunque algebraicamente equivalente) del KF denominado también Filtro de
informacion

Procesamiento Secuencial de las mediciones en el KF de informacién:

Ahora si, estamos en condiciones de derivar el método de procesamiento escalar del vector de
mediciones. Para esto, utilizaremos la expresion de actualizacion temporal de la matriz de
informacion:

Pt = (Pg)™" + Hi R *Hy,

Luego, asumiendo ruido no correlacionado (R diagonal) y explicitando las matrices, tenemos:

lrll—l 0 ][hll hln]
0 - mHlhy -l

Reescribimos esta expresion particionado la H, en vectores fila que denotaremos
Hk,llHk,Zl"'in,l:

hll hll

Pil=(p;) 1+ [ : S
hln hln
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-1

rll e O Hk,1

Pit=(P) Y+ [HL, - H{]

0 - rt|H,,
Luego, desarrollando el producto, se tiene:
Pt = (P) + Hiyra tHyy + -+ Hry 7 Hyy
Ecuacion 5-2

En esta expresion, puede interpretarse como que P, * se va construyendo gradualmente a
medida que se van procesando sucesivamente las mediciones correspondientes a los ruidos
T11,T22, .. Ty (ESto refuerza la interpretacion de P, 'como la matriz de informacion). Al
procesar [ mediciones se obtiene la version completa de P, *

Tomemos los sucesivos términos en la Ecuacion 5-2 para definir un conjunto de covarianzas
(inversas) parciales:

Pk_% =P )t + H}€17'11_1Hk,1

-1 — -1 T -1
Py = Pyq + Hy oo  "Hy

-1 — -1 T -1 — -1
Py = Pey—q + Hgyry™ "Hyy = Py

De esta forma, dividiremos el computo de cada actualizacion observacional completa del
filtro, en [ Pasos (en cada uno se utilizara una covarianza parcial), solo luego de completar
todos los Pasos es que se obtendrd la estimacion completa del estado en un instante k
determinado.

Este procedimiento se lleva a cabo de la siguiente manera, detallaremos el primero de los
Pasos:

1. Se computa la primera Pt parcial:
Pt = (P)™' + Hiyry1  Hy 4

0 Aqui se utiliza solo la primera fila de Hy: H,, y la covarianza a priori
completa obtenida en el Gltimo Paso de la iteracion anterior del filtro: Py

2. Siguiendo los pasos del algoritmo en la Figura 5-2, se puede calcular una ganancia
parcial Ky ;:

_ T -1
Ki1 = PxaHi 1

o Agqui se utiliza solo el primer elemento de la diagonal de R *: ;!
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3. Esta ganancia es utilizada para realizar una actualizacion temporal parcial de la
estimacion:

Rk1 =X + Ky1(z1 — Hea%%)

0 Aqui se utiliza solo el primer elemento del vector de mediciones de z: z,; y
la estimacién a priori completa obtenida en el Gltimo Paso de la iteracion
anterior: £, . Ademas como antes se usa Hj.

4. Finalmente se realiza una proyeccion temporal trivial (pues se estad operando siempre
para conseguir la estimacion completa en el mismo instante k), mediante:

(Pi2)” =Pt

X2 = Xk
Luego se comienza de nuevo desde el punto 1y se efectda el Paso 2 .Se sigue de esta forma
hasta completar los [ Pasos. En el ultimo de estos no se realiza la actualizacion temporal

trivial pues ya se tienen los valores completos para el instante actual:

X = Xkl

-1 — -1
P" = Py
Ky = Ky,

Por lo que se procede a realizar la actualizacién temporal comin de estos valores para luego
pasar a la siguiente iteracion.

Procesamiento Secuencial de las mediciones en el algoritmo original de Kalman:

Si bien el procedimiento se desarroll6 para el KF de informacion, los conceptos vistos son
validos también para la version original del KF que es la de mayor uso.

Por esto colocamos aqui, respetando la notacion introducida en el aparatado anterior, el
procedimiento necesario para efectuar el procesamiento del vector de mediciones de a una
componente a la vez, utilizando el algoritmo original del KF. EI mismo se presenta, de una
forma anéloga a la Figura 3-5, en la Figura 5-3.

Nétese que, en la ecuacion de calculo de la ganancia, el termino a invertir (Hy m PrmHi m +
Tmm) €S ahora un escalar eliminando asi los problemas descriptos en la seccion 5.3.4.
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Parametros: @y, Q, Ry, Hy Condiciones Iniciales: Py , X,
v
Filtro de Kalman Actualizacion temporal
secuencial A —
-~ ™ @©
s _ T =
M Kpyr = Doy + uy Py = QP @y + Q1 S E
8 =
Lazo No Lazo 2 1
- s - —
deterministico deterministico g t
s 18] Iy
valores o . estadisticas O 3
( Actualizacién Observacional ( ) o ‘;i
temporales) S
A Q g
' ) »n Q;:g
(@)
&g
\ 4 \ o :
— p— yT - T -1 —~
Kk,m - Pk,mHk,m(Hk.mPk,mHk,m + rmm) = | E
S A
o O
g s
@© b}
) w
», o
> g
o o
\4 E 5]
— - =
A Pk,m - (I - k,mHk,m)Pk,m - $ 8
H Xkm = J’C\I;m + Kk,m(zk,m - Hk,mflz,m) g E
o —_—
A % g
} o =
y
Entrada: z, u; Salida: X, (luego de los [ Pasos)

Figura 5-3: Procedimiento para operar en el algoritmo original del KF procesando secuencialmente el vector de

mediciones.

A fin de obtener una formulacion mas cercana a la implementacion, se reemplazan las
actualizaciones temporales triviales mostradas en la Figura 5-3: Py i1 = Pem Y X myr =
Xr.m €n las ecuaciones de actualizacion observacional. Con esto el algoritmo recursivo para

computar los [ de los Pasos queda:

-1
Kk,m = Pk,m—llem(Hk,mPk,m—lHlsm + 7”mm)

Pem = (I = KinHiem) Pren—1

~

xk,m = xk,m—l + Kk,m(zk,m - Hk,mxk,m—l)
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Como comentario final diremos que, si bien el desarrollo anterior fue presentado para el
procesamiento de un elemento del vector de mediciones a la vez (o sea un escalar), es también
extensible al caso en el que la matriz R, es diagonal por bloques:

Ry - O
Rk: . ‘. H

0 - Ry

Donde los Ry4, R,5, ... R;; son bloques cuadrados de elementos en general no nulos. Este caso
se da fisicamente cuando solo un grupo de mediciones tienen ruidos correlacionados (por
ejemplo al tomar mediciones redundantes de una misma cantidad).

5.3.6 Tratamiento del ruido de medicion correlacionado.

La principal limitacion del método para procesar secuencialmente las mediciones es que, para
poder implementarlo, los ruidos de estas no deben estar correlacionados. Esto es, la matriz R
debe ser diagonal (al menos por bloques)

Existe sin embargo, un procedimiento que puede aplicarse al caso general con ruido
correlacionado de manera de decorrelacionarlos y obtener asi una version equivalente del
sistema que me permita aplicar el procesamiento secuencial de la mediciones.

Partamos de un caso en el que R es no diagonal:
Zy = Hkxk + Vg
Ecuacion 5-3

Factorizemos R mediante el método de Cholesky modificado:
R, = U DUT

Aqui como sabemos D, es una matriz diagonal y es la que utilizaremos en reemplazo de Ry,.
Para esto, debera operarse con un juego modificado de mediciones:

7 = Uitz
Reemplazando la Ecuacion 5-3 en esta expresion:
e = U (Hixy + vy)
Z, = Ut Hyxy + Uty

% = Hyxy + 0y,
En esta nueva ecuacion de salida, el ruido de medicion no esta correlacionado, pues:

Ry = E(Uyvf)

Ry = E{(Ui " vi) (U 'v)™)

Ry = U E(uvl Y (U™
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Ry = U 'R (Ug) ™!
Ry =U'UDUI (U =D
Entonces, dado un sistema con ruido correlacionado lo Unico que debe hacerse es:

1. Computar: R, = UDUT

2. Computar: H, = Uz *H,. Notar que no hace falta hallar U;* pues al ser esta triangular
unitaria puede hallarse H, de manera mas rapida y mas estable resolviendo el sistema
U,H, = H, por métodos alternativos (como el de sustitucion reversa)

3. Computar: Z, = Uj'z,. Idem al caso anterior.

4. Reemplazar la ecuacion de salida por: z, = Hyxj + ¥ Y utilizar R, = D. Notar que
v, = Uy vy, sigue siendo una secuencia aleatoria con la misma media que vy.

5.4 Diferentes implementaciones del KF

Con el objetivo de disminuir los efectos indeseados producidos por el mal condicionamiento
de un problema, es que surgen dos grandes corrientes dentro de las implementaciones
alternativas al algoritmo original del KF. Estas se diferencian basicamente en el método de
factorizacion de matrices que utilizan.

Como se menciono en la seccion 5.2.1, por un lado aparecen los filtros de raiz cuadrada y por
el otro los filtros UD. Ambos filtros basan su implementacién en una reformulacién de las
ecuaciones de actualizacion mediante la expresion factorizada de la matriz P

Aqui trataremos dos de las diversas implementaciones que se han desarrollado del KF. Estas
son las que han resultado mas exitosas luego de ser aplicadas en numerosos casos practicos

2.

Cada una de estas implementaciones se compone de un par de algoritmos, cada uno de los
cuales implementan una de las actualizaciones (temporal u observacional). Esto se detalla en
la siguiente tabla.

Notese que tanto el algoritmo de Bierman como el de Carlson, utilizan el método de
procesamiento secuencial del vector de mediciones a fin de mejorar aun mas la estabilidad
numeérica y reducir la complejidad computacional neta.
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Algoritmos de Actualizacion Actualizacion temporal
L observacional
Factorizacion
(Pe = P) (Px = Piy1)
. . A Xp = Xp.

Tipo de filtro (Xie = %) (X = Rir1)

Raiz cuadrada Carlson Schmidt

(Cho|esky) (Triangularizacién: Rotaciones de Givens o

Reflexiones de Householder)
ubD Bierman Thornton
(Cholesky modificado) (Ortogonalizacion: Gram-Schmidt sopesada)

Tabla 5-1: Detalle de dos implementaciones diferentes del filtro del KF asi como los métodos de factorizacion de
matrices que utilizan.

Seleccion de la implementacion a utilizar:

La principal diferencia entre las dos implementaciones del KF que aqui desarrollamos es el
método de factorizacion que utilizan. Asi en la Carlson-Schmidt sera necesario computar
raices cuadradas. Esto es un problema tanto desde el punto de vista de la estabilidad numérica
como de la complejidad computacional. Carlson-Schmidt tiene sin embargo, algunos
beneficios si se dispone de capacidad de computo paralelo (debido a que la triangularizacion
de Givens puede paralelizarse).

En este trabajo se pretende sintetizar el KF en un dispositivo de logica reconfigurable (con
capacidad de computo paralelo) operando con una aritmética de punto fijo (con un gran ¢).
Como se asume que debido a la aritmética a utilizar la estabilidad numeérica de la
implementacién a elegir es un factor mas critico que la performance temporal del sistema, es
que decide utilizar la opcién de Bierman-Thotnon.

5.4.1 Implementacion de Carlson-Schmidt

Un desarrollo detallado de esta implementacién, que hemos elaborado en base a lo expuesto
en [2], se encuentra en el anexo 11.4.2.

5.4.2 Implementacion de Bierman-Thornton

Actualizacién observacional de Bierman:

NOTA: En el desarrollo de este apartado se omitiran los subindices que indican el tiempo
discreto por fines de claridad. Notar que esto no dificulta el entendimiento de las expresiones
pues Bierman realiza la actualizacién observacional, por lo que todas las cantidades
intervinientes estan evaluadas en el mismo instante k.

La forma convencional para lograr la actualizacién en la matriz de covarianza del error
cometido de estimacidn a priori P~ es:

P=(—-KH)P~
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Distribuyendo P~ y reemplazando K:

- P HTHP~
N r+ HP-HT

Ecuacién 5-4

Se debe tener en cuenta que P~T = P~ ya que dicha matriz es simétrica, en tanto que r es una
de las componentes de la diagonal de la matriz R de covarianza del ruido de la medicion v
(ver seccidn 5.3.5).

Las matrices de covarianza en las incertidumbres a posteriori y a priori se pueden factorizar
de la siguiente manera:

P=UDU"
Ecuaci6n 5-5
P-=UDUT
Ecuacion 5-6
Reemplazando la Ecuacion 5-5 y la Ecuacién 5-6 en la Ecuacion 5-4:
U DU THTHU D~ UT

UbuT =UDUT -
r+HU-D-U-THT

Ecuacion 5-7
Tomando la siguiente igualdad:
v=U"THT
Ecuacion 5-8
Se deduce entonces que:
vl = HU~
Ecuacion 5-9

Donde v es un vector que tiene la dimension del vector de estado n (no confundir con el
vector de ruido de medicidn que también se denota v).

Reemplazando la Ecuacion 5-9 y la Ecuacion 5-8 en la Ecuacion 5-7 se tiene:

U D vwTD-UT

UpuT =u-D UT -
r+vT'D-v

Sacando factor comn la premultiplicacion de U~ y la postmultiplicacion de U~T se obtiene:

D~ vvTD~
UDUT = U~ [D_— lU_T

r+viD-v

Ecuacién 5-10
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La Ecuacion 5-10 contiene el término no factorizado siguiente:
D =D v[r+vIDv]*vTD"

Ecuacion 5-11

Aplicando la factorizacion de Cholesky modificada (UD) a la Ecuacion 5-11 se obtiene:
BDBT =D~ =D v[r+v'Dv] *vTD"

Ecuacién 5-12
Donde B es un factor triangular unitario.
Reemplazando la Ecuacion 5-12 en la Ecuacién 5-10 se obtiene:

UDUT = U~[BDBT|UT = [U~BID[BTUT]
Ecuacion 5-13

De donde se puede deducir que:

Son los factores de la matriz de covarianza de incertidumbre de estimacion a posteriori.

Por lo tanto, para la actualizacion observacional de los factores UD de la matriz de covarianza
P es suficiente encontrar un método que sea numéricamente estable y eficiente para la
factorizacion UD de la expresion matricial D~ — D v [r +v'D~v]"1 v"D~ donde v =
U~THT es un vector columna.

La actualizacion del vector de estados es bastante directa, se realiza utilizando la expresién
del algoritmo original (Ecuacion 3-43):

X=X"+K(z—-Hx")

Donde la ganancia se obtienen de remplazar en su expresion original (Ecuacion 3-44) la P,
factorizada (Ecuacion 5-5) y expresar esto utilizando la Ecuacion 5-8:

K=UD UTH'(HU D U THT +r)™!
K=UDv@w'Dv+r)?

Actualizacion temporal de Thornton:

De la Ecuacion 3-29 se sabe que:
r = GQGT

Ecuacién 5-14
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En general, se tiene que el ruido w es autocorrelacionado, consecuentemente la matriz de
covarianza de dicho ruido Q es no diagonal y se debe proceder a su diagonalizacion a través
de la factorizacion UD de la siguiente manera:

T —
UD,UT =Q
Ecuacién 5-15

Reemplazando la Ecuacion 5-15 en la Ecuacion 5-14 se llega a:
Qi = GUD,UTGT
Y siendo G = GU:
Qx = GD,GT
Ecuacion 5-16

Se conoce que la actualizacion temporal de la matriz de covarianza de incertidumbre en la
estimacion a posteriori P es:

- _ T
Py = O P @) + Qy
Ecuacién 5-17

Aplicando las factorizaciones dadas en la Ecuacién 5-5 y la Ecuacién 5-6 y reemplazando la
Ecuacion 5-16 en la Ecuacién 5-17 se obtiene:

- n- T — —-11-TdT 4 .0 (T
Uis1Dicr1User = PrUp D Uy @) + Gy Dy Gy,
Ecuacion 5-18

Se puede llegar a la Ecuacién 5-18 conformando las siguientes matrices:

Ul ot
1]
Gk 2nxn

Dy O]

DW: 0 DQk

2nx2n

Y realizando el siguiente producto con estas:

Ul ot Ul'e Ul T
ATD, A = [ H l U [ H K "l
w [ l O DQk [ k k] 0 DQk G]{
, Uro? , ,
= [®,Ug D GDq]l ETkl = O, U D U TdF + G, D, GE
k
= Ug1Dics1 Uit

Con lo cual se llega a:
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Uis1Dicr1Uicin = ATDy, A
Ecuacion 5-19
Ortogonalizando la matriz A de la siguiente manera:
A = BL
Ecuacion 5-20

Reemplazando la Ecuacion 5-20 en la Ecuacion 5-19:
Uc+1Dic+1Ui41 = (BL)' D, BL = L"B"D,,BL

Sabiendo que el término BTD,,B en la ecuacion anterior corresponde a una ortogonalizacion
sopesada en la cual se redefine el producto interno como:

T = Ibl|? sii=j
bi Dub; {0 Sii#j
Y teniendo en cuenta que:
BTDWB = D||b||2

Se llega a la siguiente igualdad:
U1 DicsaUicd s = L™ Dyp)2L
Usr = LT
Diy1 = Dypy2

La actualizacion temporal del vector de estados se realiza utilizando la expresién original,
Ecuacion 3-49.

5.4.3 Algoritmo iterativo de la implementacion del KF- BT

En la Figura 5-4 se presentan en forma sintética las expresiones de la implementacion
completa de KF-BT desarrolladas en la seccion anterior.
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Parametros: @, Qy, Ry, Hy Condiciones Iniciales: Py , X, g
&
- - —T——— I
| Qk = Gk DOI(G; l_v_‘ PO —_ UO DO UOT | :
£
Filtro de Kalman Actualizacion temporal: Thornton &
de B-T — NG g =
Av =BiL, |4 Ul or i
M Xpp1 = PrXy tuy .ol A, =] kK S
H Gr I
D 07 | L
T = k :
BicDwBic = Dyp)2 Dw=|0 p, ] L=
k ~
Lazo No v E
deterministico - T L =
U1 = Ly azo . I
(valores deterministico T
temporales) Diy1 = Dyp)2 (estadisticas) &
Actualizacién Observacional: Bierman
A
- N \
v
Ukm = Ulzanlzm
A 4
Bk,ka,mBlrgm = Dlz,m - D};mvk,m[r + vlszlva]_lvg,mDI;,m

Uk,m = Uk_,mBk,m >
Dk,m = Dk,m

-1
— 77— D- T p-
> Kk,m - Uk,ka,mvk,m(vk,ka,mvk,m + rmm)

A 4

Paso m-esimo (se efecttan [ Pasos) al finalizar cada paso se hace: U

fk,m = flz,m + Kk,m(zk,m - Hk,mflz,m) o /
1
Entrada: zy, uy Salida: £, (luego de los I Pasos)

Figura 5-4: Esquema completo con todas las ecuaciones y el flujo de datos de la implementacién de BT del KF.
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6 KF-BT en aritmética de punto fijo

6.1 Definicion de la aritmética de punto fijo

Introduccién:

La aritmética de punto fijo (FP) es una aritmética finita en la que la posicion del punto
decimal es fija dentro de la palabra de trabajo. La principal desventaja de este tipo de
aritmética es que para un tamafio de palabra dado, el € que se logra es grande en relacién a
otros sistemas de representacién numérica como por ejemplo el de punto flotante.

Este gran error de redondeo hace que los problemas mencionados en la seccion 1 cobren
relevancia, principalmente el de la estabilidad numérica del algoritmo a implementar. Como
se vera, para controlar esto, se recurre entre otras cosas al escalado de las variables
intervinientes. Sin embargo, el proceso de escalado es laborioso y consume mucho tiempo, es
por esto que histéricamente en cuanto el hardware lo permitioé se migraron eventualmente las
aplicaciones digitales a punto flotante.

No obstante, hay un gran nimero de problemas en la actualidad (celulares, DSP, OpenGL,
etc.) en los que se sigue aplicando FP, debido principalmente a que este requiere mucho
menos hardware para ser sintetizado que otros sistemas de representacion numérica. [8]

La aritmética de FP fue la primera en el que se implemento exitosamente el algoritmo del KF
cuando se trabajo en el proyecto Apolo, invirtiéndose cerca del 30% del tiempo de
programacion en el escalado de los algoritmos.

Definicion Formal:

Los elementos necesarios para definir completamente una aritmética de PF son:

La longitud de la palabra

La posicion del punto decimal

El método para tratar el Overflow
El método para tratar el Redondeo
Escalado

a ks owbdE

6.1.1 Longitud de la Palabray posicidn del punto

Como es sabido, una palabra de WL bits puede adoptar 2"’ estados distintos. Segin el
sistema de representacidn numérica que se adopte podran representarse con esta misma
palabra diferentes grupos de nimeros.

En la aritmética de FP, para una longitud de la parte fraccional dada por FL, el grupo de
numeros representables T, es el definido por:

P j-2net s p <M1 pe 7)

Ecuacioén 6-1
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Esto es, seran representables los numeros racionales en los que el numerador y el
denominador cumplan con las exigencias descriptas arriba. Notese que la forma especial que
adopta el denominador implica que para todos los nimeros representables la posicion del
punto decimal sera la misma, de aqui el nombre de aritmética de punto fijo.

Con esto los WL bits (b) de la palabra de trabajo quedaran, asumiendo una representacion de
los nimeros negativos en complemento a 2, interpretados segin se detalla en la siguiente
figura:

WL

A
- N
|bwi—1lbwi-2 = brLlbpr-1 - bol

H_)\ ~ A v J

BS IL=WL-FL-1 FL

Longitud de la palabra en bits: WL
Longitud de la parte fraccional en bits:FL (O a FL — 1)
Longitud de la parte entera en bits: IL (Oa WL — 1)

Bit de signo: BS = by,;,_; (Complemento a 2)

Figura 6-1: Interpretacion de todos los bits de una palabra de longitud WL asumiendo una aritmética de FP con signo
y con parte fraccional de longitud FL.

La distribucién de los bits de la palabra mostrada en la Figura 6-1 se denotara en forma
sintética mediante la notacion:

O(IL,FL)

Ademas se denotara al contenido en bits de una palabra o fraccion de palabra de longitud L
como C(L). Por ejemplo, el contenido de la parte fraccional de la palabra de la Figura 6-1 es:

C(FL) =bp—1 -+ b

Finalmente, se expresara el valor en decimal correspondiente a una palabra o fraccion de
palabra de longitud L como D(L). Por ejemplo, el valor decimal de O(IL, FL), es:

D(IL,FL)

Estas notaciones abreviadas, facilitaran el andlisis de la modificacion de la aritmética que se
presenta en las operaciones algebraicas basicas en FP (Seccién 6.1.2).

Error de redondeo:

El error de redondeo ¢ es igual al menor nimero positivo representable:
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1
E = ﬁ
Ecuacion 6-2

Méximos y Minimos:

Cualquier palabra binaria interpretada como en la Figura 6-1 tendra un valor decimal
(elemento de T') asociado definido por:

1 WL-2
D(IL,FL) = ﬁ[—ZWL‘lBS+ Z 2"bk]
k=0

Ecuacioén 6-3

El valor decimal méximo posible que puede adoptar la palabra, sera igual a la cantidad de
combinaciones para los nimeros positivos multiplicado por &:

1

max[D(L,FL)] = "1 —1)e = 2L — T

Ecuacion 6-4
Analogamente, el valor minimo sera la cantidad de combinaciones para los nimeros negativos
multiplicado por &:
min[D(IL,FL)] = —2Wl~1g = —2IL
Ecuacion 6-5

Notar que el valor minimo es absolutamente méas grande que el méximo, esto se debe a que la
combinacién correspondiente al valor 0 ocupa una de las combinaciones asignadas a los
nUmeros positivos. Esta caracteristica, la posicion del O en la escala de valores representables,
se denomina el Bias de la aritmética y puede ser modificado al aplicar un método de Escalado
(ver la seccion 6.1.4).

6.1.2 Tratamiento del Overflow

Como se verd mas adelante (Seccion 6.2), existen diversas situaciones en donde sera
necesario convertir un nimero expresado en una aritmética de FP en particular a otra.

Tomemos el caso en que se desea convertir entre aritmeéticas que tienen la misma longitud de
la parte fraccional FL, = FL,, pero diferentes de la parte entera:

0,(IL{,FLy) = 0,(IL,,FL,)

1) Para el caso en que IL; <IL,, la conversion es directa pues, no hay posibilidad de
desbordamiento u Overflow. Simplemente se copian los bits y se hace el rellenado
(Padding) segun lo especificado en la siguiente figura:
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0:(ILy,FL,) = |BS;| C(ILy) | C(FL,) |

e N\
0;(ILy, FLy) = |BS,|BSy ... BS; #C(ILy) | C(FLy) |

Figura 6-2: Procedimiento para expresar un nimero dado en una aritmética con 0,(IL, FL,) a otra con
0,(IL,, FL,) parael caso en que FL; = FL, y IL; < IL,. O sea sin posibilidad de Overflow.

Aqui el operador # implica la unién o concatenacion de dos cadenas de bits.

Al procedimiento expresado en la figura anterior lo escribiremos como una unica
ecuacion de transformacion de la siguiente forma:

0,(IL,,FL,) - 0,(IL,,FL,)
BS, = BS;
C(IL,) = BS; ... BS{#C(IL,)
C(FL,) = C(FL,)
Ecuacion 6-6

2) Parael caso en que IL; > IL,, tendremos dos opciones mas segun sea:
a) D(IL,) <max[D(IL,)] y D(IL;) = min[D(IL,)], entonces no hay Overflow y la
conversion es directa:

0,(IL,,FL,) - 0,(IL,,FL,)
BS, = BS;
C(ILy) = C(IL1)1L2
C(FLy) = C(FL,)
Ecuacion 6-7

Aqui C(IL),, significa tomar los IL, bits menos significativos de C(/L;)

b) D(IL,) > max[D(IL,)] 6 D(IL,) < min[D(IL;)], por lo que hay Overflow y el
numero no puede ser representado en la aritmética de destino. En este caso debe
decidirse con que método se tratara el Overflow, los mas comunes son:

I. Saturar (Saturate): Aqui simplemente se toma como representacion al
maximo o minimo valor posible (de la aritmética destino) segun sea el
numero original positivo o negativo respectivamente, asi:

Si BS; = 0 (positivo) entonces se toma max[ D(IL,, FL,)]:

01(”—1, FL1) - Oz(”—z, FLz)
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BS, =0
C(lLy) =1..1
C(FLy) =1..1
Ecuacién 6-8

Si BS; = 1 (negativo) entonces se toma min[ D(IL,, FL,)]:

0, (ILy,FL;) = O, (IL,, FLy)

BS, =1

C(IL,) =0..0

C(FL,) =0...0
Ecuacién 6-9

Il.  Recortar (Wrap): Aqui se toma como representacion al numero original
recortado para que “entre” en la palabra destino. Este método requiere
menos hardware que el de saturar pues solo hay que desechar los bits mas
significativos de la parte entera. Notar sin embargo que en general el valor
numérico que se obtiene diferira considerablemente del de origen y ademas
el comportamiento es menos “predecible” que si se satura:

0,(IL,,FL,) - 0,(IL,,FL,)
BS, = BS;
C(Ly) = C(IL1)1L2
C(FL,) = C(FL,)
Ecuacion 6-10

6.1.3 Tratamiento del Redondeo

Tomemos ahora el caso en que se desea convertir entre aritméticas con la misma longitud de
la parte entera IL; = IL,, pero diferente de la parte fraccional:

01(1L1,FL1) - 02(1L27FL2)

1. Parael caso en que FL, < FL,, no hay necesidad de redondeo pues el numero puede
ser representado en la aritmética destino simplemente rellenando los bits menos
significativos (aunque esto no es una practica comun debido a que los bits rellenados
dejan de ser cifras significativas):

01(1L1,FL1) - 02(1L2,FL2)

BS, = BS,
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C(IL,) = C(IL,)
C(FL,) = C(FL,)#BS, ...BS,
Ecuacién 6-11

2. Parael caso en que FL, > FL,, tendremos dos opciones mas segun sea:

a. El valor asociado al digito no nulo menos significativo de D(FL,) es > &,,
entonces no hay necesidad de un método de redondeo y el nimero se
representa en la aritmética destino simplemente tomando una version recortada
del mismo (de todas maneras se pierde exactitud por perderse los ceros
significativos a la derecha del numero original):

0,(IL,,FL,) - 0,(IL,, FLy)
BS, = BS,
c(L,) = C(IL,)
C(FL,) = C(FL,)F"
Ecuacién 6-12

Donde C(FL,)"*2 implica tomar los FL,bits mas significativos de C(FL,).

b. El valor asociado al digito no nulo menos significativo de D(FL,) es < &,, por
lo que el nimero no puede ser representado en la aritmética de destino y es
necesario aplicar algin método de redondeo. Cada uno de ellos presentara una
relacion performance numerica vs hardware necesario para sintesis diferente

[9]:

I. Round: Este método es el que introduce menos error (igual a la mitad del

€) pero el que requiere de un hardware mas complejo para su
implementacion.
Cada numero se aproxima al valor representable mas cercano, el valor
obtenido sera mayor o menor que el original dependiendo del caso (no hay
una direccion de redondeo predeterminada). En la siguiente figura se
muestra este procedimiento:
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Figura 6-3: Método de redondeo Round

Il. Fix: Aqui se realiza el redondeo aproximando cada valor al més cercano en
direccion hacia el cero. Este método requiere menos hardware que el
anterior pero, como se ve en la siguiente grafica, el error es mayor (igual a

£):
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Figura 6-4: Método de redondeo Fix

I1l. Floor (o truncado): Aqui se redondea cada numero hacia el valor mas
cercano en direccion hacia menos infinito. Nétese que esto da un redondeo
asimétrico (con offset) que puede traer problemas en ciertas aplicaciones.

Sin embargo, este método es el que menor hardware requiere pues solo se
necesita desechar (truncar) los bits menos significativos (si se trabaja en

complemento a 2) para redondear.
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Figura 6-5: Método de redondeo Floor o Truncado

Utilizando nuestra notacién, para aplicar este método de redondeo debe
hacerse:

0,(IL,,FL,) - 0,(IL,,FL;)
BS, = BS;
C(IL,) = C(IL,)
C(FLy) = C(FLy)™>
Ecuacion 6-13

IV. Ceil: Aqui se redondea cada numero hacia el valor méas cercano en
direccion hacia mas infinito. NOtese que esto da un redondeo asimétrico
(con offset) que puede traer problemas en ciertas aplicaciones.
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Figura 6-6: Método de redondeo Ceil
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6.1.4 Escalado

Si se conocen los rangos de valores que puede adoptar las variables intervinientes en el
funcionamiento de un algoritmo, es posible que se de el caso en que utilizar una aritmética
centrada en el cero (Sin Bias) desaproveche hardware. Por ejemplo si se sabe que los valores
numéricos positivos que pueden presentarse no van a superar el 30% del maximo nimero
positivo representable, entonces puede aprovecharse ese 70% en desuso para poder manejar
numeros negativos mas grandes:

Otro punto importante, es la eleccion de las unidades de las variables a manejar. Esto permite
también ahorrar hardware. Por ejemplo si todos los valores de una variable de longitud rondan
los miles de metros, entonces, es mejor usar el km como unidad de medida.

Las dos modificaciones de la aritmética mencionadas en los parrafos anteriores, se
implementan mediante el escalado. Aplicar un escalado significa aplicar una transformacion
lineal antes de almacenar una cantidad en una variable (también deben escalarse las
constantes), o sea que el valor almacenado y la cantidad que representa ya no son iguales.
Luego, cuando se va interpretar el valor almacenado en una variable debe aplicarse la
transformacion inversa.

La relacién entre una cantidad « y su valor almacenado en la maquina g es:

a = Scale f + Bias
Ecuacion 6-14

Donde la constante Bias define la posicion del 0 de la aritmética.

Por otro lado, la constante Scale define las unidades a utilizar (modifica el rango de alcance
de la aritmética) y es a su vez establecida por dos factores:

Scale = F2F

Ecuacién 6-15

Con F estandarizada a los valores: F € R/ 1 < F < 2. Noétese que toda aritmética de punto
fijo es en realidad una escalada pues la relacion entre el numero entero (que es en definitiva lo
Unico fisicamente almacenable) f1 y su interpretacion como un numero con punto fijo al es
a =2"FL B, Sin embargo con la aplicacion del escalado dado por la Ecuacion 6-14, se
considera el uso de un factor de escala mas general dado por la Ecuacién 6-15.

En la Figura 6-7, se muestra un ejemplo de escalado en el que se logra cubrir todo el rango de
valores de una variable de interés dada mediante la aplicacion a una aritmética de FP (en
principio insuficiente) de un escalado. EI mismo es determinado en este caso por las
constantes Scale = 4 (F = 1,E = 2) y Bias = —0.7 max [D(IL, FL)].
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ap

a Zona desaprovechada{ 48 — 0.7 max [D(IL, FL)]
|} 0.3max [D(IL,FL)]

max [D(IL, FL)] — !

1. Rango de valores posibles de una variable de interés

2. Rango de una aritmética sin escalar de palabra O(IL, FL)
3. Rango de la misma aritmética luego del escalado

4. Rango de la misma aritmética luego del escalado con Bias

Figura 6-7: Ejemplo de la aplicacion de un escalado con Bias para poder representar todo el rango de una variable de

interés en una aritmética en principio insuficiente.
La aplicacion del escalado es una herramienta casi indispensable para el correcto
funcionamiento de un algoritmo en una aritmética tan comprometida como la de punto fijo.
Sin embargo su implementacion requiere de hardware adicional pues todas las cantidades
deben ser escaladas antes de ser utilizadas en el algoritmo. Ademéas debe contemplarse la
modificacion del error de redondeo que surge del escalado. De las dos versiones de escalado
la que requiere de menos hardware es la que no tienen Bias pues implica una operacion de
adicién menos.

Para una descripcion més detallada del proceso de escalado ver [9].

6.2 Operaciones aritméticas fundamentales en punto fijo

El caso mas comun, en algoritmos iterativos como es el KF, es que todos los operandos
tengan la misma aritmética. Debido a que cuando se realiza una operacion con dos operandos
de las mismas caracteristicas se obtiene un resultado con una aritmética diferente, sera
necesario readecuarlo de nuevo a la aritmética original. Para esto, se aplican los métodos de
tratamiento del Overflow y del redondeo explicados en la seccidon anterior. Realizar esto
implica sin duda una pérdida de exactitud, pero al ser el algoritmo iterativo es la Ginica manera
de mantener en un tamafio practico la palabra de trabajo.
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6.2.1 Suma

Para el caso de la suma el resultado tendra una parte entera con un bit mas que el de los
operandos debido a la posibilidad de Overflow:

O(IL,FL) + O(IL, FL) = O, (IL + 1,FL)
Ecuacién 6-16

Por lo que luego de operar debe hacerse:
0,es(IL + 1,FL) = O(IL, FL)
Ecuacion 6-17

6.2.2 Complemento

El complemento daria en principio un resultado siempre con la misma aritmética que el
operando, sin embargo hay un caso en que esto no es asi.

Si se computa el complemento a 2 (en complemento a 1 esto no sucede) de min [D(IL, FL)]
se producira un Overflow por ser |[min[D(IL, FL)]| > |max[D(IL, FL)]|. Debido a esto es que
debe considerarse para el caso general que el resultado de la operacion de complemento tiene
una parte entera con un bit de mas:

—O(IL, FL) = O,es(IL + 1,FL)
Ecuacion 6-18

Por lo que luego de operar debe hacerse:

Ores(IL + 1, FL) - O(IL, FL)
Ecuacién 6-19

6.2.3 Multiplicacién

La multiplicacion es una operacion en la que se produce gran pérdida de exactitud cuando se
readapta el resultado a la aritmética de los operandos. Esto es asi porque la longitud de la
palabra del resultado de una multiplicacion es del doble de la de los operandos (o sea,
2WL = 2 + 2IL + 2FL).

O(IL,FL) . O(IL,FL) = Ops(2IL + 1,2FL)
Ecuacién 6-20

Por lo que luego de operar debe hacerse:

Ores(2IL + 1,2FL) - O(IL, FL)

Ecuacién 6-21
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6.2.4 Division

El caso de la division en FP es un poco mas complejo que el de las operaciones anteriores.
Mientras que en aquellas no son demasiadas las diferencias entre los algoritmos alternativos
de computo (salvo tal vez para la multiplicacion), en el caso de la division existen varios
métodos de calculo que presentan diferentes propiedades numéricas y de sintesis.

El mayor esfuerzo en obtener algoritmos alternativos para la division, se debe principalmente
a gue esta es una operacién con una mayor complejidad computacional y que requiere de
mucho mas hardware para ser implementada que las otras tres. Ademas el operador de
divisién “/” implementado en las Librerias estdndar de VHDL solo acepta divisores que sean
una potencia de 2 (o sea que solo realiza un desplazamiento).

El algoritmo que aplicamos en este proyecto es uno de los llamados algoritmos de division
lenta (pero de célculo exacto) derivados del algoritmo de divisién manual y es presentado en
[10]. Existen también, otros llamados de division répida, que utilizan métodos numéricos para
realizar una estimacion del resultado con la exactitud deseada. Sin embargo, requieren en
general del computo de una estimacion inicial mads o menos certera para facilitar la
convergencia de algoritmo. El calculo de senda estimacion requiere de hardware adicional y
debe disefiarse con cierto conocimiento del problema a tratar (algo que como se vera tratamos
de evitar en este trabajo).

La principal ventaja del algoritmo que adoptamos es que, es directamente sintetizable en
FPGA, tiene gran capacidad de paralelizacion y puede implementarse completamente de
manera combinacional (lo que permite la creacion de un operador o libreria que facilita la
realizacion de algoritmos en los que intervienen gran cantidad de divisiones). Ademas como
se explica en [11] la no utilizacion de registros y lineas de reloj produce en general una
reduccion del consumo y la latencia.

En la seccion 7.4.3, en el apartado que trata sobre la funcion Reciprocal, se presenta en detalle
este algoritmo que se basa en el presentado en [10] y [11] salvo algunas modificaciones
importantes que se tratan en esa seccion.

Aqui analizaremos las caracteristicas del resultado:

0(IL, FL)

— = +FL+ +
SULED Opes(IL + FL + 1, IL + FL)

Ecuacioén 6-22

Por lo que luego debera hacerse:

Opes(IL + FL + 1, IL + FL) — O(IL, FL)
Ecuacién 6-23

6.2.5 Andlisis de la secuencia de operacion en el algoritmo del KF- BT

Como se mencionase en la seccién 5.3.2, las operaciones en aritmética finita no son en
general asociativas. Esto significa que la secuencia de computo afecta el resultado.

Alumnos: D.Dematties y F.Iglesias Version:1 - 01/05/2012



UTN-Facultad Regional.Mendoza Dpto. de Electrénica Caétedra de Proyecto Final
TITULO DEL PROYECTO: Implementacién de Filtro de Kalman en FPGA.
TEMA: KF en aritmética de punto fijo Pagina 75

Tomemaos por ejemplo el caso de la suma algebraica de tres operandos positivos con la misma
aritmética:

0,(IL,FL) ,0,(IL,FL) y O5(IL, FL)
Tales que, la suma de los dos primeros produzca un Overflow:
D[0,(IL,FL) + 0,(IL,FL)] > max [D(IL, FL)]
Entonces, en general sera:
[0,(IL,FL) + 0,(IL,FL)] — Os(IL,FL) # 0,(IL,FL) + [0,(IL,FL) — 05(IL,FL)]

Pues el resultado de 0,(IL, FL) — 05(IL, FL) al ser mas pequefio que 0, (IL, FL) puede hacer
que la suma ya no de un Overflow.

Asi, en el miembro derecho de la expresion anterior se produce Overflow y en el miembro
izquierdo no. Esto légicamente arroja resultados numeéricos distintos.

Esta es una caracteristica que no se presenta en aritméticas infinitas o que no es muy relevante
si la aritmética que se usa tiene un rango varios 6rdenes de magnitud mayor al de los
operandos.

Lamentablemente este no es el caso del FP por lo que, surge la pregunta de cémo deben
asociarse las operaciones de un algoritmo dado en aritmética infinita o de punto flotante
cuando se lo desea implementar en FP. Aqui, tal como ocurre para el caso del analisis del
ruido de cuantizacion, habra dos opciones basicas:

e Si se conocen los rangos de variacion de los operandos en cada operacién, se
puede realizar un analisis tedrico que determine las asociaciones déptimas que
minimizaran las posibilidades de Overflow y redondeo. Sin embargo, este tipo de
analisis se dificulta para el caso de algoritmos con entradas aleatorias.

e EIl otro paradigma es el de la experimentacion y el aprovechamiento de las
herramientas computacionales actuales para evaluar el comportamiento numérico
del algoritmo en punto fijo con diferentes asociaciones. De todas formas, este
acercamiento también se beneficia mucho del conocimiento numérico del
problema a tratar.

En este trabajo debido a que no se desarrollé el KF para su funcionamiento con una planta
especifica, no se efectud un analisis de las asociaciones que deberian realizarse para que el
funcionamiento sea numéricamente éptimo. Dicho andlisis sobrepasaria ademas los limites de
este trabajo pues requiere realizar un seguimiento de la propagacion, a través del algoritmo
del KF-BT, de los rangos de variacion de cada una de las variables utilizando sus propiedades
estadisticas.

De todas formas, citamos aqui dos recaudos que resultaron de utilidad en varias
oportunidades:
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e Si en las operaciones intervienen constantes es probable que sea posible un analisis
rapido de la asociacion optima.

e Al comparar dos algoritmos en FP, sus operaciones deben estar asociadas de la misma
manera para que arrojen el mismo resultado.

En la seccién 6.5.2 detallamos a modo de referencia las operaciones sensibles al problema de
la secuencia de operacion dentro del algoritmo del KF-BT.

6.3 Sobre la herramienta Fixed-Point ToolBox de MATLAB

Fixed-Pint ToolBox es una herramienta de MATLAB que se utiliza para el manejo de
numeros en punto fijo.

Con la finalidad de poder especificar el formato del namero en FP con el que se trabajara en
la ejecucion de los algoritmos del KF se procede a la definicion de la siguiente estructura:

N=numerictype("Signed”,Signe, "WordLength" ,WordLength, "FractionLength”,
FractionLength);

Dicha estructura permite la especificacion de diversos parametros asociados con el formato
del namero en punto fijo a utilizar [9]. Aqui fijamos los valores de estos pardmetros como
ejemplo:

e 'Signed': Si el niamero tiene signo (BS=1) o no (BS=0). En nuestro caso se trabaja con
ndmeros con signo.

e 'WordLength": La longitud de la palabra en nimero de bits. Trabajamos con nimeros
de 18 bits.

e 'FractionLength’: La longitud de la parte fraccional de la palabra en nimero de bits. De
los 18 bits, se reservan 6 bits para la parte fraccional.

Una vez creada esta estructura, se pueden declarar e inicializar variables que hagan uso de
dicha estructura por medio de la creacion de objetos llamados “fi” de la herramienta:

Uno=Ffi(1,N, "OverflowMode" ,OverflowM, "RoundMode” ,RoundM, "SumMode " , SumM,
"SumWordLength® ,SumWordLength, "SumFractionLength®,SumFractionLength, "P
roductMode” ,ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFra
ctionLength® ,ProductFractionLength);

A traves de este objeto “fi” se ha declarado la variable llamada “Uno” e inicializado con un
valor de 1. Dicho objeto hace referencia a la estructura N para especificar el formato de la
variable en punto fijo.

En este tipo de objetos se pueden especificar diversos parametros [9], pero para nuestros
objetivos se especificaron los siguientes:

Alumnos: D.Dematties y F.Iglesias Version:1 - 01/05/2012



UTN-Facultad Regional.Mendoza Dpto. de Electrénica Caétedra de Proyecto Final
TITULO DEL PROYECTO: Implementacién de Filtro de Kalman en FPGA.
TEMA: KF en aritmética de punto fijo Pagina 77

e 'OverflowMode: Modo de tratamiento del desbordamiento. En nuestro caso
utilizamos el modo ‘saturate’ que es consistente con los criterios de actuacion
exhibidos en la seccion 6.1.2.

e 'RoundMode'; Modo de tratamiento del redondeo. En nuestro caso utilizamos el modo
‘floor’ que es consistente con lo exhibido en la seccion 6.1.3.

e 'SumMode": Especifica el formato de la palabra en la que se almacenara el resultado de
la suma. En nuestro caso inicializamos el parametro con “SpecifyPrecision’ lo cual da
lugar a la eleccion del formato de la palabra que se desee para almacenar el resultado
de la suma a través de los siguientes parametros relacionados:

o 'SumWordLength": Longitud de la palabra en donde se almacenara el resultado
de las sumas entre variables declaradas como objetos “fi”, en nimero de bits.
Para nuestro caso se escogié una longitud igual a la del pardmetro
'‘WordLength'.

0 'SumFractionLength': Longitud de la parte fraccional de la palabra donde se
almacenara el resultado de las sumas entre variables declaradas como objetos
“fi”, en nimero de bits. Para nuestro caso se escogio una longitud igual a la del
pardmetro 'FractionLength'.

e 'ProductMode": Especifica el formato de la palabra en la que se almacenara el
resultado de la multiplicacion. En nuestro caso inicializamos el pardmetro con
‘SpecifyPrecision’ lo cual da lugar a la eleccion del formato de la palabra que se desee
para almacenar el resultado de la multiplicacion a través de los siguientes parametros
relacionados:

o0 'ProductWordLength': Longitud de la palabra en donde se almacenara el
resultado de las multiplicaciones entre variables declaradas como objetos “fi”,
en numero de bits. Para nuestro caso se escogié una longitud igual a la del
pardmetro 'WordLength'.

o 'ProductFractionLength: Longitud de la parte fraccional de la palabra donde se
almacenara el resultado de las multiplicaciones entre variables declaradas
como objetos “fi”, en nimero de bits. Para nuestro caso se escogid una
longitud igual a la del pardmetro 'FractionLength'.

6.4 Oscilador de segundo orden ruidoso

En este trabajo hemos tratado en lo posible de mantener siempre el desarrollo de los
conceptos involucrados en la implementacion del KF lo més alejado posible de un problema
especifico pues, como recalcamos en varias oportunidades, el objetivo principal es el
desarrollo del Know-how que permita aplicar el KF en futuras investigaciones o problemas
especificos regionales.

Debido a esto, todos los desarrollos tedricos asi como el software de alto nivel y el hardware
descripto trataron de mantenerse generales en lo que respecta a los valores y dimensiones de
las matrices que definen el sistema, los sensores y los ruidos.
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Sin embargo, a fin de probar el funcionamiento del hardware desarrollado y de explicar
algunos conceptos que no pueden ser tratados independientemente de la aplicacién, se decide
utilizar como planta de prueba un simple sistema oscilador de segundo orden ruidoso. Esta
eleccion se basa en el hecho de que tener muchos estados internos extenderia demasiado los
desarrollos numéricos propiciando que se pierdan de vista los conceptos centrales que se
tratan de explicar. Ademas, las plantas de orden superior tienen en general matrices definidas
en funcién de parametros fisicos que requeririan ahondar en la etapa de modelado de un
sistema especifico y esto, como se menciond, trata de evitarse aqui.

6.4.1 Definicién del sistema

El modelo matematico del oscilador armonico de segundo orden ruidoso (LTI) queda
especificado a través de la ecuacion diferencial:

J(©) + 2wy (t) + w?y(t) = u(t) + w(t)
Ecuacion 6-24

Donde:

y(t) [ft] Representa el desplazamiento en pies (del Inglés feet).

¢ Representa la relacion de amortiguamiento.

w Representa la frecuencia natural no amortiguada.

u(t) Representa la entrada de control deterministica.

w(t) Representa el ruido (blanco Gaussiano de media nula) de entrada del sistema.
Sus valores para nuestro caso son:

=02

rad
w=5 [—]
S

u(t) = 12 [f—ﬁ]

Q(t) = E{w(t)?) = 0.02 K—ﬂ

6.4.2 Modelo de estados continuo

Para construir el modelo en el espacio de los estados del sistema descrito en la seccion 3.2.1,
se define primero el vector de estados mediante el procedimiento que deriva en el modelo de
variables de fase.

x1(t) = y(t)

x,(t) = %1 (t) = y(t)
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X, (t) = %1(t) = J(t) = u(t) + w(t) — 2{wy(t) — w?y(t)
%, (t) = u(t) + w(t) — 2{wx,(t) — w?x4(t)

De esta manera se ha transformado un modelo descrito por una ecuacion diferencial de
segundo orden en uno descrito por un sistema de dos ecuaciones de primer orden:

X1 (t) = x2(¢)

x%2(t) = —20wx,(£) — w?x1(8) + u(t) + w(t)

Que, matricialmente queda:

[28] - [—2) —zlgw] [2;8] +[Jum + 7] we
x1(t)
x,(t)

Expresemos numéricamente este modelo teniendo en cuenta los datos especificos del sistema
y que:

20 =01 o3| +v®

R(t) = E{v(t)*) = 0,01 [ft?]

Para obtener:

o]z HIEe]+ Bl [Jwe

x1(t)
x(t)

De esta manera, las matrices correspondientes al modelo de estados definido en la seccidn
3.2.1 quedan:

20 =0 o3| +v®

x1 (O[f1]
Oacol!]

u(®) = 12 E—zt]

(=[]
=[]
ol g
O e e
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H(t)=[1 o]

t t2
w(t) K—Z] es un RP Gaussiano de media nula con Q(t) = 0.02 [j;—gl

v(t)[ft] es un RP Gaussiano de media nula con R(t) = 0.01 [ft2s]
Ecuacion 6-25

6.4.3 Modelo de estados discreto

Discretizacion de la ecuacion de estados:

Se procede inicialmente a la discretizacion de la ecuacion de estados como se especificé en la
seccion 3.2.3:

Tomando T = 0,01 [s]:

e Se calcula la STM haciendo referencia a la Ecuacion 3-21:
t+T 1 1
O(t+T,3) = et FIT =eFT = [+ FT +§F2T2 + o+ = FIT™ +
! n!

Dt +T,3) = 01"

0.9988 0.0099

P =|_02474 09790

e El término forzante asociado a la entrada deterministica se obtiene de la Ecuacion
3-23:

t+T

e = f O(t +T,7) C(2) u(s) d

= j""”{[o.ggas 0.0099 9] 12 [ﬁ]} 4 00012 [ft]
k=), Ul-02474 09790l la] **[s2]f 47 [0.1275

e Como se expreso en la seccion 3.2.3, el término forzante asociado al ruido de proceso
resulta en una secuencia aleatoria también Gaussiana de igual media pero de distinta
covarianza:

t
Wy [—] RP Gaussiano de media nula con covarianza Qy
S

e La covarianza del ruido discretizado se obtiene haciendo referencia a la Ecuacién 3-29
que, como se explico en la seccion 3.2.3, da lugar al computo aproximado de la
misma;

Qx = G(OQ)GT(OT

Sabiendo que:
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ft?
Q(t) = 0.02 ls_3]

Sin embargo se hace referencia a la Ecuacién 3-27 (que es la ecuacion exacta de
discretizacion de Q(t)) con el fin de deducir las dimensiones:

Qk:[(ﬂ (0.02) [0 1](0-01)=[8 o,o%oz If%l

Discretizacion de la ecuacion de salida:

e Como se explico en la seccion 3.2.3, H, es obtenida del muestreo de H(t) en el
instante t = kT. Como aqui H(t) es invariante en el tiempo:

H.=[1 0]

e Como se expresod en la seccidn 3.2.3, el ruido de medicion discretizado resulta en una
secuencia aleatoria también Gaussiana de igual media pero de distinta covarianza:

vy [ft] RP Gaussiano de media nula con covarianza Ry,

e La covarianza del ruido discretizado se obtiene haciendo referencia a la Ecuacién 3-30
como se explico en la seccién 3.2.3:

Rk:@

Sabiendo que:
R(t) = 0.01 [ft?s]

Y, haciendo referencia a la Ecuacion 3-31 (que es la ecuacion exacta de discretizacion
de R(t)) para deducir la dimension de Ry, se obtiene:

0.01

= = 2
Ry, 001 1[ft* s]

De esta manera, las matrices correspondientes al modelo de estados definido en la seccién
3.2.2 quedan:

x1, [ft]
ol

0.0012 [ft]
0.1175 [’;]
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_[0.9988 0.0099
—0.2474 0.9790

d

H=[1 0]
ft . . . _0 o [t
Wy [?] RP Gaussiano de media nula con covarianza Q = [0 00002] ~

vy [ft] RP Gaussiano de media nula con covarianza R = 1[ft? s]

6.4.4 Calculo de las matrices del KF-BT

Con el fin de llegar a la obtencidn de las matrices necesarias para la ejecucion del algoritmo
iterativo, ilustrado en la Figura 5-4, se procede a aplicar el algoritmo de factorizacion UD a la
matriz de covarianza de la incertidumbre de estimacion a priori inicial:

2[ft?s] O[ft?]
Py = ft?
o[ft?] 2 lTl
Obteniendo:

2[ft*s] oOLft*]

__ 0] no _
UO_[O 1] Do = o[ft?] 2[%2]

Para el inicio de la ejecucion, se necesita también el valor inicial de la estimacion a priori del
vector de estados:

O[ft]
7l

6.5 Desempefio del KF- BT en aritmética de punto fijo

En esta seccion se evalla:

e EI desempefio numérico del algoritmo del KF-BT corriendo en aritmética de punto
flotante de doble precision (que denotaremos KF-BT-DP).

e EI desempefio numérico del algoritmo del KF-BT corriendo en diferentes aritméticas
de FP (que denotaremos KF-BT-FP).

e EI desempeiio numérico del algoritmo original del KF (KF-OA) corriendo en
diferentes aritméticas de FP (que denotaremos KF-OA-FP).

e Comparacion entre los desempefios de los algoritmos KF-BT-DP y KF-BT-FP en
diferentes aritméticas de FP. Esto se hace para poder mostrar la degradacion de la
estabilidad numérica al pasar de doble precision a FP.
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e Comparacion entre los desemperios de los algoritmos KF-BT-FP y KF-OA-FP en
diferentes aritméticas de FP. Esto se hace para poder mostrar la mejora en la
estabilidad numérica que introducen las implementaciones del KF basadas en la
factorizacion matricial (como es BT).

Para esto, desarrollamos diversos programas en el software de calculo MATLAB haciendo uso
de la herramienta Fixed-Point ToolBox.

La planta utilizada para estas pruebas es la desarrollada en las secciones 6.4.3 y 6.4.4. Esto es
un punto importante a considerar a la hora de generalizar los resultados pues, una prueba
exhaustiva de la estabilidad numeérica de cualquier implementacion del KF, implicaria probar
su desemperio en plantas con diferente nivel de condicionamiento, ya que los resultados estan
altamente influenciados por las caracteristicas del problema.

Caodigo Fuente

A continuacion presentamos los archivos de MATLAB en los que se encuentran codificadas
las funciones que desarrollamos para obtener los resultados presentados en esta seccion:

e KF_comp.m, disponible en el anexo 11.1.1. Este archivo implementa la funcién
KF_comp (descripta en el encabezado del archivo) que basicamente se encarga de
correr para una misma realizacion (conjunto de mediciones) y una misma aritmética
de FP, tres implementaciones distintas del KF: KF-BT-DP, KF-BT-FP y la KF-OA-
FP. Para cada una de estas, la funcion calcula también los errores de estimacion
medios, tiempos de convergencia, etc.

La funcién KF_comp es utilizada por todos los otros archivos.

e Single_implementation.m, disponible en el anexo 11.1.2. Este archivo se encarga de
presentar para las tres implementaciones la siguiente informacién de cada uno de los
estados estimados: el error de estimacion rms, tiempo de convergencia y Factor de
Mejora. Para el caso que se elija KF-BT-DP, todas estas cantidades se muestran para
un gran numero de realizaciones distintas. En caso de elegirse KF-BT-FP 6 KF-OA-
FP, todas estas cantidades se muestran promediadas para 10 realizaciones y en funcion
del pardmetro FL de la aritmética de FP.

e Comparison.m disponible en el anexo 11.1.3. Este archivo se encarga de comparar las
diferentes implementaciones del KF. Para esto muestra los cocientes (KF-BT-DP) /
(KF-BT-FP) y (KF-BT-FP) / (KF-OA-FP) de la siguientes cantidades: el error de
estimacion rms, tiempo de convergencia, Factor de Mejora, error de estimacién rms
del estado transitorio y error de estimacion rms del estado estacionario. Estas
cantidades son un promedio para 10 realizaciones y se computan ademas en funcion
del parametro FL de la aritmética de FP.
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e Basic_Plots: Disponible en el anexo 11.1.4. Este archivo se encarga de graficar para
las tres implementaciones del KF vy, para cada estado, el desarrollo temporal de las
siguientes cantidades: el estado estimado, el estado exacto, las mediciones y la KG.

Criterios de comparacion

Para evaluar el desempefio del funcionamiento de cada implementacion del KF, asi como para
compararlas entre si, se definen las siguientes cantidades:

e Error de estimacién rms:

sT/T sT/T

T T
rms Brr(e) = | ) (ex)? = | ) (= %)
k=1 k=1

El tiempo de simulacién se toma en todas las corridas como sT = 10 [s]

e Factor de Mejora: Con este nombre hemos denotado al cociente:

P = rms Err(e,)
Fact = rms Err(e,)

Donde e, es el error que se comete si se estima el estado interno directamente con las
mediciones, o sea, sin aplicar el KF: e,, = x; — 7. Este factor da una idea de la
mejora relativa producida al utilizar el KF como estimador.

e Tiempo de convergencia: El tiempo de convergencia (tc) del KF se define mediante la
KG. Si se inspecciona la Ecuacion 3-43, de actualizacion temporal de la estimacion, se
puede ver como cada una de las columnas de la ganancia Kj, son las que escalan a cada
uno de los errores de los distintos estados. Debido a esto, es que se establece que la
ganancia representativa del estado n estd dada por la norma de la n — ésima columna
de Ky (Ki.n):

Ganancia del estado n = ||Ky ||

Al ser el sistema invariante en el tiempo, al llegar al estado estacionario, la estimacion
del KF tiende a mejorar (la matriz P tiende a 0). Esto produce también que la KG
entre en un estado estacionario y tienda a disminuir acercandose a cero.

Definiremos el tc[s] como el instante en que la ganancia entra en el régimen
estacionario. Para estimar esto en una secuencia discreta finita, establecemos un
criterio de convergencia dado por:
con_K = 0.005
con_ t =10% de sT = 1[s]
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Entonces, el tc[s] es el instante en el cual la ganancia se hace menor que con K y se
mantiene luego debajo de este valor, al menos con_t segundos.

Para el caso en que el filtro no converja en el sT adoptado, se define tc[s] = 0.
Noétese que el hecho de que el filtro no converja no quiere decir que este diverja
(convergencia a o), sino que la ganancia no se estabilizé debajo de un valor deseado
(por ejemplo si la KG se estabiliza a un valor mayor a con_K, segln este criterio no
converge).

e FError de estimacién rms de estado transitorio: Es el error de estimacion rms
considerando solo el intervalo transitorio, [O, ct]:

ct/T

T N
rms_trss Err(e,) = o Z (xx — X1)?
k=1

e Error de estimacion rms de estado estacionario: Es el error de estimacion rms
considerando soélo el intervalo en el que el filtro se considera estabilizado, [ct, sT]:

ST/T

T
rms_steady Err(e,) = GT—o) Z (x), — X1)2
k=ct/T

6.5.1 Algoritmo del KF-BT en doble precision

El algoritmo del KF-BT operando en doble precision se encuentra codificado entre las lineas
194 y 381 del archivo KF_comp.m.

En la siguiente figura se muestran las estimaciones, obtenidas para una corrida (realizacion)
del KF-BT-DP, de los dos estados de la planta en cuestion. Ademas, se muestran los valores
exactos de los estados asi como la mediciones del estado 1 (pues es el Unico estado que se
mide):
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X, (KF-BT-DP)ft]

-1 1 1 1 1 1

a 1 2 3 4 ] B 7 g g 10
t[s] ;Improvement factor=23.6119 ;rms Er=0.042435

K, (KF-BT-DP)[ft/s]

I 1 2 3 4 5 B 7 a g 10
t[s] ;rms Er=0.14244

Figura 6-8: Estados (xqsuperior y x, inferior) estimados con el KF-BT-DP (en verde) en funcién del tiempo. Ademas
los estados exactos (en azul) y las mediciones escaladas al 15% (en cian).

La Figura 6-9, se muestran los valores que adopta la KG para este caso. También se muestra
acotado el valor final de la misma y el ct[s]:
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I:IB T T T T T T T T T
0.6 -
0.4 ct=0.92[s] ]

End walue=7 354e-011

K, (KF-BT-DP)

D.z T T T T T T T T T

o 015 4
]
o
o0 4
g ct=0.91[s]
005 End value=8.1581e-011 |

1]

] 1 2 3 4 5 5 7 g g 10

t[s]

Figura 6-9: Valores de la KG en funcion del tiempo para el estado x4 (superior) y x, (inferior) del KF-BT-DP.

Hemos computado ademas los valores del error rms de estimacion para 170 realizaciones
distintas. Estos se muestran en la Figura 6-10 que, para mayor simpleza, se han agrupado en

promedios de a 10 realizaciones:

De la misma manera que para el caso anterior, se muestran a continuacion los valores de los
factores de mejora (Figura 6-11) y de los ct (Figura 6-12). Dado que para nuestro caso se
mide Unicamente el estado 1, el factor de mejora s6lo puede computarse para este. Notese
ademas que, como la KG se calcula en el lazo deterministico del filtro, el ct no varia de una
realizacion a otra (pues no depende de z;), sin embargo incluimos esta figura para una futura

comparacion:
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U.UE T T T T T T T T

0.07 .

0.06 .

0.05 .

RMS Err, (KF-BT-DP)

1
2 4 B 8 10 12 14 16 18
Realizations

0.04
0

0.25 T T T T T T T T

0.15 .

RMS Err,(KF-BT-DP)

0_1 | | | 1 |
0 2 4 B i 10 12 14 16 18

Realizations

Figura 6-10: Errores rms de estimacion para varias realizaciones del algoritmo KF-BT-DP para el estado
xq(superior) y x,(inferior).

—h
(=]
s
T

ta

IMP Fact, (KF-BT-DP)
=
I

|
0 2 4 4] 8 10 12 14 16 18
Realizations

Figura 6-11: Factor de mejora del estado x4 (el Unico que se mide) para varias realizaciones del KF-BT-DP. Notese
que el eje de ordenadas esta en escala logaritmica.
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2 T T T T T T T T
=
& 1} :
-
m
< of :
_'G".—

_1 | | | | | | | |

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Realizations

2 T T T T T T T T
o
|
o
m
¢ of :
_‘_.l'.'\l
(&)

_1 1 1 | | | | | |

0 2 4 6 G 10 12 14 16 18

Realizations

Figura 6-12: ct para diferentes realizaciones del estado x4 (superior) y x, (inferior) usando el KF-BT-DP. Se incluye
este gréafico solo para resaltar el hecho de que el ct no varia con las realizaciones y para comparaciones futuras.

6.5.2 Algoritmo del KF-BT en punto fijo

El algoritmo del KF-BT-FP se encuentra codificado entre las lineas 482 y 624 del archivo

KF_comp.m

En la siguiente figura se muestran las estimaciones temporales, obtenidas para una realizacion
del KF-BT-FP, de los dos estados de la planta en cuestion. Ademas, se muestran los valores
exactos de los estados y las mediciones del estado 1 (escaladas con un factor de 0.15 para
facilitar la visualizacion) para todo el sT. Todo esto computado con la siguiente aritmética:

WL =18

FL=11

Round Mode = Floor

Overflow Mode = Saturate
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1 T T T T T T T T T
o
L=
5 03 :
L Z
— -05% .
S
_-‘I | | | 1 | | | 1 |
0 1 2 3 4 5 a] 7 g = 1d
t[s] ;Improvement factor=22 9921 rms Er=0.043583
2 T T T T T T T T T

K, (KF-BT-FP)[ftis]

0 1 2 3 4 5 B 7 a g 10
t[s] ;rms Er=0.17343

Figura 6-13: Estados (xqsuperior y x, inferior) estimados con el KF-BT-FP (en verde) en funcion del tiempo. Ademas
los estados exactos (en azul) y las mediciones escaladas al 15% (en cian).

La Figura 6-14 muestra los valores que adopta la KG para este caso. También se muestra
acotado el valor final de la mismay el ct[s].

Hemos computado también (ver Figura 6-15) los valores del error rms de estimacién
promediados para 10 realizaciones y para diferentes valores del parametro FL, que define la
longitud en bits de la parte fraccional de la palabra de trabajo. El resto de los parametros que
definen la aritmética se tomaron (por razones que veremos en la seccién 6.5.4) como:

WL =18
Round Mode = Floor

Overflow Mode = Saturate

Alumnos: D.Dematties y F.Iglesias Version:1 - 01/05/2012



UTN-Facultad Regional.Mendoza Dpto. de Electrénica Caétedra de Proyecto Final
TITULO DEL PROYECTO: Implementacién de Filtro de Kalman en FPGA.

TEMA: KF en aritmética de punto fijo Pagina 91
I:IB T T T T T T T T T
o 0B 4
L
s
04 ct=0.55[3] 7
=< End value=0
= 02 i
0 .
0 1 2 3 4 5 B 7 8 9 10
t[s]
I:I2 T T T T T T T T T
o 0151 .
L
-
m 0] .
Lﬁ; ct=0.68[s]
Snosk End value=0 4
|:|.
0 1 2 3 4 5 B 7 8 9 10

t[s]

Figura 6-14: KG en funcién del tiempo para los estados x4 (superior) y x, (inferior) del KF-BT-FP.

o
-
'_
EI'I:I
L
X 05 .
LI
w
z
18
&
=
E l
I:ID
L
= -
L
LLI
m l
=
18

FL[bit]

Figura 6-15: Errores rms de estimacion del algoritmo KF-BT-FP para el estado x4 (superior) y x,(inferior) en funcion
de FL. Nétese que el eje de ordenadas esta en escala logaritmica.

De la misma manera que para el caso anterior, se muestran a continuacion, los valores de los
factores de mejora (Figura 6-16) y de los ct (Figura 6-17). Notese que aqui los ct se modifican
debido a que se modifica la aritmética de trabajo:
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a

[

—
—

IMP Fact, (KF-BT-FP)
=3
T
|

=

2 4 6 8 10 12 14 16 18
FL{bit]

—
—

Figura 6-16: Factor de Mejora para el estado x4 (el Unico que se mide) usando el KF-BT-FP en funcién de FL. Notese
que el eje de ordenadas esta en escala logaritmica.

[¥3] £
T
|

ct, (KF-BT-FP)[s]

1tk _
] —t—, ' " 1 1 ] |
0 2 4 8 10 12 14 16 18
FL[bit]
-1 T T T
a
L
i 05f -
L
X
s
0 =__~—¢'_‘/T\: i
] 2 4 18

FL[bit]

Figura 6-17: ct del estado x4 (superior) y x, (inferior) para el KF-BT-FP en funcién del FL.

Operaciones en las que debe cuidarse la asociatividad

Como se explicd en la seccion 6.2.5, la secuencia de operacién (precedencia de las
operaciones aritméticas) en las ecuaciones del KF son importantes si se trabaja en aritmética
de FP.

Aqui detallaremos, para el caso del algoritmo KF-BT-FP, cuéles son las ecuaciones en las que
puede modificarse la asociacion de las operaciones de manera de obtener un resultado
numérico diferente.
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Incluimos aqui esta informacion porque es relevante a la hora de querer utilizar el algoritmo
en MATLAB para verificar el correcto funcionamiento del mismo codificado en VHDL. Para
que dos algoritmos sean iguales en FP deben ser “exactamente iguales™, incluyendo las
asociaciones de las operaciones. Es un error comun obviar esto debido a la costumbre de
trabajar en aritméticas infinitas o de gran rango en relacién al problema, como la de punto
flotante.

Las operaciones en las que deben tomarse estos recaudos son las localizadas en las siguientes
lineas del archivo KF_comp.m: 520; 537; 583; 585; 597 y 601

6.5.3 Algoritmo Original del KF en punto fijo

El algoritmo del KF-OA-FP se encuentra codificado entre las lineas 415 y 437 del archivo
KF_comp.m.

En la siguiente figura se muestran las estimaciones temporales, obtenidas para una realizacion
del KF-OA-FP, de los dos estados de la planta en cuestion. Ademas se muestran los valores
exactos de los estados y las mediciones del estado 1 (escaladas con un factor de 0.15 para
facilitar la visualizacion) para todo el sT. Todo esto computado con la siguiente aritmética:

WL =18
FL =11
Round Mode = Floor

Overflow Mode = Saturate
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1 T T T T T T T T T
B JOERE NS T
o} _
Y
— -0.5% .
<
_1 | 1 | | 1 | | 1 |
a 1 2 3 4 5 B 7 g 9 10
t[s] ;Improvement factor=6.7121 ;rmms Er=0.14323
2 T T T T T T T T T
0
o
H
=T
i
o
X,
&Y

“ 1 2 3 4 5 B 7 a g 10
t[s] ;rms En=0.7833

Figura 6-18: Estados (xqsuperior y x, inferior) estimados con el KF-OA-FP (en verde) en funcion del tiempo. Ademas
los estados exactos (en azul) y las mediciones escaladas al 15% (en cian).

La Figura 6-19 muestra los valores que adopta la KG para este caso. También se muestra
acotado el valor final de la misma 'y el ct[s].

Hemos computado también (Figura 6-20) los valores del error rms de estimacion promediados
para 10 realizaciones y ademés para diferentes valores del pardmetro FL. El resto de los
parametros que definen la aritmética se tomaron como antes:

WL = 18
Round Mode = Floor

Overflow Mode = Saturate
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Figura 6-19: KG en funcion del tiempo para el estado x; (superior) y x, (inferior) del KF-OA-FP. El ct para este caso
es 0, lo que implica que el filtro no converge en relacion al criterio adoptado.
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Figura 6-20: Errores rms de estimacion del algoritmo KF-OA-FP para el estado x4 (superior) y x,(inferior) en funcién
de FL. Nétese que el eje de ordenadas esta en escala logaritmica.
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De la misma manera que para el caso anterior, se muestran a continuacion los valores de los
factores de mejora (Figura 6-21) y de los ct (Figura 6-22).
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Figura 6-21: Factor de Mejora para el estado x4 (el Unico que se mide) usando el KF-OA-FP en funcion de FL. Notese
que el eje de ordenadas esta en escala logaritmica.

1 T T T T T T T T

0
o
L
< 05t -
L
—

0 =M P | I I I

0 2 4 B g 10 12 14 16 18
FL[bit]
2 T T T T T T T T

051 .

ot (KF-OA-FP)[s]

i + i + i L L L

+ 4 * - *
0 2 4 b g 10 12 14 16 18
FL[bit]

Figura 6-22: ct del estado x4 (superior) y x, (inferior) para diferentes FL del KF-OA-FP.

6.5.4 Comparacion del desempefio de BT en doble precision y punto fijo

A fin de ejemplificar las diferencias en el comportamiento numérico del KF-BT operando en
una aritmética como la de punto flotante de doble precision (bien condicionado) y en una de
mucho menor rango como la de FP (mal condicionado), realizamos las siguientes pruebas.

En primer lugar se compararon los errores rms de estimacién para diferentes valores de FL.
Como antes, para cada valor de FL se computaron 10 realizaciones y se promediaron los
resultados. El resto de los parametros que definen la aritmética se tomaron:

WL =18
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Round Mode = Floor
Overflow Mode = Saturate

En la siguiente figura se muestran los cocientes correspondientes a los errores rms de
estimacion para cada estado:

—
—
-

RMS Err, (KF-BT-DP)/RMS Er, (KF-BT-FP)
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RMS Err_(KF-BT-DP)/RMS Err. (KF-BT-FP)

Figura 6-23: Cocientes entre el error rms (en azul) de KF-BT-DP y KF-BT-FP para el estado x4 (superior) y x,
(inferior). Se muestra también la linea unitaria (en verde).
Como era de esperarse los cocientes se mantienen casi siempre por debajo de la linea unitaria,
reafirmando asi la superioridad de la aritmética de doble precision con respecto a la de FP.

Es importante resaltar los comportamientos que se observan para el estado 1 en FL =
11,12,13 y 15 bits donde se aprecian errores rms levemente mayores con la aritmética de
doble precision; lo mismo sucede en el estado 2 para FL = 13,15y 16 bits. Esto es
atribuible a las propiedades numeéricas de la planta utilizada.
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En la siguiente figura se muestran los cocientes correspondientes a los errores rms transitorios
de estimacion para cada estado:
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Figura 6-24: Cocientes entre el error rms transitorio (en azul) de KF-BT-DP y KF-BT-FP para el estado x; (superior)
y x, (inferior). Se muestra también la linea unitaria (en verde).

En general se observa un comportamiento coherente con el hecho de la superioridad de la

aritmética de doble precision en comparacion con la de FP. Sin embargo, en el estado 1 para

una FL=15y16 y en el estado 2 para una FL=1,2,813y16, se aprecian

comportamientos inconsistentes con esto atribuibles a las propiedades numéricas de la planta

utilizada.

En el estado 1 se observa una clara tendencia de decrecimiento en el error cometido por el
sistema con aritmética de FP con respecto a la de doble precision a medida que crece la FL.
Se puede decir que, para este estado, las diferencias impuestas por la aritmética se atentan
con el crecimiento de FL. Esto ultimo puede estar relacionado con el hecho de que el rango
numérico del ejemplo desarrollado podria presentar nimeros que son de valor absoluto
pequerio.
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En las siguientes figuras se muestran los cocientes correspondientes a los errores rms
estacionarios de estimacion para cada estado:
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Figura 6-25: Cocientes entre el error rms estacionario (en azul) de KF-BT-DP y KF-BT-FP para el estado x4
(superior) y x, (inferior). Se muestra también la linea unitaria (en verde). Los puntos no mostrados corresponden a
los valores de FL para los que el KF-BT-FP no convergio.

Los cocientes se encuentran, en su gran mayoria, debajo de la linea unitaria, lo cual convalida
la superioridad en la aritmética de doble precision con respecto a la de FP. Se encuentran
situaciones andmalas solo en el estado 1 para FL = 15,16 y 17 bits y en el estado 2 para

FL =13.

Nuevamente, en el estado 1 se presenta una clara tendencia de disminucion del error cometido
en aritmética de FP al aumentar el FL. La ausencia de puntos en ambas gréficas para 5 <
FL < 7 implica la no convergencia en la aritmética de FP.

En la siguiente figura se muestran los cocientes correspondientes a los tiempos de
convergencia para cada estado:
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Figura 6-26: Cocientes entre el ct (en azul) de KF-BT-DP y KF-BT-FP para el estado x4 (superior) y x, (inferior). Se
muestra también la linea unitaria (en verde). Los puntos no mostrados corresponden a los valores de FL para los que
el KF-BT-FP no convergio.

En su gran mayoria los tiempos de convergencia en doble precision son mayores que en FP.

En general se observan tendencias de crecimiento en los ct de KF-BT-FP, para valores
crecientes de FL.

Se observa aqui, en concordancia con la Figura 6-25 la ausencia de convergencia para
5<FL<T.

En la siguiente figura se muestra el cociente correspondiente al Factor de Mejora:
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Figura 6-27: Cocientes entre el Factor de Mejora (en azul) de KF-BT-DP y KF-BT-FP para el estado x4. Se muestra
también la linea unitaria (en verde).

Como era de esperarse, los factores de mejora para el algoritmo ejecutandose con la aritmética
de doble precisién son mayores que en FP para la mayoria de los casos

6.5.5 Comparacion del desempefio de BT y el Algoritmo Original en punto fijo

Lo que se pretende aqui es resaltar las diferencias que surgen, entre ambos algoritmos, como
consecuencia de la aplicacion de la factorizacion.

En primer lugar se compararon los errores rms de estimacién para diferentes valores de FL.
Como antes para cada valor de FL se computaron 10 realizaciones y se promediaron los
resultados. El resto de los parametros que definen la aritmética se tomaron:

WL =18
Round Mode = Floor
Overflow Mode = Saturate

En la siguiente figura se muestran los cocientes correspondientes a los errores rms de
estimacion para cada estado:

Alumnos: D.Dematties y F.Iglesias Version:1 - 01/05/2012

—
==}



UTN-Facultad Regional.Mendoza Dpto. de Electrénica Caétedra de Proyecto Final
TITULO DEL PROYECTO: Implementacién de Filtro de Kalman en FPGA.
TEMA: KF en aritmética de punto fijo Pagina 102

1[]‘ E T T T T T T T T

10

RMS Err, (KF-BT-FP)/RMS Err, (KF-OA-FP)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
FL [bit]

RMS Err, (KF-BT-FPYRMS Err,(KF-OA-FP)

[=1
P
.
o
oo
—
=
—
[
—
T
—
on
—
=)

FL [bit]

Figura 6-28: Cocientes entre los errores rms de estimacion (en azul) de KF-BT-FP y KF-OA-FP para el estado x4
(superior) y x, (inferior). Se muestra también la linea unitaria (en verde).

Es apreciable, claramente, la superioridad presentada por el algoritmo de KF-BT con respecto
al KF-OA en cuanto a la inferioridad en sus errores RMS. Esto muestra que con la misma
aritmética se consigue un mejor condicionamiento del sistema a través de la factorizacion de
la matriz de covarianza del error que ofrece KF-BT. El Unico caso en el cual el error RMS del
KF-BT es mayor al del KF-OA es en el estado 2 para una FL = 15 y se puede decir que la
superioridad en dicho error es practicamente nula comparada con los demas puntos del
experimento. Los menores cocientes se ubican en la zona entre 7 < FL < 10.

Notese que si bien existen valores de FL para los que en principio la mejora en el error no es
demasiada, debe recordarse que estos resultados dependen completamente de la planta
utilizada. Estos resultados, mas lo expresado en al bibliografia, justifica la utilizacion del
algoritmo de KF-BT-FP por sobre el KF-OA-FP dado que, segun los objetivos de este trabajo,
no se apunta a desarrollar el filtro mas optimo para una planta en particular.
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En la siguiente figura se muestran los cocientes correspondientes a los errores rms transitorios
de estimacion para cada estado:
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Figura 6-29: Cocientes entre los errores rms de estimacion transitorios (en azul) de KF-BT-FP y KF-OA-FP para el
estado x4 (superior) y x, (inferior). Se muestra también la linea unitaria (en verde).
Se observan comportamientos coherentes con el mejor condicionamiento del KF-BT con
respecto al KF-OA para la misma aritmética de punto fijo. Sin embargo en el estado 1 para
una FL = 2,4y 10 bits y en el estado 2 para una FL = 13,14 y 15 bits se aprecian errores
transitorios mayores para el KF-BT. Los menores cocientes se encuentran en la zona 7 <
FL < 10.

En la siguiente figura se muestran los cocientes correspondientes a los errores rms
estacionarios de estimacion para cada estado:
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Figura 6-30: Cocientes entre los errores rms de estimacion estacionarios (en azul) de KF-BT-FP y KF-OA-FP para el
estado x4 (superior) y x, (inferior). Se muestra también la linea unitaria (en verde).

En el estado 1 los errores correspondientes a la ejecucion del KF-BT estan, en su gran

mayoria, por debajo de los correspondientes a la ejecucion del KF-OA. Esto indica una

situacion de coherencia con el hecho del mejor condicionamiento de KF-BT. En el estado 2, si

bien la tendencia no es tan marcada, hay cuatro aritméticas contra dos en las cuales el error

cometido por la ejecucion del KF-BT es menor que en la ejecucion del KF-OA.

Se observa una gran cantidad de puntos (5 < FL < 1l paraelestadoly 1l < FL < 11 parael
estado 2) en los cuales no se verifica una situacion de convergencia. Teniendo en cuenta que
el algoritmo KF-BT no converge sélo para los casos en los cuales 5 < FL < 7, se observa que
las no convergencias observadas en la figura se deben al KF-OA excepto para el estado 1 en
FL = 5y 6 bits, en cuyos casos el KF-OA converge para dicho estado mientras que el KF-
BT no.

En la Figura 6-31, se muestran los cocientes correspondientes a los tiempos de convergencia
para cada estado.
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Los tiempos de convergencia para el KF-BT son mayores para el KF-OA para el estado 1,
mientras que para el estado 2 cambia la tendencia.

Se observa ausencia de puntos para los casos en los cuales no se tiene una situacion de
convergencia en la ejecucion de los algoritmos (5 < FL < 11 paraelestadoly 1 < FL <11
para el estado 2). Situacion consistente con la presentada en la Figura 6-30.
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Figura 6-31: Cocientes entre los ct (en azul) de KF-BT-FP y KF-OA-FP para el estado x4 (superior) y x, (inferior). Se
muestra también la linea unitaria (en verde). Los puntos no mostrados corresponden a situaciones en que alguno de
los dos algoritmos no convergi6.

En la Figura 6-32, se muestra el cociente correspondiente al factor de mejora.

Excepto para FL = 1,2 y 3 bits se presenta un factor de mejora superior para el KF-BT que
para el KF-OA, lo cual era de esperarse basandose en el mejor condicionamiento del sistema
para el KF-BT debido a la factorizacion.
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Figura 6-32: Cocientes entre el Factor de Mejora (en azul) de KF-BT-FP y KF-OA-FP para el estado x;. Se muestra
también la linea unitaria (en verde).

6.6 Seleccion de los parametros optimos de la aritmética de punto fijo

En la seccion 6.5 se justifico la decision de utilizar el algoritmo del KF-BT-FP mediante un
analisis de su desempefio en relacion a su implementacion en punto flotante de doble
precision (KF-BT-DP) y a la implementacion original de Kalman en punto fijo (KF-OA-FP).

Luego de seleccionada la implementacion, se presenta el problema de elegir los pardmetros
optimos de la aritmética de FP a utilizar. Primero debemos advertir que este es un problema
complejo en el que intervendran variables de diversa indole, pues, la eleccion adecuada de
sendos parametros influird no solo en la performance del sistema si no también en el hardware
requerido y por ende en el costo final del sistema.

Aqui nos limitaremos a elaborar algunos criterios técnicos de seleccion a fin de establecer una
guia preliminar para determinar los parametros de la aritmética de FP.

Longitud de la palabra (WL):

La longitud de palabra 6ptima se determinaria por ejemplo para el caso de la implementacion
del KF en un ASIC con el fin de minimizar tanto el error de estimacién (y posiblemente el
tiempo de convergencia) como el costo del sistema [12]. Esto se muestra en la Figura 6-33.

Sin embargo para el caso de la implementacion en FPGA, el hardware utilizado no puede
variar de manera continua como en un ASIC (Figura 6-33). Por esto la utilizacion de los
recursos de hardware embebidos en la FPGA, tendré gran relevancia en el desempefio final
del sistema y por lo tanto afectara en la eleccion del WL 6ptimo.

rms_Er Costo

WL

WL

Figura 6-33: Criterio inicial para seleccionar la longitud de la palabra de trabajo.
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Debido a que en cada iteracion del algoritmo de KF-BT-FP se computan gran cantidad de
multiplicaciones de numeros en punto fijo con longitud de palabra de WL, es de particular
interés el uso de los mddulos DSP embebidos en la FPGA para efectuar sendas
multiplicaciones. Estos mddulos se estudiaran en detalle en la seccion 7.1.1, aqui nos interesa
el hecho de que la utilizacion de los DSP implica una reduccion del tiempo de computo del
filtro asi como del consumo. Esto sumado al hecho de que este recurso viene de fabrica
embebido en la FPGA (por lo que no utilizarlos seria un desperdicio de hardware) determina
que el WL se elija en base a la palabra que los DSP pueden manejar.

Para el caso de la FPGA utilizada en este trabajo, los modulos DSP trabajan con operandos de
18 bits en complemento a 2. Por esto hacemos:

WL = 18[bit]
Ecuacion 6-26

Modo de Overflow

Sobre los dos modos de tratamiento del Overflow que se discutieron en la seccion 6.1.2 se
sabe que el de Saturar tiene mucho mejor comportamiento numérico que el de Recortar. Aqui
adoptaremos el primero a pesar de que su utilizacién requiere un poco méas de hardware:

Overflow Mode = Saturate
Ecuacion 6-27

De todas formas incluimos a modo de referencia, la Figura 6-34, en la que se muestra el
Factor de Mejora obtenido utilizando estas dos opciones de tratamiento de Overflow y para
diversos valores de FL. Esta figura fue obtenida mediante el programa Arithmetic_selection.m
codificado para tal fin y que se halla adjunto en el anexo 11.1.5.

Modo de Redondeo

Como se vio en la seccion 6.1.3, existen diversos métodos de redondeo que en general tendran
distintos comportamientos numeéricos y requerimientos de hardware. Aqui utilizaremos:

Round Mode = Floor
Ecuacion 6-28

Motivados por el hecho de que este es el método que requiere de menos hardware para ser
sintetizado, pues solo se deben truncar (desechar) los bits como se explicé en la seccion 6.1.3.
Sin embargo, dado los objetivos de este trabajo, incluimos a modo de referencia la siguiente
figura, en la que se muestra el valor del Factor de Mejora en funcién del FL para dos modos
de redondeo distintos (Fix de mejor comportamiento numeérico y Floor).
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Figura 6-34: Factor de Mejora promedio (para 10 realizaciones) del KF-BT-FP en funcion del FL y para 4
combinaciones de los modos de redondeo y Overflow especificadas en la leyenda.

Como puede verse el desempefio de las diferentes opciones varia segun el FL de manera
bastante compleja, sin quedar determinada la superioridad numérica absoluta de ninguna de
ellos.

Longitud de la parte fraccional (FL)

Para seleccionar la posicion del punto decimal en la palabra (FL), debe establecerse un
criterio de ponderacion. Aqui utilizaremos la comparacién de los Factores de Mejora y
tiempos de convergencia (nétese que no incluimos el hardware requerido para sintetizar cada
opcién aunque este puede resultar determinante dependiendo de los objetivos del proyecto
que se lleve a cabo. Esto se debe a que es necesario conocer en detalle la relacion entre el
hardware utilizado y el costo final del sistema si se desea realizar un analisis cuantitativo
como el que presentamos en esta seccidn). Repetiremos aqui la Figura 6-16 y la parte
correspondiente al estado 1 de la Figura 6-17 en una misma presentacion dada en la Figura
6-35.

Analizaremos el primero de los estados (pues es el Unico para el que el Factor de Mejora esta
definido) aunque esto no es una regla general, el peso relativo que el desempefio del filtro en
cada estado tiene sobre lo que se considere el desempefio general depende de la aplicacion
(por ejemplo puede ser mas critico mantener un bajo error en la estimacion de las
aceleraciones debido a sus efectos mecanicos nocivos que en la posicion o la velocidad para
un vehiculo determinado).
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Figura 6-35: Factores de Mejora (superior) y ct (inferior) en funcién del FL para el KF-BT-FP.

Como se ve en la Figura 6-35, tanto el ct como el Factor de Mejora (IMP_Fact) crecen al
crecer FL. Esto también puede verse en la Tabla 6-1 donde presentamos los valores numéricos
de ambas cantidades (columnas 2 y 4) asi como el valor normalizado de ct (columna 3), el
reciproco del IMP_Fact (columna 5) una suerte de factor de desmejora y su valor
normalizado (columna 6).

FL [bit] ct[s] ct_norm IMP_Fact | 1/IMP_Fact_norm | (1/IMP_Fact)_norm
1 0 0 2.057530676 0.486019485 0.597640923
2 0.03 0.009803922 | 1.681341239 0.594763262 0.731359288
3 0.05 0.016339869 | 1.229664532 0.813229929 1
4 0.13 0.04248366 | 1.547351761 0.646265462 0.794689717
5 0 0 2.710548027 0.368929084 0.453659009
6 0 0 3.334437303 0.299900676 0.368777224
7 0 0 2.361326057 0.423490859 0.520751689
8 0.19 0.062091503 | 7.828811101 0.127733316 0.157069128
9 0.2 0.065359477 | 13.23147564 0.07557736 0.092934799

10 0.57 0.18627451 | 15.56977596 0.064227 0.078977664
11 0.55 0.179738562 | 23.23997853 0.0430293 0.052911604
12 0.67 0.218954248 | 18.94123859 0.052794858 0.064919964
13 0.76 0.248366013 | 20.82340234 0.048022892 0.059052047
14 0.81 0.264705882 | 17.76639398 0.056286042 0.06921295
15 1.05 0.343137255 | 25.8947616 0.038617849 0.047487

16 1.37 0.447712418 | 19.79554572 0.050516415 0.062118244
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|17 3.06 | 1 | 11.3690043 | 0.08795845 |  0.108159387 |
Tabla 6-1: Valores numéricos correspondientes a la Figura 6-35: ct e IMP_Fact (columnas 2 y 4), ademas el valor
normalizado de ct (columna 3), el reciproco del IMP_Fact (columna 5) una suerte de factor de desmejora y su valor
normalizado (columna 6).

Si se prioriza Unicamente el Factor de Mejora, como se ve en la parte superior de la Figura
6-35, deberia hacerse: FL = 15 [bit] correspondiente al maximo IMP_Fact = 25.89 . Sin
embargo para este punto el ct = 1.05 [s] uno de los peores (ver Tabla 6-1). Recordar que
ct = 0 [s] implica la no convergencia.

Si en cambio se busca el FL que maximice él IMP_Fact y a la vez minimice el ct, debemos
buscar el punto en donde las curvas del reciproco del primero se cruzan con las del segundo.

Esto se muestra en la Figura 6-36, elaborada con los datos de la Tabla 6-1. Como puede
verse, el valor optimo se da para 9 [bit] < FL < 10[bit].

Nosotros adoptaremos:
FL = 9 [bit]
Ecuacion 6-29

Notese que, en base a lo expuesto en la Figura 6-34 para el valor del FL elegido, la
combinacion de métodos de redondeo y Overflow seleccionada, satirate y floor
respectivamente, es la que tiene el segundo Factor de Mejora mas alto.

1
0.1
-
=——Ct
== 1/IMP_Fact
0.01 T T T T T T T T T T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
FL [bit]

Figura 6-36: Curvas normalizadas de 1/IMP_Fact (en rojo) y ct (en azul) mostradas con una escala vertical
logaritmica para poder localizar el valor de FL 6ptimo.
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7 Implementacion del KF-BT en FPGA

7.1 Seleccion y especificaciones del hardware utilizado

La descripcion del KF-BT-FP en VHDL se realiz6 de manera general y escalable. Esto
permite que puedan describirse filtros de mayor orden con solo modificar algunos parametros.
Esto se vera limitado si se desea sintetizar luego el cddigo por los recursos de hardware
disponibles en la FPGA (ver seccidn 8.2).

La sintesis del KF-BT-FP se realizo en una FPGA de la empresa XILINX (introducidas en la
seccion 1). Dado de que el presente proyecto no tiene como objetivo ninguna familia de
dispositivos en particular, la seleccién esta limitada por la filosofia de disefio del hardware
que se adopte. Aqui como se vera en la 7.4 se optd por una implementaciéon de ejecucion
paralela, esto determino que la FPGA a utilizar tuviese que contar con la cantidad de médulos
DSP adecuada para que el software de sintesis pudiese operar correctamente (este problema se
comenta en la seccién 7.6). Debido a esto, utilizamos para realizar las pruebas de
implementacion la FPGA XC6SLX45-3CSG324 de la familia Spartan 6. En el anexo 11.3 se
encuentra la hoja de datos de esta familia de dispositivos.

Las principales caracteristicas de este dispositivo (fabricado con tecnologia de 45 [nm]), se
hallan en la tabla 1 del citado anexo, de la cual repetimos en la siguiente figura la entrada
correspondiente a la FPGA seleccionada.

Spartan-6 FPGA Feature Summary
Table 1: Spartan-6 FPGA Feature Summary by Device

Device

Logic
Celis(l)

Configurable Logic Blocks (CLBs)

Slicest?

Flip-Flops

Max
Distributed
RAM (Kb)

Block RAM Blocks

DSP48A1
Slices®)

18 Kb

Max (Kb)

CMTs(5)

Memory
Controller
Blocks
(Max)(&

Endpoint
Blocks for
PCI Express

Maximum
GTP
Transceivers

Total
1o
Banks

Max
User
o

XC6SLX45

43,661

6,822

54,576

40

58

116

2,088

2

0

0

4

358

Figura 7-1: Caracteristicas mas relevantes de la FPGA XC6SLX45-3CSG324 que utilizamos para realizar las pruebas
de implementacion.

7.1.1 Modulos DSP

Como se introdujo en la seccion 6.5.4 una de las principales caracteristicas del hardware
disponible en una FPGA en lo que respecta a la implementacion del KF son los modulos DSP
embebidos. Estos permiten implementar diversas operaciones y en especial la multiplicacion
de numeros de 18 bhits en complemento a 2 disminuyendo sustancialmente el tiempo de
computo en relacion a la implementacion de los multiplicadores en los CLBs.

Para el caso de la familia Spartan 6 los blogues DPS (o0 DSP Slices) estan constituidos como
se muestra en la siguiente figura [13]:
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Figura 7-2: DSP slice de la familia de FPGAs Spartan 6 de Xilinx, denotado DSP48A1.

Como se muestra en la Tabla 6-1 la FPGA seleccionada tiene 58 DSP48A1 embebidos
distribuidos en dos columnas iguales. Los elementos sombreados en gris en la Figura 7-2 son
multiplexores configurables mediante los archivos de User Constraint (UCF) que permiten la
implementacién de una gran cantidad funciones aritméticas distintas entre los cuatro
operandos de entrada (A, B, C y D). Estas incluyen tanto versiones registradas (para
aprovechar al maximo la capacidad de implementar Pipeline) como la operacion asincrona
(no registrada).

En la Figura 7-3 se muestran todas las posibles operaciones que puede sintetizar el DSP48A1
segun [13]. Para la implementacion del KF-BT-FP emplearemos el médulo DSP como un
multiplicador asincrono en complemento a 2, esto corresponde a la operacion “Multiply”” de
la Figura 7-3 que como se Ve, ejecuta el producto entre las dos entradas de 18 bits Ay B.

Como veremos en la seccion 7.4.3, si se codifica en VHDL la operacion de multiplicacion de
la forma adecuada el sintetizador inferira automéaticamente la configuracion correcta para cada
DSP48A1, de manera de que se ejecute en cada uno de ellos una multiplicacion de 18x18 bits
por cada ciclo de reloj.
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Table 1-7: DSP48A1 Operating Modes
OPMODE[7:0]
= = ‘E - - E d
[ [T o
OPMODE g E § E = %g z X Z Output
52|42 )| O |38 :
2 |am; o % 3
2]
T & 5 4 3|2(1]0

Zaro + CIN 0 0/1 0/1 0/1 ojojofo0 0 +CIN
Zero - CIN 1 0/1 0/1 0/1 ojojofo 0 - CIN
ZLero + OPMODE[5] 0 0/1 0/1 0/1 ojojofo0 1 + OPMODE[5]
ZLero — OPMODE[5] 1 0/1 0/1 0/1 ojojofo 1 - OPMODE[5]
Hold P 0/1 0/1 0/1 0/1 Ofof(1 0] 0/1 | XP+CIN)
D:A:B Select 0/1 0/1 0/1 0 Do 14)1 0/1 | £(D:-A:B +CIN)
D:A:B Seleck: with PreAdd 0/1 0/1 0/1 1 Dol 14(1 0/1 | £ (D:-AA(D=xB) + CIN)
Multiply 0/1 0/1 0/1 0 pjo|lof1 0/1 | H(A X B+ CIN)
PreAdd-Multiply 0/1 0 0/1 1 pjo|lof1 0/1 | £(A X (D+B)+CIN)
PreSubtract-Multiply 0/1 1 0/1 1 ortoj|jo]1 0/1 + (A x (D-B)+ CIN)
P Cascade Select 0/1 0/1 0/1 0/1 oj1(0}]0]| 0/1 | PCIN=CIN
P Cascade Feedback Add 0/1 0/1 0/1 0/1 0] 1(1]0] 0/1 |PCINZP+CIN)
P Cascade Add 0/1 0/1 0/1 0 Dl 1rp1(1 0/1 | PCIN £(D:A:B + CIN)
P Cascade Add with PreAdd 0/1 0/1 0/1 1 D]l 11 0/1 | PCIN & (D:A«(D = B) + CIN
P Cascade Multiply Add 0/1 0/1 0/1 0 LU A BV I | 0/1 | PCIN (A X B + CIN})
Cascade PreAdd-Multiply 0/1 0 0/1 1 LU I U I | 0/1 | PCIN £ (A X (D +B) + CIN)
Cascade PreSubtract-Multiply 0/1 1 0/1 1 ol 0|1 0/1 PCIN * (A > (D - B) + CIN)
Feedback Carryin Add 0/1 0/1 0/1 0/1 1]0(0]0]| 0/1 |P+CIN
Double Feedback Add 0/1 0/1 0/1 0/1 1 {01 0] 0/1 |Px(P+CIN)
Feedback Add 0/1 0/1 0/1 0 1101111 0/1 | P=(D:A:B + CIN)
Feedback Addwith PreAdd 0/1 0/1 0/1 1 1101111 0/1 | Px(D:A:(D = B)+ CIN)
Multiply-Accumulate 0/1 0/1 0/1 0 110101 0/1 | PE(AXB+CIN)
Feedback Pre Add-Multiply 0/1 0 0/1 1 1|00} 1 0/1 | P={Ax({D+B)+CIN)
Feedback PreSubtract-Multiply 0/1 1 0/1 1 1 oo 1 0/1 P+ (A »(D-B)+CIN)
C Select 0/1 0/1 0/1 0/1 1] 1(0]0]| 0/1 |CxCIN
Feedback Add 0/1 0/1 0/1 0/1 111 (10| 0/1 |Cx(P+CIN)
48-Bit Adder 0/1 0/1 0/1 0 111111 0/1 | C=(D:A:B+ CIN)
Multiply-Add 0/1 0/1 0/1 0 1]1|0}1 0/1 | C+x{AXB+CIN)
C PreAdd-Multiply 0/1 0 0/1 1 111 0}1 0/1 | Cx(AX(D+B)+CIN)
C PreSubtract-Multiply 0/1 1 0/1 1 1 1 ol 1 01 C+ (A X (D-B)+ CIN)
48-Bit Adder with PreAdd 0/1 0/1 0/1 1 111111 0/1 | C+(D:A(D = B) + CIN)

Notes:

1. For the remaining functions, CIN = the CIN output from the upstream DSP48A1 block or OPMODE[5] depending upon programming of
CARRY SEL shown in this section.

2. Output mux must be selecting the register output.

3. Added for all 1s case.

Figura 7-3: Resumen de todas las posibles funciones aritméticas que puede sintetizar un DSP48A1.

7.2 Entorno de desarrollo y lenguaje utilizado

Para la descripcion del hardware se utilizo el lenguaje VHDL version 200X. Trabajamos con
el entorno de desarrollo ISE VV12.4 (nt) de Xilinx que utiliza XST como tecnologia de sintesis.
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La licencia del programa fue provista por el Laboratorio de Computacion Reconfigurable de
la UTN-FRM.

Para efectuar las simulaciones en todas las instancias se utilizo el simulador de Xilinx, Isim
V12.4 (nt).

7.3 Librerias de terceros utilizadas

Las librerias VHDL de terceros que utilizamos son, las recomendadas por la IEEE (contenidas
en la libreria IEEE [14]) y la UNSIM desarrollada por Xilinx para poder simular mddulos
instaneados como black box (contenidas en la libreria UNSIM), ambas vienen por defecto con
ISE. De las dos nombradas utilizamos en particular:

e |EEE.STD_LOGIC_1164
e |EEE.NUMERIC_STD
e UNISIM.VCOMPONENTS

7.4 Packages desarrollados

Las funciones, parametros y variables necesarias para la implementacion del KF-BT-FP se
distribuyeron en tres packages que nombramos aqui y se detallan en las siguientes secciones:

1. Fixed_Point_Pkg.vhd: Que implementa las cuatro operaciones matematicas
fundamentales (suma, complemento, producto y reciproco) en la aritmética de FP
especificada. Se halla en el archivo del anexo 11.2.1

2. Parameters.vhd. En el que se especifican los pardmetros de la planta que se va a
utilizar, la aritmética de FP y se inicializan las variables correspondientes. Se halla en
el archivo del anexo 11.2.2

3. System_def.vhd: En el que se inicializan las matrices del problema como la planta a
utilizar, los ruidos, etc. Se halla en el archivo del anexo 11.2.3

7.4.1 Parameters.vhd

Aqui se definen automéaticamente todas las variables que van a intervenir en el disefio. Para
esto es necesario establecer manualmente las siguientes constantes:

e Aritmética de FP:
0 WORD_LENGTH: Longitud de la palabra de trabajo (WL)
0 FRACTION_LENGTH: Longitud de la parte fraccional (FL)
e Plantay sensores:
o0 n: Dimension del vector de estados interno.
o0 |: Dimension del vector de mediciones.
o p: Dimension del vector de entrada.

Los tipos y subtipos de variables basicos con los que se operara son:
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Palabras (vectores de bits):

1. STD_LOGIC VECTOR: (para comunicar entre médulos)
a. WORD: Palabra de trabajo de ongitud WORD_LENGTH.
b. WORD_x2: Palabra de longitud 2*WORD_LENGTH
2. SIGNED: (para operar internamente)
a. S_WORD: Palabra de trabajo.
b. S WORD pl: Palabra de longitud WORD_LENGTH +1 para almacenar el
resultado de la suma.
c. S_WPRD_x2: Palabra de longitud 2* WORD_LENGTH para almacenar el
resultado de la multiplicacion.

Vectores (vectores de vectores de bits):

3. Vectores de STD_LOGIC_VECTOR: (para comunicar entre modulos)
a. WORDV_n: Vector n-dimensional de WORD
b. WORDV _I: Vectorl-dimensional de WORD
c. WORDV_UT: Vector de WORD capaz de almacenar todos los elementos (del
triangulo superior sin contar la diagonal principal) de una matriz triangular
superior unitaria de dimension n.
Puede demostrarse que para almacenar los elementos de la matriz:

[1 A2t A1(n-1) QA1n ]

IO 1 - az(n-1) Qazn I

[o 0 « 1  apem
o o0 .. 0 1

En un vector de dimension r:

WORDV_UT =[v1 .. V]
Con el siguiente orden:

WORDV UT =[%12 -+ @Qin Q23 .. Qzpn - Qn-1)n]

La dimension de este debe valer:

Y para acceder al elemento a;; de la matriz dentro del vector debe utilizarse la
siguiente transformacion:

Vs = Qij
Donde el indice es:
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i~1
s=j—i+Z(n—k)
k=1

i
s=j—§(1+i—2n)—n

4. Vectores de SIGNED: (para operar internamente)
a. S _WORDV_n: Vector n-dimensional de S WORD
b. S WORDV _I: Vectorl-dimensional de S WORD
c. S_ WORDV_UT: Vector de S_WORD capaz de almacenar todos los elementos
(del triangulo superior sin contar la diagonal principal) de una matriz triangular
superior unitaria de dimension n.

Matrices (arreglos de vectores de bits):

5. Matrices de STD_LOGIC_VECTORS: (para comunicar entre modulos)
a. WORDM_nxn: Matriz cuadrada de WORD con dimension n.
6. Matrices de SIGNED: (para operar internamente)
a. S_WORDM_nxn: Matriz cuadrada de S_ WORD con dimension n.
b. S WORDM._Ixn: Matriz de S_WORD con dimensiones lxn.
c. S_ WORDM_nxp: Matrizde S_ WORD con dimensiones nxp.

7.4.2 System_def.vhd

La interpretacion de este archivo es bastante directa. Aqui se definen las constantes que
establecen los valores de los siguientes parametros invariantes en el tiempo:

1. De laplanta:
a @
b. G
c. D,
d u

2. Los sensores:
a. H
b. R

3. El filtro (Condiciones Iniciales):
a. Xo
b. U,
c. D,

Para cargar las constantes debe cuidarse de utilizar los nimeros adecuadamente interpretados ,
segun la aritmética que se especifico en el archivo Parameters.vhd.

7.4.3 Fixed_Point_Pkg.vhd

En este package se describe todo el hardware necesario para poder implementar una
aritmética de FP teniendo en cuenta los puntos cubiertos en la secciones 6.1 y 6.2. Para
resolver este problema hay dos enfoques basicos.
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e Desarrollar modulos especificos que implementen cada operacion en FP. Esto requiere
luego una descripcion estructural del KF que especifique la correcta interconexion de
todos estos blogues para que se efectlen las operaciones de cada modulo de mayor
jerarquia. La principal desventaja de esta opcion es el tiempo de desarrollo y la
complejidad de la descripcién final. La mayor ventaja es que permite tener un mayor
control sobre el hardware sintetizado.

e La otra posibilidad (adoptada aqui) es la de codificar cada operacion en una funcién
que luego sea utilizada en el resto de los mddulos. La mayor ventaja de esta opcion es
el tiempo reducido de desarrollo y la simpleza de la descripcion elaborada. Sin
embargo esta metodologia deriva en un menor control del hardware sintetizado y en la
elevada exigencia para XST de sintetizar bloques asincronos de elevada complejidad
(ver seccion 7.6).

Funciones implementadas:

resize pl

Localizacién

Esta funcion se encuentra codificada entre las lineas 84 y 100 del archivo
Fixed_Point_Pkg.vhd.

Entradas
e Operando tipo S_ZWORD_pl: Oy (ILyy, FLy;) = Oy (IL + 1,FL)
Salidas

e Resultado tipo S_WORD: O(IL,FL)

Funcionamiento

Esta funcion se utiliza para readecuar el resultado de una suma de nuevo a la
aritmética de trabajo utilizando Saturate en caso de que se presente Overflow (ver la
seccidnes 6.1.2 y 6.1.3).

Por lo tanto, esta rutina ejecutara las operaciones:
Si no hay Overflow:
Op1(ILyy, FLy;) = O(IL,FL)
BS = BS,,

CUL) = C(ILpy),,

C(FL) = C(FLy,)
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Si hay Overflow:

SiBS,, =0:
Op1(ILyy, FLy;) = O(IL,FL)
BS=0
c(L)y=1..1
C(FL)=1..1
SiBS,; = 1.

Op1(ILyy, FLy; ) = O(IL, FL)

BS=1
C(IL)=0..0
C(FL)=0..0

Para verificar que no hay Overflow al tratar de readecuar una palabra cualquiera mas
larga que la de trabajo 04(IL + A,FL), a la de trabajo O(IL,FL), solo debe
comprobarse que todos los A bits extras tengan el mismo valor que el bit de signo de
0,. En nuestra notacion:

Si C(A) = BS4,BS,,...,BS,; > NO hay Overflow
resize x2
Localizacién

Esta funcion se encuentra codificada entre las lineas 102 y 127 del archivo
Fixed_Point_Pkg.vhd.

Entradas
e Operando tipo S_WORD_x2: 0,,(ILy,,FLy;) = O,,(2IL + 1,2FL)
Salidas

e Resultado tipo S WORD: O(IL, FL)

Funcionamiento

Esta funcidn se utiliza para readecuar el resultado de una multiplicacion de nuevo a la
aritmética de trabajo utilizando Saturate en caso de que se presente Overflow y Floor
para efectuar el redondeo (ver secciones 6.1.2 y 6.1.3).

Por lo tanto, esta rutina ejecutara las operaciones:
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Si no hay Overflow:
0,2(ILyy, FLy,) = O(IL, FL)
BS = BS,,
C(L) = C(ILx2)1L
C(FL) = C(FL,,)™

Si hay Overflow:

SiBS,, =0:
0,3(ILyy, FLy,) — O(IL, FL)
BS=0
c(lLy=1..1
CFL)=1..1
Si BS,, = 1:

Ox2(ILyxz, FLy2) = O(IL, FL)

BS=1
Cc(IL)=0..0
C(FL)=0..0

No se realiz6 una funcion especifica para realizar la multiplicacion porque esta
viene implementada adecuadamente en el operador “*” de la libreria aritmética de
la IEEE. O sea que para multiplicar dos niumeros A y B correctamente solo debe
hacerse (ver seccion 6.2.3):

resize x2[04(IL,FL) * Og(IL,FL)]
fp_add
Localizacién

Esta funcion se encuentra codificada entre las lineas 127 y 137 del archivo
Fixed_Point_Pkg.vhd.

Entradas

e Operando tipo S WORD:04(IL4,FL,) = 04(IL,FL)
e Operando tipo S WORD: 0O5(ILg,FLg) = Og(IL,FL)
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Salidas
e Resultado de la sumatipo S_ WORD: O(IL,FL)

Funcionamiento

Esta funcion efectia la suma O,4(IL,FL) + Og(IL,FL) y devuelve el resultado
readecuado a la aritmética de trabajo O(IL, FL).

Es importante destacar que el operador “+” implementado en las libreria aritmética de
la IEEE no tiene en cuenta el Overflow, o0 sea que si sumamos los operandos sin
ninguna modificacion tendriamos:

0,(IL,FL) + 05(IL, FL) = O(IL, FL)

Lo cual es erréneo pues si ocurre un Overflow no es detectado (ver seccién 6.2.1). Por
esto se hace un padding de 1 bit a la izquierda de cada operando (se afiaden ceros no
significativos) para obtener el resultado con toda la exactitud posible:

BS,&0,(IL,FL) + BSz&05(IL,FL) = O(1 + IL,FL)

Luego se utiliza la funcidn resize_pl para readecuar el resultado a la aritmética de
trabajo (y asi en caso de Overflow se saturara el resultado):

O(1+IL,FL) - O(IL,FL)
fp_comp
Localizacién

Esta funcion se encuentra codificada entre las lineas 137 y 148 del archivo
Fixed_Point_Pkg.vhd.

Entradas

e Operando tipo S WORD:0,(IL,4, FL,) = O4(IL,FL)
Salidas

e Resultado del complemento tipo S WORD: O(IL, FL)

Funcionamiento

Esta funcidn devuelve el complemento a 2 del operando de entrada readecuado a la
aritmética de trabajo.

Como se explicé en la seccidn 6.2.2 si se intenta complementar el valor minimo de la
aritmética se produce un Overflow por ser |[min [D(IL, FL)]| > |[max [D(IL, FL)]|.

Es importante destacar que el operador “-” implementado en la libreria aritmética de la
IEEE no contempla este caso pues hace:
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—0,(IL,FL) = O(IL,FL)

Que es erroneo por qué no puede detectarse si se produce el mencionado Overflow.
Debido a esto es necesario hacer un padding a la izquierda del nimero a complementar
para no perder exactitud:

—BS,&0,(IL,FL) = O(IL + 1,FL)

Luego se utiliza la funcién resize_pl para readecuar el resultado a la aritmética de
trabajo (y asi en caso de Overflow se saturara el resultado):

01+ IL,FL) - O(IL,FL)
fp_reciprocal
Localizacién

Esta funcion se encuentra codificada entre las lineas 148 y 214 del archivo
Fixed_Point_Pkg.vhd.

Entradas

e Operandotipo S WORD: O(IL,FL)
Salidas

e Resultado tipo S_ WORD: O(IL, FL)

Funcionamiento

El cociente entre dos numeros en punto fijo se puede ejecutar siempre como un
cociente entre enteros con tal de tener en cuenta la posicion del punto de cada uno de
los operandos.

Para la realizacion de esta funcién se aplica la filosofia algoritmica de restas sucesivas
del divisor al dividendo.

Se toma el ejemplo siguiente en el que se detalla la filosofia de manera mas sencilla.
Si se quiere realizar la siguiente division:

7.8/3.6

Con esta division y haciendo referencia a la Ecuacion 6-22 se obtiene que el resultado
de la misma debe tener 4 digitos.

?7 0?2?27
Se procede expresando los nimeros en cifras enteras equivalentes, con lo cual se tiene:

78/36
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Luego se toma el dividendo, de un digito a la vez introduciéndolo en un registro de
igual numero de digitos que el resultado y se lo compara con el divisor:

0 0 0 7<36

Como en este caso 7 < 36 no se puede restar 36 de 7 con resultado positivo. Esta
situacion secuela en el primer digito de informacion del resultado de la division: O.

o ? ? 7?
Se toma el siguiente digito del dividendo y se compara con el divisor:
0 0 7 8>36
Esta comparacion lleva a que se posibiliten las dos restas siguientes:
0 0 7 8-36=0 0 4 2
0O 0 4 2—-36=0 0 0 6
Con lo cual, el segundo digito de informacion en el cociente es: 2.
o 2 ? 7?

Con esto se ha obtenido la parte entera de la division, lo cual se logra enfrentando los
puntos fraccionales de ambos operandos, o sea, el simple hecho de obtener el nimero
de veces que entra el divisor en el dividendo.

Se desplaza hacia la izquierda el resultado de la Gltima resta y se introduce el proximo
digito del dividendo (el cual es 0). Luego se realiza la comparacion:

0 0 6 0>36
La cual da como resultado la realizacion de la siguiente resta:
0O 06 0-36=0 0 2 4
Y el cociente se establece en:
0 2 17

Se realiza un nuevo desplazamiento en este Gltimo resultado y se introduce el préximo
digito del dividendo (el cual es 0). Luego se realiza la comparacion:

0 2 4 0>36
La cual da lugar a las siguientes 6 restas:

0 2 4 0—-36=204—-36=168—-36=132—-36=96—-39=060—36
=0 0 2 4

Estas 6 restas dejan el siguiente cociente:
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0 2 1 6

Lo cual arroja el resultado que se esperaba: 2.16.

Se pueden seguir realizando desplazamientos en los resultados de las restas
dependiendo del nimero de digitos significativos que se necesiten.

En el algoritmo de implementacion se declaran las siguientes variables:

Avar,Tmp, Tmp3 y Quot = OPFL(IL,FLpFL) = Opr(IL,2FL)

Result y Bvar = O(IL,FL)

El dividendo es una constante de valor unitario que se guarda en Avar.

Avar = 1,

Luego se entra en el siguiente ciclo, en el cual se realizan las operaciones ilustradas:

WL

I Avar

U

| ITmp

FL

| e |

Si Tmp es mayor o igual a Bvar, entonces
Tmp3 = Tmp - Bvar

FL I Quot

Si no es la dltima iteracidn, entonces

| I Tmp3

U

1 W |

FL

Avar I |

FL I

0

U

Tmp3 = Tmp

5i Tmp es menor gue Bvar, entonces

- oow 1 a Jaw
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En la siguiente iteracion:

I | | WL I FL I Avar

U4

I W Ll [

Si Tmp es mayor o igual a Bvar, entonces
Tmp3 = Tmp - Bvar

I | ‘ WL I FL I Quot

Si no es la dltima iteracidn, entonces

| w el [ Jme

Ay

Avar I ‘ | WL I FL I

5i Tmp es menor gue Bvar, entonces

0 Tmp3 =Tmp

3
I T R e

Figura 7-4: Algoritmo de division entre nimeros positivos, a través de restas sucesivas.

Y asi sigue hasta finalizar con el llenado de la variable Quot, tras WL + FL
iteraciones.

El algoritmo mostrado en la Figura 7-4 detalla el procedimiento en la obtencion del
cociente entre numeros positivos este es idéntico al de division presentado en [10] y
[11] salvo algunas modificaciones.

A continuacion se detallan las caracteristicas agregadas a dicho algoritmo para
adaptarlo a las necesidades del presente trabajo:

e Teniendo en cuenta lo desarrollado en la seccion 6.2.4 y haciendo referencia a
la Ecuacion 6-22, que se repite aqui por conveniencia:
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O(L,FL)
o(IL,FL)

Opes(IL + FL + 1, IL + FL)

Se aprecia que en la parte entera del resultado de la division se disponen de
IL + FL + 1 bits mientras que en su parte fraccional se disponen de IL +
FL bits. Este resultado se debe asignar en una palabra de IL + FL bits, con lo
cual se debe realizar una reasignacion entre las partes enteras de IL + FL +
1 — IL bits y entre las partes fraccionales de IL + FL — FL bits.

La informacion contenida en la parte entera de 0, a reasignar en la parte
entera de O es imprescindible para la consulta y tratamiento del
desbordamiento. Se debe tener en cuenta que para este caso el dividendo debe
ser almacenado en una palabra de /L + FL + 1 bits de parte entera, lo cual
conlleva a una cantidad de IL + FL + 1 iteraciones en el algoritmo para
poder acceder a toda la informacion disponible en la porcion entera del
resultado de la division, la cual, como se acaba de expresar, es indispensable
para la consulta y el tratamiento de posibles desbordamientos. Esto Gltimo da
para pensar que el hecho de haber escogido un metodo de tratamiento del
Overflow como (saturate) nos arrastra a esta restriccion pero, por el contrario
aun escogiendo el método (wrap) lleva a la misma limitacion, ya que aunque se
realice el truncamiento de los bits superiores para la reasignacion IL + FL +
1 — IL es necesaria la ejecucion de IL + FL + 1 iteraciones en el algoritmo
para llegar a la obtencion de la informacion no truncada contenida en la parte
entera del resultado de la division. Esto ultimo es propio del algoritmo de
division elegido para la implementacion, en el cual la obtencion de los bits
menos significativos dependen de la ejecucion para el computo de los bits mas
significativos. Se concluye con esto que para la implementacion del algoritmo
de division, no influye la eleccion del tratamiento del overflow en cuanto a la
complejidad final del algoritmo.

Por el contrario se puede afirmar que la eleccion del método de redondeo si
influye con las posibilidades de disminuir la complejidad final en la
implementacién del algoritmo de division. Debido a la reasignacion de la parte
fraccional (IL + FL — FL bits), no es necesaria la realizacion de IL + FL
iteraciones adicionales luego de la obtencién de la parte entera. Los bits
obtenidos en cada iteracion subsecuente en el algoritmo dependen de las
iteraciones anteriores y no a la inversa, por lo tanto y segin el método de
redondeo elegido (floor) no se hace necesario el codmputo de dichos bits y se
procede a la realizacion de s6lo FL iteraciones para la obtencion de toda la
informacidén necesaria contenida en la parte fraccional del resultado a
reasignar. Se disminuye la complejidad por el hecho de haber realizado IL
iteraciones menos las cuales tienen el reflejo de una implementacion
combinacional directa en el hardware.
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Teniendo en cuenta el dispositivo del que se dispone para la implementacion
de los algoritmos del KF-BT, se aprecia la conveniencia en la utilizacion de los
multiplicadores embebidos que se detallan en la seccion 7.1.1. Esto Gltimo
sumado a la reduccién en la complejidad del algoritmo de division que se
consigue programandolo como una funcion que devuelve el reciproco de un
naimero, nos inclina por dicha opcién. Por lo tanto, en vez de computar una
division se computa el reciproco del denominador. Luego deberd computarse

T ., 1 -
aparte la multiplicacién por el numerador: g= nx-. Esto hace que el tiempo

total de computo sea menor (y presumiblemente también el consumo) ya que
para efectuar la multiplicacion se cuenta en la FPGA con recursos de hardware
embebidos especificos para tal fin.

Se debe tener en cuenta que el algoritmo basico ilustrado en la Figura 7-4
realiza solo divisiones entre nimeros positivos. Otra modificacion incluida al
mismo fue la de agregar la capacidad del tratamiento de nimeros negativos en
complemento a 2.

El algoritmo original arroja el cociente en Quot y el resto en Tmp3. En
nuestro caso no se necesita la disponibilidad del resto.

Se adaptd el algoritmo original para posibilitar la utilizacion de las librerias
recomendadas por la IEEE. Para lo cual se realizaron modificaciones
pertinentes en el cddigo. En el anexo 11.2.1 se encuentra el codigo en VHDL
para la implementacion de la aritmética de punto fijo, mientras que se puede
hacer referencia a [11] para su comparacion.

Se modifico el algoritmo para que se produjera la saturacion en caso de darse
la necesidad tener que computar el reciproco de cero.

Se incluy6 una rutina que implementa la funcién resize de la siguiente manera,
dadas las necesidades patentes en el tipo de variable de salida de la funcion
reciprocal:

La serie de instrucciones a las que se hace referencia sirven para readecuar el
resultado de la funcion reciprocal de nuevo a la aritmética de trabajo utilizando
Saturate en caso de que se presente Overflow y Floor para efectuar el redondeo
(ver seccidén 6.2.3).

Por lo tanto, esta rutina ejecutara las operaciones:

Si no hay Overflow:

Oprr(ILppr, FLyp,) = Opp,(IL,2FL) - O(IL,FL)
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BS = BSyp,
CUL) = C(ILprL),,

C(FL) = C(FLyp,)

Si hay Overflow:

Si BS,p, = 0:
Oppr(ILppy, FLyp) = O(IL, FL)
BS=0
c(it)y=1..1
C(FL)=1..1
Si BSyp, = 1:

Oprr(ULppr, FLyppy) > O(IL, FL)

BS=1
C(IL)=0..0
C(FL)=0..0

7.5 Modulos de Hardware desarrollados
751 KF_ BT

Entradas

e Z Entrada de tipo WORD

e clk Entrada de tipo STD_LOGIC

e Reset Entrada de tipo STD_LOGIC
e CE Entrada de tipo STD_LOGIC

Salidas

e E_X 1 Salida de tipo WORD
e E_X 2 Salida de tipo WORD

Funcionamiento

La estructura interna de nuestra implementacion del KF-BT consta de una organizacion
formada por dos médulos combinacionales y uno secuencial sincrono activado por flancos de
subida, por lo tanto el KF-BT queda constituido en un sistema secuencial sincrono activado
por flancos de subida.
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La ruta de datos viene a cumplir la funcion del control de realimentacion presente en los flip-
flops secuenciales sincronos activados por flacos mas algunas caracteristicas funcionales
propias del multiplexado de los datos, ya que este sistema de control estd compuesto por dos
circuitos combinacionales.

La implementacion estructural del mddulo que constituye el KF-BT es totalmente escalable a
través de la modificacion de los pardmetros n, [, p, (WL)y (FL) definidos en la seccién 7.4.1
excepto por el hecho de tener que modificar el codigo para la implementacion de las salidas
escalares necesarias (E_X n). Esta ultima limitacion se produce por problemas de
compatibilidad presentados por el software de simulacion, al no aceptar este Gltimo, trabajar
con variables que constituyen vectores de STD_LOGIC_VECTOR. La Figura 7-5 ilustra la
estructura del modulo.

KF_BT
z z
Xp Bierman Xpo
UPp UPpo
DPp DPpo
G Data_path_controller l @
DPqit_B DPip_B
UPout_B UPin_B
Xout_B Xin_B
clk > - -
clk Xout_extl E X 1
CE CE
= E_X_2
Xout_ext2 - -
Reset Reset
DPout_T DPin_T
UPout_T UPin_T
Xout T Xin_T
Thornton
Xpo Xp
UPpo UPp
DPpo DPp

Figura 7-5: Estructura interna del KF-BT.
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Especificacion temporal

La especificacion temporal del mddulo se ilustra en la Figura 7-6, esta requiere que previo a la
finalizacién en el reseteo (Reset = 1) deba estar estabilizada la primer componente escalar
del vector de medicidn Z. Una vez estabilizadas las salidas del modulo Data_path_controller
correspondientes a las condiciones iniciales del KF-BT, el modulo combinacional Bierman
tomara un ciclo de reloj para propagar su salida y presentarla estable.

Cuando se haya deshabilitado el reset (Reset = 0), la entrada correspondiente a la primera
componente del vector de mediciones Z deben presentarse estable y se puede habilitar el
funcionamiento del KF-BT mediante la mantencion de la sefial CE = 1. Se debe también
establecer la siguiente componente escalar del vector de medicion Z para cada flanco de
subida en la sefial clk luego de que se establecié la sefial CE = 1. Una vez introducidas las [
componentes del vector de medicién Z, en el siguiente flanco de subida no se exije la
mantencion de una componente en Z determinada, un ciclo posterior de la sefial de clk se
debe presentar en la entrada del KF-BT la primer componente del vector de medicién Z
siguiente. Luego de esto, el ciclo se repite, como se muestra en la Figura 7-6.

Las salidas del KF-BT estaran disponibles a partir del flanco de subida en la sefial clk
inmediatamente consecutivo a la introduccion de la ultima componente del vector de
medicién Z. Estas salidas corresponden a la estimacion a posteriori del vector de estados.

il 22

2 €3 €3 3 €5 €3 O &
0 0 0 €0 Cl

Figura 7-6: Diagrama de especificaciones temporales del médulo KF-BT.
7.5.2 Bierman_module
Entradas
e Z Entrada de tipo WORD
e Xp Entrada de tipo WORDV _n

e UPp Entrada de tipo WORDV_UT
e DPp Entrada de tipo WORDV _n

Salidas

e Xpo Salida de tipo WORDV _n
e UPpo Salida de tipo WORDV_UT
e DPpo Salida de tipo WORDV _n
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Funcionamiento

Como se muestra en la Figura 7-5, este es un modulo que ejecuta el algoritmo de
actualizacion observacional de Bierman (seccién 5.4.3) de manera combinacional a traves de
las operaciones aritméticas implementadas.

La caracteristica que atafie a dichas operaciones aritméticas (Seccion 7.4.3) es la de que son
funciones implementables combinacionalmente.

Si bien funciones como fp_add tienen la realimentacién que constituye el acarreo (lo cual
daria a las mismas aparentes caracteristicas de secuencialidad) se puede argumentar que,
independientemente del instante en el que se presente la entrada estable, la salida se
estabilizara, en el valor correcto, cuando el acarreo finalice su propagacion en toda la funcion.
Es asi que la salida depende s6lo del valor de sus entradas y no del instante en el que se
presentan las mismas.

Dicho aquello, el sintetizador utilizado (Seccion 7.2) permite la implementacion de estas
funciones de manera combinacional y serd este, el encargado de cumplir las exigencias antes
descriptas con tal de conseguir un funcionamiento coherente del mddulo con la especificacion
del algoritmo.

7.5.3 Thornton_module

Entradas

e Xpo Entrada de tipo WORDV _n
e UPpo Entrada de tipo WORDV_UT
e DPpo Entrada de tipo WORDV _n

Salidas

e Xp Salida de tipo WORDV _n
e UPp Salida de tipo WORDV_UT
e DPp Salida de tipo WORDV _n

Funcionamiento

Como muestra la Figura 7-5, este es un médulo que implementa el algoritmo de actualizacién
temporal de Thornton (seccion 5.4.3) de manera combinacional a través de las operaciones
aritméticas utilizadas.

Ademas de lo ya explicado en el apartado anterior en cuanto a la implementacion
combinacional de las operaciones aritméticas fundamentales, se puede agregar que para el
algoritmo de Thornton es necesaria la implementacion de la ortogonalizacion de Gram
Schmidt sopesada la cual consta de un algoritmo en el que no se pueden explotar las
caracteristicas paralelas del dispositivo de ldgica reconfigurable debido a que se presenta
secuencialidad en el mismo como bien se expone en el anexo 11.4.1 y en la seccion 5.4. Sin
embargo la herramienta de sintesis permite la implementacion de dicha ortogonalizacion de
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manera combinacional debido a que independientemente del momento en el que se presenten
sus entradas estables, el algoritmo confluira a un estado estable determinado por su
especificacion.

7.5.4 Data_path_controller

Entradas

e Xin_B Entrada de tipo WORDV _n

e UPin_B Entrada de tipo WORDV_UT
e DPin_B Entrada de tipo WORDV _n

e Xin_T Entrada de tipo WORDV _n

e UPIn_T Entrada de tipo WORDV_UT
e DPin_T Entrada de tipo WORDV _n

e clk Entrada de tipo STD_LOGIC

e CE Entrada de tipo STD_LOGIC

e Reset Entrada de tipo STD_LOGIC

Salidas

e Xout_B Salida de tipo WORDV_n

e UPout B Salida de tipo WORDV_UT
e DPout B Salida de tipo WORDV _n

e Xout_T Salida de tipo WORDV _n

e UPout T Salida de tipo WORDV_UT
e DPout T Salida de tipo WORDV _n

e Xout_extl Salida de tipo WORD

e Xout_ext2 Salida de tipo WORD

Funcionamiento

Como se muestra en la Figura 7-5, este es un mddulo secuencial sincrono activado por flancos
de subida.

Dicho modulo se encarga de controlar la ruta de datos en la realimentacion del estado interno
del KF-BT.

Este modulo cumple las funciones llevadas a cabo por los flip-flops sincronos en todo sistema
secuencial sincrono de control con el agregado de funciones de multiplexado para controlar la
ruta de los datos entre ambos médulos combinacionales.

El control de la ruta de datos deriva en el computo del algoritmo de Bierman a travées de [
iteraciones para que luego se produzca la conmutacion de dicha ruta y se realice el computo
de Thornton, esto ultimo deviene de la ejecucion del algoritmo para el KF-BT procesando el
vector de mediciones una componente a la vez como se explica oportunamente en la seccién
5.3.5.
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Para nuestro caso [ = 1y el control en la ruta de datos presenta una alternancia estricta. Para
el caso en que se hagan necesarias implementaciones del KF-BT con [ > 1 el codigo prevé
instanciaciones condicionales de mddulos alternativos para tales situaciones (apéndices
11.2.4, 11.2.8 y 11.2.9). Entre dichos modulos se genera una nueva linea que comunica la
iteracion [, desde el modulo Data_path_controller al médulo de Bierman, correspondiente
previa a la ejecucion del algoritmo de Thornton. Con esta informacion, el médulo de Bierman
indexa correctamente la matriz H para su ejecucion correcta procesando el vector de
mediciones una componente a la vez (Seccion 5.3.5).

7.6 Indicaciones para la implementacion de sistemas LTV

Coherentemente a los objetivos de este trabajo, se deja la especificacion estructural inicial
pensando en la implementacion de un KF-BT-FP que realice la estimacion del vector de
estados de un sistema LTV, procesando el vector de mediciones una componente a la vez
(Seccidn 5.3.5). Esta estructura se ilustra en la Figura 7-8.

Las entradas adicionales correspondientes son:

Para el modulo de Bierman

Como se explico en la seccion 5.3.5 se sabe que cuando se procesa el vector de mediciones
una componente a la vez se requiere en cada iteracion del mddulo uno de los [ vectores fila de
la matriz H, los cuales tienen dimension n. En cada una de las [ iteraciones se necesitara
también una de las componentes de la diagonal principal de la matriz R de covarianza del
ruido en la medicién. Para el caso en que la matriz R no sea una matriz diagonal, (ruido de
medicion correlacionado seccion 5.3.6) el procedimiento de factorizacion de la misma se
deberé llevar a cabo cada [ + 1 iteraciones del modulo KF-BT, o sea, cuando se actualiza R.

e H Entrada de tipo WORDV _n
e R Entrada de tipo WORD

Tanto H como R deben ser cargadas con la misma especificacion que Z.

Para el modulo de Thornton

Se debe tener en cuenta que en caso de que el ruido de la planta sea correlacionado, la matriz
de covarianza de dicho ruido Q no serad diagonal y se debera realizar su factorizacion Q =
UD,U”, como asi también el computo de G' = GU cada ! + 1 ciclos en el médulo KF-BT.
(Seccion 5.4.2)

e @ Entrada de tipo WORDV_nxn
e G’ Entrada de tipo WORDV_nxp
e D, Entrada de tipo WORDV _p

e U Entrada de tipo WORDV _n

La especificacion para la carga de dichas entradas establece que las mismas deben estar
estabilizadas en el valor correcto previo al flanco de subida que sucede en el ciclo posterior al
que se realiza la carga de la componente [ del vector de medicion Z.
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Tanto el vector ® como el G' son tratados como matrices en el interior del modulo
combinacional que realiza el computo del algoritmo de Thornton. Es asi necesaria la toma de
algunas convenciones en cuanto a la carga de dichos vectores con el fin de no afectar la légica
del algoritmo.

Se tomara convencionalmente que los vectores provenientes desde el exterior seran cargados
desde las matrices respectivas fila por fila de la siguiente manera:

A1t QA
Az1 o Q2n
: . s [=[@1 0 Qm G2 Agp t Qpa t Apg]
An1  ° Apn

Por lo tanto, el subindice s del elemento del vector Phiy,) desde la matriz Phi,,, esta dado
por:

s=f))=>G-1n+j
Phis = Phi;;
Y el subindice s del elemento del vector G ,,,)desde la matriz G,,,,, esta dado por:
s=fE)=G—Dp+)
Gs = Gj

Con el fin evitar la modificacion del algoritmo de Thornton se debe proceder al agregado de
las siguientes sentencias de las cuales resultaran los valores de los subindices i j desde el
subindice s. Se tomara como caso general el de la matriz G,,,. El algoritmo a seguir se
muestra en la Figura 7-7.

j = restode (5/p) no

(s—=17) <j

+1

resto de (S/p) =0

@si

J=p o i=5)

p

Figura 7-7: Algoritmo de carga de vectores a matrices.
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clk Xout_extl E X 1
CE CE |:: “;
Xout_ext2 EX2
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DPout_T DPin_T
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Thornton
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DPpo DPp
Jr I::>
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Figura 7-8: Diagrama estructural de la implementacion del KF-BT para el caso de una planta LTV.

7.7 Comentario sobre problemas de sintesis en las familias Spartan 6 y Virtex 5

Como se indicase en la seccion 7.4.3, la filosofia de descripcion del hardware aqui adoptada
(definicién de las operaciones aritméticas en una libreria en vez de implementarlas en
modulos independientes) derivo en la sintesis de dos grandes bloques asincronos (Bierman y
Thornton).

Si bien la descripcion resultante es sintética, organizada, de facil lectura, requiere de un
menor tiempo de desarrollo y estd mas acorde a los objetivos de este trabajo (pues facilita el
disefio escalable y es mas independiente de la aplicacidn), no resultd ser la mas adecuada para
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sintetizar el hardware descripto en la FPGA. Esto es debido a que no permite tener un control
detallado sobre el hardware que se va sintetizar y a que las tecnologias de sintesis (basadas en
algoritmos heuristicos) estan orientadas a la optimizacion de sistemas sincronos, pues en
estos, se cuenta con mayores restricciones que facilitan el andlisis temporal y por ende la
convergencia del algoritmo.

Esto provoco que, a la hora de sintetizar el KF-BT-FP descripto como en la seccion 7.5 se
presentasen problemas de funcionamiento. En particular sucedié que el hardware descripto
funcionaba correctamente a nivel l6gico (en la simulacion Behavioral) pero luego de ser
sintetizado, el funcionamiento de los bloques combinacionales de Bierman y Thorton era
erréneo (manifestado en la simulacion Post-Synthesis). Puesto que cuando se probaba el
funcionamiento de los médulos por separado este era correcto y que el error surgié cuando se
sintetizaban todos los bloques juntos, es probable que este problema se deba a la incapacidad
del sintetizador (fruto una descripcion inadecuada para la sintesis en FPGAs de esta
tecnologia) de manejar la complejidad de los bloques de Bierman y Thornton ademas de la
temporizacién de la realimentacién, simultaneamente.

Esta dificultad se presentd cuando se pretendio sintetizar tanto en las familias Virtex 5 como
Spartan 6.

Luego de varias etapas de pruebas, en las que se buscé modificar el comportamiento de XST
mediante la modificacidon de las opciones de sintesis, la Unica solucion que se vislumbro al
problema (que no requiriese modificar sustancialmente la descripcion realizada) fue la de
sintetizar cada blogue por separado y luego utilizar las netlists de cada uno para instanearlos
como black box modules en el modulo del KF_BT.
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8 Validacion de Campo

Las siguientes pruebas se realizaron entre los dias 1 y 30 del mes de Mayo de 2012 utilizando
el software, librerias y FPGA descriptos en la seccion 7. Las mismas fueron realizadas por
los alumnos que desarrollaron el proyecto Dematties Dario e Iglesias Francisco con el
asesoramiento del tutor Ing. Rodrigo Gonzalez del Laboratorio de Computacion
Reconfigurable de la Universidad Tecnoldgica Nacional Facultad Regional Mendoza.

8.1 Condiciones de pruebay desempefio numérico

En el esquema de disefio para FPGA propuesto por Xilinx existen varias instancias en las que
se utilizan simuladores de alto nivel para verificar el correcto funcionamiento del sistema bajo
desarrollo. Los dos tipos de verificacion (utilizando simulacion de alto nivel) mas
comunmente usados son los que comprueban:

e EI codigo VHDL desarrollado: Mediante una simulacion Behavioral. Esta solo
contempla el funcionamiento l6gico del hardware sintetizado a partir del codigo en
VHDL, por lo que no se utiliza para depurar errores relativos a temporizacion o ruteo.
La ventaja de esta simulacion es que requiere poca capacidad computacional para
llevarse a cabo.

e El hardware sintetizado y ubicado en la FPGA destino: Mediante una simulacion Post-
Route. Esta contempla todos los aspectos relevantes que hacen al funcionamiento real
del hardware sintetizado en la FPGA destino. Para esto utiliza modelos de
propagacién que estiman los tiempos de retardo en todas las lineas de transmision en
funcion de su longitud, temperatura y otros parametros. Lo mismo se aplica para las
compuertas y dispositivos l6gicos. Aqui cabe destacar que estos modelos, generados
por el fabricante de la FPGA, son pesimistas por lo que si el sistema funciona
correctamente en la simulacion Post-Route se garantiza su funcionamiento en el
hardware bajo las condiciones de simulacion (basicamente temperatura y tension de
alimentacion). La desventaja de este método es que requiere de gran capacidad
computacional si desea simularse el funcionamiento del hardware por muchos ciclos
de reloj.

Para verificar el correcto funcionamiento del hardware descripto se contrasto los resultados
del KF-BT-FP codificado en MATLAB con los valores arrojados por las simulaciones.

Para facilitar esta comparacion elaboramos el programa localizado en el archivo
KF_test_for_implementation.m del anexo 11.1.6. Este programa computa el KF-BT-FP
(codificado numéricamente igual que el VHDL) y devuelve los resultados en binario de todos
los pardmetros necesarios en cada iteracion para poder compararlos directamente con los
valores arrojados por la simulacion.

Ademas, el Test Bench de VHDL que prueba el filtro en la FPGA se programé para que tome
las mediciones de un archivo de texto “data_in.dat” y que escriba los valores de las
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estimaciones en otro “data_out.dat”. El codigo del Test Bench se encuentra localizado en el
archivo Kalman_Filter_Test_Bench.vhd del anexo 11.2.10.

8.1.1 Simulaciones Post-Route

Primero verificaremos el correcto funcionamiento del filtro en la FPGA mediante una
simulacion Post-Route para establecer principalmente que no hay problemas de
temporizacidn, sincronismo u otros asociados al hardware. Dado que el algoritmo es iterativo
esto puede comprobarse con solo ejecutar unas pocas iteraciones.

Detallaremos primero algunos puntos importantes a tener en cuenta a la hora de ejecutar una
simulacion Post-Route:

e Los packages personales no son reconocidas cuando se elabora el archivo de la unidad
bajo prueba (UUT). Estas deben ser agregadas, mediante la especificacion del path
correspondiente, al archivo Kalman_Filter_Test_Bench_par.prj.

e Ademas el Isim no encuentra por defecto el modelo de al UUT (archivo
KF_BT timesim) por lo que también debe especificarse su path en el archivo
Kalman_Filter_Test_Bench_par.prj.

Teniendo en cuenta estos dos cambios, el archivo en cuestién
Kalman_Filter_Test_Bench_par.prj (poner All files para visualizarlo) queda:

vhdl work "netgen/par/KF_BT_timesim.vhd"
vhdl work "Kalman_Filter_Test_Bench.vhd"
vhdl work "parameters.vhd"
vhdl work "system_def.vhd"

e El tipo de sefial buffer no es soportado en simulaciones Post-Route.

e Cualquier variable que sea un vector de vectores no es soportado en simulaciones
Post-Route si se utiliza en los puertos de entrada o salida del bloque de mayor
jerarquia (el que sera la UUT del test bench). Esto sucede para el tipo WORDV _n, por
esto se modificd la salida para que sean dos salidas tipo WORD individuales.

En la siguiente figura se presentan los resultados (estados estimados) de la simulacién Post-
Route para las primeras iteraciones del filtro mostrados mediante el diagrama de tiempo de las
sefiales de salida:
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¥ 111111111101, }
000011... )

Figura 8-1: Diagrama temporal con las salidas (especificadas en la columna de la izquierda) de la simulacion Post-

Route del KF-BT-FP.

En la siguiente tabla se muestran las 7 iteraciones del experimento de la Figura 8-1, ademas se
colocan al lado de los resultados arrojados por MATLAB para la misma realizacion. Como
puede verse los resultados son idénticos.

KF-BT-FP (WL=18; FL=9)

Z E X MATLAB E XFPGA Diferencia ?

WL=18; FL=9 E X1 E X2 E X1 E X2 E XL | EX2

Prueba 1 1 0 0 ERR ERR
111111111011011000 | 111111111100111010 | 000000000000000000 | 111111111100111010 | 000000000000000000
111111111111011101 | 111111111101111010 | 000000000001011101 | 111111111101111010 | 000000000001011101
111111111010101101 | 111111111101000000 | 000000000011010001 | 111111111101000000 | 000000000011010001
000000000011001000 | 111111111110010101 | 000000000011111111 | 111111111110010101 | 000000000011111111
111111111110110101 | 111111111110011011 | 000000000101001010 | 111111111110011011 | 000000000101001010
111111111001101110 | 111111111101110010 | 000000000111000100 | 111111111101110010 | 000000000111000100
000000000000101110 | 111111111110001100 | 000000000111111101 | 111111111110001100 | 000000000111111101

Tabla 8-1: Se comparan (columnas 6 y 7) los resultados de las estimaciones del KF-BT-FP funcionando en MATLAB
(columnas 2y 3) y en la FPGA (columnas 4 y 5) para 200 mediciones (columna 1) de una misma realizacion.

8.1.2 Simulaciones Behavioral

Luego de demostrar que el filtro implementado en la FPGA no posee problemas de
temporizacion (seccion anterior), pueden utilizarse las simulaciones Behavioral para
establecer que el funcionamiento numérico del mismo es idéntico al del filtro funcionando en
MATLAB. Hacemos esto porque las simulaciones Behavioral requieren de menos tiempo de
computo permitiendo realizar facilmente una mayor cantidad de pruebas como se requiere
para demostrar la igualdad numérica de ambas implementaciones (FPGA y MATLAB).

En la siguiente tabla se muestran y comparan las estimaciones de cada estado para 200
iteraciones (2 [s] para el periodo de muestreo utilizado) de la misma realizacion en las dos

plataformas:

KF-BT-FP (WL=18; FL=9, RM=Floor, OM=Saturate)

JA

E_X MATLAB

E_X FPGA

Diferencia?

WL=18; FL=9

E X1

E X2

E X1

E X2

E X1

E X2

Prueba

1

1

0

0

ERR

ERR

000000001101000100

111111111011111010

000000000000000000

111111111011111010

000000000000000000

000000000110100111

000000000001111011

000000000000100010

000000000001111011

000000000000100010

000000000001110111

000000000011010010

000000000000010110

000000000011010010

000000000000010110

000000000101011011

111111111111100011

000000000010111001

111111111111100011

000000000010111001

111111111100000010

111111111100111100

000000000110001000

111111111100111100

000000000110001000

000000000110111111

000000000001101010

000000000010110001

000000000001101010

000000000010110001

000000000010010110

000000000001001001

000000000011110101

000000000001001001

000000000011110101
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000000000101010000

000000000001011000

000000000100000011

000000000001011000

000000000100000011

111111110111111101

000000000001100100

000000000100010000

000000000001100100

000000000100010000

000000001100101100

000000000001001001

000000000101011100

000000000001001001

000000000101011100

000000000011111110

000000000001000001

000000000110001111

000000000001000001

000000000110001111

111111110001010000

000000000001110001

000000000101001101

000000000001110001

000000000101001101

000000000100011101

000000000001111111

000000000101000110

000000000001111111

000000000101000110

000000001011000000

000000000010001101

000000000100111010

000000000010001101

000000000100111010

000000000110000010

000000000010011101

000000000100100010

000000000010011101

000000000100100010

000000001100000101

000000000010101101

000000000011111101

000000000010101101

000000000011111101

000000001011101110

000000000010100110

000000000100100011

000000000010100110

000000000100100011

111111111010000001

000000000010011110

000000000101010001

000000000010011110

000000000101010001

111111101110111111

000000000010011101

000000000101101110

000000000010011101

000000000101101110

000000001111111000

000000000010011101

000000000110001110

000000000010011101

000000000110001110

000000000100110101

000000000010011111

000000000110100010

000000000010011111

000000000110100010

000000000010000000

000000000010100010

000000000110100010

000000000010100010

000000000110100010

111111111110101111

000000000010100101

000000000110110011

000000000010100101

000000000110110011

111111110101110110

000000000010101000

000000000111000001

000000000010101000

000000000111000001

000000000100000011

000000000010101011

000000000111001001

000000000010101011

000000000111001001

111111110111011011

000000000010101110

000000000111010010

000000000010101110

000000000111010010

111111111011110110

000000000010110001

000000000111100110

000000000010110001

000000000111100110

000000000001000010

000000000010110100

000000001000001001

000000000010110100

000000001000001001

000000001000111010

000000000010111000

000000001000010101

000000000010111000

000000001000010101

000000000110000000

000000000010111100

000000001000001010

000000000010111100

000000001000001010

111111111000011000

000000000011000000

000000001000000011

000000000011000000

000000001000000011

000000001111001000

000000000011000100

000000001000101111

000000000011000100

000000001000101111

000000000011101011

000000000011001000

000000001001000000

000000000011001000

000000001001000000

000000010010100001

000000000011001011

000000001000110010

000000000011001011

000000001000110010

111111111010000001

000000000011010000

000000001001001010

000000000011010000

000000001001001010

111111111101100011

000000000011010101

000000001001101000

000000000011010101

000000001001101000

111111111101110011

000000000011011011

000000001010000011

000000000011011011

000000001010000011

000000000011001101

000000000011011111

000000001001110101

000000000011011111

000000001001110101

111111111100011000

000000000011100010

000000001001011100

000000000011100010

000000001001011100

111111111100100110

000000000011100101

000000001001000101

000000000011100101

000000001001000101

111111110001011001

000000000011101010

000000001001010000

000000000011101010

000000001001010000

111111111101110101

000000000011101110

000000001001000101

000000000011101110

000000001001000101

000000000110101101

000000000011110000

000000001000101000

000000000011110000

000000001000101000

000000000011010010

000000000011111000

000000001001011001

000000000011111000

000000001001011001

000000000011100000

000000000011111100

000000001001010001

000000000011111100

000000001001010001

000000000100000000

000000000100000000

000000001001000111

000000000100000000

000000001001000111

000000000110011000

000000000100000111

000000001001100001

000000000100000111

000000001001100001

000000000001000111

000000000100010001

000000001010011001

000000000100010001

000000001010011001

111111111111100011

000000000100011000

000000001010011001

000000000100011000

000000001010011001

000000001001010101

000000000100011011

000000001001110101

000000000100011011

000000001001110101

000000000001111110

000000000100011110

000000001001001101

000000000100011110

000000001001001101

000000000111001111

000000000100100011

000000001001001001

000000000100100011

000000001001001001

111111111101110010

000000000100100110

000000001000100010

000000000100100110

000000001000100010

000000000100010110

000000000100101001

000000001000001000

000000000100101001

000000001000001000

000000001011100001

000000000100101110

000000000111111101

000000000100101110

000000000111111101

111111111110011111

000000000100101111

000000000111010001

000000000100101111

000000000111010001

000000000110110000

000000000100110000

000000000110101001

000000000100110000

000000000110101001

000000000011110010

000000000100110011

000000000110011010

000000000100110011

000000000110011010

000000000101000110

000000000100110100

000000000101101110

000000000100110100

000000000101101110

000000000010110111

000000000100110110

000000000101011010

000000000100110110

000000000101011010

111111110101001000

000000000100111000

000000000101000100

000000000100111000

000000000101000100

000000000100100111

000000000100111010

000000000100110000

000000000100111010

000000000100110000

000000010000111011

000000000100111011

000000000100010010

000000000100111011

000000000100010010

000000001011000000

000000000100111100

000000000011111000

000000000100111100

000000000011111000

000000000010110001

000000000100111101

000000000011100000

000000000100111101

000000000011100000

000000000000011111

000000000100111110

000000000011010001

000000000100111110

000000000011010001

000000000111110000

000000000100111111

000000000010111010

000000000100111111

000000000010111010

000000000010101100

000000000100111111

000000000010100011

000000000100111111

000000000010100011

000000000001100000

000000000100111111

000000000010001011

000000000100111111

000000000010001011

000000000110001010

000000000100111111

000000000001110101

000000000100111111

000000000001110101

000000001111101110

000000000100111111

000000000001011110

000000000100111111

000000000001011110

111111110001011111

000000000100111110

000000000001000111

000000000100111110

000000000001000111

000000001010010011

000000000100111101

000000000000110010

000000000100111101

000000000000110010

111111111101100001

000000000100111100

000000000000011101

000000000100111100

000000000000011101

000000001101000110

000000000100111011

000000000000001001

000000000100111011

000000000000001001
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111111111101101110

000000010001001101

000000000100100010
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000000000100100010
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111111111101011011

000000000100011111
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111111111101010010
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000000000001000100
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000000000011110010

111111111100110010
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Tabla 8-2: Se comparan (columnas 6 y 7) los resultados de las estimaciones del KF-BT-FP funcionando en MATLAB
(columnas 2y 3) y en la FPGA (columnas 4 y 5) para 200 mediciones (columna 1) de una misma realizacion.
Como puede verse, el filtro en la FPGA responde de manera idéntica en cada iteracion que su
par en MATLAB. En la siguiente figura se muestra el diagrama de tiempo con las sefiales de
los primeros valores de la Tabla 8-2 obtenidos desde Isim. (Recuérdese que a partir del primer
flanco de subida en que CE=1, los valores a la salida surgen cada un ciclo en la secuencia

Thornton-Bierman-Thornton-Bierman-...):

2.524369748 ms 37550000000 ms
i

111111111911111010

-35.025630252 ms
-35ms
|

¥1: 2.524365748 ms Jf ¥2: 37.550000000 ms [ AX: -35.025630252 ms

Figura 8-2: Diagrama temporal con algunas de las salidas del experimento de la Tabla 8-2. A la izquierda puede
apreciarse el nombre de cada sefial.
En la siguiente tabla se resumen otros experimentos realizados que al igual que el de la Tabla
8-2 tampoco arrojaron diferencias entre las dos plataformas, verificando asi su equivalencia
numerica:
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Numero de Prueba | Cant. de iteraciones | Tiempo de simulacién[s] | Errores detectados
1 200 2 No
2 200 2 No
3 1000 10 No

Tabla 8-3: Otros experimentos realizaos para verificar que el filtro se comporta numéricamente igual en MATLAB
que en el hardware (FPGA)

8.1.3 Desempefio numérico

La ventaja de haber realizado un estudio detallado, como el de las secciones 1, 1 y 9, sobre los
problemas de implementacion del KF-BT en aritmetica de FP es que las pruebas del
funcionamiento numérico del hardware se simplifican. Esto se debe a que uno tiene un control
pleno (a nivel de bit) del funcionamiento del algoritmo sintetizado. Dado que en la seccion
anterior se mostro que el KF-BT-FP en la FPGA funciona de manera identica que el de
MATLAB, todo lo analizado en las secciones 6.5.2, 6.5.5 y 6.6 respecto del comportamiento
numérico del filtro es valido también para el hardware funcionando en la FPGA.

Adicionalmente afiadimos aqui a modo de conclusion, la Figura 8-3 y la Figura 8-4
correspondiente al ultimo experimento de la Tabla 8-3, en la que se muestran el diagrama de
tiempo con las sefiales obtenidas de Isim y una grafica con los estados estimados, exactos y
las mediciones.

Notese la diferencia (para la aritmetica seleccionada en la seccién 6.6) en el funcionamiento
del KF-BT-FP mostrado, comparado con el del KF-OA-FP mostrado en la Figura 8-5 (ver
seccién 6.5.5):

10,000000000000 5

I |
wwnm ——

I

¥1: 10.000000000000 s | X2: 0.022500000000 < [ 4X: 5.977500000000 5

Figura 8-3: KF-BT-FP funcionando en la FPGA, se muestra el diagramas de tiempo de la sefiales de salida.
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X, (KF-BT-FP)t]

-1 I I I

0 1 2 3 4 5 5 7 a8 g 10
t[s] ;lmprovement factor=11.2822 ;rms Er=0.087378

X, (KF-BT-FP)[ftrs]

1 1 2 3 4 5 B 7 a g 10
t[s] ;rms En=051664

Figura 8-4: KF-BT-FP funcionando en la FPGA, se muestran las estimaciones (en Verde) , los estados exactos (en
Azul) y las mediciones (en Cian).

300 . . .

200

100

a :

¥, (KF-OA-FP)[ft]

100 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o 1 2 3 4 5 B 7 =] 4 10

t[s] ;Improvement factar=0.0058173 ;rms Ern=162.1592

"Ill:":l T T T T T T T T T

200

-200

¥, (KF-OA-FP)[ft/s]

400 ' ' '
o 1 2 3 4 5 B 7 8 3 10

t[s] ;rms Er=179.662

Figura 8-5: KF-OA-FP (en MATLAB) funcionando para la misma realizacion y con la misma aritmetica que el KF-
BT-FP de la Figura 8-4.
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8.2 Recursos de Hardware

En la siguiente tabla se presentan, discriminadas por modulo, las primitivas de hardware
inferidas por el sintetizador XST en la implementacion del KF-BT-FP (siempre con la
aritmética seleccionada en la seccion 6.6) en la FPGA especificada en la seccién 7.1.

Modulo de Bierman

Modulo de Thornton

Data Path Controller

# Multipliers (11 # Multipliers 123
18x18-bit multiplier 111 18x10-bit multiplier 14
18x18-bit multiplier 111
18x4-bit multiplier 01
18x5-bit multiplier 01
18x8-bit multiplier 6
# Adders/Subtractors # Adders/Subtractors 143 # Adders/Subtractors  : 1
1-bit subtractor 1-bit subtractor 1 1-bit adder 01

10-bit subtractor
11-bit subtractor
12-bit subtractor
13-bit subtractor
14-bit subtractor
15-hit subtractor
16-bit subtractor
17-bit subtractor
18-bit subtractor
19-bit adder
19-bit subtractor
2-bit subtractor
20-bit subtractor
21-bit subtractor
22-bit subtractor
23-bit subtractor
24-bit subtractor
25-bit subtractor
26-bit subtractor
3-bit subtractor
4-bit subtractor
5-bit subtractor
6-bit subtractor
7-bit subtractor
8-bit subtractor
9-bit subtractor

10-bit subtractor
11-bit subtractor
12-bit subtractor
13-bit subtractor
14-bit subtractor
15-bit subtractor
16-bit subtractor
17-bit subtractor
18-bit subtractor
19-bit adder
19-bit subtractor
2-bit subtractor
20-bit subtractor
21-bit subtractor
22-bit subtractor
23-bit subtractor
24-bit subtractor
25-bit subtractor
26-bit subtractor
3-bit subtractor
4-bit subtractor
5-bit subtractor
6-bit subtractor
7-bit subtractor
8-bit subtractor
9-bit subtractor

L S N N O O L e R N I U O VN S L

# Comparators
27-bit comparator greater

.-

# Comparators
27-bit comparator greater

=
[ee)

Nk kPP RPRPRPRPRpRRrRRrRRrRRRPRPRPONRPRRRRRRERER

27-bit comparator lessequal : 36 27-bit comparator lessequal 18
# Multiplexers 1739 | # Multiplexers : 405 # Multiplexers .3
1-bit 2-to-1 multiplexer 1 696 1-bit 2-to-1 multiplexer 1348 1-bit 2-to-1 multiplexer : 1
18-bit 2-to-1 multiplexer 139 18-bit 2-to-1 multiplexer 155 18-bit 2-to-1 multiplexer :2
27-bit 2-to-1 multiplexer 14 27-bit 2-to-1 multiplexer 2
# Xors 115 # Xors 127
1-bit xor2 115 1-bit xor2 127
# Registers 1217
Flip-Flops 1217

Tabla 8-4: Primitivas inferidas por el sintetizador XST al implementar el KF-BT-FP separadas por modulo.

En la siguiente tabla se muestran los recursos del hardware de la FPGA utilizados para

implementar las primitivas de la Tabla 8-4 y su interconexion:

| Device Utilization Summary [
‘Slice Logic Utilization Used |Available |Utilization Note(s)
'Number of Slice Registers 223 54,576 1%
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Number used as Flip Flops 223
Number used as Latches 0
Number used as Latch-thrus 0
Number used as AND/OR logics 0
Number of Slice LUTs 3,943 27,288 14%
Number used as logic 3,938 27,288 14%
Number using O6 output only 2,931
Number using O5 output only 37
Number using O5 and O6 970
Number used as ROM 0
Number used as Memory 0 6,408 0%
Number used exclusively as route-thrus 5
Number with same-slice register load 0
Number with same-slice carry load 5
Number with other load 0
Number of occupied Slices 1,281 6,822 18%
Number of LUT Flip Flop pairs used 3,945
Number with an unused Flip Flop 3,722 3,945 94%
Number with an unused LUT 2 3,945 1%
Number of fully used LUT-FF pairs 221 3,945 5%
Number of unique control sets 5
Number of slice regi§te_r sites lost 17 54576 1%
to control set restrictions
Number of bonded 10Bs 57 218 26%
Number of RAMB16BWERs 0 116 0%
Number of RAMB8BWERSs 0 232 0%
Number of BUFIO2/BUFIO2_2CLKs 0 32 0%
Number of BUFIO2FB/BUFIO2FB_2CLKs 0 32 0%
Number of BUFG/BUFGMUXs 1 16 6%
Number used as BUFGs 1
Number used as BUFGMUX 0
Number of DCM/DCM_CLKGENSs 0 8 0%
Number of ILOGIC2/ISERDES2s 0 376 0%
Number of IODELAY2/IODRP2/I0ODRP2_MCBs 0 376 0%
Number of OLOGIC2/OSERDES2s 0 376 0%
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Number of BSCANSs 0 4 0%
Number of BUFHs 0 256 0%
Number of BUFPLLSs 0 8 0%
Number of BUFPLL_MCBs 0 4 0%
Number of DSP48A1s 33 58 56%
Number of ICAPs 0 1 0%
Number of MCBs 0 2 0%
Number of PCILOGICSEs 0 2 0%
Number of PLL_ADVs 0 4 0%
Number of PMVs 0 1 0%
Number of STARTUPS 0 1 0%
Number of SUSPEND_SYNCs 0 1 0%
Average Fanout of Non-Clock Nets 4.23

Tabla 8-5: Recursos de hardware ocupados por el KF-BT-FP en la FPGA Spartan 6 detallada en la seccién 7.1.

Adicionalmente, mostramos en la siguiente tabla, inicamente a modo indicativo, los recursos
de hardware consumidos por el KF-BT-FP para diferentes dimensiones del vector de estado

(valores de n):

Cantidad de estados | Slices | DSP48A
2 4786 33
4 8899 78
6 12815 118
8 16615 158
10 20485 198
Tabla 8-6: Recursos de hardware de la FPGA consumidos por el KF-BT-FP para diferentes dimensiones del vector de
estados.

Estos resultados son acordes a la implementacion de KF-BT dada en [15]

8.3 Desempeiio temporal

La méaxima frecuencia de reloj obtenida para el KF-BT es de: = 459 [MHz]. Dado

217.709 [ns]
que para [ =1, se procesa un vector de mediciones completo cada 2 ciclos de reloj esto

muestras

equivale a una frecuencia de muestreo maxima del filtro de 2.296 x10° [ . 1 0 una
muestra cada aproximadamente T = 436 [ns].

En la Figura 8-5, se muestra el diagrama de tiempo con las sefiales de salida del filtro
operando a su maxima frecuencia de reloj (el experimento completo constd de 5 interaciones
en las que no se detecto ningun error).

Dado este rendimiento temporal, el sistema desarrollado no presentd ninguna dificultad en
ejecutar el caso que implementamos con T = 0.01 [s].

Alumnos: D.Dematties y F.Iglesias Version:1 - 01/05/2012



UTN-Facultad Regional.Mendoza Dpto. de Electrénica Caétedra de Proyecto Final
TITULO DEL PROYECTO: Implementacién de Filtro de Kalman en FPGA.
TEMA: Validacion de campo Pagina 146

oo |

I 1 I R
0 000
0 X C
_‘_——_

X1:624.227ns

Figura 8-6: Diagrama temporal con algunas de las salidas de una simulacién Post-Route con 5 iteraciones operando a
la maxima frecuencia de reloj. A la izquierda se detalla el nombre de cada sefial.

8.4 Consumo eléctrico estimado

En las siguientes tablas se muestra el consumo estimado de la implementacion del KF-BT-FP
(con la aritmética seleccionada en la seccion 6.6) en la FPGA especificada en la seccién 7.1.
Los datos fueron extraidos del programa Xilinx XPower Analyzer VV.12.4 (nt) y constituyen
estimaciones del consumo eléctrico basadas en modelos desarrollados por el fabricante de la
FPGA. Estos pueden diferir del consumo real segun se modifiquen las condiciones de
simulacion (temperatura ambiente, tension de alimentacion, tasas de conmutacion, etc.).

Aqui definimos el reloj a 4 [MHZ] y las tasas de conmutacion como se detallan en la siguiente
figura (ndtese que se utilizo la méxima posible para los DSP dado que es un componente
critico del disefio):

FF Toggle Rate (%) . 0.0to 200.0

/0 Toggle Rate (%) 0.0to 200.0

Output Load (pF) 0.0to 1000000.0

/0 Enable Rate (%) 0.0to 100.0

BRAM Write Rate (%) 0.0to 100.0
0.0to 100.0

D5F Toggle Rate (%) |2'DD 0 0.0to 200.0

Figura 8-7: Tasas de conmutacion adoptadas para la simulacion de consumo eléctrico de XPower Analyzer.

El resto de las condiciones de simulacién son las detalladas en la siguiente figura:

Effective TJA Max Ambient Junction Temp
Themal Properties CAN) ]

Figura 8-8: Condiciones de simulacion adoptadas para el analisis de consumo de XPower Analyzer.
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Los resultados de la simulacion de consumo efectuada por XPower Analyzer pueden verse en
la siguiente figura:

OnChip  Power (W) |sed Available  Utilization (%)
Clocks I — —
Logic I 27288 13
Signals I — —
DSPs h8 47
0z 218 26
Leakage
Total

Figura 8-9: Resultados de la simulacion de consumo eléctrico de XPower Analyzer.
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9 Analisis de factibilidad econdmica

La evaluacién econdmica de proyectos de cooperacion tiene por objetivo identificar las
ventajas y desventajas asociadas a la inversion en un proyecto antes de la implementacion del
mismao.

La evaluacion econdmica es un método de analisis Util para adoptar decisiones racionales ante
diferentes alternativas. Es un andlisis comparativo de las acciones alternativas tanto en
términos de costes como de beneficios con el fin de demostrar la factibilidad y rentabilidad
econdmica de un proyecto.

Es necesario mencionar que solo se evaluard la etapa del disefio y de la produccién del
proyecto sin incluir la etapa de comercializacion del producto.

Para evaluar la factibilidad econémica del proyecto se utilizar4 el método simplificado de
formulacién de proyectos, con lo que se pretende determinar el Valor Actual Neto (VAN), la
Tasa Interna de Retorno (TIR) y la curva de sensibilidad.

Definicién de objetivos:

Creacion de los contenidos de conocimientos (know-how) necesarios que permitan emprender
investigaciones o desarrollos regionales en el area de la implementacion del filtro de Kalman
en dispositivos de logica reconfigurable.

El producto final consta de:

e Material necesario que cree los conocimientos de base orientados especificamente a
encarar el proceso de investigacion o desarrollo.

e Codigo fuente del software necesario para la realizacion de un perfil de pruebas a
llevar a cabo en el proceso de investigacion.

e Cadigo fuente del software necesario para la descripciéon del hardware en el que se
realizaran las implementaciones del algoritmo del filtro de Kalman.

El mercado al cual apunta el proyecto es la venta del material producido a laboratorios,
instituciones educativas de nivel superior y empresas de servicios de ingenieria.

9.1 Evaluacion del proyecto

Tanto los costes como los beneficios se miden en dinero. Se trata del tipo de andlisis mas
extendido en los estudios de viabilidad de inversiones productivas.

Definicidon del nivel de tecnologia y los costos correspondientes:

Inversiones iniciales:

Inversiones iniciales Valor unitario ($) | Cantidad | Valor ($)

Notebooks 3200 2 6400
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Manuales VHDL 300 2 600
Libros de teoria sobre el KF. 300 3 900
Entorno de desarrollo Xilinx ISE 11000 1 11000
Programa de célculo Matlab R2008a 16000 1 16000
Horas de investigacion 70 190 13300
Horas de desarrollo de software 70 230 16100
64300

Costos corrientes anuales:

Se han estipulado gastos concernientes a la confeccion del producto terminado.

Costos corrientes Valor Cantidad Valor ($)
unitario ($)
Impresion del material teérico. 40 4 160
Grabacion del software en el soporte|2 4 8
tecnoldgico.
Packaging 5 4 20
188

Egresos corrientes anuales:

Estos se computan por medio de las anualidades de los costos. Con esto se tiene en cuenta la
inversion inicial en la formacion de los egresos corrientes a través del factor de recuperacion
de la inversion.

El factor de recuperacion para un interés del i = 10% Yy para un lapso de tiempo de T =
5 afios afios es:

FR(i,T) = 0.264

En el presente proyecto se considerara una liquidacion de los bienes adquiridos en un 10% de
su valor inicial, por lo tanto L = $3490. Esto se debe a que el material utilizado es de rapida
obsolescencia.
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Egresos Valor Cantidad Valor ($)
corrientes | unitario ($)
Producto 16449,84 |4 65799,36
terminado

Precio de venta neto del producto terminado:

Para la formacion del precio, se incurrird en un beneficio del 45%.

Precio de|Beneficios
venta neto | esperados

$)
23852,268 0,45

Ingresos corrientes anuales:

Son los que resultan de las ventas del material.

Ingresos Valor Cantidad Valor ($)
corrientes | unitario ($)

Producto 23852,268 |4 95409,072
terminado.

Beneficios netos anuales o flujo de caja:

Flujo de caja

Afio Costo(3) Ingreso($) |FC($)

0 64300 0 -64300

1 65799,36 95409,072 |29609,712
2 65799,36  |95409,072 |29609,712
3 65799,36  |95409,072 |29609,712
4 65799,36  |95409,072 |29609,712
5 65799,36 95409,072 |29609,712

Alumnos: D.Dematties y F.Iglesias Version:1 - 01/05/2012



UTN-Facultad Regional.Mendoza

Dpto. de Electronica

Caétedra de Proyecto Final

TITULO DEL PROYECTO: Implementacién de Filtro de Kalman en FPGA.

TEMA: Anélisis de factibilidad econémica Pagina 151
L 0 3490 3490
Total 393296,8 |480535,36 |87238,56

9.2 Flujo de fondos

VAN: valor presente de los beneficios netos que genera un proyecto a lo largo de su vida util,
descontados a la tasa de interés que refleja el costo de oportunidad para él o la inversionista
que tiene el capital que piensa invertir en el proyecto.

En la tabla siguiente se expresan los valores de los flujos de caja actualizados a una tasa de
descuento del 10%.

Flujo de
fondos

I = Inv.
Inicial

[$]

64300

349

Egresos
Corriente
s Anuales

[$]

65799.36

65799.36

65799.36

65799.36

65799.36

Ingresos
Corriente
s Anuales

[$]

95409.072

95409.072

95409.072

95409.072

95409.072

Retornos
Anuales

[$]

29609.712

29609.712

29609.712

29609.712

29609.712

Qn =
Beneficio
s Netos
Anuales

[]

-64300

29609.712

29609.712

29609.712

29609.712

29609.712

1/(1+r)™n

1

0.9090909
1

0.8264462
8

0.7513148

0.6830134
6

0.6209213
2

VN [$]

-64300

26917.92

24470.836
4

22246.214
9

20223.831
s

18385.301
6

216

VAN

50111.1

>>>0

TIR

36.88%

>30%

El flujo de caja actualizado a un 10% asciende a algo mas de 50 mil pesos al cabo de 5 afios.
Este dato es muy importante para valorar la conveniencia o no de realizar la inversion.

La regla de decision es que si el VAN es positivo el proyecto se aprueba, pues serd posible
obtener ganancias respecto a la mejor inversion alternativa, si es igual a cero es indiferente y
si es negativo se rechaza. O sea:

e VAN >0 Se aprueba
e VAN =0 Indiferente
e VAN <0 Se rechaza
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Se debe notar que este resultado se ha obtenido aplicando una tasa de descuento del 10% de
manera arbitraria. Se ha fijado un 10% porque ha parecido razonable de acuerdo a la
tendencia de los tipos de interés y de la inflacién en un pais y en un momento determinado.

La Tasa Interna de Retorno de un proyecto mide la rentabilidad promedio anual que genera el
capital que permanece invertido en él. Se define como aquella tasa de descuento que iguala a
cero el Valor Actual Neto. Es un valor que nos remite a un determinado tipo de interés para el
cual realizar o no la inversion seria indiferente. Cuanta mas alta sea la TIR mas alta sera la
rentabilidad esperada del negocio vy, al revés, cuanto mas baja la TIR mas riesgo corremos al
realizar la inversion. Si la TIR es mayor que el coste de oportunidad del capital, entonces el
capital del proyecto evaluado genera una rentabilidad mayor que la que puede ser generada
por la mejor alternativa de inversion. En ese caso es recomendable apostar por el proyecto.

9.3 Analisis de sensibilidad

Un requerimiento en los proyectos de inversion es medir el riesgo que se corre cuando alguna
de las magnitudes de los factores financieros del proyecto pueda tener variaciones. De igual
manera el encargado de tomar la decision debera saber la sensibilidad del resultado ante las
variaciones de esas magnitudes, como lo seria por ejemplo el cambio en el programa de
inversiones o del flujo de caja, la tasa de interés también pudiese variar a lo largo de la vida
atil del proyecto. Si hay inestabilidad econémica o incluso politica, la moneda del pais esta
sometida a frecuentes devaluaciones y no se puede controlar la inflacion, entonces se tendria
que elegir una tasa de descuento mas alta, es decir se pedirian flujos de caja mas elevados,
reduciendo asi el nimero de negocios que seria rentable poner en marcha en ese pais y en esas
condiciones.

Mediante el analisis de la sensibilidad, es posible identificar las variaciones maximas
permisibles de las magnitudes de factores que en nuestro caso serian la inversion inicial,
flujos de caja o bien la tasa de interés. Los cambios en los factores pueden modificar los
resultados de decision. Este andlisis constituye una forma de introducir el riesgo en la
seleccion de inversiones. Con el manejo de la sensibilidad, es posible establecer los intervalos
de comportamiento aceptables para que un proyecto continue siendo rentable.

El siguiente grafico presenta el resultado del analisis de sensibilidad, donde es posible ver
como al incrementar la tasa de interés, los valores del VAN, se van reduciendo, hasta llegar al
punto en que iguala su valor a cero y deja de ser rentable, ya que, posteriormente se presentan
valores negativos, lo que significa que los costos actualizados son superiores a los beneficios
que, por supuesto estan actualizados.
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Tasa VAN
5% $ 66.629,06 $80,000.00 -
10% | $50.111,12 SENSIBILIDAD
15% $ 36.691,49 $60.000.00 1
20% $ 25.653,72 b
25% $ 16.472,41
30% $ 8.756,48 $40,000.00 -
35% $2.210,74
40% $ -3.390,47 $20,000.00 -
45% $-8.221,69 -
50% $-12.419,43 < $0.00 ‘ ‘
55% $-16.091,53
60% $.19.323.98 (520.000.00) 7% 20% 80%  100%  120%
65% $ -22.186,01
70% $ -24.733,76
75% | $-27.013.12 ($40,000.00) -
80% $ -29.061,92
85% $-30.911,51 ($60,000.00) io%
90% $ -32.588,06
95% $-34.113,55
100% $ -35.506,53
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11 Anexos

11.1 Cddigo fuente en MATLAB

11.1.1 KF_comp.m

1 function[IMP_Fact,RMS Err,tc,RMS_trssErr,RMS_steadyErr] =
KF_comp(OverflowMode,
RoundMode,,W_length,WF_length,St,con_KG,con_t,plots)

%KF different implementations comparison for a second order oscilator.
%F.A.lIgleisas & D.Dematties - UTN-FRM 2011.

%Perform for a second order system (the code is general though):

%BT implementation in Double precision

%The kalman original algorithm in signed Fixed point

%The BT implementation in signed Fixed point

10 %INPUTS

11 %OverflowMode: Mode to deal with overflows

12 %RoundMode: Rounding mode

13 %W_length: Word lentgth for the fixed point implementation

14 %WF_length: Number of bits iIn the fractional part of the word

15 %St: Simulation time

16 %con_KG: Defines the convergence criterion, i.e the value of KG

17 %con_t: Defines the convergence criterion, i.e the time lapse that the
18 %system KG needs to be under the value of con_KG to consider that has
19 %converged.

20 %plots: If 1, plots the Estimated Xs , KGs and Ps. If O, doesn"t

21 %OUTPUTS

22 % RMS_err(dl,d2): overall rms errors for each algorithm (dimension 1,
the 4 element

is the measurement"s rms_error without KF)

23 % and each state (dimension 2)

24 % tc (d1,d2): X1 convergence time for each algorithm (dimension 1)and
each state

(dimension 2)

25 % RMS_trssErr(dl,d2): rms error of the transient part for each
algorithm(dimension

1) and each state (dimension 2)

26 % the transient part is obtained from the KG of each state.

27 % RM_S steadyErr(dl,d2): rms error of the steady part for each
algorithm(dimension

1) and each state (dimension 2)

28 % the steady state error is O if the filter never converges in the given
29 % simulation time

30 % PLOTS: If plots=1,the program also plots X and E X vs t, P vs t and KG
vs t for

each

31 % algorithm and each state

32

33 %%%%%%%%%%%%%%%%DeFinition of the Fixed Point

ar i thmet i c%%%%%%%%%%%%%%%%%%

34

35 Signe=1; Y%signed arithmetic "1".

36 OverflowM=0OverflowMode;

37 RoundM=RoundMode;

38 SumM="SpecifyPrecision”;

39 ProductM="SpecifyPrecision”;

40

41 %Arithmetic Sum operation result parameters.

42 SumWordLength=W_length; %sum result word length.
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43 SumFractionLength=WF_length; %sum result fraction length.

44

45 %Arithmetic Product operation result parameters.

46 ProductWordLength=W_length; %product result word length.

47 ProductFractionLength=WF_length; %product result fraction length.
48

49 %Arithmetic variables®™ parameters.

50 WordLength=W_length; %word length.

51 FractionLength=WF_length; %fraction length.

52

53 %A numerictype struct specification.

54 N=numerictype("Signed”,Signe, "WordLength® ,WordLength, "FractionLength”,
FractionLength);

55

56 %%%%%%%%%%%%%%%%S imulation variables and
parameters%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

57

58 n=2; Y%state vector dimention.

59 1=1; %mesurement vector dimention.

60 p=1; %process noise vector dimention.

61 T=0.01; %Sampling time in seconds.

62 Dt=Floor(St/T+1); %Simulation discrete time.

63 M _period= 20 ; % Number of averaged samples (taken backwards from the
end time) used

to compute the end values.

64

65 Time=1:Dt;

66 Time=T*(Time-1); %Time vector in seconds (0,T,2T,...,St).

67

68 %%N%%%N%N%%N%N%%%N%N%%DefFinition of Double precision

var i ab 1 es%%%%%%%%%%%%%%%%%%

69 %Note the last dimention denote the discrete time variable. Used to
store

70 %the time variant quantities.

71 %The initial step is 1 corresponing to de initial conditions
72

73 X=zeros(n,Dt); %Exact State vectors matrix.

74 E_X=zeros(n,Dt); %Estimated State vectors matrix.

75 Z=zeros(1,Dt); %Measurent vectors matrix.

76 F=zeros(n,n); %Coeficients” Matrix.

77 Phi=zeros(n,n); %State transition matrix.

78 G=zeros(n,p); %Process noise coumpling matrix.

79 P=zeros(n,n,Dt); %Uncertainty covariance matrix. One matrix at each
instant.

80 H=zeros(l,n); %Measurement matrix.

81 R=zeros(l,1); %Discrete measurement noise covariance matrix.
82 V=zeros(l,Dt); %Noise vectors matrix.

83 Q=zeros(n,n); %Discrete process noise covariance matrix.

84 W=zeros(n,Dt); %Noise vectors matrix.

85 KG=zeros(n,l,Dt);%KG matrix.

86 u=zeros(n,l); %Control input (C*u).

87 Qc=zeros(p,1l); %Variances of white-noise secuences of W.

88 Rc=zeros(l,1); %Variances of white-noise secuences of V.

89

90 %%%%%%Numeric Problem Definition: From example 4.4 Grewal and
Andrews%%%%%%

91

92 %Variances of white-noise secuences.

93 Rc(1,1)= 0.01; % 10%

94 Qc(l1,1)= 0.02; % 14%

95

96 %Coeficients”™ Matrix
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97 F(1,1)=0;

98 F(1,2)=1;

99 F(2,1)=-25;

100 F(2,2)=-2;

101

102 %State transition matrix.

103 Phi=expm(F*T);

104

105 %Process noise coupling matrix.

106 G(1,1)=0;

107 G(2,1)=1;

108

109 %Sensors matrix.

110 H(1,1)=1;

111 H(1,2)=0;

112

113 %System noise covariance matrix.

114 Q=T*(G*Qc*G"); % First order aproximation to obtain the discrete Q.
115

116 %Sensors noise covariance matrix.

117 R(1,1)= Rc/T;

118

119 %Control input (C*u).

120 u(1,1)=0;

121 u(2,1)=12;

122

123 %Forcing term.

124 uc = (Phi*u)*T;

125

126 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Initial

Cond i t 1 ons%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
127

128 %Estimation error covariance matrix.
129 P(1,1,1)=2;

130 P(2,1,1)=0;

131 P(1,2,1)=0;

132 P(2,2,1)=2;

133

134 %State vector.

135 X(1,1,1)=0;

136 X(2,1,1)=0;

137

138 %Estimated State vector.

139 E_X(:,:,1)=X(:,:,1);

140

141 %%%%%%%%%%%%%%%%%AUX i liar variables definition
%6%%%6%%%%%%%%%%%%%%%%%%% %% %%

142

143 %NOTE: We save the a posteriori values of P and E_X
144

145 %(ic), to save the initial conditions because the algorithms are
146 %destructive

147 Pic=P;

148 E_Xic=E_X;

149

150 %To store the Double and Fixed precision measurements
151 ZDP=Z;

152 ZFP=Z;

153

154 %To store the BT Algorithm: Double Precision results
155 PbtDP=P;

156 E_XbtDP=E_X;
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157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169

KGbtDP=KG;

%To store the Original Algorithm: Fixed Point results
PoaFP=P;

E_XoaFP=E_X;

KGoaFP=KG;

%To store the BT Algorithm: Fixed Point results
PbtFP=P;

E_XbtFP=E_X;

KGbtFP=KG;

%%%%%%%%%%%%%Measurements generation: Double

Prec i s10on%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194

for i=1:Dt,
=normrnd(zeros(l,1),sqrt(diag(R)));

1:Dt,
=normrnd(zeros(n,1),sqrt(diag(Q)));

%Nolisy measurement generation.

for k=1:Dt-1,

X(z,k+1)=Phi*X(:,k)+W(:,k)+uc;

Z(: ,K)=H*X(:,K)+V(:,K);

end

Z(:,Dt)=H*X(:,Dt)+V(:,Dt);

%In the last iteration, X(:,k+1l) does not need to be computed.

%Exact States generation.
for k=1:Dt-1,

X(: ,k+1)=Phi*X(:,k)+uc;
end

%Save the double precision Z for future plots
ZDP=Z ;

%%%%%%%%%%%%%%KF Bierman-Thornton algorithm: Double

precision%%%%%%%%%%%%%%

195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216

%Defines the extra matrices for the BT algorithm.
% P=U*D*U"

U=zeros(n,n,Dt);

Uv=zeros((n™2-n)/2,Dt);

D=zeros(n,n,Dt);

%Q=G*Dg*G" Where G*Qc*G"=G*U*Dg*U"*G". So:

%Dg can come from a Qc®"s UD factorization and G=G*U if necesary.
Dg=zeros(n,n);

G=zeros(n,n);

PhiU=zeros(n,n);

%Generates the initials U and D from P by UD factorization.
for j=n:-1:1,

for i=j:-1:1,

alfa=P(i,j,1);

for s=j+1:n,
alfa=alfa-U(i,s,1)*D(s,s,1)*U(,s,1);

end

it 1==j

Dd.Jj.1l)=alfa;

ug.Jj,1n=1;

else
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217 U(i,j,1)=alfa/D(,i,1);

218 end

219 end

220 end

221

222 %Transfers the U matrix"s upper triangle to the Uv vector. To work like
the vhdl
code
223 for j
224 for i
225 if j>i

226 Uv(-n+(i*(2*n-i-1))/2,1)=U(i,j,1);

227 end

228 end

229 end

230

231 %Bierman-Thornton algorithm

232 for k=1:Dt,

233

234 for r=1:1, %Sequential measurement processing loop

235

236 %Bierman observational update:

237 %Based on "bierman.m”™ by Grewal and Andrews

238 dz = Z(r,k);

239 for j=1:n

240 s_aux = H(r,J)*E_XJ.k) :

241 dz = dz - s_aux ; % computes Z-H*X

242 a(d) = H(r,j);

243 i1 = 1;

244 while 1 % equivalent to: for in 1 to (J-1) (iterates j-1 times)
245 if i1 == j

246 break;

247 end

248 index_aux = j-n+(i*(2*n-i-1))/2 ; % to find the element Uij inside
the U vector

249 s _auxl = Uv(index_aux,k)*H(r,i) ;

250 a(jJ) = a(jJ) + s_auxl; % computes V=U"*H"

251 1 = i+l ;

252 end

253 end

254

255 for j=1:n

256 b(@) = D(.J.kK)*a(@);: % computes the b factor in the Grewall®s Bierman
matlab algorithm (called the unescaled kalman gain)

257 end

258

259 alpha=R(r,r);

260 gamma=1/alpha;

261

262 for j=1:n, %Within these two for, all the operations are scalar
263 beta=alpha;

264 s_aux= a()*bd):

265 alpha=alpha +s_aux;

266 lambda= -(a(j)*gamma);

267 gamma =1/alpha;

268 D(J,]J,k)=beta*(gamma*D(j,j,.K));

269 i=1;

270 while 1

271 if i == j

272 break;

273 end

274 index_aux = j-n+(i*(2*n-i-1))/2 ; % to find the element Uij inside

1:n
1:n
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the U vector

275 beta=Uv(index_aux,k);

276 s_aux=b(i)*lambda;

277 Uv(index_aux,k)=beta + s_aux;

278 s_aux=b(j)*beta;

279 b(1)=b(i) + s_aux;

280 i=i+1;

281 end

282 end

283

284 for j=1:n

285 aux =(gamma*dz)*b(j);

286 E_X(J,k)=E_X({.,k)+aux;

287 end

288

289 %Save the KG just to plot it I!!

290 KG(:,r,k)=gamma*b;

291 end

292

293 % Restores the U matrix from Uv vector to compute the a posteriori P
294 % in a matricial way

295 for j=1:n

296 for i=1:n

297 if j>i

298 U(1,j,kK=uvg-n+(i*(2*n-i-1))/2,k);

299 end

300 end

301 end

302

303 %Save the a posteriori P just to plot it !!!
304 P(:,:,kK)=U(,,K*D(, :,K*UCG, -,k ";

305

306

307 %Temporal update, not computed in the last iteration
308 if k<Dt

309

310 %Thornton temporal update: Based on "thornton.m' by Grewal and Andrews.
311 %PhiU = Phi*U(:,:,k);

312 G_aux=G; %To avoid G destruction

313 PhiU(z,:) = 0;

314 for i=1:n,

315 for j=1:n,

316 r=1;

317 while 1

318 if r==j % equivalent to: for r=1 to (J-1) but vhdl
implementable

319 break;

320 end

321 index_aux = j-n+(r*(2*n-r-1))/2;

322 PhiU(i,j)= PhiU(i,j)+ Phi(i,r)*Uv(index_aux,k);
323 r=r+1;

324 end

325 PhiU(i,j)=PhiU(i,j)+Phi(i,j);

326 end

327 end

328

329 for i=n:-1:1,

330 sigma = O0;

331 for j=1:n,

332 sigma = sigma + PhiU(i,j)*(Phiu(i,j)*D(,i,.k)) ;
333 if (g <= p)

334 sigma = sigma + G_aux(i,j)*(G_aux(i,j)*Da(.,i1));
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335 end

336 end

337 D(i,1,k+1) = sigma;
338
339 j=1;
340 while 1 % equivalent to: for j=1 to (i-1) but vhdl implementable
341 if j == i

342 break;
343 end
344 sigma
345 for s=
346 sigma
347 end
348

349 for s=1:p,

350 sigma = sigma + G_aux(i,s)*(Dg(s,s)*G_aux(j,s));

351 end

352 index_aux = i-n+(*(2*n-j-1))/2 ; % to find the element Uji (note

the changed index in this case) inside the U vector

353 Uv(index_aux,k+1) =sigma/D(i,i,k+1) ;

354 for s=1:n,

355 PhiU(j,s) = PhiU(,s) - Uv(index_aux,k+1)*PhiU(i,s);

356 end

357 for s=1:p,

358 G_aux(j,s) = G_aux(j,s) - Uv(index_aux,k+1)*G_aux(i,s);

359 end

360 j = j+1;

361 end

362 end

363

364 %State estimation temporal update

365 E X(:,k+1)= 0 ;

366 for i=1l:n,

367 for r=1:n,

368 E_X(i,k+1)=E X(i,k+1)+Phi(i,r)*E_X(r,k);

369 end

370 end

371 E_X(:,k+1)=E_X(:,k+1)+uc;

372

373 end

374 end

375

376 %Stores the results for future plots

377 PbtDP=P;

378 E_XbtDP=E_X;

379 KGbtDP=KG;

380

381 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%DefFinition of fixed point

var i ab 1 es%%%%%%%%%%%%%%%%%

382 %NOTE: Takes the numeric values from the double precision definitions
383

384 %Time variant matrices and vectors

385 E_X=fi(E_Xic,N, "OverflowMode®,0OverflowM, "RoundMode* ,RoundM, “SumMode*,
SumM, “SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,SumFractionLength, *P
roductMode”,

ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFractionLength”,
ProductFractionLength);

386 P=Fi(Pic,N, "OverflowMode" ,OverflowM, "RoundMode” ,RoundM, "SumMode ",

SumM, " SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,SumFractionLength, “P
roductMode”,

ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFractionLength”,
ProductFractionLength);

=

0;
In
sigma + PhiU(i,s)*(D(s,s,k)*PhiU(j,s));

=
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387
KG=Fi(zeros(n,1,Dt),N, "OverflowMode®,OverflowM, "RoundMode*” ,RoundM, "SumMode "

SumM, " SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,SumFractionLength, *P
roductMode”,

ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFractionLength”,
ProductFractionLength);

388

389 %Forcing Term

390 uc=Fi(uc,N, "OverflowMode" ,OverflowM, "RoundMode® ,RoundM, "SumMode ",

SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,SumFractionLength, “P
roductMode”,

ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFractionLength”,
ProductFractionLength);

391

392 %Measurents vector matrix.

393 z=Fi(ZDP,N, "OverflowMode" ,OverflowM, "RoundMode” ,RoundM, "SumMode ",

SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,SumFractionLength, “P
roductMode”,

ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFractionLength”,
ProductFractionLength);

394 %ZFP=Z; % store de fixed point Z for future plots

395

396 %Time invariant system®s matrices.

397 Phi=Fi(Phi,N, "OverflowMode® ,0OverflowM, "RoundMode” ,RoundM, "SumMode ",
SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,SumFractionLength, “P
roductMode”,

ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFractionLength”,
ProductFractionLength);

398

H=Fi(H,N, "OverflowMode" ,0OverflowM, "RoundMode® ,RoundM, " SumMode*® ,SumM, " SumWor
dLength®,

SumWordLength, "SumFractionLength®,SumFractionLength, "ProductMode™®,
ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFractionLength”,
ProductFractionLength);

399

Q=Fi1(Q,N, "OverflowMode* ,0OverflowM, "RoundMode” ,RoundM, "SumMode® , SumM, " SumWor
dLength”,

SumWordLength, "SumFractionLength®,SumFractionLength, "ProductMode”®,
ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFractionLength”,
ProductFractionLength);

400

R=Fi(R,N, "OverflowMode" ,0OverflowM, "RoundMode ® ,RoundM, " SumMode* ,SumM, " SumWor
dLength*,

SumWordLength, "SumFractionLength®,SumFractionLength, "ProductMode”®,
ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFractionLength”,
ProductFractionLength);

401

402 %Auxiliary matrices.

403 1_11=Fi(eye(1),N, "OverflowMode" ,OverflowM, "RoundMode* ,RoundM, " SumMode* ,
SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,SumFractionLength, “P
roductMode”,

ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFractionLength”,
ProductFractionLength);

404 1_nn=fi(eye(n),N, "OverflowMode" ,OverflowM, "RoundMode* ,RoundM, " SumMode*,
SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,SumFractionLength, “P
roductMode”,

ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFractionLength”,
ProductFractionLength);

405
Aux_I11=Fi(zeros(l,D),N, "OverflowMode" ,OverflowM, "RoundMode® ,RoundM, " SumMode
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SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,SumFractionLength, “P
roductMode”,

ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFractionLength”,
ProductFractionLength);

406
Aux_nn=Fi(zeros(n,n),N, "OverflowMode" ,0OverflowM, "RoundMode® ,RoundM, " SumMode

SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength”,SumFractionLength, “P
roductMode”,

ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFractionLength”,
ProductFractionLength);

407

408 %Auxiliary scalars.

409 Uno=Fi(1,N, "OverflowMode~" ,OverflowM, "RoundMode® ,RoundM, " SumMode*,
SumM, "SumWordLength™,SumWordLength, "SumFractionLength® ,SumFractionLength, “P
roductMode”,

ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFractionLength”,
ProductFractionLength);

410

411 %Saves the fixed point initial conditions.

412 E_Xic=E_X;

413 Pic=P;

414

415 %%%%%%%%%%%%%%%%%KF, original algorithm: Fixed

Po 1 nt%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% %%

416

417 for k=1:Dt,

418

419 %Observational update

420 Aux_Ml=divide(N,I1_I11,(H*P(:,:,k)*H"+R));

421 KG(:,:,kK)=P(:,:,K)*H"*Aux_1I1;

422 E X(:,K)=E_X(:,K)+KG(:,:,kK)*(Z(:,k)-H*E_X(:,K));

423 P(:,:,kK)=P(:,:,K)-KG(:,:,K)*H*P(:,:,K);

424 P(:,:,k)=0.5*(P(:,:,K)+P(:,:,k)"); %Force simetry

425

426 %%Temporal update, not computed in the last iteration

427 if k<Dt

428 P(:,:,k+1)=Phi*P(:,:,k)*Phi"+Q;

429 E_X(:,k+1)=Phi*E_X(:,k)+uc;

430 end

431

432 end

433

434 %Stores the results for future plots

435 PoaFP=P;

436 E_XoaFP=E_X;

437 KGoaFP=KG;

438

439 %%%%%%%%%%%KF, Bierman-Thornton algorithm: Fixed

Po 1 nt%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

440

441 %Defines the extra matrices for the BT algorithm.

442

443 % P=U*D*U"

444
U=fi(zeros(n,n,Dt),N, "OverflowMode" ,OverflowM, "RoundMode” ,RoundM, "SumMode ",
SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,SumFractionLength, “P
roductMode”,

ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFractionLength”,
ProductFractionLength);

445 Uv=Fi(zeros((n"2-

n)/2,Dt),N, "OverflowMode" ,OverflowM, "RoundMode " ,RoundM, " SumMode ",
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SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,SumFractionLength, “P
roductMode”,

ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFractionLength”,
ProductFractionLength);

446
D=Fi(zeros(n,n,Dt),N, "OverflowMode" ,OverflowM, "RoundMode” ,RoundM, "SumMode ",
SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,SumFractionLength, “P
roductMode”,

ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFractionLength”,
ProductFractionLength);

447 %Q=G*Dg*G" Where G*Qc*G"=G*U*Dq*U"*G". So:

448 %Dg can come from a Qc"s UD factorization and G=G*U if necesary.

449

G=fi(zeros(n,n),N, "OverflowMode*" ,OverflowM, "RoundMode* ,RoundM, *SumMode ",
SumM, "SumWordLength™,SumWordLength, "SumFractionLength® ,SumFractionLength, “P
roductMode”,

ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFractionLength”,
ProductFractionLength);

450

Dg=Ffi(zeros(n,n,Dt),N, "OverflowMode®,OverflowM, "RoundMode*” ,RoundM, "SumMode "

SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,SumFractionLength, “P
roductMode”,

ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFractionLength”,
ProductFractionLength);

451
PhiU=Fi(zeros(n,n),N, "OverflowMode" ,OverflowM, "RoundMode” ,RoundM, "SumMode ",
SumM, “SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,SumFractionLength, *P
roductMode”,

ProductM, "ProductWordLength® ,ProductWordLength, "ProductFractionLength”,
ProductFractionLength);

452

453 %Recovers the initial conditions.

454 E_X=E_Xic;

455 P=Pic;

456

457 %Generates the initials U and D from P by UD factorization.

458 for j=n:-1:1,

459 for i=j:-1:1,

460 alfa=P(i,j,.1);

461 for s=j+1:n,

462 alfa=alfa-U(i,s,1)*D(s,s,1)*U(,s,1);

463 end

464 1Tt 1==j

465 D(J,j,)=alfa;

466 U(J,J,1)=1;

467 else

468 U(i,jJ,1)=divide(N,alfa,D(.j,1));

469 end

470 end

471 end

472

473 %Transfers the U matrix®s upper triangle to the Uv vector. To work like
the vhdl

code

474 for j=1:n

475 for i=1:n

476 1T j>i

477 Uvg-n+(i*(2*n-i1-1))/2,1)=U(i,j,1);

478 end

479 end

480 end
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481
482
483
484
485
486
487
488
489
490
491
492
493
494
495
496
497
498
499
the
500
501
502
503
504
505
506
507

%Bierman-Thornton algorithm
for k=1:Dt,

for r=1:1, %Sequential measurement processing loop

%Bierman observational update:

%Based on "bierman.m™ by Grewal and Andrews

dz = zZ(r,k);

for j=1:n

s _aux = H(r,J)*E_X{.k) ;

dz = dz - s_aux ; % computes Z-H*X

a() = H(r.J);

i =1;

while 1 % equivalent to: for in 1 to (J-1) (iterates j-1 times)
ifi==]j

break;

end

index_aux = j-n+(i*(2*n-i-1))/2 ; % to find the element Ulj inside
U vector

s_auxl = Uv(index_aux,k)*H(r,i) ;

a() = a() + s_auxl; % computes V=U"*H"

i = i+l ;

end

end

for j=1:n
bg) = D(.J,.k)*a(); % computes the b factor in the Grewall®s Bierman

matlab algorithm (called the unescaled kalman gain)

508
509
510
511
512
513
514
515
516
517
518
519
520
521
522
523
524
525
the
526
527
528
529
530
531
532
533
534
535
536
537
538
539

end

alpha=R(r,r);
gamma=divide(N,Uno,alpha);

for j=1:n, %Within these two for, all the operations are scalar
beta=alpha;

s_aux= a(J)*b);

alpha=alpha +s_aux;

lambda= -(a(j)*gamma);

gamma =divide(N,Uno,alpha);

DA .J.k)=beta*(gamma*D(J,j.k));
i=1;

while 1

ifi==]

break;

end

index_aux = j-n+(i*(2*n-i-1))/2 ; % to find the element Uij inside
U vector

beta=Uv(index_aux,k);
s_aux=b(i)*lambda;
Uv(index_aux,k)=beta + s_aux;
s_aux=b(j)*beta;

b(i)=b(i) + s_aux;

i=i+l;

end

end

for j=1:n

aux =(gamma*dz)*b(j);
E X(,k)=E_X(J,k)+aux;
end
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540
541
542
543
544
545
546
547
548
549
550
551
552
553
554
555
556
557
558
559
560
561
562
563
564
565
566
567
568

%Save the KG just to plot it !!!
KG(:,r,k)=gamma*b;
end

% Restores the U matrix from Uv vector to compute the a posteriori P
% in a matricial way

for j=1:n

for i=1:n

if j>i

u@,j,k=uvg-nt(i*(2*n-i-1))/2,k);

end

end

end

%Save the a posteriori P just to plot it !!!
P(:,,k)=UC, - ,K)*D(, -, K*U(, -,k " ;

%Temporal update, not computed in the last iteration
if k<Dt

%Thornton temporal update: Based on 'thornton.m"™ by Grewal and Andrews.
%PhiU = Phi*U(:,:,k);

G_aux=G; %To avoid G destruction

PhiU(:,:2) = O;

if r==] % equivalent to: for r=1 to (J-1) but vhdl

implementable

569
570
571
572
573
574
575
576
577
578
579
580
581
582
583
584
585
586
587
588
589
590
5901
592
593
594
595
596
597
598
599
600

break;

end

index_aux = j-n+(r*(2*n-r-1))/2;

PhiU(i,j)= PhiU(i,j)+ Phi(i,r)*Uv(index_aux,k);
r=r+1;

end

PhiU(i, j)=Phiu(i, j)+Phi(i,j);

end

end

for i=n:-1:1,

sigma = 0;

for j=1:n,

sigma = sigma + PhiU(i,j)*(Phiu(i,j)*D(.,J,.kK)) ;
if g <=p)

sigma = sigma + G_aux(i,J)*(G_aux(i,j)*Da(d.,.J));
end

end

D(i,i,k+1) = sigma;

J=1;

while 1 % equivalent to: for j=1 to (i-1) but vhdl implementable
ifjJ ==
break;

end

sigma = 0;
for s=1:n
sigma = si
end

gma + PhiU(i,s)*(D(s,s,k)*PhiU(j,s));

for s=1:
sigma =

(el

igma + G_aux(i,s)*(Dq(s,s)*G_aux(j,s));
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601 end

602 index_aux = i-n+t(J*(2*n-j-1))/2 ; % to find the element Uji (note
the changed index in this case) inside the U vector

603 Uv(index_aux,k+1) = divide(N,Uno,D(i,i,k+1))*sigma ;
604 for s=1:n,

605 PhiU(J,s) = PhiU(,s) - Uv(index_aux,k+1)*PhiU(i,s);
606 end

607 for s=1:p,

608 G_aux(J,s) = G_aux(@,s) - Uv(index_aux,k+1)*G_aux(i,s);
609 end

610 j = j+1;

611 end

612 end

613

614 %State estimation temporal update

615 E X(:,k+1)= 0 ;

616 for i=1:n,

617 for r=1:n,

618 E_X(i,k+1)=E_X(i,k+1)+Phi(i,r)*E_X(r,k);

619 end

620 end

621 E_X(:,k+1)=E X(:,k+1)+uc;

622

623 end

624 end

625

626 %Stores the results for future plots

627 PbtFP=P;

628 E_XbtFP=E_X;

629 KGbtFP=KG;

630

631

632 %%%%%%%%N%%N%%N%%%%%PIot, Error and Convergence time
cal cul at 1 on%%%%%%%%%%%%%%%%

633

634 Kz=1; %To scale the value of z in the plots. (Just a visualization
matter)

635

636 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%X and E_X vs Time%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% % %%
637 if plots==1

638 figure("Name","X (blue) & E_X(Green) vs time for btDP (1 Row), the aoFP
(2Row)

and btFP (3Row) ", "NumberTitle", "off");

639 end

640 for i=1l:n

641 %%%%%%%% for BT DP

642

643 RMS_V=0; % computes the estimation RMS error

644 ERRbtDP = X - E_XbtDP ;

645 for k=1:Dt

646 RMS_V = RMS_V + ERRbtDP(i,K)*ERRbtDP(i,k);

647 end

648

649 RMS_V = sqrt(RMS_V/Dt);

650 RMS_Err(1,1)= RMS_V;

651

652 %%%%%%%% for OA FP

653

654 RMS_V=0; % computes the estimation RMS error

655 ERRoaFP = X - double(E_XoaFP) ;

656 for k=1:Dt

657 RMS_V=RMS_V + double(ERRoaFP(i,k))*double(ERRoaFP(i,k));
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658 end

659 RMS_V = sqrt(RMS_V/Dt);

660 RMS_Err(2,i)= RMS_V;

661

662 %%%%%%%% for BT FP

663

664 RMS_V=0; % computes the estimation RMS error

665 ERRbtFP = X - double(E_XbtFP) ;

666 for k=1:Dt

667 RMS_V=RMS_V + double(ERRbtFP(i,k))*double(ERRbtFP(i,Kk));
668 end

669 RMS_V = sqrt(RMS_V/Dt);

670 RMS_Err(3,i1)= RMS_V;

671

672 %%%%%%%% For System®s measurement

673

674 RMS_V=0; % computes the estimation RMS error

675 ERRmeaure(i,:) = X(i,:) - ZDP ;

676 for k=1:Dt

677 RMS_V = RMS_V + ERRmeaure(i,k)*ERRmeaure(i,k);

678 end

679

680 RMS_V = sqrt(RMS_V/Dt);

681 RMS_Err(4,i1)= RMS_V;

682

683 %Computes the Improvement factor.

684 if i<l+1

685 for k=1:3

686 IMP_Fact(k,i1)=RMS_Err(4,1)/RMS_Err(k,i);

687 end

688 end

689

690

691 %%%%%%% Plotsssss

692 if plots==1

693 if i<l+1

694

695 subplot(3,n,i),plot(Time,X(i,:),Time,E_XbtDP
(i,2),"Marker*®,"*",*MarkerSize~",3),xlabel ([ "KF-BT-DP rmsErr:
" ,num2str(RMS_Err(1,i1))]),

ylabel ([" Improvement factor: *,num2str(IMP_Fact(l1,i))])
696 hold

697 plot(Time,Kz*Z(i,:),"c+")

698

699 subplot(3,n,i+n),plot(Time,X(i,:),Time,E_XoaFP
(i,2),"Marker*®,"*","MarkerSize",3),xlabel ([ "KF-OA-FP rmsErr:
", num2str(RMS_Err(2,i))]),

ylabel ([ " Improvement factor: ",num2str(IMP_Fact(2,i1))])
700 hold

701 plot(Time,Kz*Z(i,:),"c+")

702

703 subplot(3,n,i+2*n),plot(Time,X(i,:),Time,E_XbtFP
(i,2), "Marker*®,**",*MarkerSize~,3),xlabel ([ "KF-BT-FP rmsErr:
®,num2str(RMS_Err(3,i))]),

ylabel (] " Improvement factor: " ,num2str(IMP_Fact(3,1))])
704 hold

705 plot(Time,Kz*Z(i,:),"c+")

706 else

707 subplot(3,n,i),plot(Time,X(i,:),Time,E_XbtDP
(i,2),"Marker*®,"*" ,"MarkerSize",3),xlabel ([ "KF-BT-DP rmsErr:
" ,num2str(RMS_Err(1,i))])

708 subplot(3,n,i+n),plot(Time,X(i,:),Time,E_XoaFP
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(i,2),"Marker®,"*" ,"MarkerSize",3),xlabel ([ "KF-0A-FP rmsErr:

" ,num2str(RMS_Err(2,i1))1)

709 subplot(3,n,i+2*n),plot(Time,X(1,:),Time,E_XbtFP
(i,2),"Marker*®,**",*MarkerSize~,3),xlabel ([ "KF-BT-FP rmsErr:
®,num2str(RMS_Err(3,1))])

710 end

711 end

712 end

713

714 %%%%%%%%%%6%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% %% % %% %P vs  t i me%%%%%%%6%%%%%6%%%%%%% %%%%%%
715 if plots==1

716 Figure("Name®,"P vs time for btDP (1 Row), the aoFP (2Row) and btFP
(BRow) *, "NumberTitle®, "off");

717 end

718 if plots==1

719 for i=1l:n

720 for k=1:Dt

721 Paux2(k)=PbtDP(i,i,k);

722 end

723
subplot(3,n,i),plot(Time,Paux2, "Marker®,"*", "MarkerSize",3) ,xlabel (["PbtDP"

num2str(i)])

724 for k=1:Dt

725 Paux2(k)=PoaFP(1,i,k);

726 end

727 subplot(3,n,i+n),plot(Time,Paux2, "Marker™,"*", "MarkerSize~",3),xlabel
(["PoaFP* ,num2str(i)])

728 for k=1:Dt

729 Paux2(k)=PbtFP(1,i,k);

730 end

731 subplot(3,n,i+2*n),plot(Time,Paux2, "Marker®,"*","MarkerSize",3),xlabel
(["PbtFP" ,num2str(i)])

732 end

733 end

734 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% %% %% %%%KG  vs T 1 me%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
735 if plots==1

736 figure(“Name®,"KG vs time for btDP (1 Row), the aoFP (2Row) and btFP
(BRow) *, "NumberTitle", "off");

737 end

738 for i=1:n

739 %%%%%%%% for BT DP

740 for k=1:Dt % The most representative KG for Xn state is the norm of n
row

741 KGaux2(k)=norm(KGbtDP(i,:,k));

742 end

743

744 MS_V=0; % computes the end values of KG

745 for k=Dt:-1:Dt-M_period

746 MS_V= MS_V + double(KGaux2(k))*double(KGaux2(k));

747 end

748 MS_V=MS V/(M_period);

749 MS_V=sqrt(MS_V);

750 KGend(1,1)=MS_V;

751

752 cont=0;

753 tc_aux =0;% computes the convergence time

754 for k=1:Dt

755 if (KGaux2(k)< con_KG)

756 if tc_aux ==

757 tc_aux=k*T;

758 else
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759 cont=cont+l ;

760 if cont == con_t*T;

761 break ;

762 end

763 end

764 else

765 tc_aux=0;

766 cont=0;

767 end

768 end

769 if tc_aux ==

770 tc_aux = 0 ; % for the KG allwas =0 case

771 end

772 tc(l,i)=tc_aux ;

773

774 tc_discrete= floor(tc_aux/T);

775 RMS_V=0; % computes the estimation RMS error of the transient part
776 1T tc_discrete == % When the KG doesn"t converge tc_aux=0
777 tc_discrete= Dt;

778 end

779 for k=1:(tc_discrete)

780 RMS_V=RMS_V + ERRbtDP(i,Kk)*ERRbtDP(i,Kk);

781 end

782 RMS_V = sqrt(RMS_V/(tc_discrete));

783 RMS_trsskErr(1,i)= RMS_V;

784

785 RMS_V=0; % computes the estimation RMS error of the permament part
786 for k=(tc_discrete) :Dt

787 RMS_V=RMS_V + ERRbtDP(i,k)*ERRbtDP(i,Kk);

788 end

789 RMS_V = sqrt(RMS_V/(Dt-tc _discrete));

790 RMS_steadyErr(1,i)= RMS V;

791

792 if plots==1

793
subplot(3,n,i),plot(Time,KGaux2, "Marker*®,"*", "MarkerSize*,3),xlabel (["End
value : " ,num2str( KGend(l,i))]),ylabel(["ct KF-BT-DP: " ,num2str(
tc(1,i))HD

794 end

795 %%%%%%%% for OA FP

796 for k=1:Dt % computes the norm for Fixed point values
797 KGaux2(k)=0;

798 for j=1:1

799 KGaux2(k)= KGaux2(k)+ double(KGoaFP(i,j,k))*double(KGoaFP(i,j.k));
800 end

801 KGaux2(k)=sqrt(KGaux2(k));

802 end

803

804 MS_V=0; % computes the end values of KG

805 for k=Dt:-1:Dt-M_period

806 MS_V=MS_V+double(KGaux2(k))*double(KGaux2(k));

807 end

808 MS_V=MS V/(M_period);

809 MS_V=sqrt(MS_V);

810 KGend(2,1)=MS_V;

811

812 cont=0;

813 tc_aux =0;% computes the convergence time

814 for k=1:Dt

815 if (double(KGaux2(k))< con_KG)

816 if tc_aux ==

817 tc_aux=k*T;
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818 else

819 cont=cont+1 ;

820 i1f cont == con_t*T;

821 break ;

822 end

823 end

824 else

825 tc_aux=0;

826 cont=0;

827 end

828 end

829 if tc_aux ==

830 tc_aux = 0 ; % for the KG allwas =0 case

831 end

832 tc(2,i1)=tc_aux ;

833

834 tc_discrete= floor(tc_aux/T);

835 RMS_V=0; % computes the estimation RMS error of the transient part
836 1T tc_discrete == 0 % When the KG doesn®t converge tc_aux=0
837 tc_discrete= Dt;

838 end

839 for k=1:tc_discrete

840 RMS_V=RMS V + double(ERRoaFP(i,k))*double(ERRoaFP(i,k));
841 end

842 RMS_V = sqrt(RMS_V/(tc_discrete));

843 RMS_trsskErr(2,i)= RMS_V;

844

845 RMS _V=0; % computes the estimation RMS error of the permament part
846 for k=tc_discrete :Dt

847 RMS_V=RMS_V + double(ERRoaFP(i,k))*double(ERRoaFP(i,k));
848 end

849 RMS_V = sqrt(RMS_V/(Dt-tc_discrete));

850 RMS_steadyErr(2,i)= RMS_V;

851

852

853 if plots==1

854

subplot(3,n,i+n),plot(Time,KGaux2, “Marker™,**",*MarkerSize~,3),xlabel (["End
value: " ,num2str(KGend(2,i))]),ylabel(["ct KF-0A-FP: *,num2str( tc(2,i))])
855 end

856 %%%%%%%% For BT FP

857 for k=1:Dt % computes the norm for Fixed point values

858 KGaux2(k)=0;

859 for j=1:1

860 KGaux2(k)= KGaux2(k)+double(KGbtFP(i,J,k))*double(KGbtFP(i,j,.k));
861 end

862 KGaux2(k)=sqrt(KGaux2(k));

863 end

864

865 MS_V=0; % computes the end values of KG

866 for k=Dt:-1:Dt-M_period

867 MS_V=MS_V+double(KGaux2(k))*double(KGaux2(k));

868 end

869 MS_V=MS V/(M_period);

870 MS_V=sqrt(MS_V);

871 KGend(3,i)=MS_V;

872

873

874 cont=0;

875 tc_aux =0; % computes the convergence time, tc=0 -> not convergece
876 for k=1:Dt

877 if (double(KGaux2(k))< con_KG)
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878 if tc_aux ==

879 tc_aux=k*T;

880 else

881 cont=cont+l ;

882 1T cont == con_t*T;

883 break ;

884 end

885 end

886 else

887 tc_aux=0;

888 cont=0;

889 end

890 end

891 if tc_aux ==

892 tc_aux = 0 ; % for the KG allways =0 case

893 end

894 tc(3,i)=tc_aux ;

895

896 tc_discrete = floor(tc_aux/T);

897 RMS_V=0; % computes the estimation RMS error of the transient part
898 if tc_discrete == % When the KG doesn"t converge tc_aux=0
899 tc_discrete= Dt;

900 end

901 for k=1:(tc_discrete)

902 RMS_V=RMS_V + double(ERRbtFP(i,k))*double(ERRbtFP(i,K));
903 end

904 RMS_V = sqrt(RMS_V/(tc _discrete));

905 RMS_trssErr(3,i1)= RMS_V;

906

907

908 RMS _V=0; % computes the estimation RMS error of the permament part
909 for k=tc_discrete :Dt

910 RMS_V=RMS_V + double(ERRbtFP(i,k))*double(ERRbtFP(i,k));
911 end

912 RMS_V = sqrt(RMS_V/(Dt-tc_discrete));

913 RMS_steadyErr(3,i) = RMS_V;

914

915 if plots==1

916 subplot(3,n,i+2*n),plot(Time,KGaux2, "Marker*®,**", "MarkerSize®,3),xlabel
(L"End value: ",num2str(KGend(3,1))1),ylabel(["ct KF-BT-FP: *,num2str(
tc(3,1))HD

917 end

918

919 end

11.1.2 single_implementation.m

%Compration of 3 diferent implementations of the KF: KF-BT-DP ,KF-OA-FP,
%KF-BT-FP.

%

%Authors: F.A.lgleisas & D.Dematties - UTN-FRM 2011 - Argentina.
%franciscoiglesias@frm.utn.edu.ar ; dariodematties@yahoo.com.ar

%The programs plots for each algorithm:

% -The rms Err of the estimation

% -The Improvement factors

10 % -The convergence times

11 %The values ploted are average over several number of realizations and
are

12 %shown as function of FL (The fraction part®s lenght of the working
word)

13

O©CoO~NOOOUTAWNPE
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14 %Requires function KF_comp

15

16 clf

17 clear all;

18 close all;

19

20 n=2; %States number for the system implemented inside KF_comp function
21 1=1; %Measurement vextor dimention.

22 real=10; % Number of realizations to average the rmsErr and ct

23 WordLength = 18;

24 Overflow_Mode = "saturate”;

25 Round_Mode = "floor";

26 con_KG = 0.005 ; % Defines the convergence criterion: This is the end KG
value

27 con_t = 1 ; % Defines the convergence criterion: time lapse with
KG<con_KG to

consider convergence

28 simulationTime = 10 ; % Simulation time in seconds.

29 Plot = 0 ;

30

31 RMS_Err = zeros(4,n,WordLength-1,4); % to save the overall rms error
32 RMS_Err_aux = RMS_Err ;

33 IMP_Fact= zeros(3,1,WordLength-1);

34 IMP_Fact_aux=IMP_Fact;

35

36 RMS_trss Err_aux= zeros(3,n,WordLength-1);

37 RMS_steady Err_aux= zeros(3,n,WordLength-1);

38 tc = zeros (3,n,WordLength-1); % to save the convergence time for each
point

position and each state

39 % NOTE: The convergence time doesn"t change with the realizations, so we
don"t

compute an average value

40 FL = 1:WordLength-1 ; % generates the x axis for the plots

41

42 warning ("off", "MATLAB:divideByZero®) ;

43

44 for i=1 : WordLength-1

45 for k=1 : real

46 [IMP_Fact_aux(:,:,i1),RMS_Err_aux(:,:,1),tc(:,:,1),RMS_trss_Err_aux
(:,:,1),RMS_steady Err_aux(:,:,i)] =
KF_comp(Overflow_Mode,Round_Mode,WordLength, i,
simulationTime,con_KG,con_t,Plot);

47 %Average RMS_Err

48 RMS_Err(:,:,i)= RMS Err(:,:,1) + RMS Err_aux(:,:,i);

49 %Average Improvement factor

50 IMP_Fact(:,:,1)= IMP_Fact(:,:,i) + IMP_Fact aux(:,:,i);

51 end

52 RMS _Err(:,:,i) = RMS_Err(:,:,i)/real ;

53 IMP_Fact(:,:,i)= IMP_Fact(:,:,i)/real ;

54 end

55

56

57 %%%%%Convergence time

58

59 figure("Name","mean ct vs FL for btDP (1 Row), the aoFP (2 Row) and btFP
(€

Row) ", "NumberTitle", "off");

60

61 for i=1:n

62 for k=1 : WordLength-1

63 plotl(k) = tc(1,i,k);
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64 end

65 subplot(3,n,i),plot(FL,plotl, "Marker™,"*","MarkerSize~",3),xlabel
("Realizations®),ylabel([“ct_",num2str (i), " (KF-BT-DP)[s]" D)

66 for k=1 : WordLength-1

67 plotl(k) = tc(2,i,k);

68 end

69 subplot(3,n,i+n),plot(FL,plotl, "Marker®,"*","MarkerSize~",3),
xlabel ("FL[bit]"),ylabel(["ct_",num2str(i), " (KF-0A-FP)[s] D

70 for k=1 : WordLength-1

71 plotl(k) = tc(3,i,k);

72 end

73 subplot(3,n,i+2*n),plot(FL,plotl, "Marker®, "*", "MarkerSize",3),
xlabel ("FL[bit]"),ylabel(["ct_",num2str(i), " (KF-BT-FP)[s]1" D)

74 end

75

76 %%%%%RMS error

77

78 figure("Name®","mean RMS error vs FL for btDP (1 Row), the aoFP (2 Row)
and btFP

(3 Row) ", "NumberTitle", "off");

79

80 for i=1:n

81 for k=1 : WordLength-1

82 plotl(k) = RMS_Err(1,i,k);

83 end

84 subplot(3,n,i),plot(FL,plotl, "Marker®,"*", "MarkerSize®,3),xlabel
("Realizations®),ylabel (["RMS Err_",num2str (i), " (KF-BT-DP)"])

85 for k=1 : WordLength-1

86 plotl(k) = RMS_Err(2,i1,k);

87 end

88 subplot(3,n,i+n),semilogy(FL,plotl, "Marker®,"*", "MarkerSize",3),
xlabel ("FL[bit]"),ylabel(["RMS Err_",num2str(i), " (KF-0A-FP)" D

89 for k=1 : WordLength-1

90 plotl(k) = RMS_Err(3,i1,k);

91 end

92 subplot(3,n,i+2*n),plot(FL,plotl, "Marker®,"*","MarkerSize~",3),
xlabel ("FL[bit]"),ylabel (["RMS Err_",num2str(i), " (KF-BT-FP)" ]

93 end

94

95 %%%%%Improvement factor

96

97 figure("Name","mean Improvement factor vs FL for btDP (1 Row), the aoFP
(2 Row)

and btFP (3 Row) ", *NumberTitle®, "off");

98

99 for i=1:1

100 for k=1 : WordLength-1

101 plotl(k) = IMP_Fact(1,i,k);

102 end

103 subplot(3,1,i),semilogy(FL,plotl, "Marker®,"*" ,"MarkerSize~",3),
xlabel ("Realizations®),ylabel (["IMP Fact_",num2str (i), " (KF-BT-DP)"])
104 for k=1 : WordLength-1

105 plotl(k) = IMP_Fact(2,i1,k);

106 end

107 subplot(3,1,i+l),semilogy(FL,plotl, "Marker®,"*","MarkerSize~,3),
xlabel ("FL[bit]"),ylabel(["IMP Fact_~,num2str(i), " (KF-0A-FP)"D

108 for k=1 : WordLength-1

109 plotl(k) = IMP_Fact(3,i,k);

110 end

111 subplot(3,1,i+2*1),semilogy(FL,plotl, "Marker®,"*","MarkerSize",
3),xlabel ("FL[bit]"),ylabel (["IMP Fact_",num2str(i), " (KF-BT-FP)"])
112 end
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113

11.1.3 Comparison.m

%Compration of 3 diferent implementations of the KF: KF-BT-DP ,KF-OA-FP,
%KF-BT-FP.

%Authors: F.A_lgleisas & D.Dematties - UTN-FRM 2011 - Argentina.
%Franciscoiglesias@frm.utn.edu.ar ; dariodematties@yahoo.com.ar

%The programs plots:

% -The rms Err quotients: KF-BT-DP/KF-BT-FP and KF-BT-FP/KF-OA-FP

% -The Improvement factors quotients: KF-BT-DP/KF-BT-FP and KF-BTFP/
KF-OA-FP

9 % -The convergence times quotient: KF-BT-DP/KF-BT-FP and KF-BTFP/
KF-OA-FP

10

11 %The values ploted are average over several number of realizations and
are

12 %shown as function of FL (The fraction part"s lenght of the working
word)

13

14 %Requires function KF_comp

15

16 clIf

17 clear all;

18 close all;

19

20 n=2; %States number for the system implemented inside KF_comp function
21 1=1; %Measurement vextor dimention.

22 real=10; % Number of realizations to average the rmsErr and ct

23 WordLength = 18;

24 Overflow_Mode = "saturate”;

25 Round_Mode = "“floor";

26 con_KG = 0.005 ; % Defines the convergence criterion: This is the end KG
value

27 con_t = 1 ; % Defines the convergence criterion: time lapse with
KG<con_KG to

consider convergence

28 simulationTime = 10 ; % Simulation time in seconds.

29 Plot = 0 ;

30

31 RMS_Err = zeros(4,n,WordLength-1); % to save the overall rms error
32 RMS_Err_aux = RMS_Err ;

33 IMP_Fact= zeros(3,1,WordLength-1);

34 IMP_Fact_aux=IMP_Fact;

35 RMS_trss_Err= zeros(3,n,WordLength-1);

36 RMS_trss_Err_aux= RMS_trss _Err;

37 RMS_steady Err= zeros(3,n,WordLength-1);

38 RMS_steady Err_aux= RMS steady Err;

39 tc = zeros (3,n,WordLength-1); % to save the convergence time for each
point

position and each state

40 % NOTE: The convergence time doesn"t change with the realizations, so we
don"t

compute an average value

41 FL = 1:WordLength-1 ; % generates the x axis for the plots

42 One=ones(1,WordLength-1);

43

44 warning ("off", "MATLAB:divideByZero®) ;

45

46 for i=1 : WordLength-1

47 for k=1 : real

O~NO O WNE
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48 [IMP_Fact_aux(:,:,i1),RMS_Err_aux(:,:,1),tc(:,:,1),RMS_trss_Err_aux
(:,:,1),RMS_steady Err_aux(:,:,i)] =
KF_comp(Overflow_Mode,Round_Mode,WordLength, i,
simulationTime,con_KG,con_t,Plot);

49 %Sum of the RMS _Err

50 RMS Err(:,:,i)= RMS _Err(:,:,i) + RMS Err_aux(:,:,i);

51 %Sum of the RMS_trss Err

52 RMS_trss Err(:,:,i)= RMS trss Err(:,:,i) + RMS_trss_Err_aux(:,:,i);
53 %Sum of the RMS_steady Err

54 RMS_steady Err(:,:,i)= RMS steady Err(:,:,i) + RMS steady Err_aux
(:,:,0);

55 %Sum of the Improvement factor

56 IMP_Fact(:,:,1)= IMP_Fact(:,:,i) + IMP_Fact_aux(:,:,i);

57 end

58 %Average RMS_Err

59 RMS_Err(:,:,i) = RMS_Err(:,:,i)/real ;

60 %Average RMS_trss_Err

61 RMS_trss Err(:,:,i1) = RMS_trss Err(:,:,i)/real ;

62 %Average RMS steady Err

63 RMS_steady Err(:,:,1) = RMS_steady Err(:,:,i)/real ;

64 %Average Improvement factor

65 IMP_Fact(:,:,i)= IMP_Fact(:,:,i)/real ;

66 end

67

68

69 %%%%%Convergence time

70

71 figure(“Name®","mean ct quotient % vs FL for btDP vs btFP (1 Row) and
btFP vs aoFP

(2 Row) ", "NumberTitle®, "off");

72

73 for i=1:n

74 for k=1 : WordLength-1

75 plotl(k) (tc(1,i1,k)/tc(3,1,K));

76 plot2(k) (tc(3,1,k)/tc(2,i1,k));

77 end

78 subplot(2,n,i),semilogy(FL,plotl,FL,

One, "Marker*®,"*",*MarkerSize~*,3),xlabel (*FL [bit]"),ylabel("ct(KF-BT-
DP)/ct(KF-BTFP) ")

79 subplot(2,n,i+n),semilogy(FL,plot2,FL,

One, "Marker™,"*","MarkerSize",3),xlabel ("FL [bit]"),ylabel("ct(KF-BT-
FP)/ct(KF-0AFP) ")

80 end

81

82 %%%%%RMS error

83

84 figure("Name","mean RMS error quotient % vs FL for btDP vs btFP (1 Row)
and btFP

vs aoFP (2 Row) ", "NumberTitle®, "off");

85

86 for i=1l:n

87 for k=1 : WordLength-1

88 plotl(k) (RMS_Err(1,i,k)/RMS_Err(3,1,k));

89 plot2(k) (RMS_Err(3,i,k)/RMS_Err(2,1,k));

90 end

91 subplot(2,n,i),semilogy(FL,plotl,FL,

One, "Marker*®, "*", "MarkerSize",3),xlabel ("FL [bit]"),ylabel("RMS Err(KF-BT-
DP)/RMS Err

(KF-BT-FP) ")

92 subplot(2,n,i+n),semilogy(FL,plot2,FL,

One, "Marker™,"*","MarkerSize",3),xlabel ("FL [bit]"),ylabel("RMS Err(KF-BT-
FP)/RMS Err
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(KF-0A-FP) ")

93 end

94

95 %%%%%RMS transient error

96

97 figure("Name®","mean RMS transient error quotient % vs FL for btDP vs
btFP (1 Row)

and btFP vs aoFP (2 Row)", "NumberTitle","off");

98

99 for i=1l:n

100 for k=1 : WordLength-1

101 plotl(k) (RMS_trss_Err(1,i1,k)/RMS_trss_Err(3,1i,
102 plot2(k) (RMS_trss_Err(3,i,k)/RMS_trss_Err(2,1,
103 end

104 subplot(2,n,i),semilogy(FL,plotl,FL,

One, "Marker™,"*","MarkerSize",3),xlabel ("FL [bit]"),ylabel({"RMS trss
Err(KF-BTDP)"; "

RMS trss Err(KF-BT-FP)"})

105 subplot(2,n,i+n),semilogy(FL,plot2,FL,

One, "Marker*®, "*","MarkerSize",3),xlabel ("FL [bit]"),ylabel({"RMS trss
Err(KF-BTFP)"; "

RMS trss Err(KF-OA-FP)"})

106 end

107

108 %%%%%RMS steady error

109

110 figure("Name”","mean RMS steady error quotient % vs FL for btDP vs btFP
(1 Row)

and btFP vs aoFP (2 Row)*", "NumberTitle®, "off");

111

112 for i=1:n

113 for k=1 : WordLength-1

114 plotl(k) (RMS_steady_Err(1,i,k)/RMS_steady Err(3,i,
115 plot2(k) (RMS_steady_Err(3,i1,k)/RMS_steady Err(2,i,
116 end

117 subplot(2,n,i),semilogy(FL,plotl,FL,

One, "Marker*®, "*","MarkerSize",3),xlabel ("FL [bit]"),ylabel({"RMS steady
Err(KF-BTDP) " ;"

RMS steady Err(KF-BT-FP)"})

118 subplot(2,n,i+n),semilogy(FL,plot2,FL,

One, "Marker™,"*","MarkerSize",3),xlabel ("FL [bit]"),ylabel({"RMS steady
Err(KF-BTFP)"; "

RMS steady Err(KF-O0A-FP)"})

119 end

120

121 %%%%%Improvement factor

122

123 figure(“Name","mean Improvement factor quotient % vs FL for btDP vs
btFP (1 Row)

and btFP vs aoFP (2 Row)*", "NumberTitle®, "off");

124

125 for i=1:1

126 for k=1 : WordLength-1

127 plotl(k) (IMP_Fact(1,i,k)/IMP_Fact(3,1,k));

128 plot2(k) (IMP_Fact(3,1i1,k)/IMP_Fact(2,i,k));

129 end

130 subplot(2,1,i1),semilogy(FL,plotl,FL,

One, "Marker”®, "*","MarkerSize",3),xlabel ("FL [bit]"),ylabel("IMP Fact(KF-BT-
DP)/ IMP

Fact(KF-BT-FP) ")

131 subplot(2,1,i+l),semilogy(FL,plot2,FL,

K));
K));

K));
K)):
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One, "Marker™,"*","MarkerSize~",3),xlabel ("FL [bit]"),ylabel("IMP Fact(KF-BT-
FP)/IMP

Fact(KF-OA-FP)1")

132 end

11.1.4 Basic_Plots.m

%The program generates the plots showing the estimation results and the
%gains for 3 different KF implementations ( KF-BT-DP ,KF-OA-FP and
%KF-BT-FP) running for the same problem.

%Authors: F.A._lgleisas & D.Dematties - UTN-FRM 2011 - Argentina.
%Franciscoiglesias@frm.utn.edu.ar ; dariodematties@yahoo.com.ar

%The plots are for each state of the system:

%1-The exact state, the estimated state and the measurements vs time
10 %2-The P vs time

11 %3-The KG vs time

O©CoOoO~NOOOTAWNE

13 %Requires function KF_comp

15 clIf
16 clear all;
17 close all;

19 n=2; %States number for the system implemented inside KF_comp function
20 I=1; %Measurement vextor dimention.

21 real=1; % Number of realizations to average the rmskErr and ct

22 WordLength = 18 ;

23 FractionLength = 9;

24 Overflow_Mode = "saturate®;

25 Round_Mode = “floor~";

26 con_KG = 0.005 ; % Defines the convergence criterion: This is the end KG
value

27 con_t = 1 ; % Defines the convergence criterion: time lapse with
KG<con_KG to

consider convergence

28 simulationTime = 10 ; % Simulation time in seconds.

29 Plot = 1 ;

30

31 RMS_steady Err = zeros(3,n); % to save the rms error of the steady part
for each

point position and each state

32 RMS_trss_Err=RMS_steady_Err; % to save the rms error of the transient
part for

each point position and each state

33 RMS_Err = zeros(4,n); % to save the overall rms error

34 RMS_trss_Err_aux= RMS_trss _Err ;

35 RMS_steady Err_aux= RMS_trss Err ;

36 tc = zeros (3,n,WordLength-1); % to save the convergence time for each
point

position and each state

37 IMP_Fact= zeros(3,1);

38 % NOTE: The convergence time doesn"t change with the realizations, so we
don"t

compute an average value

39

40 warning (Toff", "MATLAB:divideByZero®) ;

41 for i=1 : real

42 [IMP_Fact(:,:),RMS Err(:,:,1),tc(:,:,i),RMS_trss Err_aux(:,:,i),
RMS_steady_Err_aux(:,:,i)] = KF_comp(Overflow_Mode,Round_Mode,WordLength,
FractionLength,simulationTime,con_KG,con_t,Plot);
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43 end
44

11.1.5 Arithmetic_Selection.m

1 %Compration of the KF Bierman-Thornton implementation running in
different Fixed
Point arithemtics.
%Authors: F.A.lgleisas & D.Dematties - UTN-FRM 2011 - Argentina.
%Franciscoiglesias@frm.utn.edu.ar ; dariodematties@yahoo.com.ar

6 1-Word Length

¢ 2-Fractional part Length
6 3-Overflow Mode

% 4-Round Mode

XXX

2
3
4
5 %NOTE: An arithemtic is defined by:
6
7
8
9

11 %The program, plots the IMP_Fact for 4 combinations of the Overflow and
12 %Round modes:

13 %l-Saturate/Fix

14 %2-Saturate/Floor

15 %3-Wrap/Fix

16 %4-Wrap/Floor

18 %The ploted values are the averags over several number of realizations
20 %Requires the function KF_comp

22 clf
23 clear all;
24 close all;

26 n=2; %States number for the system implemented inside KF_comp function
27 1=1; % measurement vector lenght

28 real=10; % Number of realizations to average the rmsErr and ct

29 WordLength = 18;

30 con_KG = 0.005 ; % Defines the convergence criterion: This is the end KG
value

31 con_t =1 ; % Defines the convergence criterion: time lapse with
KG<con_KG to

consider convergence

32 simulationTime = 10 ; % Simulation time in seconds.

33 Plot = 0 ;

34

35 RMS_Err = zeros(4,n,WordLength-1,4); % to save the rms error of the
steady part

for each point position, each state and each of the

36 %4 modes: Overflow Mode: Saturate or Wrap ; Round Mode: Fix or Round

37 RMS_Err_aux=RMS_Err;

38 RMS_trss _Err=zeros(3,n,WordLength-1,4); % to save the rms error of the
transient

part for each point position and each state

39 RMS_steady Err = RMS_trss_Err; % to save the overall rms error

40 RMS_trss_Err_aux= RMS_trss_Err ;

41 RMS_steady Err_aux= RMS_ steady Err ;

42 tc = zeros (3,n,WordLength-1,4); % to save the convergence time for each
point

position and each state

43 % NOTE: The convergence time doesn"t change with the realizations, so we
don"t

compute an average value

44 point_pos = 1:WordLength-1 ; % generates the x axis for the plots
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45 IMP_Fact= zeros(3,1,WordLength-1,4);

46 IMP_Fact_aux=IMP_Fact;

47

48 warning ("off", "MATLAB:divideByZero®) ;

49

50 for m=1 :4

51 switch m

52 case 1 % 1 arithmetic

53 Overflow_Mode = "saturate”;

54 Round_Mode = "fix";

55 case 2 % 2 arithmetic

56 Overflow_Mode = “saturate”;

57 Round_Mode = "floor"~;

58 case 3 % 3 arithmetic

59 Overflow_Mode = “wrap”;

60 Round_Mode = "fix";

61 case 4 % 4 arithmetic

62 Overflow _Mode = “wrap”;

63 Round_Mode = “floor~;

64 end

65

66 for i=1 : WordLength-1

67 for k=1 : real

68 [IMP_Fact_aux(:,:,i,m),RMS_Err_aux(:,:,i,m),tc(:,:,i,m),
RMS_trss_Err_aux(:,:,i,m),RMS_steady Err_aux(:,:,i,m)] =
KF_comp(Overflow_Mode,

Round_Mode ,WordLength,i,simulationTime,con_KG,con_t,Plot);
69 %Average RMS steady Err

70 IMP_Fact(:,:,i,m)= IMP_Fact(:,:,i,m) + IMP_Fact_aux(:,:,i,m);
71 end

72 IMP_Fact(:,:,i,m)= IMP_Fact(:,:,i,m)/real ;

73 end

74 end

75

76 %%%%%Plots the btFP IMP_Fact( average of all the realizations) vs fixed
point

position, for each arithemtic

77 %State 1

78 figure(“Name®,"X1 IMP Fact for btFP vs Fractional part length: Saturate-
Round

(blue) , Saturate-Floor(red), Wrap-Round (green), Wrap-Floor
(yellow) ", "NumberTitle", "off");

79 for j=1:4

80 for k=1 : WordLength-1

81 plotl(k) = IMP_Fact(3,1,k,j):

82 end

83 switch j

84 case 1

85 plot(point_pos,plotl, --b+");

86 case 2

87 hold on;

88 plot(point _pos,plotl,"-.r+");

89 case 3

90 hold on;

91 plot(point_pos,plotl, :g+7);

92 case 4

93 hold on;

94 plot(point_pos,plotl, "-y+"),xlabel ("FL[bit]"),ylabel( "IMP Fact_1 (KFBT-
FP)™)

95 end

96 end
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11.1.6 KF_test for_implementation.m

1 %KF execution for VHDL implementations comparison for a second order
oscilator.
%F.A.lIgleisas & D.Dematties - UTN-FRM 2011.

2
3
4 %Perform for a second order system (the code is general though):
5 %The BT implementation in signed Fixed point
6 %INPUTS

7 %Dt Ejecutation®s iterations®™ number.

8 %OB When is "1", only Bierman algorithm executation.

9 %OT When is "1",only Thornton algorithm executation.

10 %FR When is "1", shows only the results of the las iteration

11 %OverflowMode: Mode to deal with overflows

12 %RoundMode: Rounding mode

13 %W_length: Word lentgth for the fixed point implementation

14 %WF_length: Number of bits in the fractional part of the word
15 %OUTPUTS

16 % For each iteration each of these values is shown in binary:
17 %Dpost:a posteriori D matrix

18 %Upost:a posteriori U matrix

19 %Xpost:a posteriori X vector

20 %Dprior:a priori D matrix

21 %Uprior:a priori U matrix

22 %Xprior:a priori X vector

24 clf

25 clear all;

26 close all;

27

28 %%%%%%%%%%%%%N%%%Definition of the executation
mode%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

29

30 Dt=100; %Ejecutation®s iterations® number.

31 0B=0; %When is "1", only Bierman algorithm executation.
32 O0T=0; %When is "1",only Thornton algorithm executation.
33 FR=0; %When is "1, shows only the results of the las iteration
34 BT=0; %Data to burn the fpga (Burn Test)

35

36 %%%%%%%%%%N%%%%%N%Definition of the Fixed Point

ar i thmet i c%%%%%%%%%%%%%%%%%%

37

38 OverflowMode="saturate”;

39 RoundMode="floor";

40 W_length=18;

41 WF_length=9;

42

43

44 Signe=1; %signe consideration "1" or not consideration "0".
45 OverflowM=0verflowMode;

46 RoundM=RoundMode;

47 SumM="SpecifyPrecision”;

48 ProductM="SpecifyPrecision”;

49 SumCast=0;

50

51 %Arithmetic Sum operation result parameters.

52 SumWordLength=W_length; %sum result word length.

53 SumFractionLength=WF_length; %sum result fraction length.
54

55 %Arithmetic Product operation result parameters.

56 ProductWordLength=W_length; %product result word length.
57 ProductFractionLength=WF_length; %product result fraction length.
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58

59 %Arithmetic variables®™ parameters.

60 WordLength=W_length; %word length.

61 FractionLength=WF_length; %fraction length.

62

63 %Scaling rules

64 ProductSlope=2~(-6);

65 ProductFixedExponent=-6;

66

67 %A numerictype object specification.

68 N=numerictype("Signed”,Signe, "WordLength® ,WordLength, "FractionLength”,
FractionLength);

69

70

71 %%%%%%%%%%%%%%%%Simulation variables and
parameters%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

72

73 n=2; %state vector dimention.

74 1=1; Y%mesurement vector dimention.

75 p=1; %process noise vector dimention.

76 T=0.01; %Sampling time in seconds.

77

78 %Note thah the last dimention denote the time variable.
79 %The initial step is 1 corresponing to de initial conditions
80

81 %%%%%%%%%%%%N%%%%DeFinition of Double precision

var i ab 1 es%%%%%%%%%%%%%%%%%%

82

83 X=zeros(n,Dt); %Exact State vectors matrix

84 E_X=zeros(n,Dt); %Estimated State vectors matrix

85 Z=zeros(l,Dt); %Measurent vectors matrix

86 Phi=zeros(n,n);

87 G=zeros(n,p);: %Process noise coumpling matrix

88 P=zeros(n,n,Dt); %One matrix at each instant.

89 H=zeros(l,n);

90 R=zeros(l,1); %Discrete measurement noise covariance matrix
91 V=zeros(l,Dt); %Noise vectors matrix

92 Q=zeros(n,n); %Discrete process noise covariance matrix
93 W=zeros(n,Dt); %Noise vectors matrix

94 KG=zeros(n,l,Dt);

95 uc=zeros(n,1l); %Forcing term of the control input uc

96 Qc=zeros(p,p); %Variances of white-noise secuences of W.
97 Rc=zeros(l,l); %Variances of white-noise secuences of V.
98

99 %%%%%%Numeric Problem Definition: From example 4.4 Grewal and
Andrews%%%%%%

100

101 %Variances of white-noise secuences.

102 Rc(1,1)= 0.01; % 10%

103 Qc(1,1)= 0.02; % 14%

104

105 %Coeficients®™ Matrix

106 F(1,1)=0;

107 F(1,2)=1;

108 F(2,1)=-25;

109 F(2,2)=-2;

110

111 %State transition matrix.

112 Phi=expm(F*T);

113

114 %Process noise coupling matrix.

115 G(1,1)=0;
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116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135

G(2,1)=1;

%Sensors matrix.
H(1,1)=1;
H(1,2)=0;

%System noise covariance matrix.
Q=T*(G*Qc*G"); % First order aproximation to obtain the discrete Q.

%Sensors noise covariance matrix.
R(1,1)= Rc/T;

%Control input (C*u).
u(l1,1)=0;
u(2,1)=12;

%Forcing term.
uc = (Phi*u)*T;

%6%%%%%%%%%%%%%%%%%% %% %% %% Ini tial

Cond i t 1 ons%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% %%

136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150

%Estimation error covariance matrix.
P(1,1,1)=2;
P(2,1,1)=0;
P(1,2,1)=0;
P(2,2,1)=2;

%State vector.
X(1,1,1)=0;
X(2,1,1)=0;

%Estimated State vector.
E X(:,:,D)=X(:,:,1);

%%%%%%%%N%%%%%Measurements generation: Double

Prec i sion%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172

for i=1:Dt,
=normrnd(zeros(l,1),sqgrt(diag(R)));

for i1=1:Dt,
=normrnd(zeros(n,1),sqrt(diag(Q)));

%Noisy measurement generation.

for k=1:Dt-1,

X(: ,k+1)=Phi*X(:,k)+W(:,k)+uc;

Z(: ,K)=H*X(:,K)+V(:,K);

end

Z(:,DE)=H*X(:,Dt)+V(:,Dt);

%In the last iteration, X(:,k+1l) does not need to be computed.

%Exact States generation.
for k=1:Dt-1,
X(:,k+1)=Phi*X(:,k) + uc ;
end

%%%6%%%%%%%%%%%%%%%%%%%DeFinition of fixed point

var i ab 1 es%%%%%%%%%%%%%%%%%

173
174

%NOTE: Takes the numeric values from the double precision definitions
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175 %Time variant matrices and vectors

176 E_X=Fi(E_X,N, "OverflowMode" ,OverflowM, "RoundMode® ,RoundM, "SumMode ™,
SumM, “SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,
SumFractionLength, "ProductMode” ,ProductM, "ProductWordLength®,
ProductWordLength, "ProductFractionLength® ,ProductFractionLength);

177 p=fi(P,N, "OverflowMode® ,0OverflowM, "RoundMode” ,RoundM, "SumMode ",
SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,
SumFractionLength, "ProductMode” ,ProductM, "ProductWordLength”,
ProductWordLength, "ProductFractionLength” ,ProductFractionLength);

178

KG=Fi(zeros(n,1,Dt),N, "OverflowMode®,OverflowM, "RoundMode*” ,RoundM, "SumMode "

SumM, " SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,
SumFractionLength, "ProductMode” ,ProductM, "ProductWordLength®,
ProductWordLength, "ProductFractionLength”,ProductFractionLength);
179

180 %Forcing Term

181 uc=fi(uc,N, "OverflowMode",0OverflowM, "RoundMode® ,RoundM, "SumMode*",
SumM, “SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,
SumFractionLength, "ProductMode® ,ProductM, "ProductWordLength®,
ProductWordLength, "ProductFractionLength”,ProductFractionLength);
182

183 %Measurents vector matrix.

184 z=fi(Z,N, "OverflowMode" ,OverflowM, "RoundMode™ ,RoundM, "SumMode ™,
SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,
SumFractionLength, "ProductMode®,ProductM, "ProductWordLength™,
ProductWordLength, "ProductFractionLength” ,ProductFractionLength);
185

186 %Time invariant system®"s matrices.

187 Phi=fFi(Phi,N, "OverflowMode~® ,OverflowM, "RoundMode® ,RoundM, " SumMode*,
SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,
SumFractionLength, "ProductMode” ,ProductM, "ProductWordLength”,
ProductWordLength, "ProductFractionLength” ,ProductFractionLength);
188 H=Fi(H,N, "OverflowMode® ,0OverflowM, "RoundMode” ,RoundM, "SumMode ™",
SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,
SumFractionLength, "ProductMode® ,ProductM, "ProductWordLength®,
ProductWordLength, "ProductFractionLength”,ProductFractionLength);
189 Q=fi1(Q,N, "OverflowMode®,0OverflowM, "RoundMode*” ,RoundM, "SumMode*,
SumM, " SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,
SumFractionlLength, "ProductMode”,ProductM, "ProductWordLength™,
ProductWordLength, "ProductFractionLength”,ProductFractionLength);
190 R=Fi(R,N, "OverflowMode® ,0OverflowM, "RoundMode” ,RoundM, "SumMode ",
SumM, “SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,
SumFractionLength, "ProductMode” ,ProductM, "ProductWordLength®,
ProductWordLength, "ProductFractionLength”,ProductFractionLength);
191

192 %Auxiliary variables

193 %a=Ffi(a,N, "OverflowMode" ,OverflowM, "RoundMode® ,RoundM, "SumMode ",
SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,
SumFractionLength, "ProductMode” ,ProductM, "ProductWordLength®,
ProductWordLength, "ProductFractionLength®,ProductFractionLength);
194 %b=Fi(b,N, "OverflowMode* ,OverflowM, "RoundMode* ,RoundM, *SumMode* ,
SumM, *SumWordLength®,SumWordLength, *SumFractionLength”,
SumFractionLength, "ProductMode* ,ProductM, "ProductWordLength”,
ProductWordLength, "ProductFractionLength”® ,ProductFractionLength);
195

196 %Auxiliary scalars.

197 Uno=fi(1,N, "OverflowMode",0OverflowM, "RoundMode® ,RoundM, " SumMode ",
SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,
SumFractionLength, "ProductMode® ,ProductM, "ProductWordLength®,
ProductWordLength, "ProductFractionLength”,ProductFractionLength);
198
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199 %%%%%%%%%%%KF, Bierman-Thornton algorithm: Fixed

Po i nt%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

200

201 %Defines the extra matrices for the BT algorithm.

202

203 % P=U*D*U"

204
U=fi(zeros(n,n,Dt),N, "OverflowMode” ,OverflowM, "RoundMode” ,RoundM, "SumMode ",
SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,
SumFractionLength, "ProductMode” ,ProductM, "ProductWordLength®,
ProductWordLength, "ProductFractionLength”,ProductFractionLength);

205 Uv=Fi(zeros((n™2-n)/2,Dt),N, "OverflowMode" ,OverflowM, "RoundMode ",
RoundM, "SumMode® , SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,
SumFractionLength, "ProductMode” ,ProductM, "ProductWordLength®,
ProductWordLength, "ProductFractionLength”,ProductFractionLength);

206
D=fi(zeros(n,n,Dt),N, "OverflowMode" ,OverflowM, "RoundMode” ,RoundM, "SumMode ",
SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,
SumFractionLength, "ProductMode” ,ProductM, "ProductWordLength®,
ProductWordLength, "ProductFractionLength”,ProductFractionLength);

207 % Q=G*Dg*G" Dq can come from a UD factorization if necesary.

208 G=fi(G,N, "OverflowMode" ,OverflowM, "RoundMode” ,RoundM, "SumMode ",
SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,
SumFractionlLength, "ProductMode®,ProductM, "ProductWordLength™,
ProductWordLength, "ProductFractionLength”,ProductFractionLength);

209 Dg=fi(Qc,N, "OverflowMode® ,0OverflowM, "RoundMode” ,RoundM, "SumMode ",
SumM, “SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,
SumFractionLength, "ProductMode” ,ProductM, "ProductWordLength®,
ProductWordLength, "ProductFractionLength® ,ProductFractionLength);

210
PhiU=Fi(zeros(n,n),N, "OverflowMode" ,OverflowM, "RoundMode” ,RoundM, "SumMode ",
SumM, "SumWordLength®,SumWordLength, "SumFractionLength®,
SumFractionLength, "ProductMode” ,ProductM, "ProductWordLength”,
ProductWordLength, "ProductFractionLength” ,ProductFractionLength);

211

212

213 %Generates the initials U and D from P by UD factorization.

214 for j=n:-1:1,

215 for i=j:-1:1,

216 alfa=P(i,j,1);

217 for s=j+l1:n,

218 alfa=alfa-U(i,s,1)*D(s,s,1)*U({,s,1);

219 end

220 if i=Tj)

221 D(,j,1l)=alfa;

222 U(J,j,.1)=1;

223 else

224 U(i,j,)=divide(N,alfa,D(.,j.1)):

225 end

226 end

227 end

228

229 %Transfers the U matrix®"s upper triangle to the Uv vector. To work like
the vhdl

code

230 for j=1:n

231 for i=1:n

232 if j>i

233 Uv(@-n+(i*(2*n-i-1))/2,1)=U(i,j,1);

234 end

235 end

236 end
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237
238
239
240
241
242
243
244
245
246
247
248
249
250
251
252
253
254
255
256
257
258
259
260
261
262
263
264
265
266
267
268
269
270
271
272
273
274
275
276
277
278
279
280
281
282
283
284
285
286
287
288
289
290
291
292
293
294
295
296
297

if BT==0

%Shows the initial conditions and initializations
disp("Matrices™" initializations:")
disp(" °)

disp("HO =7)
disp(bin(H(1,:)))
disp("Q =7)
disp(bin(Q))
disp(°R =)
disp(bin(R))
disp("Phi™)
disp(bin(Phi))
disp(* °)

disp("Dg =7)
disp(bin(Dq))
disp(°G =)
disp(bin(G))

disp(* °)

disp(“uc =7)
disp(bin(uc))
disp(* °)

disp(* 7)
disp("Initial conditions®)
disp(* ")

disp("PO =)
disp(bin(P(:,:,1)))
disp(°DO =)
disp(bin(D(:,:,1)))
disp(°UO =)
disp(bin(Uv(:,1)))
disp("X0 =7)
disp(bin(E_X(:,1)))
disp(°z0 =7)
disp(bin(Z(:,1)))
disp(* ")

disp(" 7)

end

%Bierman-Thornton algorithm
for k=1:Dt,

if 0T==0
for r=1:1, %Sequential measurement processing loop

%Bierman observational update:

%Based on "bierman.m' by Grewal and Andrews

% a=U(:,:,kK)"*H(r,:)"; %Non scalar

% b=D(:,:,k)*a; %Non scalar

% dz=z(r,k) - H(r,:)*E_X(:,k);%Non scalar

dz = z(r,k);

for j=1:n

s_aux = H(r,jJ)*E_Xd.k) ;

dz = dz - s_aux ; % computes Z-H*X

a(i) = H(r.3);

1= 1;

while 1 % equivalent to: for in 1 to (J-1) (iterates j-1 times)
ifi==]

break;

end

index_aux = j-n+(i*(2*n-i-1))/2 ; % to find the element Uij

inside the U vector
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298 s_aux1l = Uv(index_aux,k)*H(r,i) ;
299 a(j) = a(jJ) + s_auxl; % computes V=U"*H"
300 1 = i+l ;

301 end

302 end

303

304 for j=1:n

305 b(g) = D(.,J.K)*a(§); % computes the b factor in the Grewall®s
Bierman matlab algorithm (called the unescaled kalman gain)
306 end

307

308 alpha=R(r,r);

309 gamma=divide(N,Uno,alpha);

310

311 for j=1:n, %Within these two for, all the operations are scalar
312 beta=alpha;

313 s _aux= a(J)*b(G);

314 alpha=alpha +s_aux;

315 lambda= -(a(j)*gamma);

316 gamma =divide(N,Uno,alpha);

317 D .J.k)=beta*(gamma*D(j,J,K));

318 i=1;

319 while 1

320 if i == j

321 break;

322 end

323 index_aux = j-n+(i*(2*n-i-1))/2 ; % to Tind the element Uij
inside the U vector

324 beta=Uv(index_aux,k);

325 s_aux=b(i)*lambda;

326 Uv(index_aux,k)=beta + s_aux;

327 s_aux=b(j)*beta;

328 b(i)=b(i) + s_aux;

329 i=i+l;

330 end

331 end

332

333 for j=1:n

334 aux =(gamma*dz)*b(j);

335 E_X((,k)=E_X({ ,k)+aux;

336 end

337

338 % Save the KG just to plot it !!!
339 KG(:,r,k)=gamma*b;

340

341

342 %Saves the a posteriori D, U and X.
343 Dpost=D(:,:,k);

344 Upost=Uv(:,K);

345 Xpost=E_X(:,Kk);

346

347 if OB==1

348 D(:,:,k+1)=D(:,:,k);

349 Uv(:,k+1)=Uv(:,k);

350 E_X(:,k+D)=E_X(:,k);

351 end

352

353 if BT==0

354 %Shows the a posteriori D, U and X.
355 if FR==1

356 if k==Dt

357 disp("Bierman k iteration = )
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358
359
360
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387
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390
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392
393
394
395
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398
399
400
401
402
403
404
405
406
407
408
409
410
411
412
413
414
415
416

disp(k)
disp(" 7)
ifl>1

disp("Measurement component number = %)

disp(r)

end

disp("Z =)
disp(bin(Z(r,k)))
disp(" 7)
disp("Dpost = %)
disp(bin(Dpost))
disp("Upost =7)
disp(bin(Upost))
disp(“Xpost =7)
disp(bin(Xpost))
disp(" *)
disp(" *)
disp(" *)
disp(" )

end

else

disp("Bierman k iteration

disp(k)
disp(" °)
ifl>1

disp(“Measurement component number = %)

disp(r)

end

disp("Z =)
disp(bin(Z(r,k)))
disp(* °)
disp("Dpost = )
disp(bin(Dpost))
disp(“Upost =7)
disp(bin(Upost))
disp(“Xpost =7)
disp(bin(Xpost))
disp(® *
disp(” *
disp(C” -~
disp(® *
end

end

end

o/ o/ o/ \/

end

%Temporal update.
if OB==0 & k<Dt

%Thornton temporal update: Based on "thornton.m" by Grewal and Andrews.

%PhiU = Phi*U(:,:,k);

G_aux=G; %To avoid G destruction

Phiu(:,:) = 0;
for i=1:n,

for j=1:n,
r=1;

while 1

if r==] % equivalent to:

implementable

417
418

break;
end

for r=1 to (J-1) but vhdl
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419 index_aux = j-n+(r*(2*n-r-1))/2;

420 PhiU(i,j)= PhiU(i,j)+ Phi(i,r)*Uv(index_aux,k);

421 r=r+1;

422 end

423 PhiU(i,j)=PhiuU(i,j)+Phi(i,j);

424 end

425 end

426

427 for 1=n:-1:1,

428 sigma = O;

429 for j=1:n,

430 sigma = sigma + PhiU(,j)*(PhiU(i,j)*D(.,j.K)) ;

431 if g <= p)

432 sigma = sigma + G_aux(i,j)*(C_aux(i,j)*Da(.,j));

433 end

434 end

435 D(i,i,k+1l) = sigma;

436

437 §J=1;

438 while 1 % equivalent to: for j=1 to (i-1) but vhdl implementable
439 if j == i
440 break;
441 end

442 sigma = 0;
443 for s=1:n
444 sigma = si
445 end

446

447 for s=1:p,
448 sigma = sigma + G_aux(i,s)*(Dq(s,s)*G_aux(j,s));

449 end

450 index_aux = i-n+(J*(2*n-j-1))/2 ; % to find the element Uji (note
the changed index in this case) iInside the U vector

451 Uv(index_aux,k+1) = divide(N,Uno,D(i,i,k+1))*sigma ;

452 for s=1:n,

453 PhiU(,s) = PhiU(,s) - Uv(index aux,k+1)*PhiU(i,s);

454 end

455 for s=1:p,

456 G_aux(j,s) = G _aux((J,s) - Uv(index_aux,k+1)*G_aux(i,s);

457 end

458 j = j+1;

459 end

460 end

461

462 %State estimation temporal update

463 E X(:,k+1)= 0 ;

464 for i=1:n,

465 for r=1:n,

466 E_X(i,k+1)=E_X(i,k+1)+Phi(i,r)*E_X(r,k);

467 end

468 end

469

470 E_X(:,k+1)=E_X(:,k+1)+uc;

471

472 %Save the a priori D, U and X.

473 Dprior= D(:,:,k+1);

474 Uprior= Uv(:,k+1);

475 Xprior= E _X(:,k+1);

476

477 if BT==0

478 %Shows the a priori D, U and X.

479 if FR==1

gma + PhiU(i,s)*(D(s,s,k)*PhiU(j,s));
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480
481
482
483
484
485
486
487
488
489
490
491
492
493
494
495
496
497
498
499
500
501
502
503
504
505
506
507
508
509
510
511
512
513
514
515
516
517
518
519
520
521
522
523
524
525
526
527
528
529
530
531
532
533
534
535
536
537
538
539
540
541

it k==Dt

disp("Thornton k iteration =)
disp(k)

disp(* 7)

disp("Dprior = %)
disp(bin(Dprior))

disp("Uprior =%)
disp(bin(Uprior))

disp("Xprior =%)
disp(bin(Xprior))

disp(* ")

disp(* °)

disp(* °)

disp(" 7)

end

else

disp("Thornton k iteration =)
disp(k)

disp(* ")

disp("Dprior = %)
disp(bin(Dprior))

disp("Uprior =7)
disp(bin(Uprior))

disp("Xprior =7)
disp(bin(Xprior))

disp(* °)

disp(* °)

disp(* °)

disp(" 7)

end

end

end

end

if BT==1

disp("For z:%)

for i=1:1

for k=1:Dt

it k==1

fprintf("%d => ( %d => "%s",", i,k,bin(Z(i,k)))
elseif k==Dt

fprintf("%d => "%s™),\n", k,bin(Z(i,k)))
else

fprintf("%d => "%s",", k,bin(Z(i,k)))
end

if rem(k,100)==

disp(" )

end

end

end

disp(" )
disp("For E X: %)
for i=1:n

for k=1:Dt

if k==1

fprintf("%d => ( %d => "%s"™,", i,k,bin(E_X(i,k)))
elseif k==Dt

fprintf("%d => "%s"),\n", k,bin(E_X(i,k)))

else

fprintf("%d => "%s™,", k,bin(E_X(i,k)))

end
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542 if rem(k,100)==

543 disp(" °)

544 end

545 end

546 end

547

548 disp(" °)

549 end

550

551 %Plots all the Z and the E_X together
552 disp("All the Z together:%)

553 for k=1:Dt

554 disp(bin(Z(:,k)));

555 end

556

557 disp("All the E X together:")

558 for k=1:Dt

559 disp([bin(E_X(1,k))," ",bin(E_X(2,K))1);
560 end

561

11.2 Codigo fuente en VHDL
11.2.1 Fixed_Point_pkg.vhd

-—-Kalman Filter, Bierman-Thornton implementation in FPGA
--F.A_lglesias (Leg:27310) and D.Dematties (Leg:22547)
--UTN-FRM 2012

5 --Package Description:

6 --Defines the fixed point arithmetic functions

7

8

A WNPFP

--1)Resize function:

-- Transform the input number, that can be one of the two types
(overloaded operator):
9 —- S WORD_pl: Used to store the signed fixed point number:
Sign+(INTEGER _LENGTH+1) .FRACTION_LENGTH
10 -- S WORD_x2: Used to store the signed fixed point number:
Sign+(2*INTEGER_LENGTH+1) . (2*FRACTION_LENGTH)
11 -- ,in to the working number type:
12 -- S WORD : Used to store the signed fixed point number:
Sign+INTEGER_LENGTH.FRACTION_LENGTH
13 -- This is done by reducing both the integer and the fractional part.
14 —- The applied criteria are:
15 -- Overflow Mode: Saturate
16 -- Round Mode: Fix (Truncate)
17
18 --2)Reciprocal:
19 --Returns the reciprocal of the S_WORD argument.

20 -- Works with arguments in 2"s complement representation
21 -- When the argument is O returns the larges positive number
22 -- INPUTS:

23 -- S_WORD: Defines the Divisor

24 -- OUTPTS:

25 -- S _WORD_x2: Returns the reciprocal = 1/Divisor

26

27 --3)Add function:

28 --Returns the addition of the two S_WORD arguments.

29 -- Works with arguments in 2°s complement representation
30 -- Returns the result in S WORD by applying the resize function
31 -- INPUTS:

32 -- S_WORD: The two arguments A and B

33 -- OUTPTS:
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34 -- S WORD: The result of A+B with the proper arithmetic parameters
35

36 --4)Complement function:

37 --Returns the negative of the S _WORD argument.

38 —-- Works with argument in 2"s complement representation

39 -- Returns the result in S_WORD by applying the resize function
40 -- INPUTS:

41 -- S WORD: The arguments A

42 -- OUTPTS:

43 -- S WORD: The result of -A with the proper arithmetic parameters
44

45 e

46 --Comments:

47 --yaaaaaaaaaaaahooooooo!!!

4B —

49 --Libraries:

50 library IEEE;

51 use IEEE.STD LOGIC 1164 .ALL;

52 use ieee.numeric_std.all;

53 --Our packages

54 use work.parameters.ALL; 55 use work.system_def_ALL;

B -

57

58 package Fixed_Point_pkg is

59

60 ——————————- Functions declaration-----—-——————————————————

61

62 --Resize function, input : S WORD pl

63 function resize_pl (sfixed_add: S _WORD_pl) return S_WORD;

64

65 --Resize function, input : S_WORD_x2

66 function resize x2 (sfixed mult: S WORD x2 ) return S WORD;

67

68 --Fixed point division

69 function fp_reciprocal(divisor: S WORD)return S _WORD;

70

71 --Fixed point Addition

72 function fp_add(A, B: S_WORD)return S_WORD;

73

74 --Fixed point Complement

75 function fp_comp( A: S _WORD)return S_WORD;

76

77 end Fixed Point_pkg ;

78

79 —— Functions®-body-----—--- === -
80 package body Fixed_Point_pkg is

81

82 ——————- Resize function, input : S WORD pl-——————————————————v
83 --Note that Rounding is not necesary since S_WORD and S_WORD_pl have the
same

fractional length

84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94

function resize pl (

sfixed_add: S WORD pl) return S WORD is

variable sfixed : S WORD;

begin

if sfixed _add(WORD_LENGTH) = sfixed_add(WORD_LENGTH-1) then
-- No overflow, then: sfixed <- sfixed_add

sfixed:= sfixed_add((WORD_LENGTH-1) downto 0) ;-- trafers the valid bits
else

-- Overflow, then: sfixed <- Saturate

if sfixed_add(WORD_LENGTH) = "0° then

sfixed := max_S _WORD ; -- Positive saturate
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95 else

96 sfixed := min_S_WORD ; -- Negative saturate

97 end if;

98 end if;

99 return sfixed ;

100 end function resize pl;

101

102 --Resize function, input : S WORD X2-—-—-————— oo~
103 function resize x2 (

104 sfixed_mult: S _WORD_x2) return S_WORD is

105 variable sfixed : S WORD;

106 subtype S_AUX is signed ((INTEGER_LENGTH+1) downto 0);-- Subtype,
length = IL + 2

to check the padding in sfixed_mult

107 constant all_1 aux : S _AUX := (others => "1%);

108 constant all_0_aux : S_AUX := (others => "0%);

109 begin 110

111 if sfixed_mult((2*WORD_LENGTH-1) downto
(2*FRACTION_LENGTH+INTEGER_LENGTH)) =

all_1 _aux or

112 sfixed_mult((2*WORD_LENGTH-1) downto
(2*FRACTION_LENGTH+INTEGER_LENGTH)) =

all_0_aux then

113 -- No overflow, then: sfixed <- sfixed mult

114 sfixed (WORD_LENGTH-1 downto 0) :=
sfixed_mult((2*FRACTION_LENGTH+INTEGER_LENGTH

) downto FRACTION_LENGTH) ; -- transfers the valid bits

115 else

116 -- Overflow, then: sfixed <- Saturate

117 if sfixed_mult(2*WORD_LENGTH-1) = "0" then

118 sfixed := max_ S WORD ; -- Positive saturate

119 else

120 sfixed := min_S WORD ; -- Negative saturate

121 end iT;

122 end if;

123

124 return sfixed ;

125 end function resize Xx2;

126

127 ———— Addition function----—————-———————
128 --Perform A+B=C with the proper fixed point considerations
129 function fp_add(

130 A, B: S_WORD)return S_WORD is

131 variable C - S _WORD;

132 begin

133 C := resize_pl((A(WORD_LENGTH-1) & A) + (B(WORD_LENGTH-1) & B)) ;
134 return C ;

135 end function fp_add;

136

137 - Complement function--—--————————————
138 --Perform Res = -A with the proper fixed point considerations

139

140 function fp_comp(

141 A: S_WORD)return S WORD is

142 variable Res : S WORD;

143 begin

144 Res := resize_pl(-(A(WORD_LENGTH-1) & A)); -- complements the A operand
145 return Res ;

146 end function fp_comp;

147
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148 —\——————-- Reciprocal division---——-—————————————

149 --Note that we scaled the dividend in order to do the fixed point
division by an

integer division

150

151 function fp_reciprocal (

152 divisor: S WORD)return S _WORD is

153

154 subtype S_WORD_pFL is signed ((WORD_LENGTH + FRACTION_LENGTH-1) downto
0);

--Signed variable of length WORD LENGTH + FRACTION LENGTH to save Division
results

155 subtype S_AUX is signed ((FRACTION_LENGTH) downto 0);-- Subtype, length
= FL+1 to

check the padding in the result

156 subtype S_AUX2 is signed ((FRACTION_LENGTH-1) downto 0);-- Subtype,
length = FL to

padding the divisor

157

158 VARIABLE Tmp,Avar,Tmp3, Quot: S WORD_pFL ;

159 VARIABLE Result ,Bvar : S WORD ; 160

161 constant sP1 O pFL : S WORD_pFL :=(2*FRACTION_LENGTH=>"1",
others=>"0"); -- Used

to do the reciprocal division (1/S WORD) in Bierman and Thornton®s modules
162 constant all_1 aux : S_AUX := (others => "1%);

163 constant all_0_aux : S _AUX := (others => "0%);

164 constant all_0_aux2: S AUX2 := (others => "0%);

165

166 begin

167

168 if divisor = null_S WORD then

169 Result := max_ S WORD ; -- When divideing by O returns positive saturate
170 else

171 if divisor(WORD_LENGTH-1)="1" then -- if divisor is negative must be
complemented

172 Bvar := fp_comp(divisor) ;

173 else

174 Bvar := divisor ;

175 end if;

176

177 Avar = sP1 0 pFL; -- Dividend, constant for reciprocal

178

179 FOR i1 IN (WORD_LENGTH + FRACTION_LENGTH-1) DOWNTO O LOOP

180 Tmp := (others=>"0");

181 Tmp((WORD_LENGTH + FRACTION_LENGTH-1)-i DOWNTO 0) := Avar((WORD_LENGTH
+

FRACTION_LENGTH-1) DOWNTO i) ;

182 IF Tmp >= Bvar THEN

183 Quot(i) :== "17;

184 Tmp3 := Tmp - Bvar;

185 IF 1 /= 0 THEN

186 Avar ((WORD_LENGTH + FRACTION_LENGTH-1) DOWNTO i) := Tmp3((WORD_LENGTH +
FRACTION_LENGTH-1)-1 DOWNTO 0);

187 Avar(i-1) := sP1_0 pFL(i-1);

188 END IF;

189 ELSE

190 Quot(i) := "07;

191 Tmp3 := Tmp;

192 END IF;

193 END LOOP;

194

195
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196 --resize the result

197

198 it Quot((WORD_LENGTH + FRACTION_LENGTH-1) downto WORD_LENGTH-1) =
all_1 aux or

199 Quot((WORD_LENGTH + FRACTION_LENGTH-1) downto WORD_LENGTH-1) =
all_0_aux then

200 -- No overflow, then: sfixed <- sfixed mult

201 Result(WORD_LENGTH-1 downto 0) := Quot((WORD_LENGTH-1) downto 0) ; --
transfers

the valid bits

202 else

203 -- Overflow, then: sfixed <- Saturate

204 if Quot(WORD_LENGTH + FRACTION_LENGTH-1) = "0" then

205 Result := max_S WORD ; -- Positive saturate

206 else

207 Result = min_S_WORD ; -- Negative saturate

208 end if;

209 end if;

210

211 if divisor(WORD_LENGTH-1)="1" then -- if divisor is negative, the
result must be

complemented 212 Result := fp_comp(result) ;

213 end if;

214

215 end if ;

216

217 return Result;

218 end function fp_reciprocal;

219

220 end Fixed_Point_pkg ;

221

11.2.2 Parameters.vhd

1 --Kalman Filter, Bierman-Thornton implementation in FPGA
2 --F_A.lIglesias (Leg:27310) and D.Dematties (Leg:22547)

3 --UTN-FRM 2012
4

5 --Description:

6 ——

7 —--INPUTS:

8__

9 --OUTPUTS:

10 --

11 --Comments:

12 --

13 -~ —— -

14 —-Libraries:

15 library IEEE;

16 use IEEE.STD LOGIC 1164._ALL;
17 use ieee.numeric_std.all;

18 library UNISIM; -- Used to simulate when using componetes of the library
19 use UNISIM.VComponents.all;
20 —

21 --Package:
22 --Defines the systems arithemtic and other logic paramateres

24 package parameters is

25

26 constant clk_div : integer := 12 ;-- To compute internal clk from the 50
MHz

digilent external clk.
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27 constant n : integer := 2;-- Dimension of the state vector X

28 constant 1 : integer := 1;-- Dimension of the measurement vector Z

29 constant p : integer := 1;-- Dimension of the input vector u

30 constant WORD_LENGTH : integer := 18;-- Word lentgth =
1+INTEGER_LENGTH+FRACTION_LENGTH

31 constant FRACTION_LENGTH : integer := 6;-- Fraction length

32 constant INTEGER_LENGTH : integer := WORD_LENGTH - FRACTION_LENGTH - 1;
33 constant log2 1 : integer := 2;

34

35 -- Automatic definitions, do not change this !!:
36

37 --WORDS

38 Subtype 1_STATE is std_logic vector ((log2_1-1) downto 0);--Controller"s
internal

state signal.

39 Subtype WORD is std_logic_vector ((WORD_LENGTH-1) downto 0);-- std_logic
vector of

length WORD_LENGTH

40 Subtype WORD x2 is std_logic vector ((2*WORD_LENGTH-1) downto 0);--

std_logic

vector of length 2*WORD_LENGTH

41 constant Z WORD : WORD := (others => "Z") ; -- WORD vector of "Z" (high
impedance)

42 constant NULL_WORD : WORD := (others => "0") ; -- WORD vector of "0~

43 Subtype S WORD is signed (WORD_LENGTH-1 downto 0);-- Signed variable of
length

WORD_LENGTH for internal operation

44 constant null_S WORD : S WORD := (others => "0%) ; -- null S_WORD

45 constant min_S WORD : S_WORD := (WORD_LENGTH-1 => *1*, others => "0%) ;
Smallest negative number in S_WORD
46 constant max S WORD : S WORD := ( (WORD_LENGTH-1) => "0", others => "1%)

--Largest positive number in S_WORD

47 Subtype S WORD pl is signed (WORD_LENGTH downto 0);-- Signed variable of
length

WORD_LENGTH+1 to save addition results

48 Subtype S WORD_x2 is signed((2*WORD_LENGTH-1) downto 0);-- Signed
variable of length 2*WORD LENGTH to save multiplication results

49 Subtype counter_Ipl is integer range 1| downto O;-- To count the I+1
states in the

Controller module.

50 --VECTORS

51 Subtype counter_1 is natural range 1 to I ; -- variable type used as
counter up to |

52 Subtype counter_n is natural range 1 to n ; -- variable type used as
counter up to n

53 Subtype counter_ UT is natural range 1 to ((n*n-n)/2) ; -- variable type
used as

counter up to (n*n-n)/2

54 Type WORDV_n is array (1 to n) of WORD;-- Vector of WORDs, length n

55 constant Z WORDV_n : WORDV_n := (others => Z WORD) ; -- WORDV_n vector
of Z WORD,

this is all "z*

56 constant NULL _WORDV_n : WORDV_n := (others => NULL_WORD) ; -- WORDV_n
vector of

NULL_WORD, this is all "0*

57 Type WORDV_I 1is array (1 to 1) of WORD;-- Vector of WORDs, length I
58 Type WORDV_UT is array (1 to ((n*n-n)/2)) of WORD;-- Vector of WORDs,
length

(n"2-2)/2 to transport unit tringular matrices
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59 constant Z WORDV_UT : WORDV_UT := (others => Z WORD) ; -- WORDV_UT
vector of

Z WORD, this is all "z

60 constant NULL_WORDV_UT : WORDV_UT := (others => NULL_WORD) ; -- WORDV_UT
vector of

NULL_WORD, this is all "0O-

61 Type S WORDV_n is array (1 to n) of S WORD ; -- Vector of S _WORDs,
length n

62 constant NULL_S WORDV_n : S WORDV_n := (others=>null_S WORD); -- Null
S_WORDV_n

63 Type S WORDV_1 is array (1 to 1) of S WORD ; -- Vector of S _WORDs,
length 1

64 Type S _WORDV_p is array (1 to p) of S WORD ; -- Vector of S_WORDs,
length p

65 Type S_WORDV_UT is array (1 to ((n*n-n)/2)) of S_WORD ; -- Vector of
S_WORDs,

length (n™"2-2)/2 to transport unit tringular matrices

66

67 --MATRICES

68 Type WORDM_nxn is array (1 to n, 1 to n) of WORD; -- Matrix of nxn WORDS

69 Type S WORDM_Ixn is array (1 to I, 1 to n) of S WORD;-- Matrix of Ixn
S_WORDS

70 Type S WORDM_nxn is array (1 to n, 1 to n) of S WORD;-- Matrix of nxn
S_WORDS

71 constant NULL_S_WORDM_nxn : S_WORDM_nxn :=
(others=>(others=>null_S WORD)); --

Null S_WORDM_nxn

72 Type S _WORDM_nxp is array (1 to n, 1 to p) of S WORD;-- Matrix of nxp
S_WORDS

73

74 end parameters;

11.2.3 System_Def.vhd

1 --Kalman Filter, Bierman-Thornton implementation in FPGA
2 --F_A.lIglesias (Leg:27310) and D.Dematties (Leg:22547)
3 --UTN-FRM 2012

5 --Description:

6 ——

7 --INPUTS:

8__

9 --OUTPUTS:

10 --

11 --Comments:

12 —-

3 -
14 --Libraries:

15 library IEEE;

16 use IEEE.STD LOGIC 1164._ALL;

17 use ieee.numeric_std.all;

18 library UNISIM; -- Used to simulate when using componetes of the library
19 use UNISIM.VComponents.all;

20 use IEEE.math real .ALL;

21 use work.parameters.ALL;

2 - ———————————————————

23 --Package:

24 -- Initializes the case to be implemented:

25 —-- IMPORTANT: Only the non zero and non unit values of each matrix must
be initialized

26 -- Time inveriant matrices of the system, sensors, and noises

27
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28 package system def is

29

30 --Decimal Numbers in Fixed point format (must be compatible with the
arithemtic

definition given in “parameters"™ pkg:

31 --NUMBERS VALID FOR: WORD_ LENGTH=18 and FRACTION_LENGTH=6

32

33 constant sO_0 : signed := ('000000000000000000'); -- This group is used
in the

system definition

34 constant sP1 0 : signed := (""'000000000001000000);

35

36

37 -- System Matrices definition and initialization

38 constant HO : S_WORDM_Ixn := (1=>(1=>
"000000000001000000",0thers=>s0_0) ,others => (

others=> s0_0));-- Measurement matrix (H)

39 constant RO : S_WORDV_I := (1=> ""000000000001000000",0thers=> s0_0);--
Diagonal of

the Measurement noise covariance matrix (R)

40 constant PhiO: S_WORDM_nxn := (1=>(1=> ""000000000000111111",
2=>""000000000000000000"",

others=> s0_0),
2=>(1=>""111111111111110000",2=>"000000000000111110",0thers=> s0_0),
others=>(others=>s0_0));-- State transition matrix (Phi)

41 constant GO : S WORDM_nxp := (1=> (others=>s0_0),2=>(others => sP1 0));-
- Coupling

factor. GO= G*Uq where G=Input coupling matrix and Ug => Qc=Uq*DQ0*Uq" (for
non

diagonal continuous Q )

42 constant DQO : S WORDV_p := (1=>""000000000100011110",others => s0_0);--
Diagonal

par of Qc. Qd=G*DQO*G

43 constant uc : S_WORDV_n :=

(1=>""000000000000000000"" ,2=>""000000000000000111" ,0thers

=>s0 _0);-- Discrete Forcing term

44 ---initial conditions

45 constant X0 : S WORDV_n := (others =>s0_0);-- Initial value of X
46 constant UPO : S _WORDV_UT:= (others => s0_0);-- Initial value of U

(modified Cholesky
factor of P), only the upper triangle"s values. 47 constant DPO : S _WORDV_n
:= (1=>"000000000010000000",2=> ""*000000000010000000" ,0thers

=> s0_0);-- Initial value of D (modified Cholesky factor of P)
48

49

50 end system_def;

51

11.2.4 KF_BT.vhd

1 --Kalman Filter, Bierman-Thornton implementation in FPGA
2 --F_A.lIglesias (Leg:27310) and D.Dematties (Leg:22547)
3 --UTN-FRM 2012

5 --Description:
6__

7 --INPUTS:

8__

9 --OUTPUTS:

10 —-

11 --Comments:
12 —-
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14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

--Libraries:

library IEEE;

use IEEE.STD LOGIC 1164 .ALL;

use ieee.numeric_std.all;

library UNISIM; -- Used to simulate when using componetes of the library
use UNISIM.VComponents.all;

use work.parameters.ALL; -- Our packages
use work.system_def._ALL;

entity KF_BT is

Port ( Z - in WORD;

clk - in STD_LOGIC;

Reset : in STD LOGIC;

CE : iIn STD_LOGIC;

E X 1 - out WORD ; -- Two outputs beacause In post-route simulation

WORDV_n type is not supported

31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56

57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72

E X_2 : out WORD );
end KF_BT;

architecture Structural of KF BT is

--components declarations
component Bierman is

Port ( Z : in WORD;

Xp : in WORDV_n;

UPp : in WORDV_UT;

DPp : in WORDV_n;

Xpo : out WORDV_nj;

UPpo : out WORDV_UT;

DPpo : out WORDV_n);

end component Bierman;

component Bierman_l is
Port ( Z : in WORD;
state : In |_STATE;

Xp : in WORDV_n;

UPp : in WORDV_UT;

DPp : in WORDV_n;

Xpo : out WORDV_nj;

UPpo : out WORDV_UT;
DPpo : out WORDV_n);

end component Bierman_I;

component Thornton is
Port ( Xpo : in WORDV_n;
UPpo : in WORDV_UT;

DPpo : in WORDV_n;

Xp : out WORDV_nj;

UPp : out WORDV_UT;

DPp : out WORDV_n);

end component Thornton;

component Data_ path_controller is
Port ( Xin_B : in WORDV_n;

Xin_T - in WORDV_n;

UPIn_B : in WORDV_UT;

UPIin_T : in WORDV_UT;

DPin_B : in WORDV_n;
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73 DPIn_T : in WORDV_n;

74 CE : in STD_LOGIC;

75 clk - in STD_LOGIC;

76 Reset : in STD _LOGIC;

77 Xout_B : out WORDV_nj;

78 Xout_T : out WORDV_n;

79 Xout_extl : out WORD ; -- Two outputs beacause in post-route simulation
WORDV_n type is not supported

80 Xout_ext2 : out WORD ;

81 UPout_B : out WORDV_UT;

82 UPout_ T : out WORDV_UT;

83 DPout_B : out WORDV_n;

84 DPout_T : out WORDV_n);

85 end component Data_path_controller;

86

87 component Data_path_controller_1 is
88 Port ( Xin_B : in WORDV_n;

89 Xin_T : in WORDV_n;

90 UPIn_B : in WORDV_UT;

91 UPIN_T : in WORDV_UT;

92 DPiIn_B : in WORDV_n;

93 DPin_T : in WORDV_n;

94 CE : in STD_LOGIC;

95 clk : in STD LOGIC;

96 Reset : in STD LOGIC;

97 Xout_B : out WORDV_n;

98 Xout_T : out WORDV_nj;

99 Xout_extl : out WORD ; -- Two outputs beacause iIn post-route simulation
WORDV_n type is not supported

100 Xout_ext2 : out WORD ;

101 UPout_B : out WORDV_UT;

102 UPout_T : out WORDV_UT;

103 DPout_B : out WORDV_n;

104 DPout_T : out WORDV_n;

105 int_state : out 1_STATE);

106 end component Data path_controller_I;
107

108

109 --internal signals

110 signal Xp_B, Xpo B, Xp_T, Xpo_ T, DPp_B, DPpo_B, DPp_T, DPpo_T : WORDV_n

111 signal UPp_ B, UPpo B, UPp_ T, UPpo_T: WORDV_UT ;

112 signal int_state : 1| _STATE;

113

114 begin

115

116 COND1: IF I=1 GENERATE

117 BEGIN

118 Bierman_module: Bierman

119 port map (Z,Xp_B,UPp_B,DPp_B, Xpo_B ,UPpo_B, DPpo_B);
120 END GENERATE COND1;

121

122 COND2: IF I>1 GENERATE

123 BEGIN

124 Bierman_module I: Bierman_lI

125 port map (Z,int_state,Xp_B,UPp_B,DPp_B, Xpo_B ,UPpo_B, DPpo_B);
126 END GENERATE COND2;

127

128

129 Thornton_module: Thornton

130 port map (Xpo_T ,UPpo_T, DPpo T,Xp_T, UPp_T, DPp_T);
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131

132

133 COND3: IF I=1 GENERATE

134 BEGIN

135 Data_Path: Data_path_controller

136 port map (Xpo_ B, Xp_T, UPpo B, UPp T, DPpo B, DPp T, CE, clk, Reset,
Xp_B, Xpo_T,

E X 1,E_X 2, UPp_B, UPpo_T, DPp_B, DPpo_T);

137 END GENERATE COND3;

138

139 COND4: IF I>1 GENERATE

140 BEGIN

141 Data_Path_I: Data_path_controller_I

142 port map (Xpo_B, Xp_T, UPpo_B, UPp_T, DPpo B, DPp_T, CE, clk, Reset,
Xp_B, Xpo_T,

E X 1,E X 2, UPp_B, UPpo_T, DPp_B, DPpo_T,int_state);

143 END GENERATE COND4;

144

145 end Structural;

146

11.2.5 Bierman.vhd

1 --Kalman Filter, Bierman-Thornton implementation in FPGA
2 —-F.A_lglesias (Leg:27310) and D.Dematties (Leg:22547)
3 —--UTN-FRM 2012

A
5 --Description:

6 —--Implements the Bierman observational Update

7 --INPUTS:

8 --All the a priori values of the last iteration

9 —--Xp, UPp, DPp

10 --And the measurements

11 --Z

12 --OUTPUTS:

13 —--All the a posteriori values of the last iteration
14 --Xpo, UPpo, DPpo

15 --Comments:

16 --

17 - ——— -
18 --Libraries:

19 library IEEE;

20 use IEEE.STD LOGIC 1164 .ALL;

21 use ieee.numeric_std.all;

22 library UNISIM; -- Used to simulate when using componetes of the library
23 use UNISIM.VComponents.all;
24 use work.parameters.ALL; -- Our packages

25 use work.system_def_ALL;

26 use work.Fixed_Point_pkg.ALL;
27—
28

29 entity Bierman is

30 Port ( Z : in WORD;

31 Xp : in WORDV_n;

32 UPp : in WORDV_UT;

33 DPp : in WORDV_n;

34 Xpo : out WORDV_nj;

35 UPpo : out WORDV_UT;

36 DPpo : out WORDV_n);

37 end Bierman;

38

39 architecture Mixed of Bierman is
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40 begin
41

42 scalar_bierman : process(Z, Xp, UPp, DPp) is

43

44 variable dz, alpha, gamma, beta, lambda, R_int, s aux, s _auxl: S WORD; -
- Internal

aux variable.

45 variable X, H_int, V, D, b : S WORDV_n; -- Internal aux vectors.

46 variable U : S WORDV_UT; -- Internal aux vector to store the unit upepr
triangular

matrix U.

47 variable i : counter_n ;-- used in the variable loops (while)

48 variable index _aux : counter_UT ; -- used as index of UT vector

49 variable index : counter_lI;

50

51 begin

52

53 ————————- load the iInput signals--—-————————————

54

55 for k in 1 to n loop —-- load and converts Xp to a internal variable

56 X(k) := signed(Xp(k));

57 end loop;

58

59 for k in 1 to ((n*n-n)/2) loop -- load and converts UPp to a internal
variable

60 U(k) := signed(UPp(k));

61 end loop;

62

63 for k in 1 to n loop -- load and converts DPp to a internal variable

64 D(k) := signed(DPp(k));

65 end loop;

66

67 for k in 1 to n loop -- load and converts H to a internal variable

68 H_int(k) := signed(HO(1,k));

69 end loop;

70

71 R_int := signed(RO(1));

72

73 dz := signed(2);

74

75 —————— starts the Bierman algorithm--——--——————————

76

77 for j
78 dz :=

in 1 to n loop

fp_add(dz,fp_comp(resize xX2(H_int(J)*X({()))):—- computes Z-H*X
79 V@) := H_Iint();
80 1 = 1;

81 while true loop -- equivalent to: for in 1 to (J-1) (iterates j-1 times)
82 if 1 = j then

83 exit;

84 end if;

85 index_aux := j-n+(i*(2*n-i-1))/2 ; -- to find the element Uij inside the
U vector

86 V() := fp_add(V().,resize x2(U(index_aux)*H_int(i)));-- computes
V=U*"*H"

87 1 = i+l ;

88 end loop;

89 end loop;

90

91 for k in 1 to n loop

92 b(k) := resize_x2(D(k)*V(k)) ; -- computes the b factor in the Grewall"s
Bierman matlab algorithm (called the unescaled kalman gain)

93 end loop;
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94

95 alpha := R_int ;

96 gamma := fp_reciprocal(alpha);

97

98

99 for j in 1 to n loop

100 beta := alpha;

101 alpha:= fp_add(alpha,resize x2(V(G)*b(3))) ;

102 lambda:=Fp_comp(resize_x2(V(J)*gamma)); --value s_aux complemanted

103 gamma := fp_reciprocal(alpha);
104 D) := resize_x2(beta*resize_x2(gamma*D(j)));

105 1 :=

106 while true loop -- equivalent to: for in 1 to (J-1) (iterates j-1
times)

107 if 1 = J then

108 exit;

109 end if;

110 index_aux := j-n+(i*(2*n-i-1))/2 ; -- to find the element Uij inside
the

U vector

111 beta := U(index_aux);

112 U(index_aux):= fp_add(beta,resize x2(b(i)*lambda));

113 b(i) := fp_add(b(i),resize x2(b(j)*beta));

114 1 = i+l ;

115 end loop;

116 end loop;

117

118 for k in 1 to n loop

119 X(k):= fp_add(X(k),resize_x2(resize_x2(gamma*dz)*b(k)));

120 end loop;

121

122 for k in 1 to n loop —- assign the internal X to the output signal Xpo
123 Xpo(k) <= std _logic_vector(X(k)) ;

124 end loop;

125

126 for k in 1 to ((n*n-n)/2) loop -- assign the internal U to the output
signal UPpo

127 UPpo(k) <= std_logic_vector(U(k)) ;

128 end loop;

129

130 for k in 1 to n loop -- assign the internal D to the output signal DPpo
131 DPpo(k) <= std _logic_vector(D(k)) ;

132 end loop;

133

134 end process scalar_bierman;

135 end Mixed;

136

[N

11.2.6 Thronton.vhd

1 --Kalman Filter, Bierman-Thornton implementation in FPGA
2 --F_A.lIglesias (Leg:27310) and D.Dematties (Leg:22547)
3 --UTN-FRM 2012

A
5 --Description:

6 --Implements the Thornton temporal update

7 —--INPUTS:

8 --All the a posteriori values of this iteration

9 --Xpo, UPpo, DPpo

10 --OUTPUTS:

11 —----All the a priori values of the next iteration
12 --Xp, UPp, DPp
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13 --Comments:

14 —-

T

16 --Libraries:

17 library IEEE;

18 use IEEE.STD LOGIC 1164_ALL;
19 use ieee.numeric_std.all;

20 library UNISIM; -- Used to simulate when using componetes of the library
21 use UNISIM.VComponents.all;
22 use work.parameters.ALL; -- Our packages

23 use work.system def_ALL;

24 use work.Fixed_Point_pkg.ALL;

25 -

26

27 entity Thornton is

28 Port ( Xpo : in WORDV_n;

29 UPpo : i1n WORDV_UT;

30 DPpo : in WORDV_n;

31 Xp : out WORDV_n;

32 UPp : out WORDV_UT;

33 DPp : out WORDV_n);

34 end Thornton;

35

36 architecture Behavioral of Thornton is

37 begin

38

39 scalar_thornton: process (Xpo,UPpo, DPpo) is

40

41 variable sigma, s _aux - S WORD; -- Internal aux variable.

42 variable X, Xout, V, D, Dout, b, uc_int : S WORDV_n; -- Internal aux
vectors.

43 variable U, Uout : S WORDV_UT; -- Internal aux vector to store the unit
upepr

triangular matrix U.

44 variable Phi_int, PhiU : S_WORDM_nxn;-- Internal aux nxn matrices

45 variable DQ_int : S _WORDV_p;-- Internal aux pxp matrices

46 variable G_int : S_WORDM_nxp;-- Internal aux pxp matrices

47 variable j,r - counter_n ;-- used in the variable loops (while)

48 variable index _aux, index auxl : counter UT ; -- used as index of UT
vector

49

50 begin

51

52 - load the iInput signals--—-———————————

53

54 for k in 1 to n loop —- load and converts Xp to a internal variable
55 X(k) := signed(Xpo(k));

56 end loop;

57

58 for k in 1 to ((n*n-n)/2) loop -- load and converts UPp to a internal
variable

59 U(k) := signed(UPpo(k));

60 end loop;

61

62 for k in 1 to n loop -- load and converts DPp to a internal variable
63 D(k) := signed(DPpo(k));

64 end loop;
65

66 for i Iin 1 to
67 for j in 1 to
68 Phi_int(i,jJ) :
69 end loop;

loop
loop -- load and converts Phi to a internal variable
PhiO(1,j);

> 3
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70 end loop;

71

72 for i Iin 1 to p loop -- load and converts DQ to a internal variable
73 DQ_int(i) := DQO(i);

74 end loop;

75

76 for i Iin 1 to n loop -- load and converts G to a internal variable
77 for j in 1 to p loop

78 G_int(i,j) = GO(i,J);

79 end loop;

80 end loop;

81

82 for k in 1 to n loop -- load and converts c to a internal variable
83 uc_int(k) := uc(k);

84 end loop;

85

86 -———————————- starts the Thornton algorithm---—-—-———————————
87

88 PhiU := NULL_S WORDM_nxn ;

89 for i Iin 1 to n loop --PhiU = Phi*U(:,:,k)

90 for j in 1 to n loop

91 r:=1;

92 while true loop -- equivalent to: for r=1 to (j-1) but vhdl
implementable

93 if r = j then

94 exit;

95 end if;

96 Index_aux := jJ-n+(r*(2*n-r-1))/2;-- to find the element Ui]j

97 PhiU(i,j):= fp_add(PhiU(i,j),resize_x2(Phi_int(i,r)*U(index_aux)));
98 r:i=r+l;

99 end loop;

100 PhiU(i,j):= fp_add(PhiU(i,j),Phi_int(i,j));

101 end loop;

102 end loop;

103

104 for i in n downto 1 loop

105 sigma := null_S_WORD;

106 for j in 1 to n loop

107 sigma := fp_add(sigma, resize_x2(PhiU(i,j)*resize_x2(Phiu(i,j)*D())))

108 if (j < p+1) then

109 sigma := fp_add(sigma,resize x2(G_int(i,j)*resize x2(G_int(i,j)*
DQ_int(J)))) ;

110 end if;

111 end loop;

112 Dout(i) := sigma;

113 j:=1;

114 whille true loop -- equivalent to: for j=1 to (i-1) but vhdl
implementable

115 if j = 1 then

116 exit;

117 end iT;

118 sigma = null_S WORD;

119 for s in 1 to n loop

120 sigma := fp_add(sigma,resize x2(PhiU(i,s)*resize_x2(D(s)*PhiU(j,s))));
121 end loop;

122

123 for s in 1 to p loop

124 sigma := fp_add(sigma, resize x2(G_int(i,s)*resize x2(DQ_int(s)*G_int
a-s)));

125 end loop;
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126 index_aux := i-n+(*(2*n-j-1))/2 ; -- to find the element Uji inside
the

U vector

127 Uout(index_aux) := resize_x2(fp_reciprocal(Dout(i))*sigma);

128 for s in 1 to n loop

129 PhiU(j,s) := fp_add(PhiU(j,s),fp_comp(resize x2(Uout(index_ aux)*PhiU(
1,)))):

130 end loop;

131 for s in 1 to p loop

132 G_int(j,s) := fp_add(G_int(j,s),fp_comp(resize x2(Uout(index_aux)*
G_int(i,s)))) ;

133 end loop;

134 j == j+1;

135 end loop;

136 end loop;

137

138 --State estimation temporal update

139

140 Xout := NULL_S WORDV_n;

141 for i in 1 to n loop

142 for r in 1 to n loop

143 Xout(i):= fp_add(Xout(i),resize xX2(Phi_int(i,r)*X(r)));

144 end loop;

145 Xout(i):= fp_add(Xout(i),uc_int(i));

146 end loop;

147

148 for k in 1 to n loop —-- assign the internal X to the output signal Xpo
149 Xp(k) <= std_logic_vector(Xout(k)) ;

150 end loop;

151

152 for k in 1 to ((n*n-n)/2) loop -- assign the internal U to the output
signal UPpo

153 UPp(k) <= std_logic_ vector(Uout(k)) ;

154 end loop;

155

156 for k in 1 to n loop -- assign the internal D to the output signal DPpo
157 DPp(k) <= std_ logic vector(Dout(k)) ;

158 end loop;

159

160 end process scalar_thornton;

161 end Behavioral;

162

11.2.7 Data_path_controller.vhd

1 --Kalman Filter, Bierman-Thornton implementation in FPGA
2 --F.A.lIglesias (Leg:27310) and D.Dematties (Leg:22547)
3 --UTN-FRM 2012

5 --Description:
6 --Redirects the values of X, UP and DP in 3 diff paths:

7 -- 1)From Bierman to Bierman : To compute the I iterations in the
sequential

measurement process.

8 -- 2)From Bierman to Thornton : To compute the temporal update

9 -- 3)From Thornton to Bierman : To compute the observational update

10

11 --INPUTS:

12 --Bierman output values: Xpo, DPpo, UPpo (Or the partial values in the 1
Steps)

13 --Thornton output values: Xp, DPp, UPp
14 --Clk: Clock input
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15 --CE:Chip Enable input
16 --Reset: Reset Input

17

18 --OUTPUTS:

19 --Bierman input values: Xp, DPp, UPp (Or the partial values in the 1
Steps)

20 --Thornton inptu values: Xpo, DPpo, UPpo

21 --The KF-BT output: Xpo

22 --Comments:

23 --For more information refer to the user guide

24 —
25 --Libraries:

26 library IEEE;

27 use IEEE.STD LOGIC 1164 _ALL;

28 use ieee.numeric_std.all;

29 library UNISIM; -- Used to simulate when using componetes of the library
30 use UNISIM.VComponents.all;

31

32 use work.parameters._ALL; -- Our packages

33 use work.system_def_ALL;

34 —

35

36 entity Data_path_controller is

37 Port ( Xin_B : in WORDV_n;

38 Xin_T : in WORDV_n;

39 UPINn_B : in WORDV_UT;

40 UPINn_T : in WORDV_UT;

41 DPin_B : in WORDV_n;

42 DPin_T : in WORDV_n;

43 CE : in STD LOGIC;

44 clk : in STD_LOGIC;

45 Reset : in STD LOGIC;

46 Xout_B : out WORDV_n;

47 Xout_T : out WORDV_n;

48 Xout_extl : out WORD ; -- Two outputs beacause in post-route simulation
WORDV_n type is not supported

49 Xout_ext2 : out WORD ;

50 UPout_B : out WORDV_UT;

51 UPout_T : out WORDV_UT;

52 DPout B : out WORDV_n;

53 DPout_T : out WORDV_n);

54 end Data_path_controller;

55

56 architecture Behavioral of Data path_controller is
57 begin

58

59 secuential: process (clk,CE,Reset) is
60 variable state: counter_Ipl ;

61 variable X_int , DP_int : WORDV_n ;

62 variable UP_int : WORDV_UT ;

63 begin

64

65 IT Reset="1" then

66

67 state =1 ;

68

69 for k in 1 to n loop

70 Xout_B(k) <= std logic_vector (X0(K)) ; -- Initial conditions
71 end loop;

72

73 for k in 1 to n loop

74 DPout_B(k) <= std_logic_vector (DPO(k));
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75 end loop;

76

77 for k in 1 to ((n*n-n)/2) loop

78 UPout_B(k) <= std_logic_vector (UPO(k));

79 end loop;

80

81 elsif clk"event and clk="1" and CE="1" then
82

83 case state is

84

85 when 0 => -- Bierman Operation (1 time)
86 X_iInt := Xin_T;

87 DP_int := DPin_T;

88 UP_int := UPiIn_T;

89

90 Xout_extl <= X_int(1l);

91 Xout _ext2 <= X_int(2) ;

92

93 Xout B <= X_ int ;

94 DPout_B <= DP_int;

95 UPout B <= UP_int;

96

97 state := state + 1 ;

98

99 when I => -- Thornton Operation (1 time)
100
101 X_i
102 DP
103 UP_
104

105 Xout_extl <= X_int(l);
106 Xout_ext2 <= X_int(2) ;
107

108 Xout_T <= X_int ;

109 DPout T <= DP_int;

110 UPout T <= UP_int;

111

112 state := O;

113 end case;

114

115 end if;

116 end process secuential;
117

118 end Behavioral;

119

11.2.8 Bierman_l.vhd

1 --Kalman Filter, Bierman-Thornton implementation in FPGA
2 —-F.A_lglesias (Leg:27310) and D.Dematties (Leg:22547)

3 —--UTN-FRM 2012
4

5 --Description:

6 —-

7 —-INPUTS:

8 —-

9 --OUTPUTS:

10 —-

11 --Comments:

12 —-

B3 -

14 --Libraries:
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15 library IEEE;
16 use IEEE.STD LOGIC 1164.ALL;
17 use ieee.numeric_std.all;

18 library UNISIM; -- Used to simulate when using componetes of the library
19 use UNISIM.VComponents.all;
20 use work.parameters.ALL; -- Our packages

21 use work.system _def_ALL;

22 use work.Fixed Point_pkg.ALL;

23

24

25

26

27

28 entity Bierman_1 is

29 Port ( Z : in WORD;

30 state : in 1_STATE;

31 Xp : in WORDV_n;

32 UPp : in WORDV_UT;

33 DPp : in WORDV_n;

34 Xpo : out WORDV_nj;

35 UPpo : out WORDV_UT;

36 DPpo : out WORDV_n);

37 end Bierman_I;

38

39

40

41

42 architecture Mixed of Bierman_I is

43 begin

44

45 --scalar_bierman : process(Z, R, H, Xp, UPp, DPp) is

46 scalar_bierman : process(Z, Xp, UPp, DPp, state) is

47

48 variable dz, alpha, gamma, beta, lambda, R_int, s aux, s _auxl: S WORD; -
- Internal

aux variable.

49 variable X, H_int, V, D, b : S WORDV_n; -- Internal aux vectors.
50 variable U - S_WORDV_UT; -- Internal aux vector to store the unit upepr
triangular

matrix U.

51 variable i : counter_n ;-- used in the variable loops (while)
52 variable index_aux : counter UT ; -- used as index of UT vector
53 variable index : counter_lI;

54

55 begin

56

5 -~ load the input signals------———————————————————

58

59 for k in 1 to n loop —- load and converts Xp to a internal variable
60 X(k) := signed(Xp(k));

61 end loop;

62

63 for k in 1 to ((n*n-n)/2) loop -- load and converts UPp to a internal
variable

64 U(k) := signed(UPp(k));

65 end loop;

66

67 for k in 1 to n loop -- load and converts DPp to a internal variable
68 D(k) := signed(DPp(k));

69 end loop;

70
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71 index := to_integer(unsigned(state)); -- Load the Step control
1<=index<=I

72

73 for k in 1 to n loop -- load and converts H to a internal variable
74 H_int(k) := signed(HO(index,k));

75 end loop;

76

77 R_int := signed(RO(index));

78

79 dz := signed(2);

80

8l -~ ———————————~ starts the Bierman algorithm---——————————————
82

83 for j in 1 to n loop

84 dz := fp_add(dz,fp_comp(resize x2(H_int()*X({())));-- computes Z-H*X
85 V() := H_int();

86 1 = 1;

87 while true loop -- equivalent to: for in 1 to (J-1) (iterates j-1 times)
88 1f 1 = j then

89 exit;

90 end if;

91 index_aux := jJ-n+(i*(2*n-i-1))/2 ; -- to find the element Uij inside the
U vector

92 V(@) := fp_add(V(Q).,resize_x2(U(index_aux)*H_int(i)));-- computes
V=U"*H"

93 1 = i+l ;

94 end loop;

95 end loop;

96

97 for k in 1 to n loop

98 b(k) := resize x2(D(k)*V(k)) ; -- computes the b factor in the Grewall"s
Bierman matlab algorithm (called the unescaled kalman gain)

99 end loop;

100

101 alpha := R_iInt ;

102 gamma := fp_reciprocal(alpha);

103

104

105 for j in 1 to n loop

106 beta := alpha;

107 alpha:= fp_add(alpha,resize_x2(V()*b(g))) ;

108 lambda:=Fp_comp(resize_x2(V(J)*gamma)); --value s_aux complemanted

109 gamma := fp_reciprocal(alpha);
110 D) := resize_x2(beta*resize_x2(gamma*D(J))):

111 1 == 1;

112 whille true loop -- equivalent to: for in 1 to (J-1) (iterates j-1
times)

113 if 1 = J then

114 exit;

115 end if;

116 index_aux := j-n+(i*(2*n-i-1))/2 ; -- to find the element Uij inside
the

U vector

117 beta := U(index_aux);

118 U(index_aux):= fp_add(beta,resize x2(b(i)*lambda));

119 b(i) := fp_add(b(i),resize x2(b(j)*beta));

120 1 = i+l ;

121 end loop;

122 end loop;

123

124 for k in 1 to n loop
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125 X(k):= fp_add(X(k),resize_x2(resize_x2(gamma*dz)*b(k)));

126 end loop;

127

128 for k in 1 to n loop —-- assign the internal X to the output signal Xpo
129 Xpo(k) <= std logic_vector(X(k)) ;

130 end loop;

131

132 for k in 1 to ((n*n-n)/2) loop -- assign the internal U to the output
signal UPpo

133 UPpo(k) <= std logic vector(U(k)) ;

134 end loop;

135

136 for k in 1 to n loop -- assign the internal D to the output signal DPpo
137 DPpo(k) <= std_logic_vector(D(k)) ;

138 end loop;

139

140 end process scalar_bierman;

141 end Mixed;

11.2.9 Data_path_controller_l.vhd

1
2 -- Company:

3 -- Engineer:

4 ——

5 —-- Create Date: 18:45:58 04/20/2012

6 -- Design Name:

7 -- Module Name: Data path_controller_1 - Behavioral

8 ---Kalman Filter, Bierman-Thornton implementation in FPGA

9 --F.A_lIglesias (Leg:27310) and D.Dematties (Leg:22547)

10 --UTN-FRM 2012

1] —
12 --Description:

13 -

14 —-INPUTS:

15 --

16 --OUTPUTS:

17 —-

18 --Comments:

19 -

20 — o
21 --Libraries:

22 library IEEE;

23 use IEEE.STD LOGIC 1164 _ALL;

24 use ieee.numeric_std.all;

25 library UNISIM; -- Used to simulate when using componetes of the library
26 use UNISIM.VComponents.all;

27

28 use work.parameters.ALL; -- Our packages

29 use work.system_def_ALL;

30 —

31

32 entity Data_path_controller_1 is
33 Port ( Xin_B : in WORDV_n;

34 Xin_T : in WORDV_n;

35 UPIn_B : in WORDV_UT;

36 UPIn_T : in WORDV_UT;

37 DPin_B : in WORDV_n;

38 DPin_T : in WORDV_n;

39 CE : in STD_LOGIC;

40 clk : in STD_LOGIC;
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41 Reset : in STD LOGIC;

42 Xout_B : out WORDV_nj;

43 Xout_T : out WORDV_n;

44 Xout_extl : out WORD ; -- Two outputs beacause in post-route simulation
WORDV_n type is not supported

45 Xout_ext2 : out WORD ;

46 UPout_B : out WORDV_UT;

47 UPout_T : out WORDV_UT;

48 DPout_B : out WORDV_nj;

49 DPout_T : out WORDV_n;

50 int_state : out 1 _STATE);

51 end Data path_controller_I;

52

53 architecture Behavioral of Data path_controller_1l is
54 begin

55

56 secuential: process (clk,CE,Reset) is

57 variable state: counter_lIpl ;

58 variable X _int , DP_int : WORDV_n ;

59 variable UP_int : WORDV_UT ;

60 begin

61

62 IT Reset="1" then

63

64 state =1 ;

65 Int_state <= std logic_vector(to unsigned(state,log2_1));
66

67 for k in 1 to n loop

68 Xout_B(k) <= std logic vector (X0(k)) ; -- Initial conditions
69 end loop;

70

71 for k in 1 to n loop

72 DPout_B(k) <= std_logic_vector (DPO(k));

73 end loop;

74

75 for k in 1 to ((n*n-n)/2) loop

76 UPout_B(k) <= std_logic_vector (UPO(K));

77 end loop;

78

79 elsif clk"event and clk="1" and CE="1" then
80

81 case state is

82

83 when 0 => -- Bierman Operation (1 time)
84 X_int = Xin_T;

85 DP_int := DPin_T;

86 UP_int := UPINn_T;

87

88 Xout_extl <= X_int(1l);

89 Xout_ext2 <= X_int(2) ;

90

91 Xout B <= X int ;

92 DPout B <= DP_int;

93 UPout_B <= UP_int;

94

95 state := state + 1 ;

96 iInt_state <= std logic vector(to unsigned(state,log2 1));
97

98 when 1 to (I-1) => -- Bierman Operation (I-1 times)
99 X int := Xin_B;

100 DP_int := DPin_B;
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101 UP_int := UPin_B;

102

103 Xout B <= X _int ; -- Bierman Feedback

104 DPout B <= DP_int;

105 UPout B <= UP_int;

106

107 state := state + 1 ;

108 int_state <= std logic_vector(to_unsigned(state,log2 1));
109

110 when I => -- Thornton Operation (1 time)
111 X_int = Xin_B;
112 DP_int := DPin_B;

113 UP_int := UPin_B;

114

115 Xout_extl <= X_int(1l);
116 Xout_ext2 <= X_int(2) ;
117

118 Xout T <= X int ;

119 DPout_T <= DP_int;

120 UPout T <= UP_int;

121

122 state := O;

123 end case;

124

125 end if;

126 end process secuential;
127

128 end Behavioral;

11.2.10 Kalman_Filter_Test_Bench.vhd

1 --Kalman Filter, Bierman-Thornton implementation in FPGA
2 --F_A.lIglesias (Leg:27310) and D.Dematties (Leg:22547)
3 --UTN-FRM 2012

A o
5 --Description:

6 ——

7 —--INPUTS:

8 ——

9 --OUTPUTS:

10 --

11 --Comments:

12 —-

13 —-Libraries:

14 use work.parameters_ALL; -- Our packages

15 use work.system def.ALL;

16 library IEEE;

17 use IEEE.STD LOGIC 1164.ALL;
18 use ieee.numeric_std.all;

19

20 use ieee.std logic textio.all;

21 --library UNISIM; -- Used to simulate when using componetes of the
library

22 --use UNISIM._VComponents.all;

23

24 library std;

25 use std.textio.all;

26

27

28 ENTITY Kalman_Filter_Test Bench IS
29 END Kalman_Filter_Test Bench;
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30

31 ARCHITECTURE behavior OF Kalman_Filter_Test_Bench IS
32

33 -- Component Declaration for the Unit Under Test (UUT)
34

35 COMPONENT KF_BT

36 Port ( Z : in WORD;

37 clk - In STD_LOGIC;

38 Reset : in STD_LOGIC;

39 CE : iIn STD LOGIC;

40 E_ X 1 : out WORD ; -- Two outputs beacause in post-route simulation
WORDV_n type is not supported

41 E_X_2 : out WORD );

42 END COMPONENT;

43

44

45 --Inputs

46 signal Z : WORD := (others => "07%);

47 signal clk : std _logic = "07;

48 signal Reset : std_logic = "0~;

49 signal CE : std logic = "0";

50

51 --Outputs

52 signal E X 1, E X 2 - WORD;

53

54 -- Clock period definitions

55 constant clk period : time := 250 ns;

56

57 BEGIN

58

59 -- Instantiate the Unit Under Test (UUT)
60 uut: KF_BT PORT MAP (

61 Z => Z,

62 clk => clk,
63 Reset => Reset,

64 CE => CE,

65 E X 1 => E X 1,

66 E X 2 => E X 2

67 );

68

69 -- Clock process definitions
70 clk _process :process

71 begin

72 clk <= "0";

73 wait for clk _period/2;

74 clk <= "1";

75 wait for clk_period/2;

76 end process;

77

78 -- read fTile process

79 read_input_file:process

80 variable inline, outline:line;

81 variable ReadV: STD LOGIC;

82 variable end_of line:boolean;

83 variable count: Integer;

84 file input_file:text is "data in.dat";
85 file output_file:text is out "data out.dat";
86 begin

87 count :-=1;

88 CE<="0";

89 Reset<="1";

90 Z<=""000000000000000000";
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91 wait for clk period*1/2;

92

93 while not endfile(input_file) loop

94 readline(input_file,inline);

95 for k in WORD_LENGTH-1 downto O loop

96 read(inline,ReadV,end _of line);

97 Z(k)<=ReadV; -- read one STD LOGIC value from file an load a complete Z
98 end loop;

99

100 if count=1 then -- the Tirst time only

101 wait for clk _period*1/2;

102 CE<="1"7;

103 Reset<="0";

104 wait for clk_period*1/2;

105 wait for clk_period*(1+1/2);

106 count:=count+l;

107 write(outline,string”"(""'---KF-BT-FP: Iglesias.F & Demmaties.D-UTN-FRM
2012---"));

108 writeline(output_file,outline);

109 write(outline,E_X_1);-- write the E_X to fTile
110 write(outline,” ");

111 write(outline,E X 2);

112 writeline(output_file,outline);

113 else

114 wait for clk_period*(1+1);-- one Z each 2 periods
115 write(outline,E_X_1);-- write the E_X to fTile
116 write(outline,” );

117 write(outline,E_X_2);

118 writeline(output_file,outline);

119 end if;

120 end loop;

121 wait;

122 end process read_input_file;

123

124 END;

125
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11.3 Hoja de datos de la familia Spartan 6 de Xilinx

& XILINX.

DS160 (v2.0) October 25, 2011

Spartan-6 Family Overview

Product Specification

General Description

The Spartan®-6 family provides leading system integration capabilities with the lowest total cost for high-volume applications. The
thirteen-member family delivers expanded densities ranging from 3,840 to 147,443 logic cells, with half the power consumption of previous
Spartan families, and faster, more comprehensive connectivity. Built on a mature 45 nm low-power copper process technology that
delivers the optimal balance of cost, power, and performance, the Spartan-6 family offers a new, more efficient, dual-register 6-input look-
up table (LUT) logic and a rich selection of built-in system-level blocks. These include 18 Kb (2 x 9 Kb) block RAMs, second generation
DSP48A1 slices, SDRAM memory controllers, enhanced mixed-mode clock management blocks, SelectlO™ technology, power-
optimized high-speed serial transceiver blocks, PCI Express® compatible Endpoint blocks, advanced system-level power management
modes, auto-detect configuration options, and enhanced IP security with AES and Device DNA protection. These features provide a low-
cost programmable alternative to custom ASIC products with unprecedented ease of use. Spartan-€ FPGAs offer the best solution for
high-volume logic designs, consumer-oriented DSP designs, and cost-sensitive embedded applications. Spartan-6 FPGAs are the
programmable silicon foundation for Targeted Design Platforms that deliver integrated software and hardware components that enable
designers to focus on innovation as soon as their development cycle begins.

Summary of Spartan-6 FPGA Features

Spartan-6 Family:
¢  Spartan-6 LX FPGA: Logic optimized
*  Spartan-6 LXT FPGA: High-speed serial connectivity
¢ Designed for low cost
*  Multiple efficient integrated blocks
*  Optimized selection of I/O standards
+  Staggered pads
*  High-volume plastic wire-bonded packages
¢ Low static and dynamic power
+ 45 nm process optimized for cost and low power
* Hibernate power-down mode for zero power
+  Suspend mode maintains state and configuration with
multi-pin wake-up, control enhancement
* Lower-power 1.0V core voltage (LX FPGAs, -1L only)
*  High performance 1.2V core voltage (LX and LXT
FPGAs, -2, -3, and -3N speed grades)
= Multi-voltage, multi-standard SelectlO™ interface banks
+  Upto 1,080 Mb/s data transfer rate per differential /0
¢ Selectable output drive, up to 24 mA per pin
+ 3.3V to 1.2V I/O standards and protocols
+  Low-cost HSTL and SSTL memory interfaces
+  Hot swap compliance
. Adjustable I/O slew rates to improve signal integrity
¢ High-speed GTP serial transceivers in the LXT FPGAs
¢ Upto3.2Gh/s
*  High-speed interfaces including: Serial ATA, Aurora,
1G Ethernet, PCI Express, OBSAI, CPRI, EPON,
GPON, DisplayPort, and XAUI
* Integrated Endpoint block for PCI Express designs (LXT)
*  Low-cost PCI® technology support compatible with the
33 MHz, 32- and 64-bit specification.
*  Efficient DSP48A1 slices

¢ High-performance arithmetic and signal processing
*  Fast 18 x 18 multiplier and 48-bit accumulator

. Pipelining and cascading capability

¢ Pre-adder fo assist filter applications

Integrated Memory Controller blocks

« DDR, DDR2, DDR3, and LPDDR support

* Data rates up to 800 Mb/s (12.8 Gb/s peak bandwidth)

¢ Multi-port bus structure with independent FIFO to reduce
design timing issues

Abundant logic resources with increased logic capacity

+  Optional shift register or distributed RAM support

+  Efficient 6-input LUTs improve performance and
minimize power

¢ LUT with dual flip-flops for pipeline centric applications

Block RAM with a wide range of granularity

+  Fast block RAM with byte write enable

+ 18 Kb blocks that can be optionally programmed as two
independent 9 Kb block RAMs

Clock Management Tile (CMT) for enhanced performance

¢ Low noise, flexible clocking

+ Digital Clock Managers (DCMs) eliminate clock skew
and duty cycle distortion

¢ Phase-Locked Loops (PLLs) for low-jitter clocking

+  Frequency synthesis with simultaneous multiplication,
division, and phase shifting

+  Sixteen low-skew global clock networks

Simplified configuration, supports low-cost standards

¢ 2-pin auto-detect configuration

¢ Broad third-party SPI (up to x4) and NOR flash support

. Feature rich Xilinx Platform Flash with JTAG

+  MultiBoot support for remote upgrade with multiple
bitstreams, using watchdog protection

Enhanced security for design protection

+  Unique Device DNA identifier for design authentication

¢ AES bitstream encryption in the larger devices

Faster embedded processing with enhanced, low cost,

MicroBlaze™ soft processor

Industry-leading IP and reference designs

© 2009-2011 Xilinx, Inc. Xilinx, the Xilinx logo, Artix, ISE, Kintex, Spartan, Virtex, Zyng, and other designated brands included herein are trademarks of Xilinx in the United States
and other courtries. PCI, PCle and PCl Express are trademarks of PCI-SIG and used under license. All other trademarks are the property of their respective owners.

DS160 (v2.0) Octobar 25, 2011
Product Specification

www.xilinx.com
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€ XILINX. Spartan-6 Family Overview

Spartan-6 FPGA Feature Summary
Table 1: Spartan-6 FPGA Feature Summary by Device

Configurable Logic Blocks (CLBs) Block RAM Blocks Memory End " Total | m
. ndpoint aximum otal ax
Device Logie, Max | DSP48A1 cmTs)| Cgntroller | gisops for GTP /O | User
it Slices? | Flip-Flops | Distributed | =" 18 Kb¥ | Max (Kb) (‘;’A';;)’}E, PCI Express | Transceivers | Banks | /O
RAM (Kb)

XC6SLX4 3,840 600 4,800 75 8 12 216 2 0 0 0 4 132
XC6SLX9 9,152 1,430 11,440 90 16 32 576 2 2 0 0 4 200
XC6SLX16 14579 | 2,278 18,224 136 32 32 576 2 2 0 0 4 232
XCeSLX25 24 051 3,758 30,064 229 38 52 938 2 2 o] 0 4 286
XCeSLX45 43,661 6,822 54,576 401 58 116 2,088 4 2 0 0 4 358
XCeSLX75 74,637 | 11,662 | 93,296 692 132 172 3,096 6 4 0 0 6 408
XC6SLX100 101,261 | 15,822 | 126,576 976 180 268 4,824 6 4 0 0 6 480
XC6SLX150 147,443 | 23,038 | 184,304 1,355 180 268 4,824 6 4 0 0 6 576
XC6SLX25T 24,051 3,758 30,064 229 38 52 936 2 2 1 2 4 250
XC6SLX45T 43,661 6,822 54,576 401 58 116 2,088 4 2 1 4 4 296
XC6SLX75T 74637 | 11,662 | 93,296 692 132 172 3,096 6 4 1 8 6 348
XC6SLX100T | 101,261 | 15822 | 126,576 976 180 268 4,824 6 4 1 8 6 498
XC6SLX150T | 147,443 | 23,038 | 184,304 1,355 180 268 4,824 6 4 1 8 6 540
Notes:
1. Spartan-6 FPGA logic cell ratings reflect the increased logic cell capability offered by the new 6-input LUT architecture.
2. Each Spartan-6 FPGA slice contains four LUTs and eight flip-flops.
3. Each DSP48A1 slice contains an 18 x 18 multiplier, an adder, and an accumulator.
4. Block RAMs are fundamentally 18 Kb in size. Each block can also be used as two independent 9 Kb blocks.
5. Each CMT contains two DCMs and one PLL.
6. Memory Controller Blocks are not supported in the -3N speed grade.
DS160 (v2.0) October 25, 2011 www.xilinx.com
Product Specification 2
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£ XILINX.

Spartan-6 Family Overview

Spartan-6 FPGA Device-Package Combinations and Available I/Os

Spartan-6 FPGA package combinations with the available I/Os and GTP transceivers per package are shown in Table 2.
Due to the transceivers, the LX and LXT pinouts are not compatible.

Table 2: Spartan-6 Device-Package Combinations and Maximum Available I/Os

Package | CPG196(1) | TQG144() | CSG225() | FT(G)256(®) | CSG324 | FG(G)484G34) | CSG484@ | FG(G)676@) | FG(G)900@
E“’(dmyrf}iz"’ 8x8 20x20 | 13x13 17 x17 15x15 23x23 19x 19 27 x 27 31 x 31
Pitch (mm) 0.5 0.5 0.8 1.0 0.8 1.0 0.8 1.0 1.0
Device User/O | Userlo | Userlo | Userio | aTPs | YSE' | aTps | YSE™ | aTps | Y | aTps | USET | aTps | Yser
XCBSLX4 106 102 132
XCBSLX9 106 102 160 186 NA | 200
XCBSLX16 106 160 186 NA | 232
XCBSLX25 186 NA | 226 | NA | 266
XCBSLX45 NA | 218 | NA | 316 | NA | 320 | NA | 358
XCBSLX75 NA | 280 | NA | 328 | NA | 408
XCBSLX100 NA | 326 | Na | 338 | NA | 480
XCBSLX150 NA | 338 | Na | 338 | NA | 498 | NA | 578
XCBSLX25T 2 | 190 | 2 | 250
XCBSLX45T 4 | 190 | 4 | 296 | 4 | 206
XCBSLX75T 4 | 268 | 4 | 292 | 8 | 348
XCBSLX100T 4 | 206 | 4 | 208 | 8 | 376 | 8 | 498
XCBSLX150T 4 | 206 | 4 | 208| 8 |39 | 8 | 540
Notes:

1. There is no memeory controller on the devices in these packages.

Memorxcomro\ler block support is x8 on the XC6SLX9 and XC6SLX16 davices in the CSG225 package. There is no memory controller in the

wraol

ALDOLAG.

2
3. These devices are available in both Pb and Pb-free (additional G) packages as standard ordering options.
4. These packages support two of the four memory controllers in the XC6SLX75, XC6SLX75T, XC6SLX100, XC6SLX100T, XC6SLX 150, and

XCBSLX150T devices.

Configuration

Spartan-6 FPGAs store the customized configuration data in SRAM-type internal latches. The number of configuration bits
is between 3 Mb and 33 Mb depending on device size and user-design implementation options. The configuration storage
is volatile and must be reloaded whenever the FPGA is powered up. This storage can also be reloaded at any time by pulling
the PROGRAM_B pin Low. Several methods and data formats for loading configuration are available.

Bit-serial configurations can be either master serial mode, where the FPGA generates the configuration clock (CCLK) signal,
or slave serial mode, where the external configuration data source also clocks the FPGA. For byte-wide configurations,
master SelectMAP mode generates the CCLK signal while slave SelectMAP mode receives the CCLK signal for the 8- and
16-bit-wide transfer. In master serial mode, the beginning of the bitstream can optionally switch the clocking source to an
external clock, which can be faster or more precise than the internal clock. The available JTAG pins use boundary-scan
protocols to load bit-serial configuration data.
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The bitstream configuration information is generated by the ISE® software using a program called BitGen. The configuration
process typically executes the following sequence:

* Detects power-up (power-on reset) or PROGRAM_B when Low.

¢ (Clears the whole configuration memory.

+ Samples the mode pins to determine the configuration mode: master or slave, bit-serial or parallel.

* Loads the configuration data starting with the bus-width detection pattern followed by a synchronization word, checks
for the proper device code, and ends with a cyclic redundancy check (CRC) of the complete bitstream.

« Starts a user-defined sequence of events: releasing the internal reset (or preset) of flip-flops, optionally waiting for the
DCMs and/or PLLs to lock, activating the output drivers, and transitioning the DONE pin to High.

The Master Serial Peripheral Interface (SPI) and the Master Byte-wide Peripheral Interface (BPI) are two common methods
used for configuring the FPGA. The Spartan-6 FPGA configures itself from a directly attached industry-standard SPI serial
flash PROM. The Spartan-6 FPGA can configure itself via BPI when connected to an industry-standard parallel NOR flash.
Note that BPI configuration is not supported in the XC6SLX4, XC6SLX25, and XC6SLX25T nor is BPI available when using
Spartan-6 FPGAs in TQG144 and CPG196 packages.

Spartan-6 FPGAs support MultiBoot configuration, where two or more FPGA configuration bitstreams can be stored in a
single configuration source. The FPGA application controls which configuration to load next and when to load it.

Spartan-6 FPGAs also include a unique, factory-programmed Device DNA identifier that is useful for tracking purposes, anti-
cloning designs, or IP protection. In the largest devices, bitstreams can be copy protected using AES encryption.

Readback

Most configuration data can be read back without affecting the system’s operation.

CLBs, Slices, and LUTs

Each configurable logic block (CLB) in Spartan-6 FPGAs consists of two slices, arranged side-by-side as part of two vertical
columns. There are three types of CLB slices in the Spartan-6 architecture: SLICEM, SLICEL, and SLICEX. Each slice
contains four LUTs, eight flip-flops, and miscellaneous logic. The LUTs are for general-purpose combinatorial and
sequential logic support. Synthesis tools take advantage of these highly efficient logic, arithmetic, and memory features.
Expert designers can also instantiate them.

SLICEM

One quarter (25%) of Spartan-6 FPGA slices are SLICEMs. Each of the four SLICEM LUTs can be configured as either a
6-input LUT with one output, or as dual 5-input LUTs with identical 5-bit addresses and two independent outputs. These
LUTs can also be used as distributed 64-bit RAM with 64 bits or two times 32 bits per LUT, as a single 32-bit shift register
(SRL32), or as two 16-bit shift registers (SRL16s) with addressable length. Each LUT output can be registered in a flip-flop
within the CLB. For arithmetic operations, a high-speed carry chain propagates carry signals upwards in a column of slices.

SLICEL

One quarter (25%) of Spartan-6 FPGA slices are SLICELs, which contain all the features of the SLICEM except the
memory/shift register function.

SLICEX

One half (50%) of Spartan-6 FPGA slices are SLICEXs. The SLICEXs have the same structure as SLICELs except the
arithmetic carry option and the wide multiplexers.
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Clock Management

Each Spartan-6 FPGA has up to six CMTs, each consisting of two DCMs and one PLL, which can be used individually or
cascaded.

DCM

The DCM provides four phases of the input frequency (CLKIN): shifted 0%, 90°, 180°, and 270° (CLKO, CLK90, CLK180, and
CLK270). It also provides a doubled frequency CLK2X and its complement CLK2X180. The CLKDV output provides a
fractional clock frequency that can be phase-aligned to CLKO. The fraction is programmable as every integer from 2 to 16,
aswellas 1.5,2.5,3.5...7.5. CLKIN can optionally be divided by 2. The DCM can be a zero-delay clock buffer when a clock
signal drives CLKIN, while the CLKO output is fed back to the CLKFB input.

Frequency Synthesis

Independent of the basic DCM functionality, the frequency synthesis outputs CLKFX and CLKFX180 can be programmed to
generate any output frequency that is the DCM input frequency (Fy) multiplied by M and simultaneously divided by D, where
M can be any integer from 2 to 32 and D can be any integer from 1 to 32.

Phase Shifting

With CLKO connected to CLKFB, all nine GLK outputs (CLKO, CLK90, CLK180, CLK270, CLK2X, CLK2X180, CLKDV,
CLKFX, and CLKFX180) can be shifted by a common amount, defined as any integer multiple of a fixed delay. A fixed DCM
delay value (fraction of the input period) can be established by configuration and can also be incremented or decremented
dynamically.

Spread-Spectrum Clocking

The DCM can accept and track typical spread-spectrum clock inputs, provided they abide by the input clock specifications
listed in the Spartan-6 FPGA Data Sheet: DC and Switching Characteristics. Spartan-6 FPGAs can generate a spread-
spectrum clock source from a standard fixed-frequency oscillator.

PLL

The PLL can serve as a frequency synthesizer for a wider range of frequencies and as a jitter filter for incoming clocks in
conjunction with the DCMs. The heart of the PLL is a voltage-controlled oscillator (VCO) with a frequency range of

400 MHz to 1,080 MHz, thus spanning more than one octave. Three sets of programmable frequency dividers (D, M, and Q)
adapt the VCO to the required application.

The pre-divider D (programmable by configuration) reduces the input frequency and feeds one input of the traditional PLL
nhase comparator. The feedback divider (programmable by configuration) acts as a multiplier because it divides the VCO

output frequency before feeding the other input of the phase comparator. D and M must be chosen appropriately to keep the
VCO within its controllable frequency range.

The VCO has eight equally spaced outputs (0°, 45°, 90°, 135°, 180°, 2257, 270°, and 3157). Each can be selected to drive
one of the six output dividers, O0 to O5 (each programmable by configuration to divide by any integer from 1 to 128).

Clock Distribution

Each Spartan-6 FPGA provides abundant clock lines to address the different clocking requirements of high fanout, short
propagation delay, and extremely low skew.

Global Clock Lines

In each Spartan-6 FPGA, 16 global-clock lines have the highest fanout and can reach every flip-flop clock. Global clock lines
must be driven by global clock buffers, which can also perform glitchless clock multiplexing and the clock enable function.
Global clocks are often driven from the CMTs, which can completely eliminate the basic clock distribution delay.

I/0O Clocks

1/0 clocks are especially fast and serve only the localized input and output delay circuits and the 1/0 serializer/deserializer
(SERDES) circuits, as described in the 1/O Logic section.
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Block RAM

Every Spartan-6 FPGA has between 12 and 268 dual-port block RAMs, each storing 18 Kb. Each block RAM has two
completely independent ports that share only the stored data.

Synchronous Operation

Each memory access, whether read or write, is controlled by the clock. All inputs, data, address, clock enables, and write
enables are registered. The data output is always latched, retaining data until the next operation. An optional output data
pipeline register allows higher clock rates at the cost of an extra cycle of latency.
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Programmable Data Width
* Each port can be configured as 16K x 1, 8K x 2, 4K x 4, 2K x 9 (or 8), 1K x 18 (or 16), or 512 x 36 (or 32).
* The x9, x18, and x36 configurations include parity bits. The two ports can have different aspect ratios.

= Each block RAM can be divided into two completely independent 9 Kb block RAMs that can each be configured to any
aspect ratio from 8K x 1 to 512 x 18, with 256 x 36 supported in simple dual-port mode.

Memory Controller Block

Most Spartan-6 devices include dedicated memory controller blocks (MCBs), each targeting a single-chip DRAM (either
DDR, DDR2, DDR3, or LPDDR), and supporting access rates of up to 800 Mb/s.

The MCB has dedicated routing to predefined FPGA I/0Os. If the MCB is not used, these 1/Os are available as general
purpose FPGA I/Os. The memory controller offers a complete multi-port arbitrated interface to the logic inside the
Spartan-6 FPGA. Commands can be pushed, and data can be pushed to and pulled from independent built-in FIFOs, using
conventional FIFO control signals. The multi-port memory controller can be configured in many ways. An internal 32-, 64-,
or 128-bit data interface provides a simple and reliable interface to the MCB.

The MCB can be connected to 4-, 8-, or 16-bit external DBAM. The MCEB, in many applications, provides a faster DRAM
interface compared to traditional internal data buses, which are wider and are clocked at a lower frequency. The FPGA logic
interface can be flexibly configured irrespective of the physical memory device. The MCB functionality is not supported in the

-3N speed grade.

Digital Signal Processing—DSP48A1 Slice

DSP applications use many binary multipliers and accumulators, best implemented in dedicated DSP slices. All
Spartan-6 FPGAs have many dedicated, full-custom, low-power DSP slices, combining high speed with small size, while
retaining system design flexibility.

Each DSP48A1 slice consists of a dedicated 18 x 18 bit two's complement multiplier and a 48-bit accumulator, both capable
of operating at up to 390 MHz. The DSP48A1 slice provides extensive pipelining and extension capabilities that enhance
speed and efficiency of many applications, even beyond digital signal processing, such as wide dynamic bus shifters,
memory address generators, wide bus multiplexers, and memory-mapped I/O register files. The accumulator can also be
used as a synchronous up/down counter. The multiplier can perform barrel shifting.
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Input/Output

The number of I/O pins varies from 102 to 576, depending on device and package size. Each I/O pin is configurable and can
comply with a large number of standards, using up to 3.3V. The Spartan-6 FPGA SelectlO Resources User Guide describes
the I/O compatibilities of the various I/O options. With the exception of supply pins and a few dedicated configuration pins,
all other package pins have the same 1/O capabilities, constrained only by certain banking rules. All user I/Q is bidirectional;
there are no input-only pins.

All I/O pins are organized in banks, with four banks on the smaller devices and six banks on the larger devices. Each bank
has several common Veeg output supply-voltage pins, which also powers certain input buffers. Some single-ended input
buffers require an externally applied reference voltage (Vggg). There are several dual-purpose Vggg-1/O pins in each bank.
In a given bank, when I/O standard calls for a Vggp voltage, each Ve pin in that bank must be connected to the same
voltage rail and can not be used as an /O pin.

I/O Electirical Characteristics

Single-ended outputs use a conventional CMOS push/pull output structure, driving High towards Vg or Low towards
ground, and can be put into high-Z state. Many I/O features are available to the system designer to optionally invoke in each
I/0 in their design, such as weak internal pull-up and pull-down resistors, strong internal split-termination input resistors,
adjustable output drive-strengths and slew-rates, and differential termination resistors. See the Spartan-6 FPGA Select/O
Resources User Guide for more details on available options for each I/O standard.

1/0 Logic
Input and Output Delay

This section describes the available logic resources connected to the I/O interfaces. All inputs and outputs can be configured
as either combinatorial or registered. Double data rate (DDR) is supported by all inputs and outputs. Any input or output can
be individually delayed by up to 256 increments (except in the -1L speed grade). This is implemented as IODELAY2. The
identical delay value is available either for data input or output. For a bidirectional data line, the transfer from input to output
delay is automatic. The number of delay steps can be set by configuration and can also be incremented or decremented
while in use.

Because these tap delays vary with supply voltage, process, and temperature, an optional calibration mechanism is builtinto
each IODELAY2:

« For source synchronous designs where more accuracy is required, the calibration mechanism can (optionally)
determine dynamically how many taps are needed to delay data by one full /O clock cycle, and then programs the
IODELAY2 with 50% of that value, thus centering the 1/O clock in the middle of the data eye.

« A special mode is available only for differential inputs, which uses a phase-detector mechanism to determine whether
the incoming data signal is being accurately sampled in the middle of the eye. The results from the phase-detector logic
can be used to either increment or decrement the input delay, one tap at a time, to ensure error-free operation at very
high bit rates.

ISERDES and OSERDES

Many applications combine high-speed bit-serial /O with slower parallel operation inside the device. This requires a
serializer and deserializer (SerDes) inside the 1/O structure. Each input has access to its own deserializer (serial-to-parallel
converter) with programmable parallel width of 2, 3, or 4 bits. Where differential inputs are used, the two serializers can be
cascaded to provide parallel widths of 5, 8, 7, or 8 bits. Each output has access to its own serializer (parallel-to-serial
converter) with programmable parallel width of 2, 3, or 4 bits. Two serializers can be cascaded when a differential driver is
used to give access to bus widths of 5, 6, 7, or 8 bits.

When distributing a double data rate clock, all SerDes data is actually clocked in/out at single data rate to eliminate the
possibility of bit errors due to duty cycle distortion. This faster single data rate clock is either derived via frequency
multiplication in a PLL, or doubled locally in each I0B by differentiating both clock edges when the incoming clock uses
double data rate.
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Low-Power Gigabit Transceiver

Ultra-fast data transmission between ICs, over the backplane, or over longer distances is becoming increasingly popular and
important. It requires specialized dedicated on-chip circuitry and differential I/0O capable of coping with the signal integrity
issues at these high data rates.

All Spartan-6 LXT devices have 2—8 gigabit transceiver circuits. Each GTP transceiver is a combined transmitter and
receiver capable of operating at data rates up to 3.2 Gb/s. The transmitter and receiver are independent circuits that use
separate PLLs to multiply the reference frequency input by certain programmable numbers between 2 and 25, to become
the bit-serial data clock. Each GTP transceiver has a large number of user-definable features and parameters. All of these
can be defined during device configuration, and many can also be modified during operation.

Transmitter

The transmitter is fundamentally a parallel-to-serial converter with a conversion ratio of 8, 10, 16, or 20. The transmitter
output drives the PC board with a single-channel differential current-mode logic (CML) output signal.

TXOUTCLK is the appropriately divided serial data clock and can be used directly to register the parallel data coming from
the internal logic. The incoming parallel data is fed through a small FIFO and can optionally be modified with the 8B/10B
algorithm to guarantee a sufficient number of transitions. The bit-serial output signal drives two package pins with
complementary CML signals. This output signal pair has programmable signal swing as well as programmable pre-
emphasis to compensate for PC board losses and other interconnect characteristics.

Receiver

The receiver is fundamentally a serial-to-parallel converter, changing the incoming bit serial differential signal into a parallel
stream of words, each 8, 10, 16, or 20 bits wide. The receiver takes the incoming differential data stream, feeds it through a
programmable equalizer (to compensate for the PC board and other interconnect characteristics), and uses the Frgr input
to initiate clock recognition. There is no need for a separate clock line. The data pattern uses non-return-to-zero (NRZ)

encoding and optionally guarantees sufficient data transitions by using the 8B/10B encoding scheme. Parallel data is then
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Integrated Endpoint Block for PCI Express Designs

The PCI Express standard is a packet-based, point-to-point serial interface standard. The differential signal transmission
uses an embedded clock, which eliminates the clock-to-data skew problems of traditional wide parallel buses.

The PCI Express Base Specification 1.1 defines bit rate of 2.5 Gb/s per lane, per direction (transmit and receive). When
using 8B/10B encoding, this supports a data rate of 2.0 Gb/s per lane.

The Spartan-6 LXT devices include one integrated Endpoint block for PCI Express technology that is compliant with the PCI
Express Base Specification Revision 1.1. This block is highly configurable to system design requirements and operates as
a compliant single lane Endpoint. The integrated Endpoint block interfaces to the GTP transceivers for serialization/de-
serialization, and to block RAMs for data buffering. Combined, these elements implement the physical layer, data link layer,
and transaction layer of the protocol.

Xilinx provides a light-weight (<200 LUT), configurable, easy-to-use LogiCORE™ IP that ties the various building blocks (the
integrated Endpoint block for PCI Express technology, the GTP transceivers, block RAM, and clocking resources) into a
compliant Endpoint solution. The system designer has control over many configurable parameters: maximum payload size,
reference clock frequency, and base address register decoding and filtering.

More information and documentation on solutions for PCI Express designs can be found at:

http://www.xilinx.com/technology/protocols/pciexpress.htm
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Spartan-6 FPGA Ordering Information

Table 3 shows the speed and temperature grades available in the different Spartan-6 devices. Some devices might not be
available in every speed and temperature grade.

Table 3: Speed Grade and Temperature Ranges

Speed Grade and Temperature Range
Device Family Commerecial (C) Industrial (I)
0°C to +85°C —40°C to +100°C
Spartan-6 LX -3,-3N, -2, -1L -3,-3N, -2, -1L
Spartan-6 LXT -3, -3N, -2 -3, -3N, -2

The Spartan-6 FPGA ordering information shown in Figure 1 applies to all packages, including Pb-Free. Refer to the
Package Marking section of UG385, Spartan-6 FPGA Packaging and Pinouts for a more detailed explanation of the device
markings.

Example: XC6SLX100T-2FGG676C

Device Type

Temperature Range:
C = Commercial (TJ- = 0°C to +85°C)
| = Industrial (T]- = —-40°C to +100°C)

Number of Pins

Speed Grade
(-L100, -2, -3, -N3@)

Note:
1) -L1 is the ordering code for the lower power, -1L speed grade.

Not all devices are offered in this version {LX only). Pb-FrEE
See the Spartan-6 FPGA data sheet for more information
2) -N3 is the ordering code for the -3N speed grade, Package Type

which indicates the devices in which MCE functionality is not supported. DS160_01_011311

Figure 1: Spartan-6 FPGA Ordering Information

Revision History

The following table shows the revision history for this document:

Date
02/02/09 1.0
05/05/09 14

Version Description of Revisions

Initial Xilinx release.

Updated and simplified Designed for low cost, Multi-voltage, multi-standard SelectlO™ interface
banks, and Integrated Memory Controller blocks sections on page 1. Clarified PCl support on page 1is
only for the 33 MHz specification. Revised number of logic cells, slices, and maximum user I/Q, and
added number of flip-flops to Table 1. In Table 2, revised user I/0O counts, removed the XC6SLX25 in
the CSG225 package and the XC6SLX45T in the FGG676 package, added XC6SLX9 in the FT(G)256
package and XC6SLX45 in the CSG324 package, and added notes. Clerical edits to the following
sections: Dynamic Reconfiguration Port, Readback, CLBs, Slices, and LUTs, Frequency Synthesis,
PLL, Programmable Data Width, and Memory Controller Block. Clarified I/O pin range, Vggg banks,
and electrical characteristics in the Input/Output section.

06/24/09 1.2 Updated device/package combinations in Table 1 and Table 2 including adding the XC6SLX75 and
XCBSLX75T devices. Added ordering information and FPGA documentation sections. Removed

partial reconfiguration discussion from the Readback section.

11/05/09 1.3 Updated Figure 1, page 9 to show -4 speed grade. Added 64-bit PCl support on page 1. Updated User
1/O numbers in Table 1and Table 2. Clarifying edits to these sections: Configuration, Digital Signal

Processing—DSP4BA1 Slice, Input/Output, and PCI Express documentation.
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Date Version Description of Revisions
03/03/10 14 Updated the slice counts for the LX25 and LX25T in Table 1. Revised the Dynamic Reconfiguration

Port section. Added to the Spread-Spectrum Clocking section. Changed the PLL VCO maximum
frequency to 1080 MHz and the DSP48A1 slice maximum frequency to 320 MHz due to the addition
of the -4 speed specification. Clarified configurations in the Programmable Data Width section.
Updated Low-Power Gigabit Transceiver operating rate.

08/02/10 15 Updated data transfer rate per differential I/O from 1,050 Mb/s to 1,080 Mb/s in Summary of Spartan-6
FPGA Features. Added the -3N speed grade to appropriate section throughout the document,
including Figure 1. Updated category in Table 2 from Size to Body Size. Updated the Configuration
section with SPI and BPI interface information. Removed the Dynamic Reconfiguration Port section.
Updated the operating speed of the DSP48A1 slice multiplier and accumulator to 390 MHz in Digital
Signal Processing—DSP48A1 Slice. Updated Input and Qutput Delay.

11/05/10 1.6 In Summary of Spartan-6 FPGA Features and in Low-Power Gigabit Transceiver, updated GTP serial
transceiver data rate to 3.2 Gb/s. Updated the notes in Figure 1. Added DS170, XA Spartan-6
Automotive FPGA Family Overview to the Spartan-6 FPGA Documentation.

03/21/11 1.7 Updated from Advance to Preliminary Specification. Removed -4 speed grade from Summary of
Spartan-6 FPGA Features and Figure 1 per XCN11008. Updated Integrated Endpoint Block for PCI
Express Designs and Input and Output Delay.

10/25/11 2.0 Updated from Preliminary Specification to Production Specification. Updated Configuration, including
the range of configuration bits to 3 Mb and 33 Mb, and Input and Output Delay. Updated Spartan-6
FPGA Ordering Information and added Table 3. Added Defense-Grade Spartan-6Q Family Overview
(DS172) to list of documentation.

Notice of Disclaimer

The information disclosed to you hereunder (the "Materials") is provided solely for the selection and use of Xilinx products. To the
maximum extent permitted by applicable law: (1) Materials are made available "AS 1S" and with all faults, Xilinx hereby DISCLAIMS ALL
WARRANTIES AND CONDITIONS, EXPRESS, IMPLIED, OR STATUTORY, INCLUDING BUT NOT LIMITED TO WARRANTIES OF
MERCHANTABILITY, NON-INFRINGEMENT, OR FITNESS FOR ANY PARTICULAR PURPOSE; and (2) Xilinx shall not be liable
(whether in contract or tort, including negligence, or under any other theory of liability) for any loss or damage of any kind or nature related
to, arising under, or in connection with, the Materials (including your use of the Materials), including for any direct, indirect, special,
incidental, or consequential loss or damage (including loss of data, profits, goodwill, or any type of loss or damage suffered as a result of
any action brought by a third party) even if such damage or loss was reasonably foreseeable or Xilinx had been advised of the possibility
of the same. Xilinx assumes no obligation to correct any errors contained in the Materials, or to advise you of any corrections or update.
You may not reproduce, modify, distribute, or publicly display the Materials without prior written consent. Certain products are subject to
the terms and conditions of the Limited Warranties which can be viewed at htip://www.xilinx.com/warranty.htm; IP cores may be subject to
warranty and support terms contained in a license issued to you by Xilinx. Xilinx products are not designed or intended to be fail-safe or
for use in any application requiring fail-safe performance; you assume sole risk and liability for use of Xilinx products in Critical
Applications: http://www.xilinx.com/warranty.htm##critapps.
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£ XILINX.

Spartan-6 Family Overview

Spartan-6 FPGA Documentation

Complete and up-to-date documentation of the Spartan-6 family of FPGAs is available on the Xilinx website at
hitp://www.xilinx.com/support/documentation/spartan-6.htm. In addition to the most recent Spartan-6 Family Overview, the

following files are also available for download:

Spartan-6 FPGA Data Sheet: DC and Switching
Characteristics (DS162)

This data sheet contains the DC and Switching
Characteristic specifications for the Spartan-6 family.

Spartan-6 FPGA Packaging and Pinout Specifications
(UG385)

These specifications includes the tables for device/package
combinations and maximum 1/Os, pin definitions, pinout
tables, pinout diagrams, mechanical drawings, and thermal
specifications.

Spartan-6 FPGA Configuration Guide (UG380)

This all-encompassing configuration guide includes
chapters on configuration interfaces (serial and parallel),
multi-bitstream management, bitstream encryption,
boundary-scan and JTAG configuration, and reconfiguration
techniques.

Spartan-6 FPGA SelectiO Resources User Guide
(UG381)

This guide describes the SelectlO™ resources available in
all the Spartan-6 devices.

Spartan-6 FPGA Clocking Resources User Guide
(UG382)

This guide describes the clocking resources available in all
Spartan-6 devices, including the DCMs and the PLLs.

Spartan-6 FPGA Block RAM Resources User Guide
(UG383)

This guide describes the Spartan-6 device block RAM
capabilities.

Spartan-6 FPGA Configurable Logic Blocks User Guide
(UG384)

This guide describes the capabilities of the configurable
logic blocks (CLB) available in all Spartan-6 devices.

Spartan-6 FPGA GTP Transceivers User Guide (UG386)

This guide describes the GTP transceivers available in all
the Spartan-6 LXT FPGAs.

Spartan-6 FPGA DSP48A1 Slice User Guide (UG389)

This guide describes the architecture of the DSP48A1 slice
in Spartan-6 FPGAs and provides configuration examples.

Spartan-6 FPGA Memory Controller User Guide
(UG388)

This guide describes the Spartan-6 FPGA memory
controller block, a dedicated, embedded multi-port memory
controller that greatly simplifies interfacing Spartan-6
FPGAs to the most popular memory standards.

Spartan-6 FPGA PCB Design and Pin Planning Guide
(UG393)
This guide provides information on PCB design for

Spartan-6 devices, with a focus on strategies for making
design decisions at the PCB and interface level.

Spartan-6 FPGA Power Management User Guide
(UG394)

This document provides information on the various
hardware methods of power management in Spartan-6
FPGAs, primarily focusing on the suspend mode.

XA Spartan-6 Automotive FPGA Family Overview
(DS170)

This overview outlines the features and product selection of
the Xilinx Automotive (XA) Spartan-6 family.

Defense-Grade Spartan-6Q Family Overview
(DS172)

This overview outlines the features and product selection of
the Defense-Grade Spartan-6Q family.

DS160 (v2.0) October 25, 2011
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11.4 Explicaciones teéricas adicionales
11.4.1 Ortogonalizacién de Gram-Schmidt

Las matrices cuyas columnas forman un conjunto ortonormal son muy importantes para una
diversidad de aplicaciones incluidas los algoritmos computacionales que operan con las
mismas. Este tipo de matrices goza de diversas propiedades, aqui se hace referencia a la
siguiente:

e Si la matriz U,,,,, tiene m columnas ortonormales entre si u;, u,, ..., u,,de dimensién

n.
U=[ur uz; - Up]
uj
T T ul
U = [u1 uz um] = | -2 |
luTTnJ
ul ufu, ulu, - ulu,
UTU — g [ul Uy -+ um] — ugul uguZ ugum
[u.TJ [uT.u uT.u u? .u J

Todos los elementos de la Gltima matriz son productos internos entre vectores.
Sabiendo que las columnas que forman U, Son ortonormales:

ufuy = wf = {7 5y 2}
=01 0
00 - 1

Por lo tanto, una matriz ortonormal es una matriz U que es invertible y cuadrada tal
que U~ =UT,

Resumiendo, se puede decir que cualquier matriz con columnas ortonormales es una
matriz ortogonal y lo més extrafio es que dicha matriz debe tener filas ortonormales
tambien.

El proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt se usa para encontrar un conjunto ortogonal
de vectores {b;}} de dimensién m que son una combinacion lineal de un conjunto de partida
de vectores linealmente independientes {a;}} de dimensién m. Este método se utiliza
comunmente para encontrar una base ortogonal u ortonormal para cualquier subespacio que es
diferente de cero y que tiene dimension m.

Por ejemplo si W es un subespacio generado (G) de dimension m = 3:

W = G{a,,a,}
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Donde:

a, =

SoE 5o

Si se quisiera construir una base ortogonal {b,, b,} para W como la que aparece en la Figura
11-1:

3 P

Figura 11-1

La componente de a, que es ortogonal a a, es a, — p donde p es la proyeccion de a, sobre
a,. El vector resultante de a, — p esta integramente contenido por W debido a que aquel esta
formado completamente por a, y un multiplo de a,.

Por lo tanto si b; = a; se tiene que:

b el
2= 0Ax—p=0a; — a; = T =
a,a,; 5 45 0 5

Por lo tanto {b;, b,} €s un conjunto de vectores ortogonales cuyos vectores son distintos de
cero. Se concluye entonces que {b,, b, } es una base para W.

El siguiente ejemplo clarificara la generalizacion del proceso:

Si {a;,a,, a3} es linealmente independiente y, por lo tanto, constituye una base para un
subespacio W de dimension m = 4 tal que:
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a, —

PRPOO RRERPRO

Si se quiere construir una base ortogonal para W se debe proceder de la siguiente manera:

e Se debe tomar b; = a,. De esta forma se genera el subespacio W; = G{a,} = G{b,}
e Se debe construir v, substrayendo de x, su proyeccion sobre W; esto es:

b, = a; — Proyy, (az)

b, =a2—a2b1 b, siendo b; = b,
bib,
__3/4_
0 1 1
b= (131 = /a
271 4z 1,
1 1 1/4

Por lo tanto b, es la componente de a, que es ortogonal a a, y {b;, b,} €s una base
ortogonal para el subespacio W, que es generado por a; Y a,, W, = G{a,,a,} =
G{b;, b,}.
o Debido a que b, tiene elementos fraccionales se hace conveniente su escalado
por un factor de 4 y reemplazar {b,, b,} por:

0]
1
|1
bl—l
1
-3
11
bz—l
1

e Se debe construir b; sustrayendo de a; su proyeccién sobre el subespacio W,, para
ello se debe utilizar la base {b;, b, }.

b; = az — Proyy, (as)
asb, asb, .

b, = a, — — =
3 3 b1b11 b,b,

2

Alumnos: D.Dematties y F.Iglesias Version:1 - 01/05/2012



UTN-Facultad Regional.Mendoza Dpto. de Electrénica Caétedra de Proyecto Final

TITULO DEL PROYECTO: Implementacién de Filtro de Kalman en FPGA.

0 1 2/
_|o 2|1 _ 3
L E v - %@

1 1

Se concluye que {by, b,, b5} es una base ortogonal para W,
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A los efectos de generalizar el proceso de la ortogonalizacion de Gram-Schmidt se puede

enunciar que si se dispone de una base {a;}} ={ay,a;,..,a,} de dimensiébn m.para un

subespacio W, se puede definir mediante el siguiente proceso:

b; = a,
a,b
m:%—iém
azb, asb,
b = a; — b, — b
3 3 byb, 1 bb, 2
b =q _anb1 _anbz o anbn—1 b
Y T Y M

Ecuacién 11-1

Concluyendo, de esta manera, que {b;}} = {by, b5, ..., b, } €s una base ortogonal para V.

Para adecuarlo a nuestro caso, tomamos una matriz A,,,, Y la escribimos como un conjunto
de n vectores m dimensionales, {a;}}. Entonces el algoritmo de Gram-Schmidt asocia a A,

una matriz By, tal que:

Ay v g
Apon =] ¢ : =[a - ap]
ami Amn
_1311 Bln
Bimxn = ,5 3 : = [bl bn]
bml bmn
r, _ (IIbll?sii=j
bﬁﬁ_{o Sii#j

Ecuacion 11-2
Donde L es una matriz triangular inferior unitaria tal que:

Amxn = Bmxn LTLXTL
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1 0O - 0
@ a - al=[b b, - b2 1 70O
lin lno 1
= [(bl + b2l21 + -+ bnlnl) (bz + e+ bnlnz) (bn)] = Amxn
(by + bylyy + -+ byly)] [a]”
Amxn — (bz + et bnlnz) — a_z
(bn) an

De donde despejando las igualdades escalares se tiene:
by = ay — bplpy — - = byl

bz =da; — bnlnz -

Donde segun la Ecuacion 11-1 las componentes de la matriz triangular superior unitaria L

son:
L= a; by
ni bnbn
[, = a, b,
21 —bz b,
.= az b,
n2 — bob.,

Se tiene de la Ecuacion 11-2 que los vectores que constituyen las columnas de la matriz B son
ortogonales, por lo tanto:

b,"
BTB=1[b, b, -+ b,]"[by b, - by]= by [by b, - b,]
1 2 n 1 2 n . 1 2 n
lp,7]
(b2 0 - 0 ]
0 b, |1 0 |(_
: ” ?” o ‘—DMW
0 0 - [Iball?

Ortogonalizacién de Gram-Schmidt sopesada:

Si los vectores que definen B, a saber {b;}{ son ortogonales entre si con respecto a funciones
de peso definidas en la diagonal de la matriz diagonal de peso. D,,,.
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De esta manera:

w, 0 - 0
B™D,B=[b; by - b ° “{2 ° by by = byl
by |[w
T
- bz | 0 WZ [, o b,]
TJ 0
||b1||2 0 0
| o e - ‘ By
L 0 0o - IIanI2
rry n — (bl sii=j
biDbe_{o sii#j

Entonces B se denomina una matriz ortogonal y cumple con:
BTDWB = D”bllz

Donde Dy es una matriz diagonal de nxn con los elementos de su diagonal principal en
forma ascendente igual a las normas ||b, ||, ||b,|l, ..., b, || respectivamente. Para B ortonormal
Dypy = 1.

En la ortogonalizacion de Gram-Schmidt no sopesada o normal D,, = I.

11.4.2 Implementacién de Carlson-Schmidt

Actualizacion observacional de Carlson, “Triangular rapida”

Este es un algoritmo de modificacion de rango 1 que genera un factor de Cholesky triangular
superior W.

La W es triangular superior de nxn tal que:

v’

WWT=[—————
r+ |v|?

Entonces si W es una matriz de 3x3:

Se tiene que:
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Wi1 Wiz Wiz [Wi1 Wiz Wiz]l  [Wi1 Wiz Wiszl[wy; O 0
WWT =] 0 wy wy|| 0 wy wyl =00 wy W23] [le wy, O
0 0 w1l O 0 wgs 0 0 wsaszllwys wyy wag
(Wi +wi, +wh)  (WiaWwap + WisWys)  wizwss
= [(Wi2wzp + Wi3wys) (w3, +wis) W23W33
Wi3W33 W23W33 w3

Esta multiplicacion de matrices corresponde a la siguiente sumatoria para el elemento i m:

En general se tiene:

Por otro lado si definimos el vector v tal que es de tres elementos, tenemos:

Wy
v=|W,
w3

Asi, se tiene que:

%1 U12 V1V, V103
vl = [Uz] [vi v2 val=|vv, vZ v,
Vs VU3 VU3 VS

Y la norma al cuadrado de v es:

[vl? = v} +v3 + v}
Para el caso de tres dimensiones se puede desarrollar:

- 2 -

(41 U1V; V1V3
- 2 2 2 2 2 2 - 2 2 2
T+ v+ v+ v r+vi+ v+ V3 T+ v+ v+ v
; vl V1V, 1 v2 VU5
- R 2 2 2 - 2 2 2 2 2 2
r+ |y T+ v+ v+ v T+ v+ v+ v T+ v+ v+ v
V1 V3 VU3 L V2
| r+vi+vitvl r+vi+vi+vs T+ v+ v+ vZ

Esta operacion entre vectores corresponde a la siguiente sumatoria para el elemento i m:

ViUm

Aim——= =
3 .2
T+ D=1 Vi

En general se tiene:
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ViVm

Aim -

Con lo cual se aprecia que:

Ecuacién 11-3

Se puede demostrar que la Ecuacion 11-3 se cumple para todo i, m, jtalque 1 <i<m <
j=n

Aqui no se elabora una demostracion formal pero se ejemplifica el uso de la Ecuacion 11-3
mediante un caso particular:

Sii=m=j =1

vi

2 —
wi =1—
11 T'+1712

Ecuacioén 11-4

Por otro lado cuando i =1ym =j = 2:

U1V,
WioWyy = —————————
12W22 r+ U12 + vzz

2
Vv
2 1v2
Wi, W = |
( 12 22) (T'+U12+U22>
Ecuacion 11-5
Paracuandoi=m=j =2

v2 R+ v?
r+vi+v: r+vi+vs

2 —
W22—1

Ecuacioén 11-6

Cuandoi=m=1yj=2:

v? R+ v2
2

2 2 _— _
wip +wi, =1- =
e r+vi+v: r+vi+v

Ecuacioén 11-7

Se puede deducir de la Ecuacion 11-5 y la Ecuacién 11-6 que:
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2
W2 = (Wiawp2)* ( 1Z8%) > (7” +vf + U22> _ (v1v,)?

w, r+ v+ 2 r+v2 ) (r+v2+v2)(+v?)

Ecuacion 11-8
Con la Ecuacion 11-8 y la Ecuacién 11-4 se llega a:

V12 (vy 172)2

r+v: (r+vi+vi)(r+v?)
_(r+ v} +v)(r +vf) — (r + vf + v3)vi + (v11,)?

(r + v +v3)(r +vf
_(7""'171"'172)(7""'17)—(7”"'171)771_1 vi _ r+v]
B (r + v +v2)(r +v?) T r+ v+ v r+vi+v?

2 2
wi +wp, =1-—

Resultado que concuerda con la Ecuacién 11-7.

En el caso que m = j la sumatoria en el miembro izquierdo tiene s6lo un término y:
A Vv,

WijWjj = 8ij =57 5
r+ Zk 1 Uk

Sii = j setiene:

2 j-1_2
w2 = A Yj —1_ J:r+zk 1 Vk
Wjj j 2
r+zk L Vi T+ Xi=1Vk
Sii <jsetiene:
vivj 1 Ul'Uj

Ecuacién 11-10

Y si i > j entonces:
Wij =0

Se puede demostrar que si C~ es una matriz triangular superior que constituye un factor de
Cholesky de la matriz de covarianza del error a priori P~, entonces:
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c=Ccw
Ecuacién 11-11

Donde, en este caso C es un factor de Cholesky de la matriz de covarianza del error a
posteriori P.

Si se toma:
v=CTHT
Entonces sabiendo que:
vvl
wwl=]—-——
r+|v|?

Y teniendo en cuenta que la norma al cuadrado:

lv|? =vTv
r vuT CTHTHC- CTHTHC-
WwwT =1 - =]- =
r+vTy r+HC-C-THT r+ HP-HT
Tomando:
C-WWTC-T = o-1C=T C~CTHTHC=C™T _ . P~HTHP~
B r+HP-HT r+ HP-HT
=P~ PTHT HP~ =P~ —KHP~ =(I —KH)P~ =P=CCT
B r+ HP-HT a B o

Con esto queda demostrada la Ecuacion 11-11:

Con la Ecuacion 11-9, y la Ecuacion 11-10 es posible derivar una expresion para los
elementos de:

c=Ccw

Debido a que C y W son matrices triangulares superiores los elementos C;;, = O parak <iy
los elementos W,,; = O para k > j.

Con el objeto de obtener una mejor visualizacion de las conclusiones a sacar se toma como
ejemplo un caso en el que n = 3 asi:

€11 €12 (13
C- =10 ¢ 33

0 0 ¢33

0wy wys

W11 Wiz Wi3
0 0 W33

La matriz producto seré:
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€11 G2 C13)[W11 Wiz W3
C=CW=|[0 ¢ c3|| 0O wyp wy
0 0 cullo 0 wy
C11W11  C11Wiz F+ C1pWpp  C11Wi3 + C1pWa3 + C13W33
= 0 C22W22 C22Wp3 T C23W33
0 0 C33W33

Consecuentemente, para 1 < i < m < j < n, significa que c;; son los elementos de la parte
triangular superior asi como de la diagonal de la matriz C. Por lo tanto en la i-ésima fila y la
j-ésima columna de la matriz que resulta del producto C = C~W se encuentran los elementos
dados por:
J
Cij = Z CixWi;j + términos nulos
k=i

Mediante la Ecuacion 11-9 y la Ecuacion 11-10 se puede obtener una férmula para los
elementos de C = C~W de la siguiente manera:

J j-1

Cij = Z CigWkj = Cijwj; + Z CikWij

k=i

Esta es la formula general para obtener los elementos del factor de Cholesky triangular
superior de la matriz de covarianza de la incertidumbre en la estimacion a posteriori,
utilizando los elementos del factor de Cholesky triangular superior de la matriz de covarianza
de la incertidumbre en la estimacion a priori junto con el vector:

v=CTHT
Donde H es la matriz de medicion (un vector columa) y r es un elemento de la diagonal
principal de la matriz R.

Actualizacion temporal de Schmidt

Si C, es un factor de Cholesky de la matriz de covarianza de la incertidumbre en la estimacion
a posteriori P, y C, es un factor de Cholesky de la matriz de covarianza del ruido de entrada
Qy, entonces la matriz particionada:

A =[G Cy| D C,]

nx(n+q)
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Es un factor de Cholesky no cuadrado y no triangular de la matriz de covarianza de la
incertidumbre en la estimacion a priori P, que tiene un producto cuadrado de nxn como el
siguiente:

CrGY

T —
— [chq|q>kcp]n rx(nea) [65 o7

[GCy| D 2ﬁ,] = [G1Cy| Pk Cy]

x(n+a) kl(n+q)xn

= GquCgGg + chCpC;;CD£ = (DkPkCD£ + GkaG;‘ = Pk—

nx(n+q)

AAT = P,

Asi es como queda lo que se queria constatar; A es un factor de Cholesky no cuadrado y no
triangular de P, . Pero en un algoritmo iterativo en el que intervengan ambas actualizaciones
de la matriz P de covarianza de error se busca que A sea cuadrado Yy triangular. Sin embargo
existen procedimientos algoritmicos que modifican A para que cumpla con las expectativas
necesarias de cuadratura y triangularidad. Las rotaciones de Givens como las reflexiones de
Householder constituyen dos de los métodos con los cuales solucionar las disposiciones
inadecuadas en la matriz A. Dichos métodos pueden ser encontrados en [2].

11.5 Plan de Trabajo

Tareas propuestas en el plan de trabajo del anteproyecto:

Recoleccion de fuentes de informacion especificas.

Estudio y practica del lenguaje VHDL

Estudio y andlisis del soporte tedrico del FK y sus problemas de computo

Planteamiento detallado de los requerimientos técnicos del problema

Estudio de la resolucion del algoritmo del FK mediante FPGA y generacion del sistema

I6gico implementable. Esto implica:
a. Elaboracion de la arquitectura del sistema ldgico.
b. Determinacién de las especificaciones de los bloques logicos (Sumadores,

Multiplicadores, Memorias, Unidades de control) necesarios.

6. Elaboraciéon de un plan de trabajo en base a los blogues légicos que surgen del analisis
realizado en 5.

7. Resolucion progresiva de todas las tareas asignadas en 6 (bloques l6gicos), controlando
que se satisfagan los requerimientos especificados en 5.b

8. Integracion de las partes funcionales en una unidad operativa final

9. Implementacion de un control de calidad exhaustivo de la unidad final

10. Elaboracién del informes técnico y toda la documentacion correspondiente

agrwdE

Diagrama de GANT correspondiente:
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i 3| 4] 5] &) 7| B| B i3] 23| 44| 48] 18| 47| i8] 44| W 3| M| 3| ¥ B| 2| 35
Tarea 2 | Tarea 3
Septernber
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Planilla de actividades realizadas:
Fecha Actividad Duracion [h] Firma Tutor
30/06/2011 Bibliografia y orientacion 2 FRAN - DARIO
7/07/2011 Intro VHDL 2 FRAN - DARIO
9/07/2011 Teoria KF 5 FRAN - DARIO
14/07/2011 Intro VHDL 2 FRAN - DARIO
16/07/2011 Teoria KF 5 FRAN - DARIO
21/07/2011 Mult Matrices 2 FRAN - DARIO
23/07/2011 Teoria KF 5 FRAN - DARIO
28/07/2011 Mult Matrices 2 FRAN - DARIO
29/07/2011 Teoria KF 5 FRAN - DARIO
4/8/2011 Mult Matrices 2 FRAN - DARIO
5/8/2011 Teoria KF 5 FRAN - DARIO
10/8/2011 Teoria KF 2 FRAN - DARIO
11/8/2011 Teoria KF 5 FRAN - DARIO
17/08/2011 Programacién VHDL 2 FRAN - DARIO
24/08/2011 Programacién VHDL 2 FRAN - DARIO
26/08/2011 Programacién VHDL 3 FRAN - DARIO
31/08/2011 Programacién VHDL 3 FRAN - DARIO
5/9/2011 Teoria KF 3 FRAN
15/09/2011 Teoria KF 2 FRAN
19/09/2011 Documentacion 1 FRAN
6/10/2011 Teoria KF 2 FRAN
13/10/2011 Teoria KF 4 FRAN
16/10/2011 Teoria KF 6 FRAN
21/10/2011 Teoria KF 6 FRAN
22/10/2011 Teoria KF 7 FRAN
25/10/2011 Teoria KF 5 FRAN
7/11/2011 Teoria KF 4 FRAN
8/11/2011 Practica KF en Mathematica 6 FRAN
9/11/2011 Practica KF en Mathematica 6 FRAN
10/11/2011 Practica KF en Mathematica 7 FRAN
11/11/2011 Practica KF en Mathematica 3 FRAN
12/11/2011 Practica KF en Mathematica 2 FRAN
13/11/2011 Practica KF en Mathematica 5 FRAN
14/11/2011 Practica KF en Mathematica 4 FRAN
15/11/2011 Practica KF en Mathematica 6 FRAN
16/11/2011 Practica KF en Mathematica 5 FRAN - DARIO
8/29/2011 Teoria KF 3 DARIO
8/29/2011 Programacion 2 DARIO
8/30/2011 Programacién 3 DARIO
8/31/2011 Programacion 3.5 DARIO
9/1/2001 Programacion 3 DARIO
9/4/2011 Teoria KF 2.5 DARIO
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9/5/2011 Teoria KF 3 DARIO
9/7/2011 Teoria KF 4 DARIO

9/12/2011 Teoria KF 2 DARIO
9/13/2011 Teoria KF 2 DARIO
9/15/2011 Teoria KF 5 DARIO
9/27/2011 Teoria KF 6 DARIO
10/24/2011 Teoria KF 4 DARIO
10/26/2011 Teoria KF 6 DARIO
Del 1/12/2011 al Documentacién y Teoria KF 5 promedio FRAN - DARIO
20/12/2011 p/dia
Del 1/1/2012 al Teoria KF, Documentacion y 6 promedio FRAN - DARIO
23/01/2012 Programacion MATLAB p/dia
Mes 2 2012 Documentacion y 6 promedio FRAN - DARIO
Programacion MATLAB p/dia
Mes 3 2012 Programacién VHDL 7 promedio FRAN - DARIO
p/dia
Mes 4 2012 Programacion VHDL y 8 promedio FRAN - DARIO
MATLAB p/dia
Mes 52012 Programacién VHDL, MATLAB 8 promedio FRAN - DARIO
y elaboracion del Informe p/dia
final
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