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Capitulo 1

Introduccion

El estudio experimental de datos ordenados cronolégicamente constituye uno de los
problemas fundamentales del andlisis estadistico y esta presente en diversas areas del
conocimiento como economia, fisica, biologia, epidemiologia, entre otras. El enfoque
sistematico mediante el cual se estudia los datos espaciados regularmente en el tiempo se
denomina en estadistica analisis de series de tiempo.

Una serie de tiempo es una sucesion de observaciones tomadas secuencialmente en el tiempo
(Box, Jenkins, & Reinsel, 1994).

En economia, por ejemplo, los precios diarios de las acciones de una empresa, el valor mensual
de las exportaciones de un determinado articulo, el producto bruto interno trimestral de un
pais, los beneficios netos mensuales de cierta entidad bancaria, las tasas anuales de empleo y
desempleo, constituyen ejemplos clasicos de series temporales.

En el Grafico 1.1 se observa la evolucion temporal de la estimacidn trimestral del PIB en
Argentina desde el primer trimestre de 1993 hasta el cuarto trimestre de 2013 (Fuente:
INDEC). La representacion grafica de la serie permite apreciar las caracteristicas primarias del
fendmeno. Nétese que la serie no mantiene un nivel constante a lo largo del tiempo; entre
2002 y 2005 comienza a observarse un patrén de crecimiento sostenido. Este movimiento de
la serie se conoce como tendencia. Por el contrario, cuando la serie oscila alrededor de un
valor constante con una variabilidad estable se dice que es estacionaria.

Grafico 1.1
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También en agronomia se emplea el andlisis de series temporales, por ejemplo, en el
prondstico de la producciéon de cafias de azlcar (Ruiz-Ramirez, Hernandez-Rodriguez, &
Zulueta-Rodriguez, 2011) y su valor monetario por tonelada, o en el estudio de las variaciones

de precios de venta del ganado en pie o los cambios anuales en la cotizacién de la soja, entre
otros.



Por otro lado, un epidemidlogo podria estar interesado en el nimero de casos de influenza
observada durante un determinado periodo de tiempo. En medicina, las mediciones de
presion arterial trazadas en el tiempo podrian ser de utilidad para evaluar los farmacos
utilizados en el tratamiento de la hipertension (Shumway & Stoffer, 2011). En el siguiente
grafico se representa la evolucidn de la tasa bruta anual de natalidad en miles de habitantes en
Argentina desde 1980 hasta 2011 (Fuente de datos: INDEC). Este es un clasico ejemplo de serie
temporal cuyo estudio es de interés tanto en medicina como en demografia.

Grafico 1.2
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Las series de tiempo también son comunes en estudios ambientales. Recientes investigaciones
estan centradas en los cambios de temperatura producto del calentamiento global o en cémo
los niveles de contaminacion ambiental pueden afectar el nimero de muertes en personas
mayores (Saez, y otros, 1999). También, son importantes las series de tiempo en Geofisica en
la observacién de los movimientos sismicos (Grafico 1.3), entre muchas otras aplicaciones que
podrian citarse.

Grafico 1.3
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En este trabajo se presentan los aspectos esenciales de la teoria estadistica de las series de
tiempo, a los efectos de analizar los datos histéricos correspondientes a la cantidad acumulada
mensual de lluvia caida en distintos puntos de registro pluviométrico en la Provincia de Entre
Rios, Argentina.



Las lluvias, al igual que otros componentes del clima, se manifiestan de formas diferentes
conforme a las estaciones del afo. Por ejemplo, en primavera las precipitaciones son mas
frecuentes que en invierno. Un fendmeno similar se puede observar en relaciéon con la
temperatura. En general, todos los veranos presentan temperaturas superiores a cualquier
otra estacién del afio. La caracteristica segun la cual una serie temporal repite un
comportamiento similar con cierta periodicidad en el tiempo se conoce como estacionalidad.
Esta conducta no es exclusiva de los fendmenos climaticos, también se encuentra presente en
economia, agricultura, ecologia, etc.

El estudio matematico de las series temporales permite describir sus caracteristicas (como
tendencia, estacionariedad, estacionalidad, entre otras), a través de modelos estadisticos. La
teoria que se empleara para el estudio de las series de precipitaciones de lluvia es la
metodologia de modelizacion ARIMA (Autoregressive Integrated Moving Average). Esta fue
propuesta en 1970 por George Box y Gwilym Jenkins en la obra Time Series Analysis:
Forecasting and Control y constituye uno de los avances mas notables en el estudio de las
series temporales.

En base a esta metodologia se construiran modelos matematicos que describan el
comportamiento de las series que conforman el campo muestral de estudio. El tratamiento de
los temas necesarios para tal fin se ha dividido en capitulos. En el Capitulo 2 se exponen los
lineamientos metodoldgicos a seguir. Se exhibe los objetivos, el problema y las hipdtesis de
investigacion, como también la seleccién de los datos que conforman el campo de estudio, su
organizacién y los pasos a seguir en la aplicacion de la metodologia ARIMA.

En los capitulos 3, 4 y 5 se presenta la teoria elemental de las series temporales en el marco de
los procesos estocdsticos. Puntualmente, en el capitulo 3 se da la definicion de proceso
estocastico y de serie temporal, la nocion de modelo y las caracteristicas primarias de un
proceso, como la estacionariedad y las funciones de autocovarianza, autocorrelacién simple y
autocorrelacidon parcial. También se aborda una breve descripcion de los momentos
muestrales asociados a una serie de tiempo, y en consecuencia las funciones de
autocovarianza muestral, autocorrelacidon simple muestral y autocorrelacidn parcial muestral.

En el capitulo 4 se inicia el estudio de los procesos autorregresivos y de media movil. En
principio, se comienza analizando los procesos autorregresivos llamados, abreviadamente,
modelos AR, se introduce el operador de retardos y se define el polinomio autorregresivo.
Luego, se presenta el modelo de media mévil o modelo MA y su polinomio asociado.
Posteriormente, ambos modelos se integran para conformar los procesos autorregresivos y de
media movil lamados modelos ARMA, se analiza las condiciones de causalidad e invertibilidad
de este tipo de proceso y se concluye el capitulo con una breve descripcidn de las funciones de
autocorrelacion simple y parcial que caracterizan a los mismos. En el transcurso del capitulo, al
igual que en los capitulos siguientes, se muestran diversos ejemplos y simulaciones generadas
con el software R. En la generacién de graficos a partir de datos concretos se trabaja con el
software econométrico Gretl.

En el capitulo 5 se da inicio al estudio de los procesos no estacionarios. Se introducen distintas
transformaciones para lograr la estacionariedad ya sea en media o en varianza, se estudia la
tendencia de una serie y se define los procesos ARIMA, procesos autorregresivos integrados
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de media madvil. Ademads, se explora las caracteristicas de las funciones de autocorrelacion
simple y parcial para los procesos con tendencia. Luego, se analizan los modelos ARIMA
estacionales puros y los multiplicativos. Estos modelos son de particular importancia en este
trabajo ya que permiten el estudio de procesos que presentan cierta periodicidad en el
tiempo, como es el caso de los registros de precipitaciones de lluvia que mantienen afio a afio
similitudes que se repiten estacionalmente.

En el capitulo 6 se da inicio al trabajo de identificacion de los modelos para las series de
registros de lluvia. Se pone de manifiesto la estacionalidad de las series y se desarrollan los
contrastes HEGY y Canova-Hansen para detectar la presencia de raices unitarias. El método de
momentos y el de maxima verosimilitud para la estimacion de los pardmetros de los modelos
se desarrollan en el capitulo 7. Aqui también se discute los contrastes de significatividad de los
parametros y las técnicas de validacién, basadas principalmente en los ajustes residuales. La
ejemplificacion de estos procedimientos se realiza directamente sobre las series objeto de
estudio.

Por ultimo, las conclusiones se exponen en el capitulo 8. Los graficos, tablas y resultados de las
estimaciones y validaciones de los modelos propuestos se consignan en el Capitulo 9, en veinte
apéndices que llevan el titulo de cada estacidén de registro. Ademas, en este capitulo hay un
apéndice dedicado a las series en las que se detecté evidencia de raices unitarias en alguna
frecuencia.
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Capitulo 2

Marco Metodologico

El presente trabajo se trata de una investigacion estadistica en el marco de la teoria de los
procesos estocasticos, donde las unidades de andlisis son series de registros de precipitaciones
histéricas de lluvia de la provincia de Entre Rios. La variable de estudio es la cantidad
acumulada mensual de lluvia registrada en milimetros.

Estas series se estudiaran a partir de la metodologia de modelizacién ARIMA. El objetivo
principal es elaborar un modelo ARIMA para cada serie de registro histdrico de precipitacion
pluviométrica, que describa adecuadamente su comportamiento, de manera que las
implicaciones tedricas de los modelos se ajusten y sean compatibles con los datos muestrales.

Los modelos ARIMA estan conformados por un conjunto de parametros reunidos en una
ecuacion que permite expresar una observacion de una serie de tiempo como una funcidn
lineal de observaciones anteriores, a lo que se agrega una serie de caracter puramente
aleatorio. Estos modelos pueden contener, ademas, una componente tendencial y una
componente estacional.

A partir de esta metodologia se trata de dar respuesta a la siguiente pregunta: ¢Cudles son los
modelos ARIMA que explican los procesos estocasticos generadores de las series de registros
histéricos de lluvia en la Provincia de Entre Rios?

Dar solucién a este problema, implica estudiar y desarrollar la teoria de series temporales en el
marco de los procesos estocdsticos, en particular los modelos univariantes, y analizar los
aspectos esenciales de los modelos ARIMA. Ademds, en este contexto se espera aportar
informacidn de interés metodoldgico para el estudio de las series de precipitaciones histéricas
de lluvia, que pueda servir a futuras investigaciones.

La seleccion de los datos constituye el primer paso en cualquier investigacidon estadistica. En
este caso, se seleccioné un conjunto de estaciones de registro de precipitacion mensual de
lluvia cuyos datos se encuentran publicados en la pagina oficial de la Direccidn de Hidraulica de
Entre Rios (http://www.hidraulica.gob.ar/). La seleccion de las series se realizo de la siguiente

manera: en principio, se tomaron aquellas series con periodos completos de registros con
continuidad mes a mes a través de los afios. Si la serie de datos presenté al menos un afo sin
observaciones, se tomd desde el primer afio de registro a partir del cual la continuidad de
datos mes a mes se prolonga hasta afios recientes. Ademas, no se incluyeron estaciones con
registros inferiores a los 15 afios. Resultaron 22 series que se agruparon en intervalos de
tiempo medidos en afos. En la siguiente tabla se muestran las series seleccionadas, reunidas
en intervalos anuales; se indica a la derecha el departamento geografico al que corresponde la
estacion, el periodo de inicio y fin de la serie y la cantidad de observaciones que la conforman.
El mapa inferior muestra la distribucidén geografica de las diferentes estaciones pluviométricas:
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Tabla 2.1: Listado de las estaciones de registro pluviométrico

seleccionadas y su agrupamiento de acuerdo a su longitud.

Intervalo anual

15 a 25 afos

26 a 35 afios

36 a 45 anos

46 a 55 afios

Estacion de Registro
Los Charruas
Lucas Sur
Octavo Distrito
Puente de Hierro
San Victor
Santa Anita
Séptimo Distrito
Viale
Villa Paranacito
Colén
La Lila
Lucas Gonzalez
Santa Maria del Tatuti
Villa Elisa
Antelo
Febre
Feliciano
San Jaime
San Salvador
La Paz
San Gustavo

Parana

Departamento
Concordia
Villaguay
Gualeguay
Feliciano
Feliciano
Uruguay
Gualeguay
Parana
Islas del Ibicuy
Colén
Feliciano
Nogoya
Federacion
Coloén
Victoria
Nogoya
Feliciano
Federacion
San Salvador
La Paz
La Paz

Parana

Inicio - Fin
Desde agosto de 1993 hasta julio de 2012
Desde agosto de 1993 hasta mayo de 2012
Desde agosto de 1993 hasta marzo de 2012
Desde Septiembre de 1993 hasta junio de 2012
Desde Octubre de 1993 hasta julio de 2012
Desde enero de 1994 hasta julio de 2012
Desde agosto de 1993 hasta julio de 2012
Desde Septiembre de 1995 hasta abril de 2012
Desde enero de 1993 hasta febrero de 2012
Desde noviembre de 1981 hasta mayo de 2011
Desde mayo de 1980 hasta abril de 2012
Desde enero de 1982 hasta julio de 2012
Desde diciembre de 1978 hasta julio de 2012
Desde junio de 1993 hasta mayo de 2012
Desde enero de 1970 hasta junio de 2012
Desde enero de 1970 hasta abril de 2012
Desde enero de 1968 hasta marzo de 2012
Desde enero de 1968 hasta julio de 2012
Desde enero de 1976 hasta junio de 2012
Desde enero de 1958 hasta diciembre de 2011
Desde enero de 1958 hasta diciembre de 2011
Desde enero de 1953 hasta diciembre de 2008

Grafico 2.1: Distribucidn geografica de las estaciones de
registro seleccionadas.
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Mediante el andlisis de los datos obtenidos se trabajaran las siguientes etapas metodoldgicas
para la construccion del modelo:

e Identificacion del modelo: Este paso consiste en utilizar los datos recogidos, y cualquier
informacién de cdmo se genera la serie temporal objeto de estudio, para sugerir un
conjunto reducido de posibles modelos, que tengan muchas posibilidades de ajustarse
a los datos (Pérez, 2001).

e Estimacion: Una vez seleccionados los posibles modelos candidatos a explicar las
series, se procede a estimar los valores numéricos de los pardmetros del modelo.

e Validacion: En esta fase se comprueba el ajuste del modelo a los datos muestrales.

e Reformulacion: En caso de que el modelo no supere las pruebas de ajuste debera
realizarse una nueva formulacién del mismo.

Un andlisis exploratorio de los datos permite plantear las siguientes hipdtesis de investigacion:

Hipotesis I: Los modelos que explican las series de precipitaciones acumuladas mensuales de
lluvia de la Provincia de Entre Rios son modelos ARIMA estacionales, con periodicidad
estacional de 12 meses.

Hipdtesis Il: Las series de precipitaciones de lluvia son estacionarias, es decir, no presentan
cambios estructurales que sefialen un comportamiento tendencial.

A lo largo del desarrollo del trabajo se intentard corroborar o refutar estas hipétesis.
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Capitulo 3

La definicidn de proceso estocastico y la caracterizacidn de sus propiedades primarias resultan
fundamentales para dar marco al estudio de las series temporales. En este capitulo se
introduce el concepto de proceso estocdstico y las nociones de estacionariedad, tanto desde la
estructura probabilistica como a partir de los momentos de primer y segundo orden. Se
definen ademas, tres funciones que seran claves en la identificacién de modelos: la funcion de
autocovarianza, la funcion de autocorrelacion simple y la funcidon de autocorrelacién parcial.
Estas funciones se analizan luego desde sus definiciones muestrales.

3.1. Procesos Estocasticos y Series Temporales

Las series de tiempo son una parte (o muestra) de un proceso estocastico. El objetivo principal
del analisis de series temporales es desarrollar modelos matematicos que provean una
descripcion plausible de los datos muestrales que conforman la serie. Para llegar a tal objetivo
es de cardacter primario y formal familiarizarse con los conceptos fundamentales.

Definicion 3.1.1: Una serie de tiempo es una sucesién de n observaciones x; tomadas
secuencialmente en el tiempo.

Una serie temporal es univariante cuando recoge la informacidn de una sola variable en el
tiempo. La serie solo se analiza a partir de la informacién que aporta su propio pasado. Por
otro lado, en muchos estudios empiricos, los datos que conforman una serie temporal constan
de observaciones de varias variables. En este caso la serie es multivariante o vectorial.

De acuerdo con la definicion 3.1.1, una serie de tiempo es una secuencia de valores
X1, X3, X3, ..., donde x; denota el primer valor tomado por la serie, x, designa el valor para el
segundo periodo de tiempo, x5 el valor para el tercer periodo temporal y asi sucesivamente. A
lo largo de este trabajo se representard de modo general una serie de tiempo univariante
mediante la expresién {x;}, donde t toma valores naturalesentre 1yn (t = 1,2,3,...,n). Las
series multivariantes no serdn objeto de estudio en esta investigacién.

Ejemplo 3.1.1: A continuacién se muestra la representacion grafica de la serie de
observaciones de registros de lluvia caida mensualmente, registrada en la Localidad de San
Gustavo, Departamento La Paz, Provincia de Entre Rios, desde enero de 1958 hasta diciembre
de 2011.

Grafico 3.1
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Las series temporales pueden ser discretas o continuas. Se dice que una serie temporal es
discreta si las observaciones muestrales se recogen a intervalos iguales, en momentos
determinados de tiempo. Por otro lado, si los datos se generan de forma continua y se
observan de la misma manera, la serie temporal es continua. En este caso, la serie se denota
{x;}cont € R.

En el andlisis de series temporales se busca describir las caracteristicas evolutivas de la serie,
como por ejemplo, los cambios estructurales marcados por periodos de crecimiento o
decrecimiento continuado (tendencia), o los patrones que se repiten de acuerdo a un ciclo
estacional. Muchas investigaciones, sin embargo, tienden a un objetivo mds ambicioso que es
el de obtener previsiones futuras basadas en inferencias probabilisticas. La prediccidon es
posible a partir de la confeccién de un modelo matemadtico que se formula en términos de los
valores pasados de la serie.

Se mencioné anteriormente que el analisis de las series de tiempo se circunscribe al estudio de
los procesos estocasticos. Un modelo que describe la estructura de probabilidad de una
secuencia de observaciones es llamado un proceso estocastico (Box, Jenkins, & Reinsel, 1994).
Para llegar a una definiciéon rigurosa es preciso establecer de forma breve los conceptos

elementales de probabilidad necesarios para tal fin.

En la investigacion de diversos fendmenos naturales, en experimentos o en juegos de azar, es
habitual contar con una representacién de todos los resultados posibles. Los resultados
individuales, denotados por w, son llamados eventos elementales. El conjunto de todos los
posibles eventos elementales se conoce como evento seguro o espacio de sucesos elementales
y se denotara por f). Sean A un subconjunto de Q y A una coleccién de tales conjuntos. Si se
observa un resultado w y ese resultado estd en A, se dice que A ha ocurrido. Es posible
especificar la probabilidad de ocurrencia de 4, que se denotard por P(A).1 El sistema de
axiomas que caracteriza a la teoria de probabilidad estd conformado por las siguientes
proposiciones:

Axioma 1: P(A) = 0 para todo A en A.
Axioma 2: P(Q)) = 1.

Axioma 3: Si Ay, Ay, ... es una secuencia numerable en A y A; N A; es el conjunto vacio para
todo i # j, entonces P(Uj2; 4;) = 221 P(4;).

El conjunto de todos los posibles subconjuntos de €, se denota por P(Q).
Desafortunadamente, por razones matematicas técnicas, no siempre es posible la definicion
de P(A) para todo A en P(£); en particular, no siempre se verifica el axioma 3. Para eliminar
esta dificultad, se restringe la clase de subconjuntos A de () en la que se define P. Se requiere
que la coleccion A satisfaga las siguientes condiciones:

1. Si A estd en A, entonces el complemento A€ estd también en A.

"Enel lenguaje del analisis real, una probabilidad P es una funcién de conjunto numerablemente aditiva
y no negativa (es decir, una medida positiva), que cumple la condicién adicional P(Q)) = 1. (Petrov &
Mordecki, 2008)
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2.Si A4, A, ... es una secuencia numerable en A, entonces U2, A; estd en A.
3. El conjunto vacio estd en A.

Una coleccidn no vacia de subconjuntos de () que satisface las condiciones 1 a 3 se dice que es
una sigma-dlgebra. En este contexto, un espacio de probabilidad, representado por (, A, P),
es el suceso seguro () junto con una sigma-dlgebra A de subconjuntos de () y una funcion
P(A) definida en A que satisface los axiomas 1 a 3°. (Fuller, 1996)

En la practica habitualmente no es posible enumerar todos los elementos de un experimento,
sin embargo puede darse una funcidn que asume valores reales tal que a cada resultado w le
asigna un numero real X(w). Formalmente, una variable aleatoria X es una funcién de valor
real definida en Q tal que el conjunto {w: X(w) < x} es un subconjunto de A para todo
numero real x. La funcion Fy(x) = P({w: X(w) < x}) es llamada la funcién de distribucién de
la variable aleatoria X. (Fuller, 1996)°

En general, una coleccién de variables aleatorias, indexada por t y definidas en un espacio de
probabilidad (Q, A, P) se conoce como proceso estocastico, donde t toma valores enteros
(t € Z). Atendiendo las exigencias de la precision y el rigor conceptual se da la siguiente
definicidn:

Definicién 3.1.2: Sea (Q, A, P) un espacio de probabilidad y sea T un conjunto de indices. Un
proceso estocdstico de valor real es una funcion de valor real y(t, w) definida en TxQ tal que
para cada t fijo, y(t, w) es una variable aleatoria en (Q, A, P). (Fuller, 1996)

De esta manera, un proceso estocastico es una familia de variables aleatorias indexadas en el
tiempo y(t,w) tal que, para un w dado,y(t,w), como una funcién de t, es llamada una
funcién muestral o realizacion. (Wei, 2006)

En este marco conceptual, una serie de tiempo es una realizacion de un proceso estocdstico
(Box, Jenkins, & Reinsel, 1994). Es decir, se conforma a partir de un periodo muestral que
constituye una parte de la historia del proceso estocdstico del que deviene.

Ejemplo 3.1.2: Si se considera el proceso estocastico infinito Cantidad anual de lluvia caida en
San Gustavo el cual se puede representar por {y;}, la serie temporal, considerada para este
ejemplo anualmente,

X1958 X1959 X1960 -+ X2011

de tamafio n = 53, es una realizacidn del proceso estocastico Cantidad anual de lluvia caida en
San Gustavo que se observa desde 1958 hasta 2011.

En el estudio de una serie temporal es importante conocer el proceso estocastico que la
genera y utilizar esta teoria para caracterizar su comportamiento y realizar predicciones
futuras. Para esto resulta fundamental que el proceso estocdstico presente una estructura

% En anélisis real, un espacio de probabilidad es un espacio medible (Q, A) con una medida no negativa
P, que verifica P()) = 1. (Petrov & Mordecki, 2008)

* A los efectos de profundizar estos conceptos de probabilidad puede consultarse, entre otros, el libro
Teoria de la Probabilidad de Valentin Petrov y Ernesto Mordecki (2008), Dirac, Montevideo.
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probabilistica estable a lo largo del tiempo, ya que las predicciones se realizan en base a las
regularidades manifiestas en la serie observada. Esta caracteristica de ser estable en el tiempo,
se conoce como estacionariedad del proceso.

Considérese un conjunto finito de variables aleatorias {ytl,ytz, ...,ytn} de un proceso
estocastico {y(t,w):t = 0,%1,+2, ... }. La funcidn de distribucién n-dimensional se define por

Fnl,---,ybn(xl' v Xp) = P{y(t, W)Y, S Xqp e, Vi, S xn},

donde x;,i = 1, ...,n, son niUmeros reales cualesquiera. Un proceso estocastico se dice que es
estacionario de primer orden en distribucion si su funciéon de distribucidon es invariante, es

decir, chl (x1) = Fyt1+k(x1) para todo entero tq,k,t; + k (ver Grafico 3.2); estacionario de
segundo orden en distribucion si Fy, .y, (x1,x2) = By o veyen (x1,x,) para todo entero
ty,t,k, t1 + kyt, +k; vy es estacionario de orden n en distribucion si Fytl_"__ytn (X1y ey Xp) =
FYt1+kr---rytn+k (x4, ..., x5,) para toda n-upla (t,, ..., t,) y k de enteros. Un proceso se dice que es
estrictamente estacionario si F, (X1 e Xp) = S (x4, ..., xn) es verdadera

paratodon = 1,2, ... (Wei, 2006)

Grafico 3.2
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En adelante, se hara referencia a un proceso estocastico simplemente indicando y; o {y;},
suprimiendo la variable w y simplificando, de este modo, la escritura. Ademas, se considerara
el estudio de procesos que toman solamente valores reales.

Los conceptos de estacionariedad, pueden especificarse también a partir de los distintos
momentos asociados a un proceso estocastico, ya que no siempre es conocida la funcién de
distribucion del mismo. El primer momento viene dado por el conjunto de las esperanzas de
todas las variables aleatorias que conforman el proceso:

Definicion 3.1.3: Para un proceso de valor real {y;:t =0,+1,%2,...} se define la funcién

media del proceso como

ty = E[y:] < oo.
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La expresion E[y,] designa la esperanza matemdtica del proceso. El segundo momento esta
dado por el conjunto de las varianzas de todas las variables aleatorias y por las covarianzas
entre todo par de variables aleatorias del proceso:

Definicién 3.1.4: Para un proceso de valor real {y;:t = 0,11, £2, ...} se definen la varianza y
la covarianza del mismo mediante las siguientes expresiones:

Varly,] = E [(J’t - .Uy)z] =0,% < o,

Covlye, 5] = E[(ye — iy, ) (s — iy, )] = ves Vts (t #s).

Considérese una secuencia finita {ytl,ytz, ...,ytn} procedente de un proceso estocastico {y;}.
Pensada la secuencia como un vector aleatorio, donde cada Yt; €S, @ su vez, un vector con los
t; elementos no necesariamente consecutivos del conjunto de indices, parai = 1, ...,n, queda
definida la esperanza matemdtica de la secuencia finita como E[{ytl,ytz, ...,ytn}] =

{E[ytl], E[ytz], s E[ytn]}, cuando todas las esperanzas existen. Ademas, la matriz dada por

Yii. 0 Vin
Cy = : . :
Yn1 ° VYan

donde caday; ; = Cov[yi,yj] coni,j =1,...,nsellama matriz de covarianza de la secuencia o
matriz de segundos momentos. Obsérvese que la matriz de covarianzas es simétrica, esto es
Yi,j = Vj,; para todo par i,j, y los elementos de su diagonal son las varianzas de las variables

aleatorias yy, ..., i, (Petrov & Mordecki, 2008).

La estacionariedad es un estado de cierto equilibrio estadistico que caracteriza la evolucion
temporal del proceso estocastico que ha generado una serie temporal. A continuacién se
explica la estacionariedad de un proceso a través de sus diferentes momentos:

Definicién 3.1.5: Si {y;:t € T} es un proceso estocastico estrictamente estacionario con
E[|y:|] < o, entonces el valor esperado de y; es constante para todo t, ya que la funcion de
distribucién es la misma para todo t. Igualmente, si E[y,2]< o, entonces la varianza de y; es
constante para todo t. (Fuller, 1996)

Cuando la media del proceso es constante (no depende del tiempo) suele decirse que el
proceso es débilmente estacionario de primer orden. Los segundos momentos de un proceso
estocastico permiten definir la estacionariedad débil de segundo orden:

Definicién 3.1.6: Un proceso estocastico {y,} con E[y,?] < oo paratodot = 0,+1,42,...es
débilmente estacionario de sequndo orden si satisface las siguientes dos condiciones:

1. El valor esperado de y; es constante para todo t.

2. La matriz de covarianzas de s Vs wens es igual que la matriz de covarianza de
Ve Ve, Vtn
{yt1+k,yt2+k, ...,ytn+k} para todo conjunto finito y no vacio de indices {t;,t, ..., t,} y todo k

tal que t4,ty ..., t, tisko E2ak 5 Enake €5tAN contenidos en el conjunto de indices. (Fuller, 1996)
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Cuando un proceso estocastico es tal que su distribucién de probabilidad conjunta es normal,
entonces se dice que el proceso es Gaussiano.

Definicion 3.1.7: Un proceso estocastico {y; } es Normal o Gaussiano cuando para cualesquiera
n = 1 momentos t <ty < ... <t, de su historia, la distribucién de probabilidad conjunta de

{ytl,ytz, ...,ytn} es una distribucidon normal n-variante. (Mauricio, 2007)

En general, la estacionariedad estricta resulta cuando se dan simultdneamente la
estacionariedad en autocovarianza y, ademas, la distribucidn de probabilidad conjunta del
proceso es normal.

La necesidad de contar con un proceso estocastico estacionario esta relacionada con los
supuestos de la regresion clasica. Los resultados de una regresién son confiables si los
primeros momentos de un proceso son constantes y por lo tanto, los estimadores por minimos
cuadrados ordinarios seran insesgados y eficientes.*

Ejemplo 3.1.3: En la siguiente figura se muestra el grafico de un proceso estacionario simulado
con el software R paran = 200.

Grafico 3.3
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Muchas series no se consideran provenientes de un proceso estacionario, ya sea porque en su
estructura se manifiesta una marcada tendencia y/o porque existen periodos con variabilidad
muy heterogénea, que hacen que sus momentos cambien con el tiempo.

Definicion 3.1.8: Un proceso estocéstico {y;} es no estacionario cuando las propiedades
estadisticas de al menos una secuencia finita y; , y¢,, .-, ¥t,, (n = 1) de componentes de {y:},
son diferentes de las de la secuencia y; i, Yt,+k -+ Ve, +k Para al menos un numero entero
k > 0. (Mauricio, 2007)

Las propiedades estadisticas de un proceso no estacionario son mds complicadas que las de un
proceso estacionario, no obstante muchas series no estacionarias pueden transformarse en

* Un tratamiento riguroso de la teoria de estimacién y del método de minimos cuadrados puede
encontrarse en el libro Probabilidad y Estadistica de Morris Degroot, (1988), Addison-Wesley
Iberoamericana, Wilmington, EEUU.
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estacionarias, y a partir de esa transformacién se puede elaborar un modelo compatible con la
hipStesis de estacionariedad.

Anteriormente se menciond que uno de los objetivos principales del estudio de las series de
tiempo, consiste en dar una descripcién matematica del fendmeno y, en algunos casos,
sobrepasar la incertidumbre intrinseca del mismo y lograr establecer predicciones de su
comportamiento futuro. Esto se logra a partir de la confeccion de un modelo. Aunque ya se
hablé de modelos, se caracterizardn en el contexto de este trabajo.

Definicion 3.1.9: Un modelo univariante para un proceso estocastico univariante o escalar {y;}
es cualquier conjunto de hipdtesis bien definidas sobre ciertas propiedades tedricas de las
distribuciones de probabilidad (conjuntas, marginales o condicionales) de los componentes del
proceso {y;} del que se supone procede una serie temporal observada {x;}. (Mauricio, 2007)

En términos técnicos, un modelo para una serie temporal {x;} se formula mediante una
expresion matematica que contempla las propiedades tedricas que determinan los momentos
de primer y segundo orden (medias, varianzas y covarianzas) de las distribuciones conjuntas de
los componentes de {x;}. Cuando dichas distribuciones conjuntas son normales, sus
propiedades de primer y segundo orden caracterizan completamente la estructura
probabilistica de {x,;} (Mauricio, 2007). El uso de estos modelos representa grandes ventajas
cuando los parametros que describen las series temporales son constantes en el tiempo. Por
ejemplo, si la serie temporal se puede describir usando parametros estacionales mensuales,
entonces los parametros estacionales para cada uno de los doce meses son iguales de un afo
al otro (Bowerman, O'Connell, & Koehler, 2007). Esta clase de series se estudiaran en el
capitulo 5.

La funcidn matematica (modelo) que caracteriza el proceso puede describirse, segun el
enfoque clasico o determinista, mediante cuatro componentes:

(a) La tendencia. Movimiento o direccion general de la variable en periodos prolongados de
tiempo.

(b) La estacionalidad. Fluctuaciones periddicas de la variable, mds o menos regulares, en
periodos relativamente cortos de tiempo, con una oscilacién repetitiva para lapsos de tiempo
contiguos.

(c) El ciclo. Movimientos de la variable similares a la estacionalidad, pero relativos a periodos
de tiempo mucho mas prolongados. Solo es posible detectar esta componente, de existir, en
series suficientemente largas.

(d) Aleatoriedad. Es el movimiento irregular de la variable, determinado por el azar,
impredecible de forma deterministica. Cuando en una serie se detectan y extraen, las
componentes de tendencia, estacionalidad y ciclo, en la serie sélo debe quedar la componente
aleatoria. Por ello, a esta componente se la suele llamar también “residuo aleatorio” o “ruido”.
(Aguirre Jaime, 1994).

5 . . . .
Estas transformaciones se discutiran en el capitulo 5.
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3.2. Funcion de Autocorrelacion y Funcion de Autocorrelacion Parcial

Existen dos funciones que son muy importantes para estudiar las propiedades y caracteristicas
de un proceso en términos de la interrelacion de sus valores: la Funcion de Autocorrelacion y la
Funcidn de Autocorrelacion Parcial del proceso. Tanto es asi, que en los capitulos 4 y 5 se vera
como estas funciones permiten decidir el tipo de modelo al cual se ajustan los datos
observados.

Para un proceso estacionario {y.} la media E[y.] = p, y la varianza Var[y,] = 0}% son
constantes y las covarianzas, Cov[y;, ys], son funciones solamente de la diferencia |t — s|. En
este caso puede darse la siguiente definicion:

Definicion 3.2.1: Se llama autocovarianza de orden k > 0 de un proceso estacionario {y;} a la
expresion:

Vi = Covlye, yesr] = E[(ve — tty) (Verx —1ty)] conk =1.2,...  (3.1)

Puede notarse que la autocovarianza de orden k no es otra cosa que la covarianza de
cualesquiera dos componentes del proceso que estan separadas entre si por un intervalo de
tiempo k > 0 conocido como retardo, y ademas, depende solamente de dicho retardo k y no
de los momentos especificos referidos por los valores de {y,}.

Aunque la autocovarianza se ha definido para un retardo k > 0, también puede definirse para
k = 0. En este caso, la autocovarianza del proceso es la varianza del proceso estacionario

e

Yo = Cov[y, y¢] = Var([y,]

Otra consecuencia inmediata de la definicion 3.2.1 es que ¥y, = Cov[ys, Viekl =
Cov|Yi—i, Ve, ya que y;_i e y; estan separados por el mismo retardo k = 0 que y; € V; k-

Puesto que k puede variar tomando valores enteros positivos, y; puede considerarse una
funcién del retardo k, denominada funcién de autocovarianza del proceso estacionario {y;}.

Definicidn 3.2.2: Se llama autocorrelacion simple de orden k > 0 de un proceso estacionario
{y:}ala correlacion entre y; e y;,; dada por la expresion:

Covlye, Vetkl — Yk (3.2)

VoD Varlyed Yo

Pk

De (3.2) se deduce que py = 1. Ademds, claramente puede observarse que py, es el coeficiente
de correlacion lineal entre dos valores cualesquiera y; e y;,; del proceso {y;}, separados por
el retardo k > 0y por lo tanto esta sujeto a las propiedades de éste, en particular, —1 < p;, <
1. En efecto, nétese que por ser la varianza positiva, se tiene:

Var[liye + 12¥e41] 2 0
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con A, y A, constantes. Por las propiedades de la varianza®:
BVarly] + A3Var[ye ] + 221 2:Covlyy, yei] = (A5 +43)0” + 224143y,

Cuando 4; = 4, =1, se tiene:

-
=

\Y
|

Q

De modo que p, = —1.Cuando A; =1y A, = —1, resulta
0% =y
Asi que p, < 1. (Chatfield, 1995)

Ademads, por la naturaleza de la definicion de p, en términos de la autocovarianza p;, = p_g.
En efecto, para {y,} estacionario vy, = Cov[ys; Verrl = Cov[yi_i; Vel = Y-k (Chatfield, 1995)

Considerada como una funcion del retardo k, la secuencia {py:k = 1,2, ...} se denomina la
funcion de autocorrelacion simple (ACF, del inglés AutoCorrelation Function) del proceso
estacionario {y;}. Dado que cada {p;} es un coeficiente de correlacidn, suele decirse que la
ACF de {y;} representa la duracién y la intensidad de la memoria del proceso {y;}. (Mauricio,
2007)

Pueden calcularse las funciones de autocovarianza y autocorrelacidén a partir de la ecuacion
matemadtica del modelo asociado a un proceso estocastico. Esto se realizara en los capitulos 4
y 5.

Relacionada con la autocorrelacién simple, aparece la autocorrelacion parcial de orden k que
mide el exceso de correlacion debida a y;_j y se obtiene como la correlaciéon que existe entre
Vi € Vi después de eliminar el efecto de todas las variables aleatorias que estdn entre ellas.

Definicidn 3.2.3: Se llama autocorrelacion parcial de orden k > 0 de un proceso estacionario
{y.} ala expresion:

Grr = Corr(yt'yt—k/yt—l'yt—z' ---'Yt—(k—l)) (33)

La autocorrelacion parcial de orden k es una medida del grado de asociacién lineal entre dos
componentes cualesquiera de {y;} separados entre si por un retardo k = 1 dado (como y; e
Vi_r) que no es debida a la posible correlacion entre cada uno de ellos y todos los
componentes de {y;} que se encuentran entre ambos {V;_1, V-2, ., Ye—k+1}- (Mauricio,
2007)

Para obtener los valores de ¢, se considera la regresién

Vi = Qr1Ve-1 + Gr2Ye—2 + PrzVe—3 -+ PrrVe—i + €;

® puede encontrarse una demostracién de que la varianza de una suma de dos variables aleatorias con
covarianza finita es igual a la suma de las varianzas de cada variable aleatoria mas dos veces la
covarianza de ambas variables en el libro Probabilidad y Estadistica de Morris Degroot, (1988), Addison
Wesley |beroamericana, Wilmington, U.S.A. pag. 205. Ademds, en pag. 186, se demuestra que
Var[aX + b] = a?*Var[X] para a y b constantes cualesquiera.
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donde ¥;_1,¥¢—2, -, Ve—r SOn independientes entre si y también lo son de e;, que es un
término de error de media cero. Multiplicando la ecuacién anterior por y;_;:

ViVi-i = PraVe—1Yi-i + PraVe—2Vi-i T PrzVe—3Ve—i + -+ PV Ve—i + €tVe—i

Ademds, e; e y,_; estan incorrelacionadas para i = 1 y se supone que la media de los y; es
cero por simplicidad. Por lo tanto,

Elyeye-il = El@r1YVe-1Ve-i + PraVe-2Ve—i + PrsVe-3Ve—i + - + OxaVe—iVe-i + €rVe—il

La linealidad de la esperanza matematica permite escribir:

Elyye-il = Gr1E[Ve-1Ye-il + Pr2E[Ve—2Ve-il + Gr3Elye—3Ve—il .. + Pk E[Ve—rYe—il
+ Elesy;—il

Por la definicidn de autocovarianza y por los supuestos previos:

Yi = PraVi-1 + PuaVi-2 + GraVi—z + -+ PrrVi-k
Dividiendo por y, se tiene:

Yi Yi-1 Yi-2 Yi-3 Yi-k
S = —t Pra——t+ s+ =+ P —
Yo 0 0 0 0

y por definicidn de autocorrelacién simple de orden k, resulta:

Pi = Pr1Pi-1 + PkaPi—2 + Grapi-z + -+ Prxpi—r coni =1,2,3, ...
De este modo, sii = 1:
P1 = Pr1Po + Pr2p-1 + Pk3P—2 o+ PrrP1-k = Pr1Po + Pr2pP1 + Pr3p2 + -+ + PrkPr-1
Sii=2:
P2 = Pr1P1 + Prapo + Pr3p-1 + =+ GrrP2—k = Gr1P1 + Pr2Po + Pr3p1 + -+ PrrPr-2
Sii=3:
P3 = $r1P2 + Pr2p1 + Gr3Po+ -+ PkP3-k = Pr1P2 + Pr2p1 + Pr3po + -+ PrrPr-3

Continuando este proceso, sii = k:

Pk = Pr1Pr—1 + Pr2Pr—2 + -+ PrPr—k = Pr1Pr-1 + Pr2Pr—2 + -+ Prrpo

Dado que k da el orden de desarrollo anterior, si k = 1 se obtiene el valor de ¢,4:

P11 =p1

Si k = 2 se obtiene el valor de ¢, resolviendo el sistema:

{Pl = 21 + 2201
P2 = ¢P21p1 + P22

Utilizando la regla de Cramer:
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1 ps

_1p1_pal _ P2 —pi°
22 |1 pl 1 _p12
pr 1

Para k = 3 se tiene el siguiente sistema:

P2 = ¢31p1 + P3200 + P3301

{P1 = ¢31P0 + P3201 + P3302
P3 = P31p2 + P3201 + P33P0

Si se resuelve el sistema por la Regla de Cramer, resulta:

1 p1 ;1

p1 1 p;

_1p2 p1 P3

P33 1 p1 p2
pr 1 ps

p2 p1 1

Y asi sucesivamente, puede obtenerse el resto de los coeficientes.

En general, se puede escribir ¢;; como un cociente de determinantes,

b= 25 @)
T By '
donde
/ 1 p1 p2 Pr—2 P1\
P1 1 P1 Pr-3 P2
A, = | p2 p1 1 Pr-a P3|y
\Pk—1 Prk-2 Pk-3 P1 Pk /
/ 1 p1 p2 Pk-2 Pk—1\
P1 1 P1 Prk-3 Pk-2
Bk = | P2 P1 1 Prk-4 Pk-3 |
\Pk—1 Pk-2 Pr-3 - pP1

Las matrices Ay y B) son matrices de autocorrelaciones, de manera que los coeficientes de

correlacién parcial son funciones de los coeficientes de autocorrelacidn simple de un proceso

estrictamente estacionario. Considerada como una funcién del retardo k, la secuencia

{bri:k =1,2,...} se denomina la funcién de autocorrelacién parcial (PACF, del inglés Partial

Autocorrelation Function) del proceso {y;}. (Mauricio, 2007)

A continuacion se da la definicidon de un proceso que resultara de importancia relevante para

el estudio de los temas a desarrollar en los proximos capitulos.

Definicién 3.2.4: Un proceso {A;} se llama proceso de ruido blanco univariante si es una

secuencia de variables aleatorias no correlacionadas con una distribucion fija, con media
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constante E[A;] = u,, usualmente 0, varianza Var[A.] = 62 y v, = Cov[A;, Aryi] = O para
todo k # 0. (Wei, 2006)

Habitualmente suele representarse un ruido blanco como {4,}~iid(0, c2), lo que significa que
{A;} es una secuencia de variables aleatorias idéntica e independientemente distribuidas con
media 0 y varianza constante. Cuando cada componente A; de la secuencia {A;} tiene una
distribucidn normal, entonces la sucesion se denomina proceso de ruido blanco Normal o
Gaussiano, y se representa como {A,}~iidN(0,c?).

Un ruido blanco es estacionario si la varianza o es finita y su funcién de autocovarianzas es

y ={ajsik=0
Osik+0

Mientras que su funcion de autocorrelacién es

pk_{lsik=0

Osik+0
y su funcién de autocorrelacidn parcial es

_(1sik=0
¢kk_{05ik¢o

El proceso de ruido blanco es muy util en el analisis de series temporales porque es la base
para la construccion de los modelos ARIMA que se estudiaran en los siguientes capitulos.

3.3. Autocorrelacion simple y parcial muestrales

Cuando se dispone de una serie temporal de n observaciones, resulta imposible determinar
media, varianza, covarianza, etc. del proceso estocastico del que proviene la serie. Sin
embargo, utilizando las técnicas tradicionales de la estadistica inferencial es posible estimar los
distintos momentos y las k primeras autocorrelaciones simples y parciales de un proceso {y;}
a partir de una serie temporal de n observaciones, cuando k es un nimero considerablemente
menor que n. Generalmente, en la practica es aconsejable que k no supere la cuarta parte de
n ya que cuanto mayor sea k se dispone de menos informacién para estimar las funciones de
autocorrelacion. No obstante, desde el punto de vista de la estadistica clasica hay un problema
relacionado con la naturaleza de las variables presentes en un proceso estocastico ya que
habitualmente no se cumple el supuesto de independencia y distribucién idéntica (iid).
Ademas, cuando se tienen datos muestrales, el supuesto de estacionariedad se vuelve
imprescindible; de algin modo serd necesario calcular una media sobre una realizacidn
particular para estimar los momentos poblacionales y las funciones de autocorrelacion. Si el
proceso estocdstico {y,} del cual proviene la serie no es estacionario, resultard necesario
estimar n medias y varianzas distintas, dependientes de la variable tiempo y un gran nimero
de autocorrelaciones, lo que no serd posible contando solamente con n observaciones
muestrales. El problema no se soluciona aumentando el tamafio de la muestra, ya que habra
que estimar n + m medias, varianzas, etc. mas, con lo cual la situacidn permaneceria igual,
suponiendo que se hayan tomado m observaciones mas.
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Se supondra, entonces, que dado un proceso estocastico estacionario {y;} = {y1, V., V5 ...}, la
serie temporal asociada al mismo sera {x;} = {x;, x5, ..., X, } donde cada x; es una realizacion
particular o valor observado de cada variable aleatoria y; que conforma el proceso.

Definicidon 3.3.1: La media muestral de una muestra de tamafio n asociada a una serie
temporal {x;} generada por un proceso estocastico estacionario {y,} esta dada por la
expresion:

n
1
="y G5

t=1

y suele emplearse como estimador de la media u, del proceso estacionario del que procede la
muestra. Este estimador proporciona la estimacién numérica

n

1
%= EZ X (3.6)

t=1

cuando se sustituye en (3.5) cada variable aleatoria y; del proceso por su valor observado x;
delaserie,cont =1,...,n

Es preciso, en este punto, plantearse si fl,, es un buen estimador de la media del proceso. En
principio es claro que

1 n
E[py] _;ZE =_n“y IS

t=1

Esto implica que fi,, es un estimador insesgado de u. Ademas’,

n 1 n n
Var[liy Var z = n_z Z v[ye vsl = —z Z YoPt-s
=1 t=1s=1 t=1s=1
n— n-—1 |k|
Yo
n_ Z n—|k|)Pk— Z <1_7>Pk
=—(n- k——(n—l)
donde k =t — s. De esta manera
n-1

lim 2 <1 — m)
am n Pk
k=—(n-1)

es finito, y por lo tanto, Var[ﬁy] — 0 cuando n — . Este resultado implica que fl, es un
estimador consistente de y,,. Esto es

7 Los resultados utilizados en este desarrollo pueden encontrarse en el libro Probabilidad y Estadistica
de Morris Degroot, (1988), Addison.Wesley Iberoamericana, Wilmington, U.S.A. en las paginas 206 y
207.
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2y

Se dice que el proceso es ergddico para la media si el resultado anterior se mantiene®. Una
condicion suficiente para que el proceso sea ergddico para la media es que p; — 0 cuando

k — o, porque esto implica que para todo € > 0 puede encontrarse un N tal que |pg| <Z

para todo k > N. Por lo tanto, paran > N + 1 resulta:

n—-1

1
= > b Z|pk|— lek|+— Z il < Z|pk|+ <e
k=—(n-1) k=N+1
Asi,
n-1
fms D =0
k=—(n-1)
y, por lo tanto,
n-1 |k|
. . Yo _
retsl gt S (1-8) o
k=—(n-1)

Siempre que se obtiene un estadistico calculado sobre una muestra, se requiere la estimacion
del parametro poblacional, para lo cual es necesario utilizar el contraste de hipdtesis. Para
contrastar hipotesis sobre el parametro y,, que es la media de un proceso estacionario, como
por ejemplo p,, = h donde h es un nimero dado, contra las hipétesis alternativas que pueden
plantearse como u, > h,u, < h o bien u, # h, dependiendo de la naturaleza del problema,
se utiliza habitualmente un estadistico t basado en que

. , T N
E[uy] = Uy y ademas, Var[yy] ~ . 1+2 z oy (3.7)
k
, I By—h Z-h .
Es asi que el estadistico t, = cuyo valor calculado puntual es t =— sigue una
82 s2
% 5y
n n

distribucidn t de student con n — 1 grados de libertad. (Mauricio, 2007)

® Un analisis mas profundo del concepto de ergodicidad puede encontrarse en el libro Elementos de
econometria de los fendmenos dindmicos, de Alberto Landro y Mirta Gonzalez consignado en la
bibliografia. Citando a los autores del libro mencionado, “se dice que un proceso es ergddico cuando sus
momentos muestrales finitos, obtenidos a partir de una serie cronoldgica finita convergen, en cierta
forma, a los correspondientes momentos muestrales infinitos, los cuales coinciden con los momentos
poblacionales del proceso”.
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Definicién 3.3.2: La funcion de autocovarianza muestral® de una muestra de tamafio n
asociada a una serie temporal {x;} generada por un proceso estocdstico estacionario {y,} esta
dada por

n-k n
1 1
i = ;E(yt = fy) e — iy) =~ 2 (Ve-x — fiy)(ye — fiy) conk =0,1,2,... (3.8)

t=1 t=k+1
Para k = 0 se obtiene ¥, = 6}%. Este estimador proporciona una estimacién numérica puntual
cuando se sustituye cada variable y, del proceso por su valor observado x; de la serie, con
t =1,...,n, la cual estd dada por

n—k n
1 1
= Y G = D ear — ) = . Y =D - B conk =012,.. (39)
t=1 t=k+1

Con respecto a la definicidn de la autocovarianza muestral surge una discusidn basada en si se
. . . .. . R 1 — A~ N
obtiene una mejor estimacion al considerar y;, = EZ?:{‘(yt - ,uy)(ka - uy) en lugar de

¥k En principio, obsérvese que

> 0= )0t =) = 2[00 1) = (s = )] (O = 1)~ (= 1)

= Z [(Yt - :“y)(}’t+k - .“y) - (yt - :“y)(ﬂy - '“y)

t=1

= (Ay = 1y) Ve — 1y) + (B — /‘y)z]

n-—k n—k
= Z e = 1y) v = 1y) = (2 — 1) Z (e =)
t=1 t=1
n-k
~(y = 1) ) Gerie = 1y) + (0 = )Ry — 11"
t=1

Si se aproximan los términos Z?:‘{‘(yt —yy) y Z?:‘{‘(ka —uy) por (n —k)(;iy —uy)
resulta:

n-k n-k
> 0= ) Gerie = ) = D (e = 1) Gk = 1y) = (1= K@y = 1y’
t=1 t=1

De este modo,

9 . . . .
Como caso particular, cuando k = 0 se obtiene un estimador para la varianza.
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1
E[¥i] zﬁE

n—k
Z (yt - ﬂy)(yt+k - ﬂy) - (Tl - k)(ﬂy - ﬂy)z
t=1

n—k

nZ(yt = ty) (Vesr = .uy)] - ( - )E (2 — 1))

1 —k
<=y = (=) varli)

1
=_E
n

Por lo tanto, E[7;] = (1 — S) Vi — (nT_k) Var[ﬁy] =y — %yk — (nn;k) Var[ﬁy]

Y, por otro lado,

E[jx] =E

n—k
1
—— > (e = ) ek ny)]
t=1

rn—k
1
R kE ;()’t — ty) Y+ — by) — (= k) (A, — “J/)zl
1 :n:k .
— R 2
T h— kE -;(J’t _ﬂy)(Yt+k _ﬂy)] 5T kE [(#y _Hy) ]

~
=~

1 A Y
+ (= k)yi = Var|iyy| = vy = Var|i |

Es evidente que ambos son estimadores sesgados de Y. Si se ignora el término Var[ﬁy],
entonces 7}, se convierte en un estimador insesgado de y;, pero 7 sigue siendo insesgado. Sin
embargo, cuando el proceso es ergddico para la media y lim,_ Var[ﬁy] = 0, ambos

estimadores 7, y 7 son asintéticamente insesgados. (Wei, 2006)

Ademas, es posible ver que la varianza de )3,( es mas grande que la varianza de ¥. En efecto,
Bartlett (1946) mostré que cuando el proceso y; es Gaussiano se tiene las siguientes
aproximaciones (Wei, 2006):

Cov|Pi, Prj | = %Z?i—oo(yiynj + Visk+jVier) YVar(pel = %Zioi—oo(yiz + ViskVi-k)-

Andlogamente,
COU[)’/’:R:?k+j ] ~ ﬁf.(ix;—oo(yil/iﬂ + Vi+k+j)/i—k) y Va?‘[?k] ~ ﬁZ?i—oo(Viz + Vi+k]/i—k)

Es claro que la varianza de ), es mas grande que la varianza de ¥ pues, para un k grande, la

varianza de ¥, puede convertirse en un estimador inestable.

En resumen, para un k dado, la funcion de autocovarianza muestral es un estimador
asintéticamente insesgado de Yy, y por lo tanto es una condicidon suficiente para que 7 sea
consistente en media cuadrada y el proceso sea ergddico para la autocovarianza, que la
autocovarianza sea absolutamente convergente, es decir > %, |y;| < ©© y en consecuencia
lim,,_,., Var[y,] = 0. (Wei, 2006)
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Definicidn 3.3.3: La correlacion simple muestral de orden k de una muestra de tamafio n
asociada a una serie temporal {x;} generada por un proceso estocastico estacionario {y;} esta
dada por

~

Pe=" conk=0,1,2..  (3.10)
Yo

La estimacién numérica puntual asociada a pj, cuando se sustituye cada variable y; del proceso
por su valor observado x; de la serie, cont = 1, ..., n, estd dada por

C
T = C—’; conk =0,1,2,.. (3.11)

De esta forma, la secuencia de valores r;, que se obtienen para k = 1,2, ..., conforman la
funcion de autocorrelacion simple muestral de orden k de la serie, ACF muestral.

La funcidon de autocorrelacion muestral tiene una distribucién de muestreo que permite
evaluar si los datos provienen de una serie completamente aleatoria o si las correlaciones son
estadisticamente significativas en algunos rezagos.

Para un proceso estacionario Gaussiano, Bartlett (1946) demostré que parak >0y k +j > 0,

1 [ee]
Cov|pre, Press] = — Z (PiPisj + PitjekPik — 2PkPiPik—j = 2Pi+jPiPi-k + 2PkPic+jPF)-

l=—00

Para n suficientemente grande, g, tiene una distribucién aproximadamente normal con media
Py Y varianza

1 [ee]
Varlpl ~ ~ Z (0 + PisiPi-ic = 4PkPiPi-k + 207PF).

l=—00

Para el proceso en el que p, = 0 para k > m, la aproximacion de Bartlett se convierte en
~ 1 2 2 2
Var[p,] = E(l + 2p57 + 2p5 + -+ 2p5). (3.12)

En la préctica, los p; con i =1, ..., m, son desconocidos y se sustituyen por sus estimaciones
muestrales p;, y el error estandar de p; viene dado por (Wei, 2006)2:

1 " ~
S5, = ;(1 + 2p% + -+ 2p2). (3.13)

Si y; es un ruido blanco, entonces para valores grandes de k, la funcidon de autocorrelacion
muestral, Py, para k=1,..,m, con m fijado arbitrariamente, tiene una distribucién

. . s . 1
aproximadamente normal con media 0 y desviacién estandar™® Sp = N

1% Una demostracién alternativa de este resultado puede encontrarse en el libro de Robert Shumway y
David Stoffer, Time Series Analysis and its Applications, Apéndice A, Teorema A.7, Springer, New York,
2011.
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Teniendo en cuenta el resultado anterior se obtiene un método para evaluar,
aproximadamente, si los valores de pj, son significativos determinando si los valores

observados se encuentran fuera del intervalo +T (esto es, mas menos 2 veces el desvio

estandar). Para una secuencia de ruidos blancos (cualquier secuencia puramente aleatoria),
aproximadamente el 95% de las funciones de autocorrelacion muestrales deben estar dentro
de estos limites. Para determinar si las primeras k autocorrelaciones simples del proceso son
conjuntamente significativas, se emplea habitualmente un estadistico llamado el estadistico de

Ljung-Box dado por la expresion

ho 2
Q= n(n+2)2np_kk (3.14)
k=1

Bajo la hipdtesis nula p; = p, =+ = pp, = 0 el estadistico Q tiene aproximadamente una

distribucién y? con h — (p + q) grados de libertad.

La importancia de lo expuesto anteriormente se debe a que muchos procedimientos de
modelizacién estadistica dependen de la reduccidn de una serie de tiempo a una secuencia de

ruido blanco usando diversos tipos de transformaciones.

Definicion 4.3.4: La correlacion parcial muestral de orden k (k > 0) de una muestra de
tamafio n asociada a una serie temporal {x;} generada por un proceso estocastico

estacionario {y,} estd dada por

- A
brr = lAkl (3.15)

|B|
donde las matrices A, y By son:
1 p1 P Pr-2 P
) ol op Pr-s P2
Ay = p2 P 1 Pr-a P3|y
Pr-1 Pr-2 Pr-3 P P
1 p1 P2 Pr-2  Pr-1
) ol op Pr-s s
By = p2 P11 P-4 Pr-3
Pr-1 Pr-2 Pr-3 pr 1

Considerada como una funcién del retardo k, la secuencia {rix:k = 1,2, ...} que se obtiene al
aplicar los estimadores ¢4, $,2, ..., @ una serie {x;} se llama la funcién de autocorrelacion

parcial muestral, PACF muestral de la serie.

En andlogas condiciones que para la ACF muestral, resulta que cada ¢y, tiene una distribucién

. . o . 1
aproximadamente normal con media 0 y desviacidn estandar b = T De este modo,
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cualquier autocorrelaciéon parcial ¢y (k > 1) puede considerarse individualmente

S 1,96
significativa al 5% cuando 1y, > T

Una forma muy éptima de visualizar el comportamiento de la ACF y de la PACF muestrales es
el correlograma, que es el grafico de los coeficientes de correlacién para cada retardo. Una
forma cominmente empleada para calcular el nUmero de retardos consiste en tomar como
cantidad de retardos la cuarta parte del total de observaciones. Es decir, si la serie de datos

. . . . . n
tiene n observaciones, una medida razonable para la cantidad de retardos a considerar es "

(Wei, 2006)". A continuacién se muestran los correlogramas de la ACF y de la PACF
asociadas a la serie de registros de lluvia de la Localidad de San Gustavo, Dpto. La Paz.

Grafico 3.4
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La funcién de autocorrelacidn y su representacion grafica (correlograma), son utilizadas como
un instrumento fundamental para realizar un primer estudio sobre la estructura dinamica de
las series a estudiar.

En los capitulos siguientes se profundizara en el estudio de las funciones de autocorrelacién y
de autocorrelacion parcial y en sus correspondientes correlogramas, ya que sus estructuras
permitiran identificar el tipo de modelo del proceso estocastico que genera la serie y el orden
del mismo.

" p4gina 109.
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Capitulo 4

La metodologia de modelizacién ARIMA tiene como base los procesos autorregresivo y de
media movil. En este capitulo se introducen estos procesos y se definen los modelos ARMA
(Autoregressive Moving Average). Ademas, se desarrollan los conceptos de causalidad e
invertibilidad de un proceso y las condiciones que deben darse para el cumplimiento de estas
propiedades. Por ultimo, se analiza las caracteristicas de las funciones de autocorrelacion
simple y parcial de estos modelos.

4.1. Modelos ARMA

A los efectos de establecer un modelo que explique la estructura del proceso estocdstico del
cual proviene una serie temporal, es necesario explicar el valor que toma una variable
aleatoria que presenta dependencia temporal en un momento t. Para ello es preciso examinar
el comportamiento pasado de la variable y explorar los patrones de regularidad a lo largo de su
evolucidn. Es aqui donde resulta fundamental la obtencion y estudio de la ACF y de la PACF
introducidas en el capitulo anterior. En este sentido, los modelos ARMA, se construyen a partir
de la informacion que aportan estas funciones, y se utilizan para explicar la estructura tedrica
temporal de la serie y predecir su comportamiento futuro a corto plazo.

Para los modelos que describen procesos estocdsticos estacionarios, la representacion
matemadtica consiste en dos partes: una que permite recoger la regularidad del proceso
(llamada a veces parte sistemdtica), y que constituye la parte predecible con el conjunto de
datos constituido por la serie; y otra puramente aleatoria, denominada innovacion,
conformada por una secuencia de valores que no tienen ninguna relacién o dependencia entre
si.

Una forma de hallar una ecuacién que represente la influencia que los acontecimientos
pasados tienen sobre el presente (y sobre el futuro), es escribir el valor actual del proceso
como dependiente de forma lineal de valores pasados del propio proceso, mds una
perturbacién aleatoria que hace que el modelo no sea determinista. Esta expresion caracteriza
a los procesos autorregresivos.

Definicion 4.1.1: Un modelo autorregresivo de orden p, abreviado como AR(p), es de la forma
Yt = P1YVe-1+ P2Vea t o+ Qpyep + A (41)

donde {y;} es un proceso estacionario, @i,¢3,..,¢, son constantes (¢, #0) y
{A:}~iid(0,5?). (Shumway & Stoffer, 2011)

En (4.1) la media de y, es cero. Si la media, u, de y; no es cero, se remplaza y; por y; — i en
(4.1)

Ve—1=01V1 — W) + @2(Vey — 1) + -+ 0y (Veop — 1) + A,

Esto es
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Ve =UF QP1Ye1 — QiU+ Q2Ye 2 — Qo+ + OpYip — Pplt + A

Ve=u(l= @1 =@ — = @p) + Q1Ye-1+ PaVe—z + o+ QpYep + A
o bien
Ye=a+ @1yt @Vt ot @pyept A (42)
donde a = ,u(l — P — Py —— gop). (Shumway & Stoffer, 2011)

Una forma alternativa de expresar la ecuacién (4.1) es en términos del operador de retardos:

Definicidn 4.1.2: El operador de retardo B (del inglés Backshift, a veces también denotado por
L de Lag operator), se define como:

By, = yi_q cond € I,
donde y; es una variable referida a un momento t.
De (4.1):
Ve~ P1Ve-1~ P2Ve—2 — T PpYe—p = At

Utilizando el operador de retardos:

Ve = 1Byr — 9By — - — ¢, BPy, = A,
(1= 1B~ @,B% — -~ @,BP)y, = A,
O mas concisamente:
p(B)y: = Ay,
donde (B) =1 — @B — 9,B* — - — @,BP.

Ejemplo 4.1.1: Un modelo autorregresivo de primer orden, estd dado por la ecuacién:
Ve = @1Ye-1 + A¢

O bien, expresado en términos del operador B:
Ye — 1By = A¢

Escrito convenientemente queda:
(1 —@1B)y: = A,

Por lo tanto, ¢(B) = 1 — ¢4B. El grafico siguiente muestra un proceso AR(1), simulado con R
paran = 150, donde ¢, = 0,45, por lo que su ecuacién es y; = 0,45y,_1 + A;:
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Grafico 4.1
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Ejemplo 4.1.2: Un modelo autorregresivo de segundo orden o AR(2) se expresa mediante la
ecuacion:

Ve = @1Yt-1F @2Ye—2 + A
Utilizando el operador de retardos, resulta:

Ye = ¢1By: + @By + A,
De la expresidn anterior se obtiene:

Ve — @1By: — 2By, = A,
Factorizando y;:

(1 - 1B — 92B*)y, = A,
Luego, (B) = 1 — ¢, B — ¢, B>

En la siguiente figura se representa un modelo autorregresivo de segundo orden, simulado
paran = 200, con ¢, = 1.6 y ¢, = —0,8, es decir que la ecuacién que caracteriza al modelo
es y; = 1,6y,_1 — 0,8y,_, + A;, y por lo tanto el polinomio autorregresivo en términos del
operador de retardos es ¢(B) = 1 — 1,68 + 0,8B2.

Grafico 4.2
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La utilidad de los modelos autorregresivos esta sujeta a las condiciones de estacionariedad
discutidas en el capitulo anterior. Para mostrar que un proceso AR(1) con |@;] <1 es
estacionario, puede emplearse una técnica de iteracion “hacia atras” como sigue:

Ve = P1YVe-1 + At

yCOmo Yy = Q1Yo + Arg,resulta: yp = @1(@1Y¢—2 + ;1) + A;. De donde: y, =

OIVez + @1Ac-1 + Ap. A su vez, yi_; = @13+ A, Por lo tanto, y, = @f(@1ye—3 +
Ai_5) + @441 + A;. Desarrollando el producto:

Ve = QiVe-s + 9T A5 + 0141 + A,
Siguiendo este proceso de iteracion, se tiene:

k-1

Ve = O¥yeop + 2 @] A
=0

Este método sugiere que, por continuacidn de la iteracion hacia atras, y siempre que @] < 1
e y; estacionario, podemos representar un modelo AR(1) como un proceso lineal dado por:

Ve = z (p{At—j (4.3)
j=0

El proceso definido por (4.3) es estacionario con media cero. En efecto,

By = E| Y olAc;| = Y ElojAi]= Y olE[Aj]= Y 0l.0=0
j=0 j=0 j=0 j=0

Por otro lado, para probar la estacionariedad en autocovarianza, obsérvese que:

Yk = Covlyipi;yel = E (Z (pfAt—h> Z(p{Atﬂc—j
h=0 j=0

O bien:
Yk = E[(At + QA1+ QIA, + PIAL s + )(At+k + @1Ap k-1 + PTArir—2
+ @i Arrk-3 + o+ oF A+ T Ay + )]
Desarrollando el producto y utilizando las propiedades de la esperanza:

Vi = E[AtAii] + 01E[AiApik—1] + OFE[ALApik—2] + -+ OTE[AA] + @f 1 E[A A 4]
+ o+ @1E[Ae 1 Apir] + QTE[Ae—1Apsk-1] + QFE[Ar1Apik—2] + -
+ QI E[Ar 1Al + OFPPE[Ar1Aeq] + -+ QFE[Ar 3 Avik]
+ QFE[Ar2Arsi—1] + QIE[ArpArsi—2] + =+ OF T E[A¢ A 5] + -+

Y teniendo en cuenta que {4,}~iid(0,d?) resulta:

Ve = oX0f + ¥ p10f + ¥ 2 0%20f + o3t + -
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Y, por lo tanto:

k+j j i i 2 0491
Vk=0£Z<p1“<p{=JXZ<p{<pi‘<p{= f<pi‘2<p1’= 5> conk =0
=0 =0 =0 1=

Noétese que Y sélo depende del retardo k. De la funcién de autocovarianza, se obtiene la
funciéon de autocorrelacion ACF:

i o1
Vi _ 1—¢f k
pp=—=———=@iconk >0
k Yo Of 1
1-¢f
Ademas, para py, vale la siguiente recursion:
oier "
V-1 _ 1—¢F - _ _
pr-1=——=——"= 0" = ¢for" = pror’
Yo 04
1-¢f
Y, en consecuencia: DPr = ¥1Pk—-1 (Shumway & Stoffer, 2011)

En la seccidn 4.2 se volvera al estudio de estas funciones.

Cabe preguntarse ahora si existe un modelo autorregresivo de orden 1 que sea estacionario
con || > 1. En efecto, tales modelos existen y son llamados explosivos ya que los valores de
las series de tiempo que se ajustan a ellos tienen valores que rapidamente toman grandes
magnitudes. Esto es asi porque |(pl|j crece sin limite cuando j = oo y, por lo tanto,

Z?;& (p{At_j diverge cuando k — .

Puede demostrarse la estacionariedad de un modelo de estas caracteristicas modificando el
razonamiento de “iteraciones hacia atras” empleado para obtener (4.3).

Se considera y; 1 = @1y + Ay yental caso, Yryq — A1 = @1Y¢- Entonces:
Ve = 01 Ver1 — 01 Ara
COMO Yp41 = P71 Vesz — 91 Agy resulta:
Ve = 01 (@1 Vesz — 91 Aes2) — 01 e
y, por lo tanto, Ve = 01 YVer2 — 01 Avra — 91 A
Ademas, iz = <P1_1)’t+3 - <P1_1At+3 y asi:
Ve = 012 (91 Veaz = 91 Ares) = 01 Az — 91 Ara
Distribuyendo: Ve = 07 Veas — 017 Arrz — 9177 Az — 97 Apia

Continuando con la iteracién hacia adelante h pasos, se tiene:
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h-1

Ve = Q1" Vern — Z ;7 Ay
j=1

Porque |@,|™1 < 1, pues |@,| > 1, este resultado sugiere el futuro estacionario dependiente

del modelo AR(1):

DX )
=1

Considerando que A;~iid (0, aj), el proceso definido por (4.4) es estacionario. En efecto,

Ely] =E _Z‘P;]Atﬂ' = _EE[%_JAHj] = _E(P;JE[AHj] = _24’1_1-0 =0
=1 j=1 j=1 =1

Y la funcién de autocovarianza es:

Yk = Cov[yeik; Vel < 2 ¥1 At+h> _2 §01_1At+k+j
j=1

Desarrollando las sumatorias:

_ _ _ - - —(k+1
Yk =E [(“Pl 1At+1 — ¢ 2At+2 — @1 3At+3 — ¢ 4At+4 - =P kAt+k — ¢ (et )At+k+1
—(k+2 - _ _
— ¢ (et )At+k+2 — ¢ 3At+k+3 — ¢ 4At+k+4 - ) (—o1 1At+k+1
— 01 Arskrz — P13 Apires — T Apirea — )]

De aqui resulta:

Y = E[(pl_ZAt+1At+k+1 + @73 Api1Ariksn + QT A1 Arikaz + o+ 0T Api2Apiinn
+ @1 A2 Arsrr + o+ 0T T Ak Ariier1 07 T A ik Ariican + o
+ Q1 P Ak Arersr T+ T Ay anAr ik o
+ Q1 CArsirzArrs T+ 0T B ApsiraAriira + |

Entonces:

Ve = o1F [At+k+1At+k+1] + o1k [At+k+2At+k+2] + @1 CE[Atsrr3Arires]
+ @1 BE[ArsrraArinsal +-

Por lo tanto:

Vie= 01" ?0f + 1" t0f + o7 C0f + 1" P} + o

y factorizando, se tiene:

Ve = 02(oT" 2+ o + o S+ F B 4 )—0A<p1"(<p1 +<p1 +<p1 + 78
r _ _ A<P1 <P1
= 007 (1 + o7 + o7 + 01° + )——_2
1
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Desafortunadamente, este modelo no es util, ya que requiere que el futuro sea capaz de
predecir el futuro. Cuando un proceso no es dependiente del futuro, tal como el AR(1) cuando
lp1] < 1, diremos que el proceso es causal. En el caso explosivo, cuando || > 1, el proceso
es estacionario, pero no causal ya que depende del futuro. (Shumway & Stoffer, 2011)

La exclusidon de los modelos explosivos no representa un problema sustancial, puesto que
estos modelos tienen contrapartes causales. Por ejemplo, si

Ve = @1YVe-1 T A con || > 1

y Ag~iid(0, aj), entonces como se demostrd, {y;} es un proceso estacionario no causal. Si se
considera el proceso:

_ -1
Zy = @1 Zt—q + U

donde v, ~iid(0,0%.p7?), resulta estocdsticamente igual al proceso y, (todas las
distribuciones finitas de los procesos son las mismas). Por ejemplo, si y; = 2y,_1 + A; con

1 1 . .
g? =1, entonces z, = 5 Z¢-1 1 Vg con o2 = 3 €S un proceso causal equivalente. Esta idea es

generalizable a 6rdenes superiores. (Shumway & Stoffer, 2011)

La técnica de iteracion hacia atrds empleada para probar la estacionariedad de los modelos AR
funciona correctamente cuando p = 1, pero no para érdenes mayores.

Una técnica general es la de coeficientes correspondientes. En principio, se escribe el modelo
AR(1) en términos del operador de retardo:

oB)y: =4, (4.5)

donde @(B) =1— @B, y |lp;]| < 1. O bien en términos de la ecuacion (4.3) utilizando el
operador de la siguiente manera:

ye= ) e =p@BA,  (46)
j=0

donde Y(B) = Z;';Olijj yy; = (pf. Supéngase que se desconoce que ¥; = (pf. Se puede
substituir Y (B)A; de (4.6) por y; en (4.5) para obtener

P(B)Y(B)A; = A (4.7)

Los coeficientes de B en el lado izquierdo deben ser iguales a los del lado derecho de (4.7), lo
que significa

(1—@1B)(1+ B+ y,B* + -+ 9B/ +-) =1
Reorganizando los coeficientes, resulta:
1+ 1= @B+ W = P190)B> + -+ (Y = Pj_191)B) + - =1

El coeficiente de B/ de la izquierda debe ser cero, ya que es cero a la derecha. El coeficiente de
B en el lado izquierdo es (1; — ¢;). Igualando este a cero, ¥; — ¢, = 0, se tiene Y; = @;.
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Continuando este procedimiento, el coeficiente de B? es Y, — 1, ¢;, entonces Y, = P, ¢, y
en consecuencia 1, = @%. En general,

lpj = l/Jj—1<P1
con Py = 1, lo cual conduce a la solucion i; = (p{.

Otra forma de estudiar lo desarrollado es considerar el modelo AR(1) en la forma (4.5). Si se
asume que el operador inverso ¢~ 1(B) existe y se multiplica (4.5) miembro a miembro,
resulta:

¢ (B)p(B)y: = ¢~ (B)A,
De donde:
ye = 071 (B)A,
Sabemos que
0 Y (B) =1+ @B+ QB>+ -+ /B + ...
Es decir, 91 (B) es (B) en (4.6).

Es posible ver que trabajar con operadores es comparable a trabajar con polinomios. En
efecto, si se considera el polinomio ¢@(z) =1 — ¢;z, donde z es un nimero complejo y
lp,] < 1, se tiene,

-1 1 2,2 jj
(2 =——=1+@z+@iz°+ -+ @2/ +,|z| <1
1—¢@qz

y los coeficientes de B/ en ¢~1(B) son iguales a los coeficientes de z/en ¢~1(z). En otras
palabras, se puede interpretar al operador de retardo, B, como un nimero complejo, z.

En el caso de los modelos autorregresivos se asume que y; estd dado como una combinacion
lineal (expresada en el lado derecho de la ecuacidon que define al proceso autorregresivo) de
los valores y;_j, de la serie. Como alternativa, en el modelo de media movil, que
abreviadamente se escribe MA(q), se asume que los ruidos blancos A; se combinan
linealmente para conformar una representacion del modelo.

Definicion 4.1.3: El modelo de media mévil de orden q, o modelo MA(q), esta definido como:
yt = At + glAt—l + ngt_z + 4 qut—q (48)

donde hay q rezagos en la media movil y 64,05, ...,0, (6, # 0) son los parametros con
{A}~iid(0, ).

Utilizando el operador de media movil, es posible escribir el proceso MA(q) de forma
equivalente:

ye = 0(B)A;
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donde 6(B) =1+ 6,B + 6,B* 4+ ---+ 6,B1.

Obsérvese de (4.8) que y; esta correlacionada con y;_; pero no con y;_,,V;_3,... Esto
contrasta con el caso de los modelos AR en el cual la correlacidn entre y; e y,_; nunca es
cero. Notese que por ser suma de g + 1 procesos estacionarios un modelo MA(q) siempre es
estacionario.

Es posible escribir el modelo MA(1) como y; = 8(B)A;, donde 6(B) =1+ 60,B.Si [8;] < 1
(lo que provoca que la innovacion pasada influya menos que la actual), entonces se puede

expresar el modelo como m(B)y, = A;, donde m(B) = 871(B). Si se considera 8(z) =1+
1

140,72 Zﬁo(—ej)]zj, y se determina que
1

6,2z, para |z| <1, entonces m(z) =07 1(z) =

w(B) =Z;?°=0(—9j)]Bj (Shumway & Stoffer, 2011). Esta forma se generaliza luego para

sefialar la condicién de invertibilidad de un proceso.

Definicién 4.1.4: Un proceso estocastico estacionario {y;} sigue un modelo autorregresivo de
media mévil de orden (p,q), o ARMA(p, q) (del inglés Autoregressive Moving Average), si y
sélo si

Ve = P1YVe-1+ O2Ye—2 t ot @pYep t A + 0141 + 04 5+ -+ 0,44 (4.9)

para todo t =0,%1,%2,.., donde {4;}~iid(0,07), con ¢, #0, 6, #0 y o5 > 0. Los
pardmetros p y g son llamados los érdenes autorregresivo y de media movil, respectivamente.

Si y; tiene una media u diferente de cero, se toma a = u(l —@QL— = (pp) y se escribe el
modelo como:

Ve =+ Q1Ye1+ Q2Ye 2+ OpVep+ Ar + 0140+ 040 5+ -+ 04,4 (4.10)

Una forma alternativa de expresar la ecuacion (4.9) es en términos de los operadores AR y
MA:

@(B)y: = 0(B)A; (4.11)

A continuaciéon se define los polinomios autorregresivo y de media mdvil en términos de la
variable compleja z:

Definicién 4.1.5: Los polinomios AR y MA estan definidos como

p2z)=1—@z——@yzP, @, # 0, y 0(z)=1+6:z++642z9, 6,+0,
respectivamente, donde z es un nimero complejo.

Ya fue comentada en parrafos anteriores la nocién de causalidad. Se introduce, ahora,
formalmente para procesos ARMA.
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Definicién 4.1.6: Un modelo ARMA(p, q) se dice que es causal si el proceso estocéstico {y;}
puede escribirse como

ye= ) idey = p(BA,  (412)
j=0

donde Y/(B) = X%, l/)ij, y Zf=0|lpj| < 0, con P, = 1. (Shumway & Stoffer, 2011)

Wold (1938) demostrd que un proceso que es puramente no deterministico (un proceso que
no contiene ninglin componente determinista que se pueda pronosticar o predecir
exactamente de su propio pasado), siempre puede expresarse en la forma (4.12), la cual se
conoce como Representacion de Wold. De este modo un proceso que puede ser expresado
mediante (4.12) se conoce como proceso no deterministico.

En el caso del proceso autorregresivo de orden 1, y, = ¢y;_1 + 4¢, solamente es causal
cuando |@4]| < 1. De modo equivalente, es posible decir que el proceso es causal solo cuando

la raiz de @(z) =1 — @,z es en valor absoluto mayor que 1. La raiz de ¢(2) es z, = (pi y
1

|zo| > 1 pues || < 1. En general tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.1.1: Un modelo ARMA(p, q) se dice que es causal si y solo si @(z) # 0 para

|z| < 1. Los coeficientes del proceso lineal dado en (4.12) pueden determinarse mediante la
resolucién de

0(z)
@ con|z| < 1. (4.13)

(o]
Y@ = ) ) =
LT (2
j=0
Demostracién: Supdngase primero que las raices zj, ..., z,de ¢(z), estén fuera del circulo
unitario. Se escribe las raices en el siguiente orden, 1 < |z;]| < |z,]| < -+ < |Zp|, teniendo en
cuenta que zy, ..., Z, hO son necesariamente Unicas, y se escribe |z;| = 1 + &, para € > 0. Asi,

@(z) # 0 siempre que |z| < |z;| = 1 + €y, por lo tanto, ¢ ~1(z) existe y tiene la expansién en
series de potencia,

1 i .
— = a;z’ con|z|<1l+e.
0@ &7

Ahora se elige un valor § tal que 0 < § < ¢, y se establece z =14 §, que esta dentro del
radio de convergencia. A continuacion, se deduce que

[oe]

e '1+8) =) a;(1+6)) <o (4.14)

De este modo podemos acotar cada uno de los términos en la suma (4.14) por una constante,

es decir, |aj(1 + 6)j| < ¢, parac > 0. Asuvez, |aj| < ¢.(1+ 8)7/, de donde se deduce que

[oe]

Ylgl<wo  @15)

j=0
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Por lo tanto, ¢~ 1(B) existe y se puede aplicarlo a ambos lados del modelo ARMA, ¢(B)y, =
0(B)A;, para obtener

Ve =9 1(B).o(B)y: = ¢~ (B).0(B). A,

Asi, considerando ¥(B) = ¢~ 1(B)8(B), tenemos
ye = 9B A = Y YA (416)
j=0
donde los pesos 1, que son absolutamente sumables, pueden ser evaluados por Y(z) =

9~ 1(2).0(2), para |z| < 1. (Ver (4.12)).

Ahora, supdngase que y; es un proceso causal; es decir, éste tiene la representacion

Ve = z¢1At—j con Z|¢j| <®
j=o j=0

En este caso se escribe
ye = P(B)A,

y multiplicando por @(B) resulta

¢(B)ye = ¢(B)Y(B)A;  (4.17)
En suma, para (4.17), el modelo es ARMA y puede escribirse como

¢(B)y: = 0(B)A; (4.18)

De (4.17) y (4.18), se tiene

pB)Y(BIA =60(B)A,  (4.19)

Ahora, sea
a(z) = p(2)Y(2) = Z ajzj conlz| <1
j=0

y, por lo tanto, se escribe (4.19) como

[s) q

j=0

j=0

A continuacién, se multiplica ambos lados de (4.20) por A;_p, para h = 0,1,2, ... Al hacer esto
se obtiene

apb=6,conh=0,1,..,q

apb=0conh>q (4.21)
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De (4.21) se concluye que
o@)Y(2) =a(z) =0(z)con|z| <1 (4.22)

Si existe un nimero complejo en el circulo unitario, z,, para el cual ¢(z,) = 0, entonces por
(4.22), 8(zy) = 0, Pero si tal z, existe, entonces @(z) y 6(z) tienen un factor comdn que no

esta permitido. Asi, se puede escribir P(z) = % . En suma, por hipdtesis, tenemos que
|[Y(z)| < o para|z| <1,y porlo tanto
()| ‘e(z) < <1 (423
z)| = |——=| < oo,para |z| < )
o@| =P

Finalmente, (4.23) implica ¢(z) # 0 para |z| < 1. Esto es, las raices de ¢(z) estan fuera del
circulo unitario. (Shumway & Stoffer, 2011)

Del mismo modo que la representacion (4.12) establece una forma de media movil tal que es
posible escribir en términos de la misma cualquier proceso causal, la siguiente expresion
autorregresiva define una forma fundamental para los estudios de prediccién en base a los
modelos ARMA(p, q):

Definicion 4.1.7: Un modelo ARMA(p,q) se dice que es invertible, si las series pueden
escribirse como

o)

n(B)Y = ) myig= A (424)

j=0
donde m(B) = ¥7% rchj y2ﬁ0|nj| < wconmy = 1.

Box y Jenkins (1976) argumentaron que en la prediccidén, un proceso no invertible carece de
sentido. Desde ya que no todo proceso estacionario es invertible (ver ejemplo 4.1.4). Se
presenta a continuaciéon un teorema que establece la condicién para que un modelo ARMA
sea invertible. La demostracién se parece a la del teorema 4.1.1:

Teorema 4.1.2: Un modelo ARMA(p, q) es invertible si y sélo si 68(z) # 0 para |z| < 1. Los
coeficientes 7; de (B) dados en (5.20) pueden determinarse mediante la resolucion de

n(z) = anzj = (ggi con|z|<1. (4.25)

j=0
Ejemplo 4.1.3: Sea el siguiente modelo ARMA(1,1) dado por la ecuacién
Ve — 05y = A + 0,44, 4

donde A, es un ruido blanco con media 0 y varianza ¢. En términos del operador de retardos,
el modelo queda escrito en la forma:

(1-0,5B)y; = (1+0,4B)A;
Por lo tanto, los polinomios autorregresivo y de media mdvil en variable compleja son:
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p(z)=1-05z y 06(z)=1+04z

Es inmediato que ¢(z) = 0 cuando z = 2 (fuera del circulo unitario), y 8(z) =0siz=—-2,5
(fuera del circulo unitario), por lo tanto se cumplen las condiciones de causalidad e
invertivilidad. Los coeficientes 1; de la representacion MA(c) pueden determinarse
directamente mediante el teorema 5.1.1, teniendo en cuenta que @ (2)Y(z) = 6(2):

(1-0,52) (o + P12+ Ppz2 + ) =1+ 0,4z
Distribuyendo se tiene:
Yo + P12z + P22 + - — 0,599z — 0,5¢,22 — 0,5¢,z3 — - =1+ 0,4z
Agrupando y factorizando las potencias de z queda:

Yo + (Y1 — 0,590)z + (Y, — 0,5¢,)z% + (Y3 — 0,59,)z> + - = 1 + 0,4z

De esta igualdad, se obtiene: Yo =1y ¥, — 0,5y = 0,4, por lo tanto ; = 0,4+ 0,5 = 0,9.
Ademas, ¥, — 0,5¢; =¥, —0,5(0,4+0,5) =0, de donde 3, =0,5(0,4+ 0,5) =0,9.0,5.
También, 13 — 0,5, = P53 — 0,5.0,5(0,4 + 0,5) = 0, y asi Y5 = 0,9. (0,5)2. Continuando con
este razonamiento, ¥; = 0,9. (0,5)/71. Por lo tanto:

v =1+ 0,92(0,5)1'-121'
j=1
Por (4.12) el modelo MA() para y; puede escribirse como
ye = Ap + 0,92(0,5)1-1At_j

j=0

De modo similar, puede obtenerse los coeficientes 7; de la representacion AR (o) mediante el

Teorema 5.1.2, teniendo en cuenta que 8(2)m(z) = ¢(2):
(1+0,42)(Po + P12 + Ppz%2 + ) =1-10,52
De aqui resulta:
Yo+ Y1z + P22 + -+ 0,49z + 0,49,z + 0,4,z3 + - =1 - 0,52
Agrupando y factorizando:
Yo + (Y1 + 0,499)z + (Y, + 0,491)z% + (Y3 + 0,4¢,)z3 + - =1—-0,52

Por igualacidon de coeficientes, se tiene Yy =1 y de Y, + 0,499 = P, + 0,4 = —0,5 resulta
Y, =-05—-0,4=-09. Ademids, Y, + 0,4y, =y, +0,4.(—0,9) =0, de donde Y, =
0,4.0,9. De la misma manera, 3 + 0,49, = 3 + 0,4.0,4.0,9 = —0,9. (0,4)2. Continuando
con este procedimiento:

Y(z)=1+09 ) (-1)/(0,4)/"12/
2
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De (5.20), el modelo AR (c0) para y; queda:
ye =09 Z(_l)j(0,4)j_1 Ye-j + A
j=1

Ejemplo 4.1.4: Sea el siguiente modelo ARMA(2,1) dado por la siguiente ecuacién:

¥e — 0,75y;_1 + 0,5625y;_, = A; + 1,254,_4
En términos del operador de retardos:

(1-0,75B + 0,5625B?)y, = (1 + 1,25B)A,
Por lo tanto, los polinomios autorregresivo y de media mdvil en variable compleja son:

©(z) =1-0,75z + 0,56252° y 0(z)=1+1,25z

Las soluciones para ¢(z) = 0 son z; =§+§\/§i (punto A en la figura 4.3) y z, = %—%x/gi
(punto B en el grafico 4.3). Dado que las soluciones de la ecuacién estan fuera del circulo

unitario, el modelo es causal.

Por otro lado, la solucién de la ecuacion 8(z) = 0 es z = —0,8 (punto C del gréfico 4.3). Como
la solucién se encuentra dentro del circulo unitario (|z|] = |—0,8] < 1), el modelo no es
invertible.

Grafico 4.3
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Ejemplo 4.1.5: Considérese el siguiente modelo dado por la ecuacién:
Ve =0,7y;,_4 — 0,1y, _» + A; — 0,4A;_1 + 0,044,_,
Utilizando el operador de retardo, resulta
y: = 0,7By; — 0,1B?y, + A, — 0,4BA, + 0,04B2A,
Asi
y:(1-0,7B + 0,1B?) = A,(1 — 0,4B + 0,04B?)
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Aungque el proceso tiene apariencia de un ARMA(2,2), al considerar los polinomios complejos
asociados, se observa que ¢(z) =1—0,72+ 0,122 =0,1(z=5)(z—-2)y0(2) =1 — 0,4z +
0,04z% = 0,04(z — 5)? tienen el factor (z—5) en comun. Por lo tanto, en términos del
operador de retardos:

O bien 0,1By; — 0,2y; = 0,04A;B — 0,24;. Asi, se tiene:
Ve = 0,5y¢-1 — 0,241 + A

Es posible ver que el modelo es causal porque ¢(z) = 0,1z — 0,2 = 0 cuando z = 2, que estd
fuera del circulo unitario. Ademas, es invertible ya que la raiz de 8(z) = 0,04z — 0,2 esz = 5,
gue también esta fuera del circulo unitario.

Procediendo del mismo modo que en el ejemplo 5.1.2, se obtiene
Y(z)=1+0,3 Z(O,S)j‘lzj
j=1
La representacion MA (o) para el modelo es

ye=Ar + 0,32(0,5)1'—1At_,-
j=1

Ademas, de modo similar se obtiene
n(z) =1-10,3 Z(O,Z)j_lzj
j=1
La forma AR (o) queda

y. =03 2(0,2)1-1yt_j + A,.
j=1

Cabe mencionar que una condicidon necesaria para que se verifique que todas las raices del
polinomio caracteristico de un AR(p) sean mayores que la unidad es que @; + @, + -+
¢p < 1. Como los ¢; pueden ser positivos o negativos, una condicion suficiente para esta
propiedad es que |@q| + |@,| + -+ |(pp| < 1. Si se verifica que @1 + @+ -+ ¢, =1, se
puede asegurar que la ecuacién en diferencias que rige el comportamiento de la estructura
temporal del proceso, y; — @1Yt—1 — P2Yt—2 — " — PpYi—p = 0, posee al menos una raiz
unitaria. (Landro & Gonzalez, 2009)
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4.2. Funciones de autocovarianza, autocorrelacion y autocorrelacion
parcial de los procesos ARMA

La informacion que aportan las funciones de autocorrelacién y autocorrelacion parcial resulta
de fundamental importancia para decidir el tipo de proceso generador del conjunto de datos
que conforman la serie de tiempo.

Considérese en principio un modelo AR (p) dado por la ecuacién:
Ve = P1Ye-1t @2Ye2 ot @pYep T A

Multiplicando cada término por y;_, con k > 0, resulta:

YeVi-k = P1YVe-1Ve-k T P2YVe—2Ve—k T+ PpVepYe—i + AtV
Teniendo en cuenta las propiedades de la esperanza:

Elyeye-i] = @1EYe-1Ye-1] + 92E[Ve-2Ye—i] +  + @pE[Ve-pYe-i] + E[Aryei]
Si se toma E[y,] = 0, se tiene E[yt_jyt_k] = Yx—j paraj = 0,...,p. Por lo tanto:
Vi = @1Vk-1+ P2¥k—2 + -+ @pVi—p + E[Aeyei]

Por (4.12) puede escribirse y;_, = Z;‘;O YjAp_k_jyast:

ElAcyei] = E|Ae ) Wdy | =0
j=0

Luego, la funcidn de autocovarianza del proceso puede expresarse como
Yk = P1Vk—1 + Q2Vk-2 T+ PpYip (4.26)
Si se divide cada término de (4.26) por y, se obtiene:
Pk = P1Pr—-1 T P2Pk—2 t =+ PpVPr—p
O bien, como sistema de ecuaciones en diferencias, resulta:
Pk — P1Pk-1 ~ P2Pk-2 — =~ PpYPk—p = Oparak >p  (4.27)

El estudio de las caracteristicas de (4.27), debe hacerse a la luz de las soluciones asociadas a las
ecuaciones homogéneas en diferencias.

Si se tiene una ecuacion homogénea en diferencias de primer orden: py — @1px-1 = 0 (4.28),
conk=1,2,..,y ¢; # 0, entonces p; = @100 Y, por lo tanto para la siguiente expresion,
resulta p, = @1p; = @?p,. Siguiendo este esquema, p; = @Xp,. Con condicién inicial p, = c:

Pk = pic (4.29).

49



Si se escribe (4.28) en términos del operador de retardos queda (1 — ¢,B)p, = 0. Por lo

. . . . . 1 .
tanto, el polinomio asociado es ¢;(z) =1 — ¢ z. Es inmediato que z, = satisface
1

@(z) = 0. Como ¢, = z51, en (4.29): p,, = (z51)*c = z5%c, que es la solucién de (4.28) con
condicion inicial p, = c. Es inmediato que esta solucién solo depende de la condicién inicial y
de la raiz inversa del polinomio asociado.

Considérese ahora la ecuacion de segundo orden: py — @1Px—1 — P2Pk—2 = 0 (4.30), con
@, #0yk =2,3,... El polinomio asociado es ¢(z) =1— @,z — ¢,z?, el cual tiene dos
raices z; y z,.

Si z, # 7,, la solucién general de (4.30) es py = ;2% + c,z;% (4.31), donde ¢; y ¢,
dependen de las condiciones iniciales dadas p, y p;. Puede verificarse esta solucién facilmente
por sustitucion en (4.30):

(clzl‘k + czzz'k) — @ (clzl_(k_l) + czzz_(k_l)) — @, (clzl_(k_z) + szz—(k—z))
= C1Z1_k + szz_k - (P1C121_k21 - <P1C222_k22 - <P2C1Z1_kZ1 - <P2C222_k22
=127 (1 — 9121 — 9228) + 22, (1 — 912, — @,23)

1219 (21) + c223%0(2,) = 0.

De este modo, las condiciones iniciales permitiran calcular c; ¥y ¢c3, pues py =c; +c, y
p1 = c1z7 1 4+ cyz; 1. Nétese que (4.31) es la combinacién lineal de exponenciales
decrecientes. Por lo tanto, p;, tiende a cero exponencialmente cuando k — oo,

En el caso en que z; = z,, supdngase z; = Z, = Z;, la solucidon general a (4.30) es p; =
125 + cokzy® = z5%(cy + c,k) (4.32), que también puede verificarse por sustituciéon en
(4.30). Dadas las condiciones iniciales p,y y p; resulta py = ¢, y p1 = (¢q + ¢3)z5 L. También,
en este caso, py, tiende a cero exponencialmente cuando k — oo.

Puede ocurrir, también, que las raices sean un par de complejos conjugados, z; = Z,. En este
caso, puesto que py es real, c, = ¢; y la solucién a (4.30) es p, = cyz7 ¥ + ¢,27% (4.33).

Si se considera la forma exponencial de un complejo, entonces z; = |z;|e!® y ¢; = |¢;|e™?
donde ay B son, respectivamente, los argumentos de z; y c¢;. En este caso, se tendra
Z; = |z1le” @ y &, = |c;]e ™™, teniendo en cuenta que los argumentos principales™ de los
conjugados son opuestos y que el médulo de un complejo y su conjugado son iguales.

Sustituyendo en (4.33), resulta:
pr = lcileP|zy|TFe ke + |y |e7F |z, | TReke = |01||Z1|_k[ei(ka_ﬁ) + e_i(ka_ﬁ)]

Teniendo en cuenta que 2 cose = e'¢ + e *¢, queda:

Y Es importante tener en cuenta un lema asociado a las soluciones de las ecuaciones homogéneas en
diferencias: Lema: Si z; y z, son soluciones de una ecuaciéon homogénea, c,z; + ¢,Z, es también
solucién de la ecuacién, donde c; y ¢, son constantes arbitrarias. (Wei, 2006)

B En la representaciéon polar de un complejo, z = |z|e®, el nimero @ se llama argumento de z,
denotado como arg(z), y es el dngulo, medido en radianes, que forma z con el eje real positivo cuando
el complejo se interpreta como un radio-vector. Toma cualquier valor de entre infinitos posibles, que
difieren dos a dos en multiplos de 2m. El valor principal del argumento de z, se define como el Unico
valor del argumento de z tal que —t < arg(z) < m. (Churchill & Brown, 1992)
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pr = 2lc1llz11 7% cos(ka — B)

Esta expresidn permite ver que si k = oo, entonces p, tiende a cero, decreciendo en forma
sinusoidal amortiguada.

En general, si zy, ...z, denotan las raices de ¢(z) = 1 — @,z — - — @, zP, que es el polinomio
asociado a (4.27), cada una con multiplicidad my, ..., m,- respectivamente, donde m; + --- +
m, = p, entonces la solucion para (4.27) es

pr = 27 ¥P (k) + z; %P, (k) + -+ z7*P.(k) conk > p (4.34)
donde P;(k) es un polinomio en k de grado m; — 1. (Shumway & Stoffer, 2011)

Notese que (4.34) esta definida por una suma de funciones exponenciales decrecientes. Si el
modelo estudiado es causal, todas las raices estaran fuera del circulo unitario, |z;| > 1,coni =
1, ...,7. En caso de que todas las raices sean reales, p; tiende hacia cero exponencialmente
cuando k — 0. Si alguna de las raices son complejas, entonces estaran en pares conjugados y
pr decrecera hacia cero pero en forma sinusoidal amortiguada cuando k — co. En el caso en el
que todas las raices son complejas, se evidenciara un comportamiento de naturaleza ciclica.

En el caso de la funcidn de autocorrelacion parcial de un proceso autorregresivo, por (4.27),
puede verse facilmente que la dltima columna de la matriz en el numerador de ¢ en (3.4)
puede escribirse como una combinacion lineal de las columnas previas de la misma matriz. Asi,
la PACF se hara nula después del retardo p.

Para un AR(1), por ejemplo, la PACF queda

_[(pr=p1sik=1
¢kk‘{ 0sik>2

Si el proceso es un AR(2) se sabe que py = @1px—1 + @2pk—» para k = 1, es inmediato que

P1
$11=p1 = 1— o,
De (3.4):
1 p 5
_1p1 p2l _P2—P1 _
22 = = =@
1 p1| 1-p7
p1 1
Por ultimo,
1 p1 p1 1 p1 o1+ ep;
pr 1 p; p1 1 @ip1t @
og = L2 P1_P3l_1P2 P1 P1P2 T P2p1l _
33 1 p1 p2 1 p1 p2 '
pr 1 p1 pr 1 p1
p2 p1 1 p2 p1 1
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Este dltimo resultado se cumple para @y, cuando k = 3, puesto que la ultima columna del
determinante del numerador se puede escribir como una combinacidn lineal de las columnas
anteriores. (Wei, 2006)

Ejemplo 4.2.1: En a figura inferior se observan la ACF y la PACF del modelo AR(1)
¥: = 0,7y,_1 + A;. Nbtese el decrecimiento exponencial de la funcién de autocorrelacién y el
comportamiento truncado de la funcidn de autocorrelacion parcial.
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Ejemplo 4.2.2: Tomese ahora en consideracién el siguiente modelo AR(2) dado por la
ecuacion:

Ve =—04y; 1+ 05y, , + A,
En términos del operador de retardos, resulta:

(1+ 0,4B — 0,5B2)y, = A,

Por lo tanto, el polinomio autorregresivo en variable compleja es ¢(z) = —0,5z2 + 0,4z + 1.
Los valores que satisfacen la ecuacién @(z) =0 son los reales z; = —%(2 - 3\/5) y
Zy = —%(2 + 3\/8) Se presenta en la siguiente figura el grafico de los correlogramas de la

ACF y dela PACF.
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Ejemplo 4.2.3: Sea y; = 1,6y,_; — 0,8y;_, + A; que es un AR(2). En términos del operador
de retardos puede escribirse el modelo como:

(1—1,6B + 0,8B2)y, = A,

De aqui se deduce que @(z) = 0,822 — 1,6z + 1. Las raices del polinomio autorregresivo ¢(z)

. . 17 , 17 , - )
son los complejos conjugados z; = 1 + gl yz,=1- gl. La siguiente figura muestra los

correlogramas de las funciones de autocorrelacién y autocorrelacidon parcial. Nétese que la
ACF presenta un decrecimiento con forma sinusoidal amortiguada, mientras que la PACF se
trunca después del retardo k = 2.
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Considérese ahora un proceso MA(q) dado por la ecuacién
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lag

q
yt = At + 91At—1 + 92At—2 + -+ qut—q = 2 9]At_]
j=0

Es inmediato que E[y.] = ;.’=0 HjE[At_j] = 0, puesto que y; es una combinacién lineal de

ruidos blancos con media cero y varianza aj. Por lo tanto,

q q
Yk = Cov(Yer, ¥e) = Cov z OjAtvk—j; 2 OnAr—n
j=0 h=0

Por la definicidn de covarianza, se tiene:

a a
Yk =E Z 0;At1k—j Z OrAc_n
j=0 h=0

Desarrollando el producto (Z;I:O QJ-AH,(_]-)(ZZ:O HhAt_h) y tomando las esperanzas de cada

término, es inmediato que
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(=5
)/k:{oﬁ 9]9]+k5l0SkSq
j=0
k Osik>q
Téngase en cuenta que sélo se considera k = 0 porque y; = Y_g- (Shumway & Stoffer, 2011)

Dividiendo y;, por y, se tiene

Z?;g9j9j+k
Pk =41+67 +65 + -+ 6}
Osik>q

si0<k<gq

Es posible ver que la funcion de autocorrelacién de un MA(q) es una funcién truncada en el
retardo gq. Esta importante propiedad permite identificar cudndo una serie de tiempo es
generada por un proceso de media movil.

Sea un proceso de media moévil de orden 1 dado por la ecuacién y, = A; + 6,4;_41, con
[61] < 1. Se sabe que la funcién de autocovarianza del proceso viene dada por la expresion:

Yk = E[(yt - E[yt])(yt—k - E[yt—k])]J conk = 0, 1' 2!
Como E[y;] = E[A; + 6,A;_1] = E[A.] + 6,E[A;_1] = O resulta:
Yk = E[(ve — 0) ek — 0)] = E[ye. ye—x] = E[(Ar + 014 1)(Ar—k + 014¢_,_1)].

Entonces vy = E[AiAi_ + 014 A1 + 0141 Ap_y + 02 A_1Ar_k_1], v por la linealidad
de la esperanza:

Vi = E[AcAr_y ] + 01E[AAr_ 1] + 6, E[A;_1Ar_y ] + OFE[Ar_1Ar_r—1].
Ahora bien, si k = 0 resulta:
Yo = E[AA] + 01E[A A 1] + 01E[A_1Ac] + 67E[A;_1 4, 4]
Yo = E[A%] + 26,E[AAr—1] + 62E[A;—1 7]

Como la secuencia {A;} constituye un conjunto de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas y, por lo tanto, la esperanza de cualquier productoria del conjunto
es igual a la productoria de las esperanzas de cualesquiera dos variables aleatorias de la
secuencia’, resulta:

E[A;Ai_1] = E[A{]E[A;_1] = 0, y en consecuencia:
Yo = E[A?] + 02E[A;1*] = 0} + 6207 = g} (1 + 62)
Por otro lado, si k= 1:

Y1 = E[AtAi—1] + 01E[AiAr— 5] + 61E[A_1Ar1] + OFE[A_1A; 5]

' Una demostracién de este resultado puede encontrarse en Degroot, Morris H., (1988), Probabilidad y
Estadistica, Addison.Wesley Iberoamericana, Wilmington, U.S.A. pag. 182.
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Ademids, E[A;A; 1] =E[AiAr 2] = E[Ai1Ar 2] =0 vy E[Ai_ 1A 4] = E[At—lz] =a}
resulta:

V1= 91@%
Sitomamos k = 2 tendremos:
Y2 = E[AiAr—3] + 01E[AiAr 3] + O1E[Ae1Ar 5] + OFE[A;1A; 3] =0

pues todas las esperanzas son nulas. Si se considera valores superiores a 2 para k, esto es,
k =3,4,5, ..., puede comprobarse que y;, = 0.

Luego, la funcidn de autocovarianza del proceso es:

cif(1+6})sik=0
Yk = 0107 sik=1
Osik=>2

Para determinar la funcidn de autocorrelacién simple del proceso, partimos de que

Pk = Ve
k Yo
Si k = 0, entonces
Yo
Po=—= 1
0 Yo
Sik =1, resulta
Y1 _ 0,04 61

p:—_ =
Yy a(1+62) (1+6D)

Parak = 2,3, ... se tiene
0
pr=—=0puesy, =y3 = =0
Yo

Luego, la funcion de autocorrelacion simple, ACF, es

1sik=0
61 k=1
Pe=1a+ed) T

Osik>2
Obsérvese que se trunca para el retardo k > 2.

Se determinard ahora, los primeros tres coeficientes de la funcion de autocorrelacion parcial,
PACF. En principio:

6, 6,.(1-61)  6,(1-67)
1+602 (1+62)(1-62) 1-6

b11=p1 =
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El segundo coeficiente viene dado por:

1 p 1 p 5 _6’12 —912
by = pPr_Pal _lpr Ol_ =P" _ (1+67)? __ (1+67)?
22 | Lop| 1=-p? | 6f (1+62)? — 67
pr 11 p1 1 (1+62)2 (1+62)2
Por lo tanto,
. o1 _ 67(1-67) i (1-6D)
$22 == 1+602+6F  (A+602+0H1-62)  1-6¢
Por ultimo:

1 pop1 1 po;
p1 1 p pr 1 0
s = Pz pP1 p3l 10 p; OI p1(ps* — 0) _ P
BTNL prop2l |1 e 0T 1A —py2) —pi(pr—0)  1—2p3
pr 1 p1 pr 1 ps
p2 p1 1 0 pp 1

De donde, reemplazando y trabajando algebraicamente, se obtiene:

03
bay = (1+T9)3 3 63 B 63(1—02) BCHOE)
B, 68 A+eHa+en a+eHa+epd-en  (A-6D
(1+ 63)2

En general, se tiene:

—-(-0"(1-6%)
Prre = 2(k+1)
16

parak >1

Es inmediato observar que la PACF de un MA(1) decrece exponencialmente en una de dos
formas dependiendo del signo de 6;(consecuentemente de p;). Si 8; > 0, la PACF crece
desde valores negativos en forma exponencial hacia cero. Si 8; < 0, la PACF comienza con un
valor positivo y decerce hacia cero alternadamente (en forma exponencial) tomando valores
positivos y negativos.

Ejemplo 4.2.4: Sean los siguientes modelos de media mdvil de primer orden: y, = A; +
0,85A;_, de pardmetro positivo, e y, = A; — 0,854;_; de pardmetro negativo. En la figura
siguiente puede verse las caracteristicas descriptas para la ACF y la PACF de acuerdo con el
signo del pardmetro (en la parte superior las correspondientes al parametro positivo y en la
inferior las de parametro negativo).
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Procediendo del mismo modo puede mostrarse que si el proceso es un MA(2), y; = As +
014¢_1 + 0,A;_,, éste contiene un MA(1) como caso particular. En este caso, la PACF
presenta un comportamiento exponencial decreciente o una forma sinusoidal amortiguada
hacia cero dependiendo de la magnitud y signo de 8, y 8,, o equivalentemente de las raices
del polinomio en variable compleja de segundo grado asociado 6(z) = 0. En particular,
cuando las raices de la ecuacién 8(z) = 0 sean complejas, la PACF decrecera hacia cero en
forma sinusoidal amortiguada.

En general, La funcidn de autocorrelacion parcial de un proceso MA(q) se comporta como una
mezcla de decrecimiento exponencial y/u onda sinusoidal amortiguada, dependiendo de la
naturaleza de las raices de 8(z) = 0. La funcidn de autocorrelacion parcial mostrara un patrén
de onda sinusidal amortiguada si algunas de las raices son complejas.

Ejemplo 4.2.5: Sea y, = A; +0,754;_1 + 0,654;_, un modelo MA(2) con parametros
positivos. Escrito en términos del operador de retardos queda y, = (1 + 0,75B + 0,65B%)A,
y, por lo tanto, el polinomio de media movil en variable compleja es 8(z) =1+ 0,75z +

15 5 [163.

0,65z2. Las raices de 8(z) =0 son los complejos conjugados z; =—%+% =l
15 5 |163, . s - .
2= — e TS b La figura inferior muestra las caracteristicas de las funciones de

autocorrelacion y de la autocorrelacion parcial del proceso.
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Si se toma un modelo ARMA(p, q) causal dado por la ecuacion @(B)y; = 8(B)A;, entonces
puede escribirse, por (5.10), como

Ve = Z lijt—j
j=0

Es inmediato que E[y;] = 0. Ademads, por definicion de proceso ARMA(p,q) es posible
expresar yq 4 en la forma:

P q
Vitk = Z ViVerk—j T+ Z 0iA¢ir—j
=1 =

De esta Ultima expresidn, la funcidn de autocovarianza del proceso viene dada por:

Yk = Cov[yir, ye] = Cov Z PiVe+k—j t 2 ngt+k—j 'Vt
j=1 j=0

[/ D q
=E Z OiVerk—j | Ve + Z OiAcir—j | Ve
=E Z PiVetVt+k—j 2 0;ytAeti-j

Z%E[}’tJ’Hk ] +29 E[ytAt+k 1]

Es claro que E[ytyt+k_j] = Cov[ka_j,yt] = Yk—j- Ademas, utilizando la forma (5.10) para
y; resulta

E[ytAt+k—j] = COV[AHk—jJ’t] = Cov

At+k—jJ Z ll)kAt—h] =E
h=0

= Z Vi E[Aesk—jArn]
h=0

Aviiey ) whAt_h]
h=0
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Sisetoma h = j — k se tiene E[ytAHk_j] = v’bj_kaj para k = 0. Por lo tanto,

p q
Yk = Z @ Yk-j+ 04 Z 0; ik (5.39)
j=1 j=0

Tomando como condiciones iniciales

P q
yk—Z<pjyk_j= IZZHlej_kconOSk<max(p,q+1)
=1 =0

puede escribirse (5.39) como un sistema de ecuaciones en diferencias:

Yk = P1¥k-1 = P2¥Vk-2 =~ Pp¥Yk—p = 0 conk = max(p,q +1) (5.40)
Dividiendo (5.40) por y, se obtiene p; (Shumway & Stoffer, 2011).

Es claro que la funcién de autocorrelacion de un ARMA(p, q) relne las caracteristicas de las
funciones de autocorrelacién de un AR(p) y de un MA(q) ya que ambos modelos estan
contenidos en un ARMA. Igualmente, para el caso de la funcidon de autocorrelacién parcial. La
misma presenta una mezcla de decrecimiento exponencial o de forma sinusoidal amortiguada
dependiendo de las raices de los polinomios asociados ¢(z) y 6(z).

Ejemplo 4.2.2: A continuacidn se presenta algunos procesos ARMA(1,1) acompafiados de los
correlogramas de sus correspondientes ACF y PACF.

a) Ve = Ol7yt—1 + At + O,7At_1
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Capitulo 5

Los modelos expuestos en el capitulo anterior permiten estudiar los procesos estacionarios. Es
frecuente, sin embargo, encontrar series que provienen de procesos no estacionarios. En este
capitulo se estudian las caracteristicas de los procesos con tendencia, que no mantienen una
media y/o una varianza constante e independiente del tiempo. Se discuten los procesos
integrados y los modelos estacionales con periodicidad regular en el tiempo, que son de
principal importancia en este trabajo. Ademds, se examina las particularidades de la ACF y de
la PACF de estos modelos.

5.1. No estacionariedad

Muchas series temporales no provienen de procesos estocasticos estacionarios y, por lo tanto,
son series no estacionarias. No obstante, es posible convertir una serie no estacionaria en una
estacionaria aplicando una transformacién adecuada que estabilice el comportamiento de la
serie, para que presente un movimiento afin hacia algun valor constante, con una dispersion
estacionaria.

Habitualmente, se emplean dos clases de transformaciones: una para estabilizar la dispersion
conocida como transformacion de Box-Cox y otra para inducir estacionariedad en media. En el
caso de los procesos que carecen de estacionariedad en varianza, la solucion en el ambito de la
dindmica lineal consiste en aplicar transformaciones que conviertan al proceso original en un
proceso condicionadamente homocedastico. (Landro & Gonzalez, 2009)

Definicion 5.1.1: Sea {y;} un proceso estocastico no estacionario tal que la media y la varianza
dependen de t (no son constantes), esto es

Ely] = ue y Var[y,] = Utz

Si 6,2 = 02. h(uy)?, donde 62 > 0 es una constante y h es una funcién real diferente de cero
para cualquier valor de u;, entonces una transformacion estabilizadora de la varianza del
proceso {y;} es cualquier funcién real g tal que

1
9=y, VH (5.1)

La expresion g'es la primer derivada de g. Esto muestra que el objetivo es encontrar una
funcién g que transforme el proceso tal que g(y;) tenga varianza constante.

Utilizando la aproximacion de Taylor de primer orden alrededor de y; resulta:

9 = glue) + 9" () e — 1e)
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Por lo tanto, la varianza de la transformacién g(y,) se puede aproximar como™:

Var[g(y)] = Var[g(uy) + 9" () e — ue)] = Varlg(u)] + Varlg' (ue) ve — ue)]
=Varlg'(u)y:] — Varlg' (udpel = [g' we)1*Varly:] = o.%[g' (1ue)]?

Por lo tanto,

Var[g(yy)] = a2 [h(u)1* (g (up)]?

Por (5.1), Var[g(y,)] = a2 que es un valor constante.

Ejemplo 5.1.1: Consideremos un proceso no estacionario {y;} tal que E[y;] = u; y Var[y;] =

0+2 no son constantes. Supongamos que ¢,2 = g?u,?, es decir que 0,2

es proporcional a ;.
Por la definicién 5.1.1, h(u,) = u; y en consecuencia por (5.1), se tiene g'(u;) = u~ 1. Por lo
tanto, g(u;) =Inps lo que implica que la transformacidén logaritmica proporciona una
varianza constante para {y;}, es decir el proceso {Iny;} tiene una varianza aproximadamente

constante.

El siguiente ejemplo muestra otra transformacidn posible para un proceso con varianza no
constante.

Ejemplo 5.1.2: Sea {y,} un proceso con media y; y varianza atz no constantes. Si atz = az,ut ,

es decir que 0,2 es proporcional a y, entonces h(u,) = /. Por lo tanto, g’ (u;) = % esto
t

implica que g(u;) = 2,/u;. Esta transformacion, es tal que la varianza del proceso {2@} es

aproximadamente constante.

Las dos transformaciones presentadas en los ejemplos anteriores, estan contempladas en una
expresion general conocida como transformacion de Box-Cox de parametros Ay m:

(e +m)* -1
9o =——"—— (52
s . . (yp+m)*-1
Donde |A] < 2 y el -1 del numerador se utiliza debido a que 11mﬂ—>oT = In(y; + m).

En particular, si A = 0 y m = 0 proporcionan la transformacién g(y;) = Iny; en tanto que si

A= %y m = 0 se obtiene la transformacién g(y;) = 2@. (Mauricio, 2007)

Por otro lado, la forma tipica de no-estacionariedad en media esta caracterizada por la
presencia de tendencia estocdstica en el comportamiento del proceso, la cual se origina en la
falla de las condiciones de estacionariedad referidas al comportamiento de las raices de la
ecuacion que define su componente autorregresiva. (Landro & Gonzalez, 2009)

Definicion 5.1.2: El operador diferencia regular de orden d (d € Zs,) se denota con el simbolo
V% y se define como V4= (1 — B)%, donde B es el operador de retardo, de modo que si {y,}
es un proceso estocastico, la primera diferencia estd definida por

" Entre otros, puede encontrarse una demostracion de las propiedades basicas de la varianza en el libro
“Probabilidad y Estadistica. La ciencia de la incertidumbre” de M. Evans y J. Rosenthal, Cap.3, pag.170,
Reverté, Barcelona, 2004.
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Vy: =y: =¥, cont=12,..(53)

y la diferencia de orden n estd dada por

d
d
Viy, = vi-ly, —vi-ly | = Z(—l)k (k) Yeeo t=mn+1,.. (54)
k=0
donde (2) = k,(:ik), son los coeficientes binomiales. (Fuller, 1996)

La definicién 5.1.2 permite dar la de proceso integrado:

Definicién 5.1.3: Un proceso estocastico {y;} es integrado de orden d (d € Zs,), o I(d), siy
solo si el proceso {det} sigue un modelo ARMA(p, q) causal e invertible.

En particular se presentan las siguientes situaciones:

1) Un proceso estocastico {y;} es integrado de orden 0, si y solo si {y;} sigue un modelo
ARMA(p, q) estacionario e invertible (para lo cual es necesario que {y;} sea un proceso
estacionario).

2) Un proceso estocastico {y;} es integrado de orden 1, siy solo si {Vy,} es integrado de orden
0.

3) Un proceso estocastico {y,} es integrado de orden 2, si y sélo si {V?y,} es integrado de
orden 0.

Ejemplo 5.1.3: Como ya se menciond, una caracteristica presente en algunas series no
estacionarias en media es la tendencia estocdstica. La misma se trata del movimiento a largo
plazo de la serie cuando los ciclos y el término irregular se han eliminado. En la figura 5.1 se
muestra el grafico de la serie de observaciones de la temperatura media anual global desde
1880 hasta 2012, con periodo base 1951 — 1980, derivada de la red de estaciones
meteoroldgicas [Esta es una actualizacién de la Figura 6 (b) en Hansen et al. (2001)]. En
particular los datos son desviaciones, medidas en grados centigrados, respecto a la media 1951
— 1980. Es posible observar una fuerte tendencia en crecimiento a partir del siglo xx que
sustenta la hipdtesis del calentamiento global. El correlograma de la temperatura media global
redne las caracteristicas tipicas de un correlograma de una serie con marcada tendencia.
(Fuente: National Aeronautics and Space Administration (NASA) - Goddard Institute for Space
Studies http://data.giss.nasa.gov/gistemp/graphs v3/).

Esta serie es un claro ejemplo de proceso integrado. Una diferencia de orden 1 puede
convertirla en estacionaria como se muestra en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 5.1.4: En el grafico 5.2 se representa la primera diferencia o diferencia regular de
orden 1 de la serie “Temperatura Media Anual Global”. En principio, el grafico ahora oscila
alrededor de un valor constante y el correlograma de la ACF cambié considerablemente. El
decrecimiento lento se modificd y en su lugar la ACF tiene un solo retardo significativamente
distinto de cero. Puede mostrarse que el proceso diferenciado es un ARMA(0,1) cuya
ecuacion es y; = 0,00895785 + (1 — 0,711913B)A;.
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Ejemplo 5.1.5: Un modelo que resulta apropiado para el analisis de la tendencia en una serie
temporal, es el modelo llamado “paseo aleatorio con deriva”, dado por la expresion

Vye=6+y—1+A4: (5.5)

para t = 1,2,3, ... con condicién inicial y, = 0, y donde A; es un ruido blanco. La constante §
se denomina deriva y cuando § = 0, la expresion (5.5) es llamada “paseo aleatorio” (random
walk). Es importante sefalar que cuando 6 = 0, el valor del proceso en t es igual al valor en el
instante t — 1 mas un movimiento completamente aleatorio dado por 4;.

Considerando que y;_1 = § + y;_, + A;_1, sustituyendo en (5.5) resulta:
Vit = 5+5+)’t—2 +At—1 +At
Ademdsy;_, =6 + y;_3 + A;_,. De donde:

yt=6+6+6+yt—3 +At—2 +At—1 +At
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Continuando con este procedimiento, sumando hasta un tiempo t, se tiene:

t t
y, = Za+y0 +ZA]- (5.6)
=1 =1

Con condicion inicial yo = 0, puede escribirse (5.5) como una suma acumulativa de ruidos
blancos, de la forma:

t
j=1

parat = 1,2, ... Puesto que A; es un ruido blanco, E[A;] = 0, resulta entonces:

t t
Ely]=E 6t+ZAj =6t +ZE[A]-] =6t
j=1 j=1
En consecuencia, la media del proceso es una recta con pendiente § y variable independiente

t, lo que muestra que el proceso no es estacionario en media.

Calculando la autocovarianza del proceso, resulta:

Yk = cov[ye, Yerk] = E[(ye — 6t) 4 — 61)]

t t+k
=E||ot+ Y aj-ot|[sc+ir+ ) 45t
j=1 j=1
[/ ¢t t+k
| \j=1 =1

Distribuyendo y teniendo en cuenta que E[AjAj+1] =0y E[AjAj] = E[Ajz] = 07 se tiene:

t
_ 2 _ .2
Vk—ZUA =toy
j=1

Y también Var[y,] = ta?. Es decir que la media, la varianza y la covarianza son funciones de t.
Este resultado puede mirarse desde el polinomio autorregresivo del modelo, ya que el mismo,
en términos del operador de retardo, es (1 — B)y; = 6 + A;. Por lo tanto, el polinomio
autorregresivo de variable compleja del proceso ¢(z) = 1 — z tiene raiz z = 1, por lo que no
se trata de un proceso causal estacionario.

Sin embargo, aplicando el operador diferencia de orden 1 a (5.5), resulta:
Vye =y —yi-1=6+4 (5.7)

El proceso Vy; = § + A; sigue un modelo ARMA(0,0) estacionario e invertible (nétese que
E[Vy.] =6y Var[Vy,] = Var[s + A;] = Var[A,] = 62). El modelo diferenciado Vy, resulta
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un proceso 1(0) lo cual implica que un paseo aleatorio con deriva es un proceso integrado de
orden 1, I(1).

La ACF de un paseo aleatorio tiene un decrecimiento lento que es caracteristico de cualquier
proceso integrado de orden d > 1. En general, un proceso integrado de orden d = 1 (el paseo
aleatorio es un caso particular con d = 1), recibe el nombre de proceso homogéneamente no
estacionario, ya que el proceso presenta una tendencia en su evolucidon temporal, esto es un
nivel hacia el cual tiende el proceso desde un origen temporal suficientemente anterior al
instante t y una componente irregular que es independiente de dicha tendencia.

Tomando en (5.6) un origen temporal k < t resulta:

t—-k
Ve=C—k)d+y+ ) A
j=0
Esta igualdad puede escribirse como:
t—(k+1)
yt=(yk_6k)+At+ At_]+6t
j=1

Llamando T;[y;] a la tendencia del proceso e I.[y;] a la componente irregular se tiene:

t—(k+1)

Tyl = Qe =0+ ) A +0t v Llvl=4,
j=1

Esta claro que la tendencia de un paseo aleatorio con deriva tiene una componente aleatoria
t—(k+1)
j=1
término 6t (cuando § = 0 la componente determinista no esta presente). Por otro lado, de
(5.7) se obtiene:

dada por la expresion (y, — k) + A¢_j y una componente determinista asociada al

T(Vyd =6 y L[Vy] =4
lo que muestra que el proceso Vy; carece de tendencia.

Ejemplo 5.1.6: Considérese el proceso estocdstico cuyo modelo responde a la ecuacion
Ve = Ye—q1 + A — 014,71 (5.8), para cualquier t € Z donde el pardmetro 6; es tal que
|8,] < 1y A; es un ruido blanco (E[4,] = 0 y Var[A.] = ¢}).

De (5.8), que caracteriza el modelo, se tiene y;_1 = ¥y, + A;_1 — 014;_,. Sustituyendo en
(5.8) resulta: VYVt = Yt—2 + At—l - 91At_2 + At - 91At—1' A su vez, Yi_p2 = Yi—3 + At_z -
0,A;_3. Reemplazando en la ecuacidn anterior:

Ve =Yi-3 A2 — 014, 3+ A1 —014; o+ Ap — 014, 4
=Y3+Ar— 014 3+ (1 —0)A_, + (1 —6)A;_;.

Continuando con este razonamiento hasta un retardo k < t, se obtiene:
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t—k—1
Ve =Yk — 014 + Ar + 2 (1-0A,; (5.9)

i=1
Sik = 0, resulta:
t—1
Ye =Yo — 0140 + At + Z(l —01)A;
i=1
Siademas, yo = 4, = 0:
t—1

Ve = A + Z(l —01)A¢;
i=1

Es claro que E[y.] = E[A.] + X!1(1 — 6,)E[A;_;] = 0. Sin embargo, para la varianza se
tiene:

Varly,] = E

t—-1 t—1
(At +ya- 91)AH) (At +ya- el)At_L-)
i=1 i=1

Desarrollando las sumas, queda:

Var[y.] = E[(A; + (1 = 0)A 1 + (1 = 0)DArp + -+ (1 —0)A + (1 —6,)A1). (A
+(1-60DA 1+ (A =0DA 5+ -+ (1 —6)A; + (1 —61)A;)]

Al desarrollar el producto, para i # j se tiene:
E[(1 — 6,)?A;_iAc—j] = (1 — 61)*E[A;—iA¢— ] = (1 — 61)%.0 = 0. Por lo tanto:
Var[y:] = E[Ai] +(1 - 91)2E[A§—1] +-+ (1= 91)2E[A%] +(1- 91)2E[A%]

Como ademas, E[A?_i] = g7 parai =1,..,t — 1, resulta:

t—1
Var[y.l = o2 + (1 —6y)%c2 + -+ (1 —0,)%c} = 07 + (1 — 6;)? 2 o}

=1
= g7 + (1 - 0,)2(t — o?

Luego, la varianza del proceso depende de t por lo que el proceso no es estacionario en
varianza.

De la ecuacidn (5.9), resulta:

t—k—-1

Telye]l = yi — 014k + Apq + z A=0DA; y Iyl =4 — 0144
i=2

Es claro que la tendencia es esencialmente estocastica (sin componente determinista). La
diferencia regular de orden 1 del proceso produce:

Vy: = V¢ — Vi1 = Ay —014;_, donde t € Z
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Se observa entonces que Vy; es un proceso MA(1). El polinomio de media mdvil en variable

compleja es 8(z) =1 — 0,2z, cuya raiz, z = ei’ estd fuera del circulo unitario ya que |6;] < 1.
1

Por lo tanto Vy, es invertible. Se puede concluir que y; es un proceso integrado de orden 1,

1(1), pues Vy; es integrado de orden 0. Ademas, T;[Vy,| =0 y I;[Vy;] = A; — 6,4,_4, de

modo que {Vy,} carece de tendencia.

En conclusién, se observa que como metodologia inmediata para detectar si un proceso {y;}
es o no estacionario, puede estudiarse la forma en la cual decrece su funcién de
autocorrelacion a partir de las caracteristicas graficas del correlograma. Si del anélisis del
correlograma se concluye que el proceso no es estacionario, se toma en consideracion el
correlograma de su primera diferencia {Vy,}, si el proceso diferenciado tampoco es
estacionario, se considera la segunda diferencia {V?y,}, y se continua este procedimiento
hasta obtener un proceso cuya funcién de autocorrelacion tenga un correlograma con
decrecimiento exponencial o con forma sinusoidal amortiguada.*®

No obstante las ventajas de la diferenciacidn, a veces se corre el riesgo de caer en el problema
de la sobre-diferenciacion.

Ejemplo 5.1.7: Sea un proceso {y;} que admite una representacion MA(1) invertible de la
forma y, = A; — 6;A,_,, donde A, es un ruido blanco con media 0 y varianza ¢2. En términos
del operador de retardo se puede escribir el proceso como y; = (1 — 6,B)A;. Aplicando el
operador diferencia regular, la primera diferencia resulta:

Vye =Yt = Vi1 = A — 014, — Ap1 + 014;
Aplicando el operador de retardo:
Vy: = y¢ — By, = Ay — 0;BA, — BA, + 6,B*A,
Factorizando:
Vye =(1-B)y, =(1-6,B—B+6,B*)A, =[1-(1+6,)B+ 6,B?|A,
Llamando 67 =1+ 6, y 8, = —0; se tiene:
(1-B)y, = (1 - 6{B —0;B*)A,

Luego, @(B) =1—By 6*(B) =1 —6;B — 6;B? y puede escribirse ¢(B)y; = 8*(B)A,. Sin
embargo, obsérvese que la expresidon obtenida es mas complicada que la original puesto que
aparecen dos coeficientes 8; y 85, en lugar de uno y, ademas, la suma entre ellos da por
resultado 1; es decir, 6; + 0, =1+6; —6; =1, lo que tiene como consecuencia (ver
capitulo anterior) que la ecuacién 8*(z) = 1 — 85z — 6;z% = 0 tiene una raiz unitaria y, por lo
tanto, el proceso diferenciado no es invertible y su parte autorregresiva estacionaria no existe.
(Landro & Gonzalez, 2009)

'® Debe tenerse en cuenta que no siempre las funciones de autocorrelaciones exhiben las caracteristicas
comentadas precedentemente. A veces esta funcidon decrece en forma mas rapida que la lineal, pero no
exponencialmente. Un caso particular, es el del decrecimiento hiperbdlico de la funcion de
autocorrelaciones que da origen a representaciones con orden de diferenciacion fraccionario, conocidas
como ARFIMA. (Landro & Gonzélez, 2009)
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El proceso y; tiene media cero pues E[y,| = E[A; — 0,4;_1] = E[A;] — 0,E[A;—1] =0 —
0,.0 = 0. Ademds, calculando la varianza del proceso se tiene: Varly:] = E[(A; —
0,A1-1)%] = E[A? — 24,0, A, + 07 A7 1] = E[Af] — 20,E[A¢A¢_1] + OFE[A?_1] = 0 +
0ic? = (1 +6%)az.

Por otro lado, la media del proceso Vy, también es cero ya que E[A; — (1 + 0,)A;_1 +
0,4;_,] = E[A;] — (1 +6,)E[A;_1] + 6,E[A;_,] = 0, la cual coincide con la media del
proceso original. Ademas, la varianza es:

Var[Vy,] = E[(A¢ — (1 + 61) A1 + 014,5)7]
= E{[A, — (1 + 60)Ar1]* + 2[A; — (1 4 01)A,1101 A, + 67 AF_1}
= E[AZ] = 2(1 + 61)E[AiAr—1] + (1 + 01)2E[AZ_1] + 26, E[AAc ]
—2(1+ 6,)6,E[Ar_1Ar—5) + 0FE[A_;] = 0 + (1 + 61)%07 + 670}
=2(1+ 6, +63)a;

Comparando las varianzas de ambos procesos, puede notarse que
Var[Vy,] = Var[y,] = 2(1 + 0, + 09)c? — (1 + 03)a? = (1 + 26, + 82)a?
=(1+6,)%% > 0.

De donde es posible concluir que la varianza del proceso diferenciado es mayor que la del
proceso original.

Un resultado util, para determinar el orden de diferenciacidon adecuado, es que las varianzas
de los sucesivos procesos diferenciados decreceran hasta que el proceso alcance el estado
estacionario. En caso de sobre-diferenciacion las varianzas muestrales tenderan a crecer.
(Landro & Gonzélez, 2009)

5.2. Modelos ARIMA

Un proceso estocdstico homogéneamente no estacionario puede ser reducido a un proceso
estacionario tomando un grado adecuado de diferenciacion. Se da asi inicio al estudio de los
modelos ARIMA (Autoregressive Integrated Moving Average).

Definicion 5.2.1: Un proceso y; se dice que es ARIMA(p, d, q) si
Viy, = (1-B)%,  (5.10)
es ARMA(p, q). En general se escribe el modelo como
o(B)(1 — B)*y, = 6(B)A,. (Shumway & Stoffer,2011)
Si E[V4y,] = p, resulta
@(B)(1—B)y, =5+ 6(B)A,, (5.11)

El parametro § juega un papel muy diferente parad =0y d > 0. Cuando d = 0 el proceso
original es estacionario, y entonces § = ,u(l —@QL— = (pp). Cuando d = 1, sin embargo, §

es llamado el término de tendencia determinista. (Wei, 2006)
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La expresion (p,d,q) representa el orden del modelo. Cuando p =0, el modelo
ARIMA(p,d, q) es también llamado el modelo integrado de media mévil de orden (d,q) y es
denotado como el modelo IMA(d, q).

Ejemplo 5.2.1: El modelo de paseo aleatorio discutido en el capitulo anterior es un modelo
ARIMA(0,1,0). En efecto, en (5.11)conp =0, d = 1y q = 0, resulta:

(1-B)y, = A;.
O bien

Ve =Ye-1 + Ag.

Nétese que el modelo de paseo aleatorio es un proceso limitante del proceso AR(1),
(1 —¢@1B)y; = A; con @, — 1. Porque la funcion de autocorrelacién del proceso AR(1) es
px = ¥, cuando @, = 1, el fenémeno del modelo de paseo aleatorio puede caracterizarse
por picos grandes, distintos de cero, de la funcién de autocorrelacién de la muestra del
proceso original y por una funcién de autocorrelacidn prdcticamente nula para la serie
diferenciada {(1 — B)y;}. (Wei, 2006).

Ejemplo 5.2.2: El modelo y; = y,_1 + A, — 0;4;_1 con |6;| < 1, analizado en el ejemplo
5.1.6, es un modelo IMA(1,1) o ARIMA(0,1,1). En efecto, aplicando el operador de retardo,
resulta: y, = By, + A — 6,BA;. O bien, y, — By, = A; — 6,BA;. De esta expresion, se puede
obtener: (1 —B)y; = (1 —0;B)A;. De aqui es posible ver que ¢(B) =1, esto es p =0,
ademds, 8(B) =1 —6;B, es decir, ¢ =1, y d = 1. La serie del ejemplo 5.1.3 es un caso
particular de este tipo de modelo.

En la figura siguiente se muestra una simulacion para un modelo IMA(1,1) conn = 200:
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De lo estudiado en la secciéon 5.1 puede concluirse que un proceso que es estacionario en
media, no necesariamente lo es en varianza y autocovarianza. Pero un proceso que es no
estacionario en media, es también no estacionario en varianza y autocovarianza. Si se retoma
el ejemplo 5.1.6, donde se trabaja con un modelo IMA(1,1), es posible ver que:

Varly,] = of + (1 — 6)*(t — Doj
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la cual ya fue determinada en dicho ejemplo. Ademads, para un determinado retardo k # 0:
Varlye—il = of + (1 = 0)*(t —k — Doj
que es la varianza de y;_. Por otro lado, del cdlculo de la covarianza entre y; e y;_j resulta:
Cov[ye—i,ye]l = (1 = 0)oz + (1 — 0)*(t — k — D)o

Las funciones anteriores permiten calcular la funcién de correlacién entre dos valores del
proceso separados entre si por el retardo k:

Cov[yi_k, y¢l
\/V“T[Yt—k]VaT[}’t]
1—-0)c+ (1 —-60)*(t—k—-1aZ
[ =602 + (A — 0)2(t— k — 1)oZ1[0Z + (1 — 0,)2(t — k — o]

px = Corr[yi_p,y¢] =

En general, puede observarse que la varianza de un proceso ARIMA es una funcion
dependiente del tiempo, no acotada para t — oo y diferente para dos valores que difieren en
un retardo k # 0; es decir Var[y;] # Var[y,_,] para k # 0, es decir que no son procesos
estacionarios en varianza. También la autocovarianza y la autocorrelacién son funciones
dependientes de la variable tiempo (no permanecen invariantes ante traslaciones del tiempo).
Notese que la funcidn de autocorrelacidn p; de un proceso ARIMA decrece lentamente en la
medida en que k se incrementa.

Ejemplo 5.2.3: A continuacidn se simula para n = 200, un modelo ARIMA(1,1,2) con
01 =08, 6, =05y 6, =—0,7. Ademas se muestra los correlogramas de la ACF y de la
PACF del modelo:
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5.3. Modelos ARIMA Estacionales

Muchas series temporales provienen de procesos con caracteristicas estacionales que repiten
el mismo comportamiento con cierta periodicidad en el tiempo. El periodo de tiempo mas
pequefio en el cual se repite el fendmeno se conoce como periodo estacional de la serie.

La importancia de estudiar las caracteristicas estacionales de un proceso radica en que las
observaciones registradas en un determinado periodo de tiempo (pueden ser series mensuales
o trimestrales) y las registradas en el mismo periodo de tiempo correspondiente al afio
anterior presentan patrones similares de comportamiento, por lo que estan temporalmente
correlacionadas. Sin embargo, con el propdsito de comenzar el estudio de estos procesos, se
supone que no existe correlaciéon entre observaciones consecutivas y se elabora un modelo
estacional puro, que aungue no son modelos Utiles en la practica (ya que el supuesto de no
correlacién es poco adaptable a la realidad), seran de utilidad para determinar en qué retardos
de la funcidn de autocorrelacién se mostrara la estructura estacional del proceso.

Se inicia el estudio de estos procesos con la definicién de los polinomios autorregresivo y de
media mévil caracteristicos de los modelos estacionales.

Definicién 5.3.1: Los operadores ®@p(B%) = 1 — ®;BS — ®,B* — ... — ®pB"S y 0,(B°) =
1+0,;B5+0,B% + -+ G)QBQS son el operador autorregresivo estacional y el operador de

media movil estacional de érdenes P y (, respectivamente, con periodo estacional s.
(Shumway & Stoffer, 2011)

Utilizando estos operadores puede escribirse el modelo estacional puro ARMA(P, Q) de la
siguiente manera:

@p(B%)y: = @Q(Bs)At (5.12)

Como ocurre en el caso de los procesos ARMA(p, q) estudiados en el capitulo 4, el modelo
ARMA(P, Q)4 es causal solo cuando las raices de @, (z°%) estan fuera del circulo unitario y es
invertible cuando las raices de 0, (z*) estén fuera del circulo unitario.
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Ejemplo 5.3.1: Supdngase que se cuenta con datos mensuales correspondientes a n afios, los
cuales se muestran dispuestos en la siguiente tabla:

Tabla 5.1
Ano/Mes 1 2 12
1 Y1 Y2 V12
2 Y13 Y14 Y24
3 Y25 V26 V36
n Vi+12(n-1) Y2+12(n-1) Vi2+12(n-1)

Cada columna es una realizacién de una serie temporal. Supdngase que cada una de estas
doce series es generada por un modelo ARMA(P,Q), o mas especificamente, la serie
correspondiente al j-ésimo mes, yj,15;, con t =0,1,..,n—1, satisface la ecuaciéon en
diferencias:

Vit12t = P1Yjr12¢-1) -+ PpYjr12(e-p) T Ajy12¢ + O14j1120¢-1) +
+ @QAj+12(t_Q) (513)

donde {Aj+12t, te Z} es un ruido blanco Gaussiano con media 0y varianza g2.

Luego, se supone que el mismo modelo ARMA(P, Q) se aplica a cada mes, es decir que (5.13)
se mantiene para cada j=1,..,12. Notese, sin embargo, que E(A;A:+x) no es
necesariamente cero excepto cuando k es un entero multiplo de 12. (Brockwell & Dauvis,
Introduction to Time Series and Forecasting, 2002)

Utilizando el operador de retardos resulta:
Vir1zt = P1B2yjra00 + -+ @pB2Pyi 10 + Ajpaze + 01B2Aj 150 + -+ 0gB2CA; 15,
De donde:
Vit12t — P1BY2yja0r — - — PpBYPy; 100 = Ajpaze + 01BYAj 150 + - + 0gB2CA 15,
De cada miembro de la ecuacién se obtiene:

(1= @B — = @pB? )y 15 = (1 4+ 1B + -+ 09B™?)4; 15,
De la definicién 5.3.1:

q)P(Blz)yj+12t = GQ(Blz)Aj+12t

quedando de este modo expresado el modelo (5.13) en términos de los operadores
autorregresivo y de media movil estacional. En general:

®p(B?)y, = 0q (B'®)A; (5.14)
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que es la ecuacién (5.12) cons = 12.

Sien (5.14) setoma P = 0y Q = 1 resulta:

Vit = (1 + @BlZ)At = At + @BlZAt

Y puesto que el operador de retardos produce B'2A, = A;_;, se obtiene y, = A; + 0;4;_1,

el cual es un modelo MA(1)4,.

En la siguiente figura se observa los correlogramas de la ACF y la PACF de un MA(1),, con
® = 0,5 (figura superior), y luego (figura inferior) con ® = —0,5.
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Sise eligeen (5.14) P = 1y Q = 0 se tiene:

de donde

(1-®B%)y, = A,

yr = @By, + A, = ®y_q5 + A,

En este caso, se trata de un modelo AR(1)4,.

En la siguiente figura se representa los correlogramas de la ACF y de la PACF de un AR(1)1,
con ® = 0,4 (figura superior), y ® = —0,6 (figura inferior):
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Ejemplo 5.3.2: Se considera en (5.14), P =1y Q =1, resultando el siguiente modelo
autorregresivo y de media moévil de primer orden y periodo estacional anual s = 12 meses
(ARMA(1,1),,) dado por la ecuacién (1 — ®B1?)y, = (1 + ©B12)4,. O bien desarrollando
los operadores y, = ®y;_15 + A + OA;_15.

Teniendo en cuenta que y;_1p = ®Py;_o4 + At_q2 + OA4_,4 vy sustituyendo en el modelo
original:

Ve = P(Pyppq +Ap12 + OAr_24) + Ap + OA; 1,
= D2y o4+ PAr_1p + POA_54 + A + OA s,
Ademas, Yi_o4 = Py 36+ Ap_24 + OA;_3¢, asi que reemplazando en la ultima expresidn
para y;:
Ve = P3yp_z6 + DA p4 + P2OA_36 + PAr_1p + PAr_ps + Ar + 04y,
Continuando con este procedimiento, se obtiene:

k-1

ye = PXyrqop + q)j[At—lzj + @At—12(j+1)]
j=0

Luego, el procedimiento conduce a la siguiente forma para el proceso:

Ye = q’j[At—uj + @At—12(j+1)]

0o
j=0
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La media del proceso es cero, pues:

Ely]=E DI [A_125 + OA_12¢+1)] [ = Z DIE[Ar_12j + OA_12(41))
j=0 =0
= Z DHE[Ar-125] + OE[Aro12¢4]} = Z ®/l.0=0
j=0 j=0

Por otro lado, al calcular la funcién de autocovarianza del proceso, se tiene:

Yk = E[vr — E[ye D Wesr — Ele+rD]

Como la esperanza del proceso es cero, resulta:

Yk =E z q’j[At—12j + ®At—12(j+1)] Z q)j[At+k—12j + ®At+k—12(j+1)]
j:O ]:0

Al desarrollar el producto se tiene:

Vi = E[AiAri] + OE[AiAry—12] + PE[AiArik—12] + POE[AArip_12] + -+
+ OE[A Apii—12n] + P"OE[AArsk—12(ke1)] + -+ OE[Ar_12A¢41]
+ O E[A¢_12A¢4k-12] + OPE[A(_12A¢1k-12] + O*PE[A;_12A141-12]
+ OP?E[A¢_12A¢1k—24] + PPO*E[Ar_15A¢4k-36] +
+ O"OE[Ar_12A¢4k-120) + PMO’E[Ar_ 124k 12004)] +
+ PE[Ar_12A¢41] + POE[Ar_12A¢4k-12] + P?E[A¢_12A¢4k-12]
+ O?OF[Ar—12A¢+k—24] + P E[A¢_13A¢41—24] + PPOE[A¢ 15411 1—36]
+ O*E[Ar—12A¢41k-36] + P*OE[Ar_1A¢ k—ag] + -
+ OMIE[Ap_12Ac 4 k—120] + q)h+1®E[At—12At+k—12(h+1)] + o

De esta expresion puede observarse lo siguiente:
Sik =0:

Yo = 07 + 0%¢} + @O0} + ®Og; + D%0f + 20207 + D300] + D307 + P07
+ ®*0%¢} + d°007 + -

Factorizando, resulta:

Yo = 02(1+ 0% + PO + PO + P? + 202 + P30 + P30 + P* + P*O? + PO + )
=0Z[1+ 0% + 200 + (1 + 02)P2 + 2003 + (1 + 02)d* + 20> + -]

Agrupando términos, se obtiene:

Yo=0i{[1+ 0%+ (1+02)D? + (1 +602)d* + (1 + 0H)P° + -]
+[20P + 2003 + 20D° + 2007 + -+ ]}

Y, por lo tanto:
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_ 2
Yo = 04

1+®2+ 200 \ 07 (1+209 +6?)
1-—®2  1-—@2) 1— @2

Sik =12:

Y12 = 007 + ®af + PO?07 + 2007 + 2007 + D307 + P30%0; + P*O0; + P*O0)
+ ®507 + ©°0%g7 + -

Factorizando y agrupando:

Y1z = 02{(0 + 20?2 + 20D* + 20P° + --+)
+[(1+0HP+ (1+0H)P3+ (14 602)d> + -]}

Y, en consecuencia, se tiene:

20 +(1+®2)c1> _ 0720 + @ + ©6?)
1— P2 1—d2 |~ 1— P2

Y12 =

Sik = 24:
Yoa = @O0} + ®%6f + P20%07 + P3007 + P3007 + P*af + D007 + D 007 + -
Se obtiene de la expresion anterior:

You = ©aZ{(0 + 2002 + 200* + ) + P[1 + 02 + (1 + 02)D? + -]}

Y, luego:
,{ 20 1+ 02 , ®+20 + $o?
Y24 = Poy 1_q)2+q’1_q)2 = UAT=¢V12
Generalizando y resumiendo, puede escribirse:
(1 +20d + 62)
si k=0
1— 2
_ ) 0i(20 + © + ©6?) _
147 132 si k=412
Dy,_1, si k=112.jconj = 2,34,..
0 sik #412.j conj =123 ..

Por otro lado, puede determinarse la funcién de autocorrelacion, ACF, del proceso:

{ 1 sik=0
20 + ® + PO?

—_— [k =+12
,0k=41+2(E)CD+(E)2 SE= =

l(bph_lz si k=212.jconj = 2,34, ..

0 sik #412.j conj=1,23..

Ndtese que resulta dificultoso el calculo de las funciones de autocovarianza y autocorrelacion
de un proceso estacional. En el grafico siguiente se muestran los correlogramas de la ACF y de
la PACF del modelo del ejemplo 5.3.2 cunado ® = 0,8y 0 = 0,6.
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De modo general, si el modelo es un MA(Q), la ACF tendra Q coeficientes de autocorrelacion
diferentes de cero para los primeros Q retardos estacionales k = s, 2s, 3s, ..., s, mientras que
los demas coeficientes son cero. La PACF presenta decreciemiento exponencial o con forma
sinusoidal amortiguada.

Si el modelo es un AR(P)s; la ACF decerce exponencialmente o en forma sinusoidal
amortiguada con valores distintos de cero para los retardos estacionales k = s, 25, 3s, ..., Ps,
mientras que la PACF se trunca a partir del P-ésimo retardo estacional, es decir para k = Ps.

Si el modelo es un ARMA(P, Q) la ACF es infinita con decrecimiento exponencial y diferente
de cero para los retardos estacionales k = s, 25, 3s, ... Los pardmetros autorregresivos y de
medias moviles influyen sobre los primeros Q-ésimos retardos estacionales; a partir del
retardo k = (Q + 1)s la funcién de autocorrelacion viene determinada exclusivamente por la
parte autorregresiva del modelo. Las raices del polinomio autorregresivo determinaran el tipo
de decrecimiento de la ACF, ya sea exponencial o en forma sinusoidal amortiguada. La PACF
existe solamente en los retardos estacionales; en los primeros P-ésimos retardos estacionales,
los coeficientes de la PACF dependen de la estructura autorregresiva y de media movil,
mientras que a partir del retardo k = (P + 1)s quedan determinadas solamente por la
estructura de media movil.

En la siguiente figura se muestra los correlogramas de la ACF y de la PACF del modelo del
ejemplo 5.3.2con® = —-0,4y0 = —0,7:
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En general, los operadores estacional y no estacional pueden combinarse en una expresion
multiplicativa conocida como modelo autorregresivo de media mévil estacional multiplicativo,
que se denota ARMA(p, q)x(P, Q) y se caracteriza por la ecuacién:

@p(B*)@(B)y: = 04(B*)0(B)A; (5.15)
Ejemplo 5.3.3: Considérese el siguiente modelo ARMA(0,1)x(1,0)1,:
Ve = Oyr12 + Ag + 04,4

donde |®| < 1y |8] < 1. Por un procedimiento analogo al empleado en el ejemplo anterior y
teniendo en cuenta que y; es estacionario, y;_12,A; ¥ A;_1 no tienen correlacidn, se obtiene:

1+6%
Yo =71 _"52%:"

Ademas, puede mostrarse que si se multiplica el modelo por y;_; para k > 0y calculando las
esperanzas, resulta y; = ®y;; + 802 y v = Pyi_12, para k = 2. Por lo tanto, la funcién de
autocorrelacion del modelo se resume en las siguientes ecuaciones (Shumway & Stoffer,
2011):

P12k = PF conk =1,2, ...

6
P12k-1 = P12k+1 = m‘bk conk =0,1,2,..

pr = 0 en otro caso.

Supongase que se eligen los valores ® = 0,7 y 6 = 0,3 para el ARMA(0,1)x(1,0);, de este
ejemplo. En la siguiente figura se muestran la ACF y la PACF del modelo:
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En los procesos ARMA(p, q)x(P,Q)s los operadores @(B) y 6(B) (llamados operadores
regulares), permiten modelar la correlacidn entre pares de componentes de y; separados
entre si por k=1,2,3,... periodos basicos, como pueden ser meses o trimestres. Los
operadores ®(B) y O(B) (denominados operadores anuales), se emplean para describir la
correlacion entre pares de componentes de y; separados entre si por k = s, 25, 3s, ... periodos
basicos (Mauricio, 2007).
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El correlograma de la ACF de un modelo ARMA(p, q)x(P,Q)s refleja en los retardos
k =1,2,3,...1a estructura dada por la parte regular ARMA(p, q), mientras que en los retardos
estacionales k = s, 25, 3s, ... se refleja la estructura de la parte estacional ARMA(P, Q). Igual
comportamiento presenta la PACF de estos modelos, es decir, en los retardos k = 1,2, 3, ... 1a
forma dada por la parte regular y en los retardos estacionales la forma dada por la parte
estacional.

Ejemplo 5.3.4: Considérese el siguiente modelo ARMA(1,1)x(1,1);, que expresado en
términos de la ecuacién (5.15) queda

(1 —®B?)(1 — B)y, = (1 + 6B?)(1 + 8B)A,
Desarrollando los productos, resulta:
(1 — @B — ®B'? + p®dB3)y, = (1+ 6B + OB'? + BOB3)A,
Por lo tanto, el modelo puede expresarse mediante la siguiente ecuacion:
Ve = @Yr-1+ PYi_12 — @Pyr_q13 + Ae + 04,1 + OAr_12 + 004,13

Notese que la naturaleza multiplicativa del modelo hace que los coeficientes de y;_;3 y de
A¢_q13 sean el resultado del producto entre los coeficientes de y;_q e Y12 yde A;_1 Y Ai_12,
respectivamente, en lugar de parametros libres.

Supdngase que en el modelo se elige ® = 0,2, © =0,6, ¢ = 0,7y 8 = 0,5, entonces puede
simularse paran = 200 el proceso junto con la ACF y la PACF asociadas al mismo, lo cual se
observa en la siguiente figura:
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Con frecuencia es posible encontrar series que provienen de procesos estacionales no
estacionarios. Por ejemplo, series mensuales donde la media del proceso varia mes a mes v,
por lo tanto, la serie no es estacionaria en media, lo que se refleja en cambios sistematicos en
el nivel de la serie. En estos casos, se supone que la estacionalidad es sdlo aproximadamente
constante y presenta evolucidn estocastica. Estos procesos pueden modelarse mediante la
expresion:

ye =S+ A,

donde S; es un componente estacional que varia lentamente de un afio a otro, de acuerdo
con un paseo aleatorio y tal que

St = St—S + Ut.
En este modelo, A; y v; son procesos de ruido blanco no correlacionados.

A los efectos de eliminar la no estacionariedad en media generada por la componente
estacional, se toman diferencias estacionales.

Definicién 5.3.2: El operador diferencia estacional de periodo s y orden D esta dado por la
expresion

V2yr = (1= B*)Py, (5.16)
donde D toma valores enteros positivos.

De este modo, si ¥, es un proceso estacional de periodo s, entonces V2y, no presenta
estacionalidad. En general D =1 es suficiente para lograr la estacionariedad en media.
Utilizando el operador (7.5) con D = 1, se obtiene:

Vsye =(L=B%)ye =Yt = Ve-s =St + Ay = Sp-s Y Aps = Ve + A + Ap s
Este modelo es un MA(1), estacionario e invertible.
Las ideas expresadas en estos parrafos permiten dar la siguiente definicién:

Definicién 5.3.3: El modelo autorregresivo integrado de media mdvil estacional multiplicativo,
o modelo SARIMA, esta dado por

Pp(B) 0y (BY)VEVLy, = 6 + 00 (B0, (B)A,  (5.17)

donde A; es un proceso de ruido blanco Gaussiano. El modelo general se denota como
ARIMA(p,d, q)x(P,D, Q). Los polinomios autorregresivo y de media movil habituales son
@p(B) y 64(B), de érdenes p y q respectivamente, los polinomios estacionales autorregresivo
y de media movil son ®p(B®) y ©4(B®) de 6rdenes P y Q respectivamente, el operador
diferencia regular de orden d es V¢= (1 — B)4 y V2= (1 — B*)? es el operador diferencia
estacional de orden D.

Ejemplo 5.3.5: De acuerdo con (5.17), un ARIMA(1,1,1)x(1,1,1);, se expresa mediante la
ecuacion:
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(1 —®B?)(1 — pB)(1 —B¥)(1 - B)y, = (1 +0B?)(1 + 6B)A,

Donde ®(B'?) =1 —®B'?, ¢(B) =1—¢B, Vi;'=1-B", v¥='=1-B, 0(B?) =1+
©B'?y 6(B) = 1 + OB. Desarrollando los productos resulta:

(1-B—B%?+B'® — @B + ¢B? + ¢B'® — ¢B'* — ®B'? + ®B13 + ®B?* — PB?S
+ @®B'3 — pdBM™ — pdB?> + pdB?%)y, = (1 + OB + OB'? + HOB'3) A,

Agrupando, se obtiene:

[1-(14+¢@)B+¢B?—(1+®P)B2?+(1+ ¢+ D+ @d)B13 — (¢ + pd)B* + dB?*
— (@ + ®)B?> + pdB?¢]y, = (1 + 6B + ©B'? + HOB3)A,

Por lo tanto:

Ve=0+@)yi1 =0y + 1+ Py, — 1+ @+ P+ 0Py 15+ (@ + @P)yi_14
— Oy 24+ (P + @P)y;_p5 — @PY: 36 + Ap + A + Oy_15 + 00A,_43

Si en la expresion (6.15) p=0,g=0yd =0, entonces se obtiene el modelo
ARIMA(P,D, Q)s que es un modelo estacional puro que en términos generales se expresa
como

Dp(BIVSy, = 8 + 09 (B)A,.

Ejemplo 5.3.6: Considérese un periodo estacional s =4 (lo que corresponde a una serie
trimestral). Un modelo ARIMA(1,1,2), estacional puro se puede escribir mediante la siguiente
ecuacion:

(1—-®BYH(1-BYy, = (1+0,B* + 0,B%)A,
En este caso ®(B*) =1 — ®B*,vP=1=1-B*y0(B*) =1+ 0,B* + 0,B%.

Las caracteristicas de las funciones de autocorrelacidn de los modelos ARIMA estacionales
multiplicativos se discuten en una muy amplia variedad de libros y documentos. Seguidamente
se exponen algunas de estas particularidades acompafiadas de un posible correlograma
asociado a ciertos modelos que suelen encontrarse frecuentemente en la practica®’.

(a) El siguiente correlograma corresponde a la funcidon de autocorrelacion de un modelo
ARIMA(0,1,1)x(0,1,1),,. Notese que en la estructura que refleja la parte regular del modelo
pr #0sik=1y p,=0 cuando k = 2,...,10. Recién en el primer retardo estacional y
alrededor del mismo la ACF es distinta de cero. Esto es px_1 = pr41 #0 para k=12 y
tomando un valor inferior a p;, # 0. En el resto de los retardos estacionales la ACF vale cero.
Los valores de los coeficientes en los retardos que son significativamente distintos de cero
pueden ser positivos, negativos o de signos alternados dependiendo a su vez de los signos de
los parametros del modelo. Ademads, es importante sefalar que en la practica, un valor se

. . . . 2 o . .
considera cero cuando su mddulo es inferior a NG donde n es el tamafio de la serie (Pérez,

17 . . ; , ,

En el libro de Alberto Landro y Mirta Gonzdlez, Elementos de Econometria de los Fenomenos
Dindmicos, citado en este documento, se exponen algunas de estas funciones en su expresiéon formal,
pag. 355 en adelante.
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2001). En el caso de Gretl, por ejemplo, las “lineas” de confianza reflejadas en el correlograma

. 1,96
se estiman como + —— de cero.
Vn

Grafico 5.15

Posible ACF de un proceso ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)12

(b) Si se observa la ACF de un modelo ARIMA(0,1,2)x(0,1,1),, la diferencia con el caso
anterior es que aparecen los dos primeros retardos asociados a la parte regular distintos de
cero, py * 0 cuando k = 1,2, mientras que p;, = 0 cuando k = 3, ...,9. En la parte estacional
se observa que pi, # 0 mientras que p;; = P13 0 vy p1p = P14 # 0, mostrando estos
coeficientes un patréon de comportamiento similar a la parte regular alrededor del retardo
estacional. El resto de los retardos estacionales es cero. Si existen retardos diferentes de cero
entre el periodo, en general no se tienen en cuenta.

Grafico 5.16

Posible ACF de un proceso ARIMA(0,1,2)x(0,1,1)12
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(c) En la ACF de un modelo ARIMA(0,1,1)x(0,1,2),, la parte regular tiene el primer retardo
diferente de cero y el resto desde k = 2, ...,10 valen cero, lo que se asocia al orden g = 1. Hay
dos “bloques estacionales” que identifican el orden estacional Q = 2, donde los retardos
alrededor de p;, # 0 y de p,4 # 0 son distintos de cero y tal que prx_1 = Pr+1 Y Pok-1 =
Pak+1 Para k = 12. El decrecimiento lento de p;,p12 Y P4 caracteriza los ordenes de
diferenciacion regular y estacionald = D = 1.
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Grafico 5.17

ACF de un proceso ARIMA(0,1,1)x(0,1,2)12

(d) Si el modelo en cuestién se trata de un ARIMA(0,1,2)x(0,1,2);, se observa que la parte
del correlograma que refleja la estructura regular del proceso tiene los dos primeros retardos
distintos de cero (lo que estd determinado por el orden de media mévil regular g = 2), y el
resto, para k = 3,...,9, es cero. La estructura estacional tiene dos “bloques estacionales”
asociados al orden estacional Q = 2, con los retardos p;, y de p,, son diferentes de cero.
Ademds, se observa que pyx_1 = Pr+1 F 0 Y Pr—2 = Pr4+2 # 0 para k = 12. La funcién de
autocorrelacion vale cero cuando k = 15, ...,21 mientras que, nuevamente, pox—_1 = Pok+1 *
0y pak—2 = Pors+2 0 para k =12. El decrecimiento lento caracteriza los érdenes de
diferenciacion regular y estacionald = D = 1.

Grafico 5.18

Posible ACF de un proceso ARIMA(0,1,2)x(0,1,2)12

(e) El caso de la ACF de un modelo ARIMA(0,1,0)x(1,1,0),, difiere notablemente de los casos
anteriores. En general, la funciéon de autocorrelacion toma valores distintos de cero en los
retardos estacionales siguiendo un decrecimiento lento de tipo exponencial donde el primer
retardo estacional es significativamente distinto de cero.
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Grafico 5.19

Posible ACF de un modelo ARIMA(0,1,0)x(1,1,0)12

12 24 36 48 60 72 84

(f) El correlograma siguiente representa a la ACF de un modelo ARIMA(0,1,0)x(2,1,0)4,.
Como en el caso anterior se observa el decrecimiento exponencial lento en los retardos
estacionales, donde los dos primeros son significativamente distintos de cero. En los retardos
no estacionales, tanto en este caso como en el anterior, la ACF vale cero.

Grafico 5.20

Posible ACF de un modelo ARIMA(0,1,0)x(2,1,0)12

12 24 36 48 60 72
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Capitulo 6

Lo estudiado en los capitulos anteriores, permite decir que un modelo ARIMA describe una
observaciéon como una funcidn lineal de datos anteriores mas una serie de errores que se
deben al azar. Ademds, estos modelos pueden contener un componente ciclico o un
componente estacional como también un componente tendencial. En este capitulo se
analizard la metodologia de modelizacion ARIMA, concretamente sobre las series de tiempo
que conforman el campo de estudio, es decir, las series seleccionadas de registros de
precipitaciones mensuales de lluvia de la Provincia de Entre Rios.

En secciones previas se establecid que una serie de tiempo es una realizacion muestral
particular de un proceso estocdastico. Un mismo proceso puede dar origen a infinitas series
temporales, las cuales, aunque diferentes unas de otras, comparten la misma estructura
dindmica subyacente, que es la que le confiere el proceso.

Segln (5.17) la ecuacién que define un modelo ARIMA estacional de periodo s es
Pp (B9 (BYVIVAy, = 8 + 0o (B*)64(B)A:.

El objetivo de la modelizacion ARIMA consiste en identificar el modelo generador de la serie y
estimar los pardmetros del mismo a partir de las observaciones que conforman la serie
temporal.

El procedimiento de modelizacion se caracteriza por obtener todos los elementos necesarios
del modelo pero conservando los minimos necesarios para describir el fendmeno estudiado,
caracteristica que se conoce como parsimonia. En este procedimiento se trabajara de acuerdo
a las siguientes fases: disponibilidad de datos, representacién grafica de las series a estudiar,
andlisis de estacionariedad en media y en varianza, identificacion del modelo, estimacién de
los coeficientes del modelo y contraste, analisis de los errores, seleccién del modelo.

6.1. Disponibilidad de los datos y representacion grafica de las series
de registros de lluvia acumulada mensualmente

Las series temporales a estudiar corresponden a registros mensuales de precipitaciones de
lluvia de 22 estaciones pluviométricas de la Provincia de Entre Rios. Estas series de datos se
tomaron de la pagina oficial de la Direccién de Hidrdulica de la Provincia de Entre Rios y fueron
clasificadas en cuatro grupos segun la longitud anual de las mismas. A continuacién, a modo
ilustrativo, se muestra el gréfico de la serie procedente del registro de Los Charruas. Los
graficos de las demds series se pueden consultar en el Capitulo 9 en los apéndices
correspondientes.
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Grafico 6.1

Serie Los Charraas
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6.2. Comportamiento de las series de registros de lluvia de acuerdo con
las estaciones del aiio

La representacion grafica de la serie no siempre permite observar con claridad las
particularidades que subyacen al fendmeno, como por ejemplo las influencias que las
estaciones del aio tienen sobre la serie. Un tipo de grafico empleado en estos casos es el de
Buys-Ballot que muestra la evolucidn de la serie en cada mes a lo largo de los afos. Estos
graficos son Utiles a veces para tener una idea preliminar del comportamiento estacional de un
fenédmeno.

Grafico 6.2

Buys-Ballot plot for series Viale

Buys-Ballot plot for series LosCharruas

600

En el grafico de Buys-Ballot para las seriea de Viale y de Los Charrdas, aunque las curvas
asociadas a cada afio son muchas y se enredan unas con otras, se puede observar que en los
meses de primavera, verano y parte de otofio se alcanzan picos mas altos, mientras que en
invierno se llega, en lineas generales, a los registros acumulados mds bajos. Esto muestra como
las series de registros de lluvia estan afectadas al cambio estacional.

Otra forma de observar los mismos patrones consiste en representar cada mes de la serie a lo
largo de los afios a través de un grafico de caja o box-plot. De la tabla del ejemplo 5.1, puede
tomarse, por ejemplo, la secuencia de observaciones correspondientes al mes 1 a lo largo de
los afios:

Y1,¥Y13, Y25 > V1+12(n-1)
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Este conjunto de datos presenta un valor maximo y un minimo, y pueden calcularse la mediana
y el primer y tercer cuartil®® que se denotan g, y g3, respectivamente. El rango intercuartilico,
RI = g3 — q4, mide la dispersién del 50% central de los datos, por lo tanto darad una idea de la
variacion de los mismos con respecto a su centro. El grafico de caja o Box-Plot, se construye
con estas cinco medidas y, ademds permite detectar la presencia de outliers o datos
distantes.” El box-plot resulta de mucha utilidad a la hora de comparar la variabilidad de un

grupo de variables.

En el Grafico 6.3, a la izquierda se aprecia un diagrama de caja general que indica las cinco
medidas asociadas y a la derecha el box-plot para los registros correspondientes a la estacion
de Los Charruas. Nétese la caracteristica estacional del fendmeno. Al igual que lo reflejado en
el grafico de Buys-Ballot en los meses correspondientes a primavera, verano y parte de otofio,
la mediana muestra un nivel mas alto que en los meses de invierno y las cajas estan definidas
por rangos intercuartilares mayores y hay incremento de los valores maximos. Todas las series
estudiadas, muestran un patrén de comportamiento similar, reflejando las caracteristicas

estacionales del fenédmeno a nivel general (ver Capitulo 9).

Grafico 6.3

Box-Plot - Los Charrdas - Variacién Estacional
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6.3. Analisis de estacionariedad

En esta seccion se procede a aplicar la transformacion de Box-Cox discutida en el Capitulo 5y
luego se estudia la presencia de raices unitarias mediante dos contrastes cominmente
empleados en series con presencia de algun tipo de estacionalidad, a saber, el Test HEGY vy el

Test de Canova y Hansen.

¥ El primer cuartil deja por debajo de si el 25% de las observaciones cuando estas estan ordenadas de
menor a mayor; la mediana, que coincide con el segundo cuartil, separa el 50% inferior de los datos
ordenados del 50% superior; el tercer cuartil separa el 75% inferior del 25% superior de los datos

ordenados.
19 . .pe . . . .

Estos valores se identifican por quedar fuera de las barreras internas superior e inferior. La barrera
interna inferior se calcula restandole al primer cuartil 1,5 veces el rango intercuartilico, mientras que

para la barrera interna superior se suma al tercer cuartil 1,5 veces el rango intercuartilico.
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6.3.1. Transformacion de Box-Cox

A los efectos de estudiar la estacionariedad en varianza, se procede a trabajar con la
transformacidon de Box-Cox. En principio, recuérdese que la transformacion de Box-Cox de
parametros A y m estd dada por la expresion:

-1
9ge) = —(yt * TZ)

En la siguiente tabla se muestra los valores de A y de m obtenidos empleando el software
gretl, mientras que en el Capitulo 9 se presentan los graficos de las transformaciones de las
series.

Cabe sefialar que hay casos en los que m es muy cercano a cero y el pardmetro A muy préximo
a0,5.

Tabla 6.1
Estacion de Registro Transformacion de Box-Cox
A Skewness
Los Charruas 0,44 0,00513
Lucas Sur 0,44 0,00456
Octavo Distrito 0,4 0,0122
Puente de Hierro 0,45 0,0116
San Victor 0,4 0,0138
Santa Anita 0,43 0,0151
Séptimo Distrito 0,42 0,0231
Viale 0,43 0,00913
Villa Paranacito 0,5 0,00202
Colén 0,46 0,0119
La Lila 0,42 0,0152
Lucas Gonzdlez 0,37 0,00982
Santa Maria del Tatuti 0,47 0,00663
Villa Elisa 0,44 0,0136
Antelo 0,41 0,00738
Febre 0,42 0,0142
Feliciano 0,35 0,00562
San Jaime 0,46 0,0158
San Salvador 0,37 0,00674
La Paz 0,42 0,0205
San Gustavo 0,42 0,0037
Parand 0,38 0,0164

6.3.2. Test HEGY

El estudio de los tests de estacionariedad lo inician Dickey y Fuller (1979) a través de un
contraste que permite detectar la presencia de raices unitarias. Los autores del test
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consideran, en principio, un proceso AR(1) dado por la ecuacién y; = ¢,y;_1 + A;. Cuando
lp;] <1 el proceso es integrado de orden cero, I(0), (en otras palabras, causal y
estacionario); cuando ¢, = 1, y; es integrado de orden uno, I(1), es decir un paseo aleatorio.
Con el propdsito de averiguar si el proceso en cuestion es estacionario, es suficiente realizar un
test formal de hipdtesis, donde se contrasten la hipétesis nula, Hy: y; es I(1), frente a la
alternativa Hy: y; es I(0). O bien, Hy: ¢; = 1 frente a Hy: |p,| < 1.20 Utilizando minimos
cuadrados ordinarios, Dickey y Fuller proponen un estadistico conocido como estadistico de
Dickey-Fuller que, bajo la hipdtesis nula de no estacionariedad, no sigue ninguna distribucion
conocida, por lo que sus creadores, empleando el método de simulacién de Monte Carlo,
confeccionaron una tabla con los niveles criticos adecuados en base al tamafio de muestrany
al nivel de significacion a. El contraste, que abreviadamente se denota DF, consiste en
rechazar la hipétesis nula Hy en favor de la alternativa H; cuando el valor calculado del
estadistico de contraste es menor que el valor critico de la distribucidon de Dickey-Fuller para
un determinado nivel de significacion a.

El contraste fue ampliado al caso en que el modelo incluya constante y tendencia. Esta
ampliacion del test se conoce como contraste de Dickey-Fuller aumentado,
ADF. *Posteriormente, Dickey, Fuller y Hasza (1984), desarrollan una extension del test que
permite contrastar la presencia de raices unitarias estacionales®’, aunque el test no tiene en
cuenta la posibilidad de que dicha raiz esté presente solamente en alguna de las frecuencias
estacionales. Este problema lo soluciona el test HEGY.

Esta prueba fue desarrollada por Hylleberg, Engle, Granger y Yoo en 1990 y tiene la ventaja de
testear las raices unitarias estacionales separadamente para cada frecuencia, por lo que
resulta un contraste aplicado ampliamente en el tratamiento de series estacionales. El test
HEGY fue propuesto en principio para series con estacionalidad trimestral. Luego, Franses
(1990), y Beaulieu y Miron (1993) lo extienden para series mensuales.

Para comenzar se considera que la serie de tiempo estda generada por un proceso
autorregresivo de orden p de la forma @ (B)y; = A¢, donde B es el operador de retardos y A;
es un ruido blanco. Si ¢(B) = 1 — BS que es el operador diferencia estacional, entonces s es
el nimero que sefiala la periodicidad de la serie. La ecuacidon ¢(z) = 0 tiene s raices en el
circulo unitario:

2ni, 2km o (2km
Z,=e s =cos (T) + isin (T)'k =012,..,s—1, (6.1)

%% Obsérvese que H; significa que 0 < ¢; < 1 puesto que ¢; > 1 caracteriza a un proceso explosivo,
como se analizé en el capitulo 4, mientras que ¢; < 0 se da con muy poca frecuencia en la practica.
Notese, ademas, que no se puede emplear el test t habitual ya que la hipdtesis nula que generalmente
se contrasta es la nulidad del parametro ¢; = 0, y en este caso, por el contrario lo que se quiere
contrastar es Hy: ¢, = 1. Asi, bajo hipdtesis nula cierta la varianza del proceso no seria estacionaria y la
distribucion del parametro (y del estadistico t), no puede caracterizarse de modo efectivo. La
distribucion del parametro es una funcion de procesos Brownianos. Ver (Wei, 2006).

! Ademés del contraste de Dickey-Fuller existen otros de aplicacién habitual. Entre los mas conocidos
puede mencionarse el contraste de Kwiatkowski, Phillips, Schmidt y Shin (1992), KPSS, o el test de
Phillips y Perron, entre otros.

%2 Un desarrollo formal de los tests de Dickey-Fuller y Dickey-Fuller-Hasza puede encontrarse en Wei, W.
(2006), Time Series Analysis.Univariate and multivariate methods. Pearson Addison Wesley. USA.
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, . . . . . . . - 2km
donde i es la unidad imaginaria®. Cada z, esté relacionada con una frecuencia especifica -

Cuando k = 0, la raiz z;, en (6.1) se llama raiz unitaria no estacional (asociada a la componente
regular). Las otras raices z; en (6.1) se llaman raices estacionales. Con excepcién de las raices
en la frecuencia 0 y 7, las raices en (6.1) son pares conjugados.

En particular, si s = 4 (serie trimestral), puede escribirse @(z) en forma factorizada de la
siguiente manera:

p(2)=1-z*=1-2)1+21-iz)(1+iz)

, . . . 2.0.
De (6.1) la raiz asociada al factor (1 —z) tiene frecuencia cero, pues z, = cos (T”) +

.. 2.0. .
i sin (T) =1+ i.0 = 1. Porlo tanto, es la que corresponde a la estructura regular.

Cada raiz estd asociada a un determinado ciclo y el tiempo necesario para alcanzar ese ciclo
puede estudiarse aplicando cada factor de ¢(z) sobre el proceso y;. En efecto, el factor

asociado a la raiz z, = cos (Z%T”) + isin (Z?T”) =cos(m) +isin(m) =—-14+i.0=—-1 es

(1 + 2). Si se escribe utilizando el operador de retardo y se aplica sobre y; produce:

A+B)y:=y:+By =y +¥-1=0

Entonces y; = —Yy;_4. Incrementando una unidad el indice temporal del proceso: y;,1 = —y;
y por la ecuacién anterior y;.1 = —(—Yt_1) = Y¢—1. Si se vuelve a aumentar una unidad el
indice temporal: y;., = y;. Obsérvese que en este caso se alcanza el ciclo completo en dos
periodos (cada periodo es un trimestre). Por este motivo, se asocia esta raiz de frecuencia
con el semestre (dos trimestres).

Por Jltimo, las raices z; = cos (Z%Tn) + isin (%) = oS (g) + isin (g) =04+il=ivy
Z3 = COS (Z?Tn) + isin (Z?Tn) = cos Grr) + isin Grr) =0+ i.(—1) = —i estan asociadas al
factor (1 —iz)(1 + iz) = 1 + z2. Si se escribe en términos del operador de retardo y se aplica

sobre y, resulta: (1+B?)y,=y;+B?y;=y;+y:—2 =0, por lo que Yy;=—Y;,.
Analizando la variacién unitaria del indice temporal, se obtiene:

Primer incremento unitario del indice temporal: y;,1 = —V;_4

Segundo incremento unitario del indice temporal: y;,, = —V;. Luego, Viy» = —(—Vi_5) =
Yt-2-

Tercer incremento unitario del indice temporal: y;43 = y;_1
Cuarto incremento del indice temporal: y¢ ;4 = ;.

Obsérvese que se alcanza un ciclo en cuatro incrementos del indice temporal. Cuatro
trimestres equivalen a un afio. Por lo que la frecuencia asociada a estas raices es anual y como
no es posible distinguir el efecto que cada raiz imaginaria tiene se toman conjuntamente.

23 . .z . .z i i
Nétese que la ecuacién 1 —2z° =0 es equivalente a la ecuacion e®s =1, pues z = e'®, cuyas

soluciones, naturalemente, son las z;, de (6.1).
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Grafico 6.4

2=i; B=n/2; [ciclo 1)

z=-1; 8=, {ciglo 2}
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z=1, 8=0; (ciclo 0) 1o X
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2=-I; 8=31/2: (ciclo 1)

El test HEGY consiste en contrastar las siguientes hipdtesis:
Hy: (1) = 0 versus Hy: (1) >0
Hy: ¢(—1) = 0 versus Hy: (—1) >0
Hy: ¢(£i) = O versus Hy: (i) >0

Si en el contraste no se rechaza la hipétesis nula de que ¢(1) = 0, entonces se concluye que
existe una raiz unitaria en la componente regular, es decir una raiz unitaria no estacional. Si la
hipdtesis que no puede ser rechazada es @(—1) = 0, significa que la serie tiene una raiz
unitaria estacional en la frecuencia semestral. Por Ultimo, La existencia de raiz unitaria
estacional en la frecuencia trimestral, viene condicionada a la prueba de significacidon conjunta
de la hipédtesis @ (£i) = 0. En caso de no rechazarse la hipétesis nula, se concluye la existencia
de raiz unitaria estacional en la frecuencia trimestral. Los autores realizan el contraste
empleando una formulacién basada en variables auxiliares y los tests se llevan a cabo sobre la
significatividad de los coeficientes asociados a esas variables. Se remite al lector al trabajo
original, Seasonal Integration and Cointegration de Hylleberg Engle, Granger y Yoo para
interiorizarse sobre los detalles.

Las dos primeras hipdtesis se contrastan a través de un estadistico £ mientras que la hipodtesis
conjunta se prueba a partir de un estadistico F. Los autores tabulan los valores criticos para las
pruebas t y F que permiten realizar los contrastes.

Franses (1991) y Beaulieu y Miron (1993) extienden el test HEGY para series con periodo
estacional s = 12. En este caso, ¢(z) = 1 — z'? y puede escribirse de forma factorizada:

1-22=1-201+2) A +2z)(A+z+22) (1 —z+z3)(1 +V3z + 2z2)(1 — V3z + 2?)

De acuerdo con (6.1) las raices unitarias estacionales son:
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—1; +i; —%(111\/5); %(1+i\/§); —%(\@ii); %(\Eii)

Estas raices estan asociadas, respectivamente, a 6,3,9,8,4,2,10,7,5,1 y 11 ciclos por afio.
Las frecuencias en radianes para cada una de ellas son:

En el siguiente grafico se representan las raices complejas asociadas a su frecuencia angular®*:

Grafico 6.5

1 By
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=123 +i); 8=Tmi6 (ciclo 7) z=112{/3 - i}); B=117/8 [cicle 11)

“Z=112(1 - iy/3); B=5m/3 (ciclo 10)

S
Z=172(1 +iv/3); 6=4m/3 (ciclo B)  ——H— .
z=-i; B=3m/2 (ciclo 8)

Las hipétesis a contrastar son:
Hy: ¢(z,) = 0 versus Hy: ¢p(z;) > 0conk = 0,6.
Hy: @(z,) = 0versus Hy: o(z;,) >0conk =1,2,3,4,5,7,8,9,10,11.
Al igual que para el caso trimestral, si ¢(z;) = 0 entonces las raices asociadas serdn unitarias.

Franses y Hobijn (1997), utilizando el método de Monte Carlo, confeccionaron sendas tablas
de valores criticos para realizar los tests de hipdtesis. Este contraste también se plantea en
términos de los coeficientes de variables auxiliares, extendiendo lo realizado por Hylleberg
Engle, Granger y Yoo, y el lector interesado puede consultar el documento original de Beaulieu
y Miron, Seasonal Unit Roots in Aggregate U.S. Data. Los test de significacion cuando
k = 0y k = 6 se realizan mediante una prueba t, mientras que los contrastes de significacion
conjunta se realizan mediante una prueba F.

*Enel gréfico se tomd 0 < 6 < 2m. Nétese que la raiz no estacional z = 1 estd asociadaa 8 =0y le
corresponde el ciclo 0.
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A través de gretl se puede acceder a una herramienta de distribucion libre que permite aplicar
el contraste HEGY para testear la presencia de raices unitarias estacionales, que ofrece los
estadisticos t y F observados para cada frecuencia estacional y el valor-p*> asociado.

Ejemplo 6.3.2.1: Con propdsito ilustrativo, en el siguiente cuadro se presenta la salida de gretl
para la serie de registros de lluvia correspondiente a San Jaime, donde se incluye una
constante y el orden de retardos del polinomio autorregresivo se determina de modo
automatico:

Deterministic component: constant + (s-1) trigonometric terms

Dof (T-k) = 499

Statistic p-value Ang. Frequency Period
tl= -5,45 0,00000 *** zero infinity
F1= 31,88 0,00000 *** +-pi/6 12

F2= 29,85 0,00000 **=* +-pi/3 6

F3= 36,01 0,00000 *** +-pi/2 4

F4= 31,56 0,00000 *** +-2*pi/3 3

F5= 42,95 0,00000 **=* +-5*pi/6 2,40

t2= -6,18 0,00000 *** pi 2

Fs= 39,83 0,00000 All the seasonal cycles
Ft= 37,97 0,00000 Delta_s (all the seas. + zero freq.)

En la salida de gretl puede verse en la primera columna los valores de los estadisticos t para m;
y Ty, que son t; = —5,45y t, = —6,18 (primera fila y ultima respectivamente). En las filas
intermedias de la primera columna, en orden creciente, los estadisticos F que permiten
testear las pruebas conjuntas. Ademds, se muestran el valor-p asociado, la frecuencia y el
periodo.

Ejemplo 6.3.2.2: A continuacién se muestra la salida de gretl del test HEGY para el registro
procedente de San Victor:

Statistic p-value Ang. Frequency Period
tl= -3,94 0,00091 *** Zero infinity
Fl= 4,99 0,00871 *** +-pi/6 12

F2= 4,62 0,01232 ** +-pi/3 6

F3= 6,17 0,00283 *** +-pi/2 4

F4= 8,34 0,00036 *** +-2*pi/3 3

F5= 16,22 0,00000 *** +-5*pi/6 2,40

t2= -4,09 0,00000 *** pi 2

Fs= 9,45 0,00000 All the seasonal cycles

Ft= 10,31 0,00000 Delta_s (all the seas. + zero freq.)

Puede observarse que en los casos de los estadisticos F1 y F2 el valor p sefalado es
aproximadamente 0,01. Es decir, que no existe evidencia suficiente para rechazar H, a un nivel
de significancia del 1%. Aunque esta probablidad es muy poco significativa, sugiere la
posibilidad de que exista raiz unitaria en la frecuencia estacional indicada.

ol valor-p es la probabilidad de obtener un valor del estadistico de contraste tan extremo como el
observado considerando cierta la hipotesis nula. Asi, por ejemplo, si el valor-p es inferior a 0,05, se
concluye que no existe evidencia suficiente para aceptar H, a un nivel de significancia del 5%.
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6.3.3. Test de Canova y Hansen (CH)

En el test HEGY, rechazar la hipdtesis nula implica que la serie no presenta raices unitarias
estacionales, sin embargo, es un contraste con baja potencia®® cuando se aplica a muestras de
reducido tamanfo. Es decir, que el no rechazo de la hipdtesis nula no puede ser interpretado
como evidencia a favor de la presencia de raices unitarias estacionales. Por lo que Canova y
Hansen proponen una alternativa a esta prueba.

Para ello tienen en cuenta las diferentes formas de estacionalidad que puede presentar una
serie temporal y las expresiones a partir de las cuales ésta puede modelarse. Una manera, la
mas sencilla, es emplear una formulacién funcional deterministica con variables estacionales
ficticias, y otra, es modelar la estacionalidad mediante la suma de un proceso deterministico y
un proceso estocastico estacionario. Por otro lado, cuando la estacionalidad de una serie
cambia con el tiempo, entonces es estocastica y una forma de modelarla es emplear las
técnicas discutidas en el capitulo 5 en relacion a los modelos ARIMA estacionales. Desde ya
que constituye una dificultad importante conocer a priori qué tipo de estacionalidad presentan
los datos que se estudian. El siguiente diagrama arroja luz sobre estas diferencias:

Deterministica
Suma de un proceso
deterministico y un
proceso estocastico
estacionario

Sumas de senos y
cosenos + tendencia J

Estacionalidad temporal lineal

Formulacién funcional .
N . Indicadores dummy
estacionaria con } 4
- . estacionales + tendencia
variables estacionales 2
S temporal lineal
ficticias |

Filtros de diferenciacién Modelos ARIMA

Estocéstica J_ estacional J_ estacionales J

Canova y Hansen (1995) proponen el siguiente contraste:
Hy: La estacionalidad es estacionaria
H,:La estacionalidad es no estacionaria

El rechazo de la hipdtesis nula implica que la serie tiene estacionalidad estocdstica. En su
trabajo original, Are Seasonal Patterns Constant Over Time? A Test for Seasonal Stability,
Canova y Hansen comienzan con un modelo para la serie y; con estacionalidad estacionaria:

ye=gxe)+S, t=12,..,n (62)

*® |a potencia de una prueba se refiere a la probabilidad de rechazar la hipdétesis nula cuando la
alternativa es cierta. Una potencia baja implica que el contraste no es capaz de detectar lo establecido
en la hipdtesis alternativa cuando esta es cierta. Complementariamente, puede decirse que es alta la
probabilidad de no rechazar la hipdtesis nula cuando es falsa.
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En esta ecuacion g(x;) es una regresion auxiliar?’ y S; es una componente estacional
deterministica de periodo s. Con el propdsito de distinguir la no estacionariedad en la
frecuencia cero y en las frecuencias estacionales, Canova y Hansen requieren que y; no tenga
raiz unitaria en la frecuencia cero. Por lo que, en la practica, si existe la hipdtesis de que la
serie tratada tenga una raiz unitaria en la estructura regular, una opcion aceptable es aplicar el
test sobre la serie diferenciada regularmente.

La especificacién propuesta para la estacionalidad S; consiste en una representacién
trigonométrica dada por la siguiente formulacién®:

donde q =§ y para j <gq, f]’t = (cos (ént),sin (ént)), mientras que para j =q, fqr =

cos(mt) = (—1)¢ pues sin(mrt) = 0 cualquiera sea el entero t.

Las series de registros de lluvia se tomaron mensualmente por lo que s = 12 y entonces
v . Vs

q = 6. Por lo tanto, fj: = (fit, far f3t far fses fer)1x11 donde fiy = (COS (gt);sm (gt)):
T . 4 4 . T 2 . 2

o= (cos(2e)sm(Z)). fic= (cos(Ce)soim(Ze)). i = eos (2)s o (220,

for = (cos (5?” t) ; sin (5?” t)), fer = (cos(rt) ; 0). En tal caso y; serd un vector de 11 filas por

1 columna.

De acuerdo con (6.3):

S—(coszt'sinzt) +(coszt'sinzt) +(coszt'sinzt) +(c052—nt'sin2—nt)
t = 6'6]/1 3,3)/2 2,2)/3 3 ¢ 3)/4

5@ 5m
+ (cos?t;sm?t) ys + cos(mt) yg cont = 1,2,3...,n

Los componentes de y; se ven como el peso o contribucién que cada vector de fj; tiene sobre
el término estacional S;. Ademas, las propiedades periddicas de las funciones trigonométricas
permiten ver que Y=, f; = 0 por lo que f; es un proceso estacionario de media cero. Por lo
tanto, que S; sea estacionaria o estocastica depende del comportamiento de y;, no de las fj;.

En virtud de ello, Canova y Hansen proponen que si y; varia como un paseo aleatorio, S; es
estocastica. Escribiendo los componentes de (6.3) en forma vectorial:

£t fie
V=<:>: fe=\ ¢ (6.4)
Vq fqt

?’En la formulacién original del trabajo g(x;) = u+ x{B + e, donde p es una constante, x; es un vector
de variables explicativas de dimensién k X 1, y e; es un término de error no correlacionado con x; y S,
con media 0y varianza g 2.

%% Canova y Hansen proponen, ademas, una formulacién basada en variables ficticias (indicadores
dummy) estacionales y muestran que ambas formulaciones son equivalentes. En esta exposiciéon sélo se
toma la formulacién trigonométrica.
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donde y vy f; tienen ambos s — 1 elementos, la igualdad (6.3) queda S; = f;'y. Sustituyendo en
(6.2) resulta:

ye=9x)+fly, t=12,..,n (6.5)

De acuerdo con la definicién de paseo aleatorio (ver ejemplo 5.1.5), se propone que los
coeficientes y; varien de acuerdo con la siguiente formulacion:

Ve =Ve-1 T U (6.6)

donde u; ~ iid. Cuando la matriz de covarianza de u; sea idénticamente nula, el modelo (6.5)
se reduce a un modelo con estacionalidad estacionaria, pues y; deja de variar de acuerdo con
un paseo aleatorio (esto permite concluir que no existe evidencia suficiente para rechazar la
hipdtesis nula). En caso contrario, la estacionalidad es estocastica y se rechaza Hy. Si se denota
C(u;) a la matriz de covarianzas®® de u,, entonces el test de hipdtesis puede plantearse a
groso modo de la siguiente manera:

HO: C(ut) =0 ws. Hl: C(ut) * 0

Para realizar el contraste los autores proponen un estadistico Ly que permite testear
simultdneamente en todas las frecuencias la existencia de raices unitarias y un conjunto de

estadisticos denotados como L(E) para cada frecuencia individual. Canova y Hansen sugieren
q

que los test individuales son complementarios del test conjunto. Si en éste se rechaza la
hipétesis nula es porque podrian existir raices unitarias en cualquiera de las frecuencias
estacionales. Por su parte, los test individuales permiten detectar la frecuencia precisa donde
surge la no estacionariedad.

“The L ( ,-_n) tests are useful complements to the joint test L¢. If the joint test rejects, it could be
q

due to unit roots at any of the seasonal frequencies. The L ( ,-_n) tests are specifically designed to
q

detect at which particular seasonal frequency non stationarity emerges.” (Canova & Hansen,
1995)

Las caracteristicas especificas del contraste pueden consultarse en el trabajo original de
Canova y Hansen citado en este documento™.

*° Recuérdese del Capitulo 3 que los elementos de la diagonal de la matriz de covarianzas son las
varianzas de las variables aleatorias.

%% E| test CH es una generalizacion para series estacionales del test de Kwiatkowski, Phillips, Schmidt y
Shin, conocido como KPSS. En éste se asume que la serie temporal puede modelarse como la suma de
una tendencia deterministica, un camino aleatorio y un error estacionario: y, = ét + 1 + &, donde
Ty = Tp_q +u; con u, ~ iid(0,62). De esta manera, la hipétesis de estacionariedad es sencillamente
o2 = 0. (Kwiatkowski, Phillips, Schmidt, & Shin, 1992)

97



Ejemplo 6.3.3.1: A continuacién se muestra la salida de gretl para la serie procedente de San
Jaime:

Regressors in the auxiliary regression: Trigonometric terms

Degrees of freedom (T-k) = 522, lag order = 7

Statistic p-value Ang. Frequency Period
L1 = 0,539 0,14140 +-pi/6 12
L2 = 0,8152 0,03347 ** +-pi/3 6
L_3 = 0,1601 0,84189 +-pi/2 4
L_4 = 0,9612 0,01513 ** +-2pi/3 3
L5= 0,1531 0,86135 +-5pi/6 2,40
L_pi= 0,3139 0,12657 pi 2
Lf = 2,3717 0,08439 * Joint test

. . . . T 21 .
Obsérvese que se rechaza la hipdtesis nula en la frecuencia i; y i?. El valor-p asociado al

estadistico de contraste L, = 0,8152 es 0,03347 < 0,05 y el asociado a L, = 0,9612 es
0,01513 < 0,05, por lo que la serie presentaria, segln el test CH, estacionalidad estocastica
no estacionaria. Este resultado, no concuerda con los resultados del test HEGY del Ejemplo
6.3.2.1.

Ejemplo 6.3.3.2: En el caso de la serie procedente de San Victor, los resultados del test CH
parecen arribar a una conclusion similar a la obtenida con el test HEGY:

Regressors in the auxiliary regression: Trigonometric terms

Degrees of freedom (T-k) = 213, lag order = 5

Statistic p-value Ang. Frequency Period
L_1 = 0,1027 0,97659 +-pi/6 12
L_2 = 0,2664 0,56102 +-pi/3 6
L_3 = 0,7655 0,04140 ** +-pi/2 4
L4 = 0,2784 0,53123 +-2pi/3 3
L 5= 0,3436 0,38915 +-5pi/6 2,40
L_pi= 0,0969 0,63650 pi 2
Lf= 2,0134 0,17774 Joint test

La siguiente tabla muestra los resultados obtenidos con Gretl para cada serie con ambos
contrastes. Para el test HEGY las pruebas se realizaron por separado con constante y con
constante mas términos trigonométricos, ya que se desconoce el verdadero proceso
generador de los datos. No se tiene en cuenta la componente de tendencia ya que en los
graficos de las series no se evidencian marcados crecimientos y/o decrecimientos. Ademas, los
resultados de la tabla estdn basados en el criterio de Schwarz para las estimaciones del orden
autorregresivo, aunque también se realizaron las estimaciones mediante los criterios AIC y
HQC (consultar la seccién 7.5). El test HEGY y el CH en muchos casos no son coincidentes en
sus resultados, por lo que podrad considerarse evidencia fuerte de la presencia de raices
unitarias cuando ambos contrastes permitan arribar a conclusiones similares.
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Tabla 6.2

Estacion de
Registro

Test HEGY

Constante

Constante + términos
trigonométricos

Test de Canova-Hansen
(CH)

Los Charruas

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

Lucas Sur

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

Octavo Distrito

La serie no presenta raices
. . . 31
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

Valor —p < 0,10 en las
frecuencias + g y ig

Puente de Hierro

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

San Victor Valor —p > 0,01 enla La serie no presenta raices Valor —p < 0,05enla
frecuencia® ig unitarias estacionales® frecuencia i%
Santa Anita La serie no presenta raices | La serie no presenta raices Valor —p < 0,10 enla

I . 34
unitarias estacionales

. . . 35
unitarias estacionales

. ™
frecuencia i;

Séptimo Distrito

Valor —p > 0,01 enla
frecuencia’® ig

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

Viale

Valor —p > 0,01 enla
frecuencia cero”’.

La serie no presenta raices
. . . 38
unitarias estacionales

Valor —p < 0,05 en las
frecuencias + % v ig

Villa Paranacito

Valor —p > 0,01 enla
frecuencia cero™.

Valor —p > 0,01 enla
frecuencia cero™.

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

Coloén

La serie no presenta raices
. . . 41
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
. . . 42
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

La Lila

La serie no presenta raices
. . . 43
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

Lucas Gonzalez

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

Santa Maria del
Tatuti

La serie no presenta raices
. . . 44
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

Villa Elisa La serie no presenta raices | La serie no presenta raices | La serie no presenta raices
unitarias estacionales unitarias estacionales unitarias estacionales
Antelo La serie no presenta raices | La serie no presenta raices | La serie no presenta raices

*! Con constante y criterio AIC el valor-p>0,01 en la frecuencia + g.

%2 Con constante y criterio AIC el valor-p>0,05 en las frecuencias +§ y ig y el valor-p>0,01 en las

frecuencias ig y + m. Con constante y criterio HQC, el valor-p>0,01 en la frecuencia + %

3 Con constante y términos trigonométricos y criterio AIC, el valor-p>0,01 en las frecuencias ig y tm.

Con criterio HQC, valor-p>0,01 en la frecuencia ig.

** Con constante y criterio AIC el valor-p>0,05 en las frecuencias 0, ig y + g

%> Con criterio AIC, el valor-p>0,05 en las frecuencias ig. El valor-p>0,01 en las frecuencias 0 y +

e

%% Con criterio AIC se confirma el resultado. Con criterio HQC se obtiene igual resultado.
%’ Con criterio AIC, el valor-p>0,05. Con criterio HQC, el valor-p>0,01.
% Con criterio AIC, el valor-p>0,01 en las frecuencias ig y T

3 Igual resultado se obtiene con los criterios AIC y HQC.
% Se obtiene igual resultado con criterio HQC.
*1 Con criterio AIC el valor-p>0,05 en la frecuencia igy valor-p>0,01 en la frecuencia ig.

*2 Con criterio AIC valor-p>0,01 en la frecuencia ig.

* Con criterio AIC, valor-p>0,01 en las frecuencias 0 y ig.

* Con criterio AIC, valor-p>0,05 en la frecuencia + % y el valor-p>0,01 en la frecuencia + %
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. . . 45
unitarias estacionales

unitarias estacionales

unitarias estacionales

Febre La serie no presenta raices | La serie no presenta raices | La serie no presenta raices
. . . 46 . . . . . .
unitarias estacionales unitarias estacionales unitarias estacionales
Feliciano La serie no presenta raices | La serie no presenta raices Valor —p < 0,05 en las
. . . . . . . T i 271-
unitarias estacionales unitarias estacionales frecuencias + <) i; Y
San Jaime La serie no presenta raices | La serie no presenta raices | Valor —p < 0,05 en las

unitarias estacionales

unitarias estacionales

. T 2
frecuencias + 3 + <

San Salvador

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

La Paz

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

San Gustavo

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

Parana

La serie no presenta raices
. . . 47
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

La serie no presenta raices
unitarias estacionales

6.4. Identificacion del tipo de modelo y 6rdenes asociados p, q, Py Q

La identificacién de los 6rdenes del modelo ARIMA que explica el comportamiento de una

serie de tiempo, se realiza a partir del estudio de las funciones de autocorrelaciéon y de

autocorrelacion parcial. En general, es un trabajo de observacién muy minucioso y en ningun

modo concluyente, es decir, un correlograma puede sugerir varios modelos candidatos a

recoger la estructura del proceso generador de los datos.

Grafico 6.6
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la ACF y la PACF de la serie procedente del

registro de Los Charruas (figura izquierda del Grafico 6.6), se ve las caracteristicas de un

proceso autorregresivo de orden 1, es decir, un AR(1). En efecto, nétese el decrecimiento

exponencial en los primeros retardos de la ACF, mientras que la PACF muestra el

comportamiento truncado después del primer retardo, propio de los procesos AR(1). El resto

de los retardos no parecen ser significativamente diferentes de cero.

** Con criterio AIC, valor-p>0,01 en la frecuencia + %.

“ Con criterio AIC el valor-p>0,05 en la frecuencia ig.

47 . . . T . .
Con criterio AIC, valor-p>0,05 en la frecuencia + ~ Y superior a 0,01 en la frecuencia cero.

100




Siguiendo esta linea de observacidn si se investiga los érdenes del modelo para la serie de
registros de lluvia procedente de San Jaime (figura derecha del Grafico 6.6), se ve que en la
ACF de la serie, es clara la existencia de dos retardos significativamente distintos de cero en la
parte regular y luego se trunca. En la estructura estacional el retardo p;, es también
significativamente distinto de cero y luego hay un coeficiente diferente de cero a ambos lados
de cada retardo estacional, p;; = p13. Estas caracteristicas reflejan dos posibilidades: los
ordenes de media mévil song =2y Q =10 bieng=1y Q =1 (recuérdese del capitulo 6
que cuando g = 2 hay dos retardos significativos a ambos lados del retardo estacional y no es
este caso, sin embargo la parte regular tiene dos retardos distintos de cero). Los retardos
estacionales de la ACF parecen decrecer lentamente, lo que puede significar un orden de
diferenciacion estacional igual a 1, sustentado por los resultados arrojados por el test de
Canova y Hansen (no asi por el contraste HEGY). La PACF tiene decrecimiento rapido en la
parte donde se recoge la estructura regular, el primer retardo distinto de cero y el segundo
apenas significativo, que pueden sugerir p = 2. El retardo s = 12 también es diferente de
cero. En base a estas consideraciones se proponen los siguientes modelos:
ARIMA(0,0,2)x(1,0,1)1,, 0 ARIMA(2,0,1)x(1,0,1)1, 0 ARIMA(2,0,1)x(1,1,1)15.

Grafico 6.7
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Para el caso del registro procedente de San Victor, si se compara el correlograma de la ACF
(Gréfico 6.7) con las caracteristicas de los correlogramas de los modelos ARIMA consignados al
final del capitulo 6 y con los resultados de los test de raices unitarias, pueden sugerirse los
siguientes modelos:

Modelo 1: ARIMA(1,0,0)x(1,1,1)45
Modelo 2: ARIMA(1,0,1)x(1,1,1)1,

La eleccion del modelo que mejor recoja la estructura de la serie debera decidirse a través de
procesos de validacidn y diagndstico que se trataran en el siguiente capitulo.

La tabla siguiente muestra los modelos que en base a las caracteristicas de la ACF, de la PACF y
de los resultados del test HEGY y del contraste de Canova y Hansen, se propusieron. En el
Capitulo 9, en los anexos, puede consultarse los correlogramas de cada serie.
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Estacion de Registro
Los Charruas
Lucas Sur
Octavo Distrito
Puente de Hierro
San Victor
Santa Anita
Séptimo Distrito
Viale

Villa Paranacito
Coldn

La Lila

Lucas Gonzdlez
Santa Maria del Tatuti
Villa Elisa

Antelo

Febre

Feliciano

San Jaime

San Salvador

La Paz

San Gustavo

Parand

Modelo 1
ARIMA(1,0,0)x(0,0,0);,
ARIMA(0,0,2)x(1,0,0);,
ARIMA(0,0,2)x(0,1,1);,
ARIMA(0,0,5)x(1,0,1);,
ARIMA(1,0,0)x(1,1,1);,
ARIMA(0,1,1)x(0,1,1);,
ARIMA(1,0,2)x(1,0,1);,
ARIMA(1,0,0)x(0,1,1);,
ARIMA(0,0,1)x(1,0,0);,
ARIMA(1,0,0)x(0,1,1);,
ARIMA(0,0,2)x(0,1,1);,
ARIMA(0,0,0)x(0,1,1);,
ARIMA(1,0,0)x(1,0,1);,
ARIMA(1,0,0)x(0,0,0);,
ARIMA(1,0,0)x(1,0,1);,
ARIMA(1,0,1)x(1,0,1);,
ARIMA(0,0,2)x(1,1,1);,
ARIMA(0,0,2)x(0,1,1);,
ARIMA(0,0,1)x(1,0,1);,
ARIMA(1,0,2)x(1,0,1);,
ARIMA(1,0,1)x(2,0,0);,

ARIMA(2,0,2)x(1,0,1);,

Tabla 6.3

Modelo 2

ARIMA(0,0,2)x(1,1,1);,
ARIMA(0,0,2)x(1,0,1);,
ARIMA(1,0,1)x(1,1,1);,
ARIMA(1,1,1)x(1,1,1),,
ARIMA(1,0,2)x(1,1,1);,
ARIMA(1,0,0)x(1,0,1);,
ARIMA(0,1,1)x(1,0,0);,
ARIMA(1,0,0)x(1,0,1);,
ARIMA(1,0,2)x(1,0,1);,
ARIMA(0,0,1)x(0,0,2),,

ARIMA(1,0,0)x(0,1,1),,

ARIMA(1,0,1)x(1,0,1);,
ARIMA(1,0,1)x(0,1,1),,
ARIMA(1,0,2)x(1,1,1);,
ARIMA(0,0,1)x(0,1,1),
ARIMA(1,0,0)x(2,0,0);,
ARIMA(0,0,2)x(1,0,1);,
ARIMA(1,0,10)x(1,0,1),,

ARIMA(0,0,6)x(1,0,1),,

Modelo 3

ARIMA(0,0,2)x(1,0,1);,

ARIMA(1,0,0)x(0,1,1),,

ARIMA(1,0,0)x(1,0,0),,
ARIMA(1,0,0)x(1,1,1),,
ARIMA(1,0,2)x(1,1,1);,

ARIMA(0,0,8)x(1,0,1),,

ARIMA(1,0,1)x(2,0,0),,

ARIMA(0,0,5)x(1,0,1);,

Modelo 4

ARIMA(2,0,0)x(1,1,1);,

ARIMA(1,0,1)x(1,1,1);,

ARIMA(0,0,5)x(2,0,0),,

Los modelos propuestos para cada serie son tentativos en el sentido de que son posibles

candidatos a recoger la estructura del proceso que genera las series. Las caracteristicas

presentes en los correlogramas (fundamentalmente de la ACF), no concuerdan en todos los

casos con los resultados obtenidos mediante los contrastes de raices unitarias (HEGY y CH).

Mas aun, hay series para las que tampoco es unanime la conclusién de los test. Por lo tanto,

los modelos se sugirieron teniendo en cuenta todas las alternativas. La decisidn sobre cual de

los modelos propuestos es el que mejor se ajusta al proceso, esta sujeta a los procedimientos

de estimacidn y validacién que se tratan en el siguiente capitulo.
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Capitulo 7

Estimacion y Validaciéon

Una vez propuestos los modelos tentativos que explican el comportamiento de los procesos
generadores de las series, se procede a estimar los parametros del modelo. Concretamente y
para simplificar el trabajo, dado un modelo ARMA(p, q), se discutird la estimacion de los
parametros @4, @y, ..., ¢, también de la media u = E[y;], de 64,0,,..,0,y 05 = E[A?] enel
modelo

Ve =+ Q1Yeo1 + QY2+ F OpYep H Ar + 0141 + 04, 5+ -+ 0,4

donde a = ,u(l — QL= = gop).

Como primer paso se tratard el método de los momentos y después el método de maxima
verosimilitud. Seguidamente, es preciso validar el modelo obtenido. En principio, esta etapa se
efectia mediante contrastes de significacién sobre los parametros estimados; si existen
pardmetros que no pueden considerarse significativamente distintos de cero, entonces se
eliminan del modelo. En segundo lugar, es necesario verificar el cumplimiento de las
condiciones de causalidad e invertibilidad discutidas en el capitulo 4 y tener en cuenta la
matriz de correlaciones entre los parametros para estudiar la posible colinealidad entre los
mismos.

7.1. Estimacion por Método de Momentos

El método de momentos consiste en resolver un sistema de ecuaciones que resulta de sustituir
los momentos muestrales como la media 4, la varianza muestral ¥, y los coeficientes p; de la
ACF por sus contrapartes tedricas. A los efectos de ilustrar el procedimiento, se considera un
proceso AR (p) dado por la siguiente ecuacion:

Ve =+ Q1Ye1 + QY2+ -+ OpYep + A (7.1)

donde a = ,u(l —@QL— = (pp). La media u = E(y;) es estimada por la media muestral f,,
que es la media de la serie observada. Para estimar los parametros @1, @3, ..., ¢, se tiene en
cuenta, laigualdad py = @1px_1 + @20k—2 + - + PpPK_p, Que para k = 1 permite obtener el
siguiente sistema conocido como sistema de ecuaciones de Yule-Walker:

P1= @1+ @201+ @302+ + Qppp_1q
P2 = P1P1 T P2 + P3p1 + -+ QpPp-2

pp = §01,0p_1 + (pzpp_z + (p3pp—3 + + (pp

Realizando la sustitucion de los p; por los p; y resolviendo el sistema se obtiene los
estimadores @4, @3, ..., §,. Concretamente:
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@1 / 1 pP1 P2 Pp-z ﬁp—1\‘ P1
o \_[ B 1 B P bp2)| [
(ﬁp \ﬁp—l ﬁp—z ﬁp—3 ﬁl 1 '627

Estos estimadores son habitualmente llamados estimadores de Yule-Walker.

Por otro lado, Desarrollando a y asociando términos, puede escribirse (7.1) como en la seccion
(4.2):

Ve == 01Ve-1 — ) + 0202 =)+ + @p(Vep — 1) + A (7.2)
Considerando w; = y; — i resulta®:
We = @We_q + QWi + -+ @pwi_p + Ay (7.3)
Multiplicando ambos miembros por w; queda:
WWe = @iWWi_q + QaWeWe_g + - + @pWWi_py + Wi A,
Por lo tanto, teniendo en cuenta las propiedades de la esperanza matematica:
E[wewe] = @1E[wewe_q] + @2E[wWewe_p] + - + @pE[wewe_p | + E[wA,]
De esta igualdad y por lo definido en el capitulo 3, se obtiene:
Yo = @1¥1+ @2¥2 + -+ @pyp + E[W Al (74)
Ademas, E[w:A;] = E[((plwt_l + QWi p ot Qpwe_p, + At)At].

Multiplicando adecuadamente y teniendo en cuenta otra vez las propiedades de la esperanza,

resulta:
E[wiAr] = 1 E[we_1 ALl + @2E[we_A] + - + <PpE[Wt—pAt] + E[A/A¢]

Como se mostré en la seccién 4.2, E[w;_;A.] = 0, mientras que E[4.A4,] = 0. Sustituyendo

en (7.4), se tiene:
Yo = @11+ Qv+ -+ @p¥yp + 0 (7.5)

De (7.5), se obtiene:

0F = Yo = P1V1— P2V2 — = Pp¥p
Factorizando:
Y1 V2 Y
gzzy(l—(p——(p —— = _p)
4 0 1)’0 2]’0 pVo

Recordando que p;, = );—k resulta:
0

*® Notese que E[w,] = 0.
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0z =vo(1— @1p1— @202 — = — @ppp) (7.6)

Teniendo en cuenta los estimadores de Yule-Walker, se obtiene el estimador para ¢2:

&f = )70(1 — P1P1 — P2y — - — ‘f’pﬁp) (7.7)

Ejemplo 7.1.1: En el capitulo anterior se propuso para el registro procedente de Los Charruas
un modelo ARIMA(1,0,0)x(0,0,0),, cuya ecuacion (recordar que se aplico la transformacion
g de Box-Cox), responde a la forma g(y;) — u = @119 (V¢—1) — 1] + A;. Empleando el método
de los momentos, el estimador de Yule-Walker para ¢4 es ¢; = p; = 0,3360. El estimador
para la media es f, =12,5196 y 6?2 =59,931(1 — 0,3360.0,3360) = 53,1650, donde
Vo = 59,931.

El método de los momentos sugiere la siguiente ecuacion:
gyy) — 12,5196 = 0,3360[g(y,—1) — 12,5196] + A,

Luego, resulta el modelo: g(y;) = 8,3130 + 0,3360.g(y;_1) + A; para el proceso generador
de la serie procedente del registro de Los Charruas.

Si se considera un modelo MA(1), dado por w; = A; + 6,A4;_4, donde w; = y; — u, de la
seccion 4.2 se sabe que

De aqui se obtiene la ecuacién cuadratica p; 8% — 8; + p; = 0, cuya solucién general es

2
1+.1—4p;
91 e
2p,
1 L 1 (1-43 1
Es necesario notar que si p; = - eéntonces 0, = PR 1 mientras que si p; = - resulta
2
1
1% [1-45

0, = = —1. Por lo tanto, en cualquier caso el proceso resultante no es invertible. Si

2.

=)

~ 1 A A A L A L A . .
|p1] > > la ecuacién p;87 — B, + p; = 0 carece de solucién, por lo que 8; no existe. Sélo en

~—

~ 1 A A 5 L A . . -
el caso en que |p;] < > la ecuacién p;82 — 8, + p; = 0 tiene dos soluciones reales distintas y

siempre es posible elegir aquel que satisface la condicion de invertibilidad del proceso. Una vez
que se tiene 6, para obtener el estimador de aj, se utiliza:

~

Yo

~o

1+ 67

~2
A=

Tratandose de modelos autorregresivos, el método de los momentos no presenta mayores
inconvenientes, no asi para modelos de media mévil o procesos ARMA, donde, como puede
verse en el apartado precedente, el grado de dificultad es mayor. En general, los estimadores
obtenidos a partir del método de los momentos, no se recomiendan como estimaciones finales
y no deben utilizarse si el proceso esta cerca de ser no estacionario o no invertible. (Wei, 2006)
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7.2. Estimacion por Método de Maxima Verosimilitud

El método de mdéxima verosimilitud fue propuesto por R. A. Fisher en 1920 y actualmente es
uno de los métodos mas eficaces en la teoria de la estimacion estadistica, ya que produce
estimadores suficientes, cuando existen, y ademas, éstos estimadores son asintdéticamente
insesgados de varianza minima. (Freund & Walpole, 1990)

La caracteristica fundamental de este método es que dado un conjunto de valores observados
de una muestra aleatoria (es decir, un vector aleatorio, como en este caso pueden ser los
registros de lluvia observados), se selecciona como estimador de un determinado pardmetro
desconocido de la poblacidn, el valor para el cual la probabilidad de lograr las observaciones
obtenidas es maxima.

Supongase que {x;} = {xq, x5, ..., X, } es el vector observado de una muestra, es decir la serie
de tiempo, realizacion de wun proceso estocastico {y(t,w):t=0,+1,%2,..}. Si
{ytl,ytz,...,ytn} es un conjunto finito de variables aleatorias del proceso, entonces la
distribucidn de probabilidad conjunta para el caso discreto sera
f(x1, %2, 0, 20 [0) = P(yt1 =X0Vt, = X2 Ve, = xn)

que es sencillamente la probabilidad conjunta de que las variables aleatorias y; , ¥¢,, .-, Y,
tomen el punto de muestra observado {x;,x,,...,x,}. Puesto que los valores de la serie
(muestra del proceso), son constantes fijas (vector observado), se considera a
f (x4, %5, ..., Xq|n) como el valor de una funcién del parametro n que se llama funcién de
verosimilitud. Lo que se pretende en este método es encontrar la estimacién de n para la cual
la funcion de verosimilitud se hace maxima. Aqui 1 puede ser un pardmetro real o un vector de
pardmetros. Es preciso notar que para el caso continuo f serd la funcién de densidad de
probabilidad conjunta.

Definicion 7.2.1: Para cada posible vector observado {x;}, sea 9(x;) un valor observado del
parametro 1 cuya funcién de verosimilitud f(xq, x5, ..., X, |1) es un maximo y sea7j = 9(y;) el
estimador de 7. El estimador 7} se denomina estimador mdximo verosimil de 1.*

Existen casos en los que, para ciertos vectores observados no puede alcanzarse el valor
mdaximo de f para un punto 1. En ese caso se dice que 1 carece de estimador maximo
verosimil. También puede ocurrir que en algunos problemas, dado un vector observado, el
valor maximo de f se alcanza en mas de un punto 1. En ese caso, el estimador maximo
verosimil no tiene definicion Unica y cualquiera de los valores obtenidos puede elegirse para
7. En algunos textos la funcion de verosimilitud aparece designada mediante la expresion L(n)
y el estimador mdaximo verosimil suele denotarse E.M.V o bien M.L.E en inglés. Es

9 Aqui9(y;) puede tratarse de la media o la varianza del proceso, por ejemplo. Sendos desarrollos de la
estimacién por método de maxima verosimilitud puede hallarse en el libro Probabilidad y Estadistica de
Morris Degroot, (1988), Addison-Wesley |Iberoamericana, Wilmington, EEUU., o también en el libro
“Probabilidad y Estadistica. La ciencia de la incertidumbre” de M. Evans y J. Rosenthal, (2004), Reverté,
Barcelona., entre otros.
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importante remarcar que el valor de f (x4, X5, ..., X, |1) es la probabilidad de x;, x5, ..., x,, dado
que 7 es el valor verdadero, y no la probabilidad de  dado que se ha observado x4, x5, ..., X,.

Supdngase, en principio y para simplificar, que se tiene un proceso AR(1):

Ye =+ @1(Ye—1 — ) + A
donde |@;| < 1y A, ~ iidN(0; 62). Dados los valores y;,y,, ..., ¥, se buscara la funcién de

verosimilitud £ (y1, V2, oo, Yn |l 91, 52).

En el caso de un proceso AR(1) como el que se esta considerando, la funcidn de verosimilitud
puede escribirse como

FOL Yo o YVulto 91, 08) = F1)- fFD2ly1)- e f OnlYn—1)

donde de cada f se suprimieron los parametros por una cuestién de simplicidad en la
notacion®.

Es claro que A;+u+ @;(ye—qg — 1) » N(u+ @1(ye—q1 — 1); 02), que es, a su vez, la
distribucion de la variable y, condicionada a y;_;. Es decir, y¢|y;—1 » N(u + @1 (ye—q1 —
W); 62) y reescribiendo el proceso AR(1) como A, = (y; — 1) — @1 (V¢—1 — 1), se tiene:

FOelye-1) = falye — 1) = @1 (Ve—1 — W]

donde f, es la funcién de densidad de probabilidad de A4;, que es la densidad normal con
media 0 y varianza aj. Luego, es posible expresar la funcion de verosimilitud de la siguiente
manera:

FOL Y20 e, Yulth 01,08) = f(1). l_[fA[(yt —w) —1(Ve-r — W] (7.8)
t=2

Si a y; se la escribe mediante la forma causal

yi=u+ 2 PlA;_;,
j=0

puede observarse que se trata de la combinacidn lineal de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas normalmente. Por lo que y; tiene una distribucién normal con

2
o . . .z N .
T :2. Por lo tanto, siguiendo la expresién que define a una densidad

—¥1

media p y varianza

normal:

*® Nétese que cada filyi—1) es una funcidén de densidad de probabilidad condicional en el caso
continuo o funcién de probabilidad condicional en el caso discreto. Por definicion, f(y;|y;_1) =
fGi-1yd)
fi-1)
emplearse la misma f ya que f(y;|y;—1) es condicional, f(y;_1;y;) es conjuntay f(y;_,) es marginal.

Un tratamiento riguroso de estas funciones multivariantes puede encontrarse en el libro Probabilidad y
Estadistica de Morris Degroot, (1988), Addison-Wesley Iberoamericana, Wilmington, EEUU., ya citado
previamente, o también en Estadistica Matemdtica con Aplicaciones de John Freund y Ronald Walpole,
(1990), Prentice-Hall Hispanoamericana, México., entre otros.

que justifica la expresion f(y;_1;vi) = fVi—1)-f Vi|yi—1). En términos estrictos no debe
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2

_%| yau |
f(y1) oN2T -€ 1
(1- )2
Trabajando algebraicamente:

1 2
1 _1|0ni-w(1-9})?
1—-¢2z 2 94
——— 1

\2ma}

fOi) =

Reacomodando factores queda:

1 1 _1_(»0%( _ )2
fon) = @nod) Z(1—)ze 2% " (7.9)

Por otro lado, se mostré que f, es una densidad normal con media 0 y varianza g3, por lo que
siguiendo la expresion que define a una normal con esas caracteristicas:

_1[(}%—#)—(,01(%—1—#) 2
e 2 ga

fale =) — 01 (Ve — W] =

1
J2ma?

Calculando la productoria de (7.8):

[ [0t =0 = 01000 = 0]
t=2

1 \*1 _1[(312—#)—«11(3/1—#) 2 _1[(3/3—#)—%(3/2—#)]2 _1[(yn—u)—¢1(yn—1—u) g
= He 2 %A .e 2 %A v L€ 2 oA
V2ma}

Sumando exponentes en el segundo miembro de la igualdad:

_%-Zgzz[(Yt_#)_¢1(Yt—1_ﬂ)]z

an[(yt —W) = P11 — W] = (ZHGX)_nT_I- e (7.10)
t=2

En (7.8) por las expresiones obtenidas en (7.9) y (7.10) resulta:

n _S(lu'l()gl)
FO1 Y2 o Ynlth 91,08) = Qroz) 2.(1 — @y)2.e 294 (7.11)

donde, claramente:

SGue) = A= @D).0n =102+ ) [0 =) = 91 Gea — WP (712)
t=2

Esta expresidn se conoce como suma de cuadrados no condicional.
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Los valores de los parametros que maximizan a la funcién de verosimilitud también maximizan
al logaritmo natural de dicha funcion. Dado que la funcidon de verosimilitud (7.11) esta
expresada como un producto, es conveniente considerar su logaritmo a los efectos de
derivarla parcialmente y encontrar el valor que la maximiza. En efecto, tomando logaritmo
natural en (7.11), se tiene:

n 1 _S(Aurqul)
Inf (1, Y2, 0 Yult @1,0%) = In2rof) "2 + In(1 — @)z +Ine 2%
Por las propiedades del logaritmo:
n 1 S(u, 1)
Inf 1, Y2, 0 Yt 91,08) = =5 In2rof) +In(1 = 91)2 —— == (7.13)
A
Derivando parcialmente con respecto a ¢ resulta:
OfGr Yo s ultbprod)  m 10 2S@we)  n S(e)
da? 2 2no}’ (20%)? 207 2(02)?
Igualando a cero para hallar el maximo:
_n  Se)
20} 2(0})?
Sumando los términos:
—na; +S(u, ;) _
22 =0
2(o;
Por lo que resulta:
S(u,
o7 = % (7.14)

que es el valor que maximiza la funcién de verosimilitud. De esta manera

S, @
62 :% (7.15)

es el estimador méximo verosimil de 62, donde 4 y @; son los estimadores maximo
verosimiles de p y de ¢4. Si en (7.15) se sustituye n por n — 2 se obtiene la estimacién por
suma de cuadrados no condicional de g2.

Por otro lado, si en (7.13) se sustituye g2 por su estimador maximo verosimil, queda:

S, @1)

Inf(y1, Y2, s Ynli, 01) = I [Zn.—s(#’ (pl)] + l.ln(l —Q) -~
! n

Desarrollando cada término:
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n n [Swe)| 1 n
Inf(yi,y2, s Ynli, 01) = —Eln(Zﬂ)—Eln — +§-ln(1—<p1)—§

De donde, factorizando se obtiene:

S(wm)] _In@-e) 1}
n

n
In f(y1, Y2, o0 Ynlt 1) = —E{ln(Zn) + ln[ -

Esta igualdad puede escribirse como

I f Y20 Yulbopr) = =5 (@) + 1+ Gt @)} (7.15)

Donde

(7.16)

1w 0y) = 1In [S (M;lcpl)] _In(1-¢1)

n

Claramente los extremos de (7.15) son los extremos de (7.16). Puede emplearse el método de
Newton-Raphson para hallar los valores fi y ¢; que cumplen dicha condicién. Los estimadores
de maxima verosimilitud de u y de ¢, se encuentran resolviendo el sistema:

(al(u.fpl) “o
ou
k 09,

Si se tiene en cuenta el gradiente de (7.16):

al(u, al(u,
gradl(u.<p1)=< (1) Ol(u <p1)> ’
1%x2

ou ' ¢

puede observarse que gradl(fi, @;) = (0,0);x,. Ademds, la matriz hessiana®" esta dada por:

0%l(u, 1)  0%L(w, 1)
ouop 0ud g,
0211, 1) 0%L(w, 1)
0, 0u 09,094

Hl(u, ¢1) =

2x2
Sean u(®y (pl(o) estimadores iniciales de u y de ¢4. La aproximacion de Taylor de gradl(i, ¢1)

alrededor de estas aproximaciones es:

gradi(@, ¢,) = gradl (1, ¢{") + H (1, ¢{”). (A = h®)

>! Si la matriz hessiana es definida positiva en un vector critico de una funcién, entonces la funcién tiene
un minimo relativo en ese vector. Si la matriz es definida negativa, entonces existe un maximo relativo.
Para mayor detalle puede consultarse Calculo Vectorial de Jerrold Marsden y Anthony Tromba citado en
la bibliografia de este documento.

110



donde h = (4,$;) y h® = (#(0)’¢§0))_ Si Hl(u, 1) es no singular, una solucion iterativa

inmediata para
gradl (,u(o),qofo)) + Hl (,u(o),qofo)) (A=hr®)=0

esta dada por la expresion:

AW = p© — [Hl (,u(o), gol(o))]_l .gradl (u(o),(pio))

Donde h™) = (u(l), (pfl)). A su vez:

h® = pM — [Hl (,u(l), gol(l))]_l .gradl (u(l),(pil))

Donde h® = (,u(z), gofz)). En general, la continuacidon de las iteraciones genera una secuencia

RO D @) que converge a la solucién h. Se remite al lector a consultar los detalles de
interés sobre este método a cualquier libro de Analisis Numérico como el de Richard Burden 'y
J. Douglas Faires, por ejemplo.

Asociada a la matriz Hessiana de la funcién de verosimilitud aparece la matriz de informacion,
a partir de la cual es posible obtener una aproximacion asintética de la varianza del vector
maximo verosimil. La matriz de informacién del vector h = (i, ;) se define:

2
I1(h) = E{[a lnf(yl.;'}zl, ---'Ynlh)] }

y se puede demostrar que I(h) = —E[H In f(y4,¥5, ..., Yn|R)], donde HIn f(yq, V4, ..., Yn|h)
es la matriz Hessiana del logaritmo de la funcién de verosimilitud®. Bajo condiciones
apropiadas, la inversa de la matriz de informacion es un estimador asintético de la varianza de

h. Esto es:
Var[h] ~ I (h).

En la siguiente seccidn se vuelve sobre este resultado. El lector interesado en un detalle mas
completo al respecto puede consultar Time Series Analysis and its Applications de Robert
Shumway y David Stoffer, pdg.133 o también pdg. 243 del libro Time Series Analysis:
Forecasting and Control de Box, Jenkins y Reinsel (1994), entre otros.

> Esta es una generalizacion de la Informacién de Fisher respecto de la cual se da un elegante
tratamiento en el libro Probabilidad y Estadistica de Morris DeGroot citado oportunamente en este
documento. Alli puede encontrarse una demostracion del resultado que se menciona, como también
que la informacién de Fisher en una muestra aleatoria de n observaciones es n veces la informacién de
Fisher en una sola observacién. Ademas se proporciona una deduccién de la denominada desigualdad
de la informacién o desigualdad de Cramér-Rao que establece una cota inferior para la varianza de un
estimador maximo verosimil y un analisis de las propiedades de los estimadores maximo verosimiles
para muestras grandes (pag. 409).
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En el caso de los modelos autorregresivos, es posible condicionar la funciéon de verosimilitud
para lograr eliminar el término que genera la no linealidad de la misma. En efecto,
condicionando en y;, la verosimilitud queda:

FOs s Vi 1 91,04 Y1)
n—1 _Sc(ﬂ’(gﬂ

= [0 -0 - 010a w1 =@rap) "7 e 25 (7a7)
t=2

donde la suma de cuadrados condicional es:

n

Sew o) = D 0= 1) = 1 Ger =P, (7.18)

t=2

Por lo que el estimador maximo verosimil condicional de o es:

~2 Sc(ﬂ' @1)

7.19
04 n—1 ( )

donde /i y @; son los valores que minimizan la suma de cuadrados condicional (7.18) .
Considerando, como al inicio, § = u(1 —¢,), la suma de cuadrados condicional puede
escribirse como:

n

Sc(w 1) = Z[J’t — (6 + @1ye-)]% (7.20)
t=2

Si se utiliza la estimacion mediante el método de minimos cuadrados ordinarios, se tiene

A

_ n _ 1 _ _ 1
o =YV — 1Y) donde Y@ =EZ?:113’D Y Y@ =EZ?=2yt' y por lo tanto, los
estimadores condicionales son:

V) — P1V )

(7.21)
1—-¢4

f=

. o =
o, = Zr:z[y; Y(z)][yt_—l 23’ ] (7.22)
Zt:Z[yt—l - 3’(1)]

Puede apreciarse que [iI = [l, y ¢1 = p;. Es decir, que los estimadores de Yule-Walker y los
estimadores por minimos cuadrados condicionales son aproximadamente iguales (Shumway &
Stoffer, 2011).

La verosimilitud para un AR(1) puede generalizarse para un modelo ARMA(p, q). Sea el
vector paramétrico h = (y, P1, s Pp, 01, ...,HQ)', (p + g + 1) —dimensional. Puede
expresarse la funcion de verosimilitud mediante la expresion:

53 . e .. . ere
Nétese que los valores que minimizan S, (u, ¢,) son los que maximizan la verosimilitud.
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L)) = | [FOelyes v (7:23)
t=1

Escribiendo la ecuacion de un proceso ARMA(p, q) en la forma
Ar = 01Ar 1 + 0240 5+ +0qAr g+ W — Q1Weq — PaWiep — - — QpWep,  (7.24)

donde w, = y, — uy A, ~ iidN(0; 62), y teniendo en cuenta que la densidad de probabilidad
conjuntade A; = (4,4, ..., A,)" estéd dada por:

1 2
7 Di=1 A

n —_
fa(Aq, ..., Aplh,02) = 2mc?) 2.e 294 , (7.25)

puede escribirse el logaritmo natural de la funcién de verosimilitud condicional de la siguiente
manera:

5 n  ST(h)
InL* (h,0f) = —=InQ2roz) — ——-, (7.26)
2 20

donde
n
S*(h) = ZA% (Rlw*, 4% w).  (7.27)
t=1

Asuvezw = (Wq, ..., wy)’, con las condiciones iniciales conocidas w* = (Wl_p, ...,W_I,WO), y
A = (Al_q, ...,A_l,AO)’. Estas condiciones se basan comunmente en el siguiente criterio: los
valores iniciales son las p primeras observaciones de la serie, mientras que las innovaciones
previas A; son nulas. Es decir, se determinan a partir de la ecuacién (7.24) desdet = p + 1 en
adelante.

~ ~ ~ !
El vector h = (u, D1y veer Pp)r 01, ...,Qq) , que maximiza la funcién de verosimilitud, es llamado
el vector estimador de maxima verosimilitud condicional. Una vez que se tiene el vector h
puede calcularse el estimador 7 de o7 mediante la expresién

L ST
gl

, (7.28)

donde el nimero de grados de libertad g. . es igual al nimero de términos usados en la suma
S*(h) menos el nimero de pardametros estimados. Si se emplea la suma (7.27) para calcular
62, entonces g.l.=(m—p)—(p+qg+1)=n—2p+q+1).

De la misma manera que se realiza para el caso condicional, siguiendo a Box, Jenkins y Reinsel
(1994), se puede escribir la funcidn de verosimilitud no condicional de un modelo ARMA(p, q)
como:

S(h)

— 7.29
27 729

n
InL(h,c}) = —Eln(Znaj) -

donde S(h) dada por

113



n

St = ) [EA I, w)P

— 00

se llama suma de cuadrados no condicional y E(A;|h,w) es la esperanza condicional de A;
dados hy w.

En el caso de tratar con un modelo estacional, el vector estimador de maxima verosimilitud

, o~ A = — ~ ~ —~ —~ ~ ~ !
sera h = (,u,d)l, e ®@p, P, 00, §p, 04, ..., 04, 04, ...,Qq) .

Ejemplo 7.2.1: Tomando la serie de registros de lluvia procedente de Los Charruas, que cuenta
con 228 observaciones, como ya se hizo en el ejemplo 7.1.1, se obtiene:

2851 064175

Vo) = —58 1 = 12,55975407
n

S = Z _ 285047898 _ 12,55717613

YO T 1LY T Ts—1

t=2

Luego, se calcula las diferencias y; — J(;) (que es cada observacion de la serie a partir del
segundo registro menos 12,55717613), y ¥:_; — Y1) (que es cada observacion de la serie
hasta el anteultimo registro menos 12,55975407), para obtener:

Z[yt — ¥ l[ye-1 — ¥)] = 4570,836761

Z[yt_1 —Jw]" = 13520,94458

t=2
Por lo tanto, a partir de (7.22), el estimador maximo verosimil condicional de ¢, es

__ 4570836761 _
#1 = 1352094458 '

Una vez que se tiene §,, empleando (7.21), se obtiene:

| _ 1255717613 - 0,33805602.1255975407 _
a= 1-0,33805602 - '

De (7.18): S.(fi, 1) = 11986,1185. Por lo que, de (7.19):

2 = 1001185 _ o) 6022843
AT Ts—1” '

La constante a del modelo puede estimarse ahora como:
5§ =p(1 - @,) =8,311275676.

Luego, el modelo ARIMA(1,0,0)x(0,0,0),, para la serie de registros de lluvia de Los Charruas,
obtenido mediante maxima verosimilitud condicional, es:
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g(y:) —12,5558596 = 0,33805602[g(y;—1) — 12,5558596] + A,
Si se emplea @&:

g(v,) = 8,311275676 + 0,33805602 . g(y,_1) + A,.

7.3. Contrastes de Significacion de los Parametros Estimados

La significacidon de los parametros que se estimaron en la fase anterior es fundamental para
decidir su inclusidon en los modelos propuestos. Si los parametros que se estimaron no son
significativamente diferentes de cero, entonces deben suprimirse del modelo para evitar la
sobreparametrizacién. Puesto que las series se ajustan a modelos ARMA estacionarios, estos
contrastes de significacion pueden realizarse mediante un estadistico con distribucion normal.
Particularmente, si el vector a estimar es

h=(8®y, ., Pp, @1, ) P, 01, .., 00,01, ..,6,),  (7.30)
para determinar si el modelo esta sobreestimado, se plantean los siguientes test de hipotesis:
Hy:6 = 0versus Hi: 6 # 0 (7.31)
Hy:®; = 0versus Hi: ®; # 0 (7.32)
Hy:p; =0versus Hi:p; #0  (7.33)
Hy:0; =0versus H:0; # 0 (7.34)
Hy:0; = O0versus H;:6; # 0  (7.35)

Para muestras grandes, el estimador maximo verosimil h de h tiene una distribucion
aproximadamente normal con media h y matriz de covarianzas Var[h]. Por lo que el
estadistico z a utilizar en los contrastes es:

z=——-—~N(0,1), (7.36)
/Var[fli]

A los efectos de obtener una estimacion para la matriz de covarianzas de h supdngase que,
para simplificar, h = (¢,0)’ donde ¢ = ((pl, ...,(pp)’ y 0= (91,...,9,1)’ y Inf(¢,0) es el
logaritmo de la funcidén de verosimilitud asociada a un proceso ARMA(p, q). Las derivadas
parciales del logaritmo de la funcion de verosimilitud con respecto a ¢; y a 6; en el vector
inicial hy = (¢¢, ) son:

_0Inf(ho) _ 01nf(ho)
- a(pl y vt_j - 69]

U
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Resultan asi los siguientes vectores:

dlnf OdInf dlnf
9y " gy " gy

Up = (ug—1, Ur—2, ""ut‘P)1xp = ( ) y Ve = (veo1, V2, ...,vt_q)lxq =
1xXp

(61nf dlnf dlnf

, ) e . De esta manera {U;} y {V;} son tales que conforman los procesos
26, ' 26, 64 ) 1q

autorregresivos: @(B)U, = A,y 6(B)V; = A,.

Ahora, considérese los productos:

2
Ut Ut Up—qUt—2 - UqUt—p
Ut Up_pU u? Up_pU
1y — — | Ut—2Ut-1 t—2 oo Upp U
UeUp = : -(ut—lrut—zr-"'ut—p)lx = . . . P
p : : : :
Up_ 2
t=P/ px1 Ur—pUt—1  Ut—pUt—2 - Ut—p pp
Ut—1 Up—1Ve—1  Ut—1Vt—2 o Up1Vtgq
Up Up_oVp_q Up_2Vp g oo Up_oUp_
vy, = | He2 (v v v ) _ [ 2P U2V - t-2Vt—q
tVt : \WVe-1Ve-2, 2 Ve—p) .0 : : : :
ut_p pxl ut_pvt_l ut_pvt_z e ut_pvt_q pxq
Vt—1 Ve—1Ug—1 Ve—qUp-2 - VUt
ViU = Vt-2 | Vt-2Ut-1 Vi-2Ut-2 - Vi—2Ut—p
t t — S . (ut_l, ut_z, ...,ut_p)lxp - S E E S
Ve-p/ g1 Ve-qUt-1 Vt-qUt-2 - Ve-qUt—p/
2
Vt-1 Vi1 Vt-1Vt-2 - Vt-1Vi—q
Ve VoV v VoV
., = — | Vt—2Vt-1 t—2 v VoV
VeVe = (Ve-1, V2, ---'Ut—p)lx = . . . L]
q : : : :
Vel 2
t-p gx1 Ut_qvt_l vt_qvt_z e Ut—q axq
Se define la matriz de informacion de h = (¢, 8) para un modelo ARMA mediante:
1 _[uiu, UV,
tUt UtV
I(¢,0) =—E[ ] (7.37)
! O'j Vt,Ut VtIVt
Esta expresion puede escribirse como:
1(g,0)
— 2 -
Ut—1 Ut—qUt—2 o U qUt—p Ut—1Vt—1 Ut-1Vt-2 - Ut-1Vt—q
2 Up_oVpq Up Ve g e Up oV
Up_pUpq Ui_p v UppUpp t 2. t-1 t 2. t-2 t 2. t—q
2 U Vi1 Up_pVi_g e Up_pVp_
" Up—pUp—1  Ut—pUt—2 Ui_p t-p¥t-1 t-p“t-2 t-p“t—q
g
2
Ve—qUg—1 Ve—qUp-2 - VUt Vi-1 Ve—1Vt-2 o Vt-1Vt—q
Ve_oUp_q Vp_oUi_p o Vp_oUs_ 2
t 2. t-1 t 2. t-2 : t 2. t-p . . Ve Vp_1 Vi_o v VoVt g
| Ve-qUt-1  Vi-qUt-2 -+ Vi—qUt—p Vi_gVt—1 VieqVi—z - Vg |
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v ) e Yo (ut) Youv)  Yor(uv) o Yioq(uv)]
B o) . vpaGu) ) yw) . Yasg(uv)
) Ypor (u2) yqugy> ) o Vs (ur) yqugy)  Ypog(ur)
H yer) ) e ypoy () Yo@v) W) e Ygr(vv)
Pa@) @) . pa) . BEY) R . Ye(w)
Vg W) Vog) o Y (ur) Vor(00) Yaoa(00) o yolov) |

Aqui v, (uu) y v, (vv) son las autocovarianzas de las variables u; y vy, mientras que las
covarianzas cruzadas se definen como:

Yieuv) = y_,(vu) = E[uvesr] = E[veue_g].

Para muestras considerablemente grandes la matriz de covarianzas de los estimadores de
maxima verosimilitud se obtiene mediante:

Var[h] = Var[9,0] = I"1(@,0). (7.39)

Cabe en este punto, realizar la siguiente aclaracién: para observaciones independientes e
idénticamente distribuidas el estimador maximo verosimil i de h converge en probabilidad a h
y la distribucion de \/ﬁ(ﬁ - h) es aproximadamente normal con media 0 y matriz de
covarianza I"1(h). En el andlisis de series temporales las observaciones no son iid. Citando a
Brockwell y Davis: "“Probabilidad’ en el contexto de series de tiempo se utiliza casi siempre en
el sentido de probabilidad gaussiana, es decir, la probabilidad calculada conforme a la
(posiblemente falsa) suposicion de que la serie es gaussiana. No obstante, para muestras
grandes, los estimadores de los coeficientes de los procesos ARMA calculados por la
maximizacion de la probabilidad gaussiana tienen buenas propiedades andlogas a las descritas
(...)."” (Brockwell & Davis, Introduction to Time Series and Forecasting, 2002), pag. 387.

Sea IN,(¢) la matriz de covarianzas de orden pxp de las p sucesivas observaciones de un
proceso AR(p) con vector de parametros @' = ((pl, ...,(pp). En consecuencia, empleando
(7.46) la matriz de covarianzas de orden pxp del vector @ esta dada por:

X
Var[@] = 21, (g)  (740)

En el caso de un proceso MA(q) con vector de parametros @' = (91, ...,Hq), la matriz de
covarianza de orden gxgq, es I'\;(8). Mediante (7.46) la matriz de covarianzas de orden gxq del

vector 8 esta dada por:

2
var(6] = 2r;10)  (7.41)

Ejemplo 7.3.1: Para un proceso AR(1), y; = @1Y:—_1 + A, la varianza de @; es Var[ $;1] =
2
%. En el caso de un proceso AR(2), (1 — 9B — ¢,B?)y, = A,, la matriz de covarianzas de

los estimadores @, y @, es:
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1[ 1-¢? —p1(1+ @)

Var[(ﬁ,(ﬁ]=—
VYR T -0 (14 @) 1}

Supdngase que se tiene el proceso AR(2) del ejemplo 4.2.2, (1 + 0,4B — 0,5B%)y, = A, para
n = 250. Claramente $; = —0,4y ¢, = 0,5. Por lo tanto,

Varlon o] = [ 1708 0D+ 0,5)] _ 1084 06
PrP20 =550 - (~04)(1+05) 11— (-04)? 250106 0,84
Resulta, entonces, que Var[@,] = % = 0,00336. Por otro lado:
1 1 - (0,5)? —(0,5)(1-10,4) 1 10,75 -03
V A~ ~ [ ) ’ ) —_—— ) )
arlgz 911 =555 [—(0,5)(1 —04) 1-(05)2 2501-0,3 0,75
La varianza de @, sera entonces Var[@,] = Z%(? = 0,003.

Ejemplo 7.3.2: Teniendo en cuenta que 8(B)V; = A;, la matriz de covarianzas del estimador

~ ~ _p2
maximo verosimil 8; en el caso de un proceso MA(1) es Var[@l] = %. Para un MA(2) se

tendra:

Var[él, 92] =

1 1-62  6,0-6)
n

6,(1—6,) 1-02

En el libro Time Series Analysis: Forecasting and Control de Box, Jenkins y Reinsel (1994), se da
una forma alternativa basada en que un proceso ARMA(p, q) puede escribirse en términos de
los ceros de @(B) y de 8(B) de la siguiente manera:

14 q
(1-o0Bw, =| [(1-1B)4, (7.42)

donde las raices se asumen reales. Por lo que, considerando los vectores o' = (01, ...,op) y

U= (ll, ) lq), la matriz de informacién queda (7.43):

I(0,1)
[ (1-0)" (1-00)7" .. (1-000,) " I CE TR —(1—911,1)‘1'
(1= or0,)" (1-0;%)‘1 L e (o) . ~(1-gl)"
=n.
—(1 = 0,11 —(1—02"1'1)—1 v —(1=0,1)" (1-12)1 (1-1,1)"
_—(1—:¢;11q)‘1 —(1—:021(1)‘1 —(1—;11,1(1)‘1 - (1—1:11(1)‘1 (1—:15)‘1

Ejemplo 7.3.3: Considérese un proceso ARMA(1,1) dado por la siguiente ecuacion:

> Los detalles pueden consultarse en la pagina 258 del libro Time Series Analysis: Forecasting and
Control de Box, Jenkins y Reinsel (1994) citado en la bibliografia de este documento.
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(1—-¢B)w, = (1-06,B)A,

Entonces, de (7.43) se obtiene:

o 1] =)t (-8
v ,0.| = —
arlpni] = [—(1 — 0670 (1-62)
_114+¢160; [A-eDA+¢10)) —(1—09)(1—9)
n(ps+0)?|—-(1-60)1 -9 (1A-65)A+ ¢.6,)

Si se considera el proceso ARMA(1,1) del ejemplo 4.1.3, (1—0,5B)y; = (1+ 0,4B)A;,
entonces ¢; = 0,5y 8; = 0,4. Por lo tanto, para n = 250, la matriz de covarianzas es:

A 1 1+05.04 1(1-0,5%)(1+0,5.04) —(1-0,4*>)(1-0,5?

Var[(p1,91] = 2| 1 — 0 a2V(1 — 2 _ 042
250(0,5+0,4)21—(1-0,42)(1-0,5?) (1-0,4%)(1+0,5.0,4)
1 12709 —0,63]

~ 2500,811-0,63 1,008

Luego, Var[®;] ~ 0,00533 y Var[f;] ~ 0,00597.

Para un proceso ARMA(2,2), con vectores paramétricos @ = (¢4,¢,)y 0 = (64,0,), dado
por la ecuacion:

(1 — 1B — 9,B*)w; = (1 — 6,B — 6,B*) A,

resulta (Box, Jenkins, & Reinsel, 1994):

Var[(’ﬁ, 6]
1-¢D™ A—-@p)7t -1-¢6)™" —-(1- <I’1‘92)_1__1
1 A —-p1902)™F Q-5 —(1— 9,071 —(1—,0,)71
== T Lo - .
—(1-¢4.6,) —(1—¢,6,) 1-60) (1-646,)
—(1—¢10,)7t —(1—¢,6,)7" (1-6,6,)"" (1-6H)71

En el caso de los modelos estacionales multiplicativos, la matriz de informacion (¢, 6, ®, ©)
se define de manera similar a (7.38) y las aproximaciones de las varianzas y covarianzas de los
estimadores se obtienen calculando la inversa de dicha matriz de informacion.

Ejemplo 7.3.4: Sea el proceso ARMA(0,1)x(0,1),, definido como en el capitulo 5 mediante:
Wy = Ay — 014p1 — 014412 + 010,14, 13
La matriz de informacién es (Box, Jenkins, & Reinsel, 1994):

(1-62)"1  g(1—0120)1

1(60,,0,) =
(01,61) e -e2e)t (1-01)1
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Ejemplo 7.3.5: De acuerdo con el ejemplo 7.2.1, el modelo para la serie de registros de lluvia
de Los Charruas, estimado empleando maxima verosimilitud condicional, es

g(y:) = 8,311275676 + 0,33805602 . g(y;_1) + 4;
Es claro que @, = 0,33805602. Por lo tanto,

1—¢2 1-—(033805602)2
Var[¢,] = n<p1 _1-¢ e ) _ 0,003884728.

Este resultado permite estudiar la significancia del pardmetro mediante el contraste (7.33):
Hy: ¢, =0versus Hy:¢p; # 0
El estadistico de contraste es

~0,33805602 — 0
~ /0,003884728

Teniendo en cuenta (7.36), obtener un valor tan extremo como z = 5,4239, considerando

= 5,4239

cierta la hipétesis nula, tiene probabilidad practicamente nula (concretamente, valor —p =
2,91563.1078). Es decir, que el valor-p<0,05 (también se emplean 0,10 y 0,01). Por lo tanto,
se rechaza la hipdtesis nula. Para estudiar la significatividad de la constante, se debe testear el
contraste (7.31). O bien, Hy: 4 = 0 versus Hq:u # 0. Del ejemplo 7.2.1, i = 12,5558596 y su
varianza se calcula como en la seccién 3.3:

_ 59,931
Var[jy,] = 1+2 Z pr | = —=——(1 +2.0,3360) = 0,439494,

donde del ejemplo 7.1.1, p; = 0,3360y 633 =P, = 59,931. El estadistico de contraste es

_ 12,5558596
~ |/0,439494

Nuevamente, la probabilidad de obtener un valor tan extremo como el observado

= 18,939564.

considerando cierta la hipdtesis nula es practicamente cero, por lo que se rechaza la hipdtesis
nula. Luego, el modelo no presenta estructura adicional. Después de esta fase se puede
estudiar las condiciones de causalidad e invertibilidad del modelo. Esto es, las raices de los
polinomios autorregresivo y de media mévil deben estar fuera del circulo unidad. Analizando
el modelo propuesto, es sencillo escribirlo en términos del operador de retardos de la
siguiente manera:

(1—0,33805602.B)g(y,) = 8311275676 + 4,

El polinomio autorregresivo en variable compleja ¢(z) = 1 — 0,33805602. z tiene raiz real

=1 2958089609 > 1.
0,33805602
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7.4. Analisis de Residuos

En las secciones previas, se pudo observar que la construccion de un modelo para una serie
temporal consiste en diferentes etapas. Puntualmente, identificacion del tipo de modelo,
estimacion de los coeficientes y contrastes de significacion de los pardmetros estimados.
Ahora, se procede a estudiar la adecuacidon del modelo formulado. Las innovaciones de un
modelo ARMA pueden escribirse mediante la expresion:

¢(B)

4 =5

we.  (7.44)
Por lo tanto, es claro que si el modelo ARMA propuesto para el proceso generador de la serie
es el correcto, (7.44) debe comportarse exactamente como un ruido blanco, con
autocorrelaciones nulas, media cero y varianza constante. Para comprobar esto, se emplean
estimaciones de A, a partir de las cuales se calculan los residuos del modelo:

. 9(B)

At = =Wt (745)

6(B)

En principio, es importante observar el gréfico de la serie (7.45) contra el tiempo para
comprobar que la serie oscile alrededor de cero con una variabilidad constante. Se puede
realizar el siguiente contraste a dos colas para probar que la media es cero:

Hy:E[A;] = O versus Hy: E[A:] # 0
El estadistico es un t habitual:

_EA vy (746

Para chequear si los residuos se distribuyen normalmente, se construye un histograma de los

. . A . L P
residuos estandarizados, esto es 6—5, y luego se realiza una comparaciéon con la distribucién
A

normal empleando un test de bondad de ajuste Chi-cuadrado®. La prueba de bondad de
ajuste se usa para probar la hipdtesis de que una distribucién de frecuencias (en este caso la
distribucidn de frecuencias de los residuos estandarizados), se ajusta a alguna distribucién que
se asevera (aqui se trata de la distribucién normal). Se rechazard la hipdtesis nula de
normalidad cuando el valor del estadistico de contraste sea grande y la probabilidad de
obtener un valor tan extremo como el que se observa sea pequefia. El rechazo de la hipdtesis
nula significa que no existe evidencia suficiente para concluir un buen ajuste con la
distribucidn supuesta.

> Laidea subyacente es que el modelo propuesto genera estimaciones de los valores reales observados
de la serie. Asi, la diferencia entre el valor observado y el estimado sera un residuo.

*® En el libro Probabilidad y Estadistica de Morris DeGroot, (1988), Addison-Wesley Iberoamericana,
Wilmington, EEUU., pag. 495 en adelante, se encuentra un riguroso y elegante detalle de los contrastes
de bondad de ajuste.

121



Existen diversos test que permiten contrastar la hipotesis de normalidad de los residuos, uno
de los cuales es el test de Doornik-Hansen®’. En su trabajo original, An Omnibus Test for
Univariate and Multivariate Normality, (1994), los autores proponen un estadistico de
contraste basado en una serie de transformaciones sobre los momentos de una variable
aleatoria®®. Sea (x4,..,x,) una muestra de n observaciones de una variable aleatoria
unidimensional con media u y varianza a2. Se define el momento central de orden i de la
variable x como pu; = E[(x - u)i], (ndtese que el momento de segundo orden es la varianza).
Doornik y Hansen definen el coeficiente de asimetria, ;, y el coeficiente de Kurtosis, £,
mediante las siguientes expresiones™’:

U3
Vb1 = A
Ky
Hg
B, = 5
U3

Los estadisticos muestrales correspondientes son:

Vb =3
/2

2I
m;

1 N = . . )
donde m; =ZZ?:1(xl- —X)' y X es la media de la muestra. Posteriormente, definen dos

transformaciones de simetria y kurtosis, z; y z,, respectivamente, y proponen un estadistico
gue sigue aproximadamente una distribucion Chi-cuadrado con dos grados de libertad:

E, =z} + 25~ xfy  (7.47)

Las transformaciones z; y z, se detallan en el Capitulo 9, Apéndice XXII, siguiendo lo expuesto
por Doornik y Hansen. Si el valor-p asociado es inferior a un valor critico convenientemente
especificado, entonces se rechaza la hipdtesis nula de normalidad y se concluye que la
distribucidén de los residuos no es normal.

Siguiendo el analisis de adecuacion del modelo, se calcula la ACF y la PACF de A;, con el
propodsito de comprobar que los residuos no siguen ningln patrén que revele correlacion, es
decir que los coeficientes de la funcidn de autocorrelacién y de la funcion de autocorrelacion

>’ Otro comdnmente utilizado es el de Jarque-Bera.

*® Este contraste de normalidad trabaja con los momentos de tercer y cuarto orden de la muestra
porque éstos estan asociados a la asimetria y a la kurtosis. La kurtosis es una medida del
“apuntamiento” de la distribucidon con respecto al comportamiento de sus “colas” y se debe a K.
Pearson (1906). Si la distribucion de datos presenta algin tipo de asimetria y/o un pronunciado
“apuntamiento” (exceso de kurtosis), o demasiado “aplanamiento”, entonces es muy probable que no
presente un buen ajuste con la distribucidon normal.

*® Cuando la distribucién es normal, B; = 0 y B, = 3. Cuando B, = 3 se dice que la distribucion es
mesokdrtica; si §, < 3, la distribucién es platokurtica y es leptokurtica si S, > 3. Estos nombres

” o u

provienen del griego y hacen referencia a los términos “medio”, “ancho” y “delgado”, respectivamente.
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parcial no son estadisticamente significativos. Para probar esto, se contrasta la hipdtesis ya
planteada en la seccion 3.3:

Hoy:pr=py=-=p =0 (7.48)

versus la hipdtesis alternativa de que alguno de estos coeficientes es diferente de cero. Este
contraste se realiza mediante el estadistico de Ljung-Box (1978):

~2
Pk

h
Q=n(n+2)zn_k (7.49)
k=1

que bajo la hipétesis nula tiene aproximadamente una distribucién y? con h — (p + q) grados
de libertad. (Wei, 2006)

Con respecto a la varianza de los residuos, si esta no es constante se dice que existe
heterocedasticidad. Una forma sencilla de estudiar la heterocedasticidad consiste en realizar
un grafico rango-media. La construccidon de este grafico se hace seleccionando una cierta
cantidad k de submuestras (por ejemplo k = 12 meses) y luego se calcula la media X y la
varianza J,f de cada submuestra. Si un ajuste por regresion del grafico sefiala que a mayor
media aumenta la varianza, entonces existe heterocedasticidad y el diagrama suele presentar
forma de “embudo”. Por el contrario, un conjunto de datos homocedastico tendra una
regresién con pendiente aproximadamente cero, puesto que las variables X) y o7 no estan
correlacionadas linealmente y el diagrama no sigue ningun patréon que refleje alguna forma. En
este sentido, puede emplearse el test habitual que permite contrastar Hy: @ = 0 versus
Hy:a # 0 donde « es la pendiente de la recta de regresién g2 = ax), + constante, a saber:

— \2
2
~9%,)

n-2

N

N2
—_ . La suma Z(JZ - 02.) se llama
(—E[Xk])? o Tki

calcula como SE(Q) = donde s =

suma de cuadrados residual, y a,fl. es el valor estimado predicho por la recta. El estadistico

(7.50) tiene una distribucién t — Studet con n — 2 grados de libertad.®

Ejemplo 7.4.1: En ejemplos anteriores se estudid el modelo de la serie de registros de lluvia de
Los Charruas que, para recordar, es un ARIMA(1,0,0)x(0,0,0),, dado por la ecuacion:

g(v,) = 8,311275676 + 0,33805602 . g(y;_1) + A,

A continuacidn se muestran las primeras diez observaciones de la serie (a modo ilustrativo), los
valores estimados con el modelo propuesto y los residuos:

% A este estudio se puede agregar el coeficiente de determinacién que representa la proporcion de la
variacién total en los valores de la variable dependiente que puede ser explicada por su relacién lineal
con la variable independiente. Diversos libros de estadistica inferencial abordan con mayor o menor
grado de profundidad la teoria de regresion lineal.
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Tabla 7.1

Fecha Valores Observados Valores Estimados  Residuos
sep-93 3,7048186 9,659543 -5,9547244
oct-93 26,4495121 9,563712 16,8858001
nov-93 20,273428 17,252692 3,02073598
dic-93 20,5409716 15,16483 5,37614156
ene-94 11,2939202 15,255275 -3,96135476
feb-94 12,371118 12,129253 0,24186495
mar-94 14,2673033 12,493407 1,77389631
abr-94 11,2939202 13,134423 -1,84050276
may-94 11,2939202 12,129253 -0,83533276
jun-94 -2,04937058 12,129253 -14,1786236

En el grafico de los residuos del modelo, que se muestra en la siguiente figura (izquierda),
puede verse que éstos oscilan alrededor de cero, lo que sugiere que la serie de residuos tiene
media cero. A la derecha se ve la serie observada versus la estimada por el modelo.

Grafico 7.1
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El estadistico para testear la significatividad de la media es:

_ 4,605. 10716
7,2826
V228

Es claro que la probabilidad de obtener un valor como el observado considerando cierta la

=9,22808.10716

hipotesis nula, Hy: E[A;] = 0, es 1. Por lo que no existe evidencia suficiente para rechazar H,.

El siguiente paso consiste en contrastar la normalidad de los residuos. El estadistico de
Doornik-Hansen observado es

E, = 0,264871
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Grafico 7.2
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El mismo se obtuvo empleando las herramientas de Gretl aunque puede realizarse
manualmente utilizando las formulas dadas en el Apéndice XXII. En la figura superior (Grafico
7.2) se muestra el grafico de la distribucion )((22), la posicién de E,,, muy cercano a cero, y el
valor-p asociado que es el drea bajo la curva a la derecha de E,,. Puesto que el valor —p =
0,875959 = P()( > Ep) es cercano a 1, se concluye que no existe evidencia suficiente para
rechazar la hipdtesis nula de normalidad. En otras palabras, la probabilidad de obtener un
valor de E, como el observado considerando cierta H,, es muy elevada, por lo que se concluye
gue los residuos se distribuyen normalmente. En la siguiente figura se observa el histograma
de los residuos y el grafico de la distribucién normal superpuesto obtenido con Gretl.

Grafico 7.3
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Estadistico para el contraste de normalidad: Residuos
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Densidad

Residuos
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Seguidamente, se realiza el contraste que permite comprobar si la serie de los residuos se
comporta como un ruido blanco. A continuacién se muestra la salida de Gretl para la funcién
de autocorrelacién de los residuos y los correlogramas correspondientes. Las dos ultimas
columnas corresponden al valor del estadistico Q de Ljung-Box y el valor-p asociado®.

Tabla 7.2
Funcion de autocorrelacién para Residuos
RETARDO FAC FACP Estad-Q. [valor p]
1 0,0011 0,0011 0,0003 [0,987]
2 -0,0113 -0,0113 0,0299 [0,985]
3 0,0151 0,0151 0,0827 [0,994]
4 0,0045 0,0043 0,0874 [0,999]
5 0,0669 0,0673 1,1366 [0,951]
6 0,0510 0,0510 1,7488 [0,941]
7 0,0095 0,0111 1,7699 [0,971]
8 -0,1626 ** -0,1646 ** 8,0419 [0,429]
9 -0,0285 -0,0322 8,2350 [0,511]
10 -0,0274 -0,0372 8,4149 [0,588]
11 0,0169 0,0165 8,4835 [0,669]
12 0,0330 0,0334 8,7472 [0,724]
13 0,1188 * 0,1489 ** 12,1779 [0,513]
14  0,0370 0,0643 12,5117 [0,565]
15 -0,1071 -0,1003 15,3245 [0,428]
16  0,0049 -0,0354 15,3304 [0,501]
17 -0,0565 -0,0892 16,1209 [0,515]
18 0,0828 0,0528 17,8264 [0,467]
19 0,0459 0,0385 18,3525 [0,499]
20 -0,0282 0,0063 18,5525 [0,551]
21 -0,0438 0,0175 19,0373 [0,583]
22 0,0295 0,0673 19,2581 [0,629]
23 0,0048 -0,0290 19,2639 [0,686]

Grafico 7.4
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En todos los casos, la probabilidad de obtener un valor de Q como el observado considerando
cierta la hipdtesis nula permite concluir que no existe evidencia suficiente para rechazar la

®! Gretl utiliza la distribucién Chi-Cuadrado con h grados de libertad. Es decir, no emplea h — (p + q)
grados de libertad como fue propuesto en (7.49).
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hipdtesis nula. Por lo que la serie de los residuos se comport
siguiente grafico muestra la distribucidn Chi-cuadrado con 23 gr
del estadistico Q para el retardo k = 23y el valor-p asociado.

Grafico 7.5

a como un ruido blanco. El
ados de libertad, la posicidn

0,05

0,03

0,02

Q (k=23)

T T
Chi-cuadrado(23) ———

p-valor = 0,686 = Areaa la

derecha de Q

a5

Por ultimo, el grafico rango-media de los residuos no revela que en la medida en que aumenta

la media, también lo haga la varianza. Gretl ofrece una salida co
las submuestras, el rango y la media de cada submuestra y el cont

Tabla 7.3

Estadisticos de rango-media para Residuos
19 submuestras de tamafio 12

n la seleccion automatica de
raste de la pendiente:

utilizando

rango media

1993:09 - 1994:08 11,6921 0,876187
1994:09 - 1995:08 9,45332 0,454139
1995:09 - 1996:08 18,7350 -0,942992
1996:09 - 1997:08 13,3956 -0,256309
1997:09 - 1998:08 29,0305 1,21641
1998:09 - 1999:08 15,9594 -0,240091
1999:09 - 2000:08 23,3050 -0,404493
2000:09 - 2001:08 16,1360 2,89071
2001:09 - 2002:08 16,3852 2,47239
2002:09 - 2003:08 20,8260 4,97241
2003:09 - 2004:08 15,6712 -1,11844
2004:09 - 2005:08 11,5746 3,77084
2005:09 - 2006:08 20,5845 -7,04514
2006:09 - 2007:08 17,4954 -0,462352
2007:09 - 2008:08 9,22095 -1,74822
2008:09 - 2009:08 10,1696 -2,85487
2009:09 - 2010:08 19,3195 1,56462
2010:09 - 2011:08 7,88920 -1,07826
2011:09 - 2012:07 13,3084 -0,539442
Pendiente de “rango®™ con respecto a "media® =
0,198782 el valor p para HO: pendiente = 0 es
0,695983.
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Grafico 7.5
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El estadistico (7.50) es:

0,198792 -0
t= — o5 0,397584

donde @ = 0,198792 y SE(&@) = 0,5 y sigue una distribucién t con 225 grados de libertad. El
valor-p a dos colas sefiala que no existe evidencia suficiente para rechazar la hipdtesis nula.

7.5. Criterios de Informacion

En el analisis de series temporales empleando la metodologia de modelizacion ARIMA es
comun hallar mas de un modelo que recoge adecuadamente la estructura del proceso
generador de la serie. Para seleccionar de un conjunto de modelos propuestos el que mejor
represente la dinamica de los datos se han propuesto los llamados criterios de seleccion de
modelos®.

El criterio mds conocido es, tal vez, el de Akaike. Se asume, en principio, que un modelo
estadistico de M parametros es apropiado para explicar la estructura del conjunto de datos
qgue conforman la serie. Con el propdsito de evaluar la calidad del modelo adecuado, Akaike
(1973) introduce un criterio de informacidon conocido como criterio AIC (Akaike’s information
criterion) que se define como

AIC(M) = —2InL(h,63) +2M, (7.51)

donde L(h, 6}) es la funcion de verosimilitud evaluada en las estimaciones de los pardametros
y M es el nUmero de pardmetros en el modelo. De (7.29), para un modelo ARMA que ha sido
estimado con n observaciones, resulta:

62 . . . . . . .z .
Estos criterios ofrecen una estimacién de la “cantidad” de informacion que se pierde al emplear un
modelo en particular, por lo que cuanto menor valor alcancen mejor serd el modelo.
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n Sth
InL(h,6}) = —Eln(Znaj) _Sw

20}
~2 _ S(h) ..
Recordando que 65 = = setiene:
~ n n_ ., né;

lnL(h,aA) = —Eln(Zn) —Eln o _5_j

Es decir:
- n n
InL(h,67) = —Eln 6% — 5(1 +1n2m) (7.52)

En (7.51):

n n
AIC(M) = —2. [—Eln 67 ~5(1+1n 2n)] +2M

Como el segundo miembro de (7.52) es una constante, el criterio se reduce a:
AIC(M) =nlIné? +2M  (7.53)

Puesto que el valor de M depende de p y de g, se concluye que un modelo es tanto mas
adecuado conforme al valor de M que haga mas pequefia (7.53).

Estudios posteriores, mostraron que el criterio AIC tiende a sobreestimar el orden
autorregresivo, por lo que aparecieron otros criterios con analoga finalidad al de Akaike.
Schwartz (1978) sugiere un criterio bayesiano para seleccionar un modelo. Este criterio se
conoce con el nombre SBC (Schwartz’s Bayesian Criterion) y se define mediante la expresion:

SBC(M) =nlné? + MInn. (7.54)

En (7.54), M es el nimero de pardmetros en el modelo, 67 es el estimador maximo verosimil
de aj y n es el nimero de observaciones que es igual al nUmero de residuos que pueden
calcularse con la serie. (Wei, 2006)

Otro criterio empleado frecuentemente es el de Hannan y Quinn (1979) el cual se define
mediante®:

HQ(M) =nlIné? + 2McIn(Inn) conc>1 (7.55)

Estudios de simulacién mostraron que estos criterios son mas apropiados que el criterio AIC
cuando se tienen muestras grandes. Es importante remarcar que un modelo es tanto mds
adecuado cuanto mas reducidos sean los valores de estos criterios, y sefialar que la seleccidn

63 - - . . .
La propuesta se basa en que para muestras finitas el criterio AIC tiende a sobrestimar el modelo mientras que el
SBC tiende a subestimarlo por lo que la variante 2Mc¢ In(In n) busca corregir estas irregularidades.
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de un modelo no debe basarse exclusivamente en estos criterios. No obstante, son medidas
muy Utiles para acompafiar el procedimiento de seleccién de érdenes y validacion.

Ejemplo 7.5.1: Seguidamente se estudia cudl de los modelos propuestos para la serie
procedente de la Localidad de San Jaime es el que mejor explica la estructura del proceso

generador de los datos.

1. Representaciones grdficas. A continuacidon se muestra el grafico de la serie y de la serie
modificada por la transformacidon de Box-Cox. Ademas, se observa el correlograma y el
diagrama de cajas para el estudio de la variacién estacional.

Grafico 7.6
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2. Modelos. De acuerdo a lo discutido en el Capitulo 6, se propuso los siguientes modelos
candidatos a explicar la estructura del proceso generador de los datos:

Modelo 1: ARIMA(2,0,1)x(1,1,1)1,
Modelo 2: ARIMA(2,0,1)x(1,0,1)1>
Modelo 3: ARIMA(0,0,2)x(1,0,1)1>

3. Estimacion de los pardmetros. A continuacion, las salidas de Gretl para cada modelo
propuesto, donde se muestran las estimaciones de los coeficientes, la desviacién estandar, el
estadistico para los contrastes de significacion y el valor-p asociado:
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const
phi_1
phi_2
Phi_1
theta_1
Theta_1

const
phi_1
phi_2
Phi_1
theta_1
Theta_1

const
Phi_1
theta_1
theta 2
Theta_1

El Modelo 1 tiene sélo el parametro de media movil estacional significativo, el Modelo 2
también aparece sobreparametrizado y el 3 tiene el pardmetro de media movil estacional

apenas significativo.

4. Causalidad e Invertibilidad. En el capitulo 4 se mostré que las raices de los polinomios
autorregresivo y de media movil deben estar fuera del circulo unidad para que se cumplan las

Coeficiente
0,0457706
0,403661
0,0646739
0,00265931
-0,224068
-0,840634

Coeficiente
7,24863
0,074321
0,154501
0,291909
0,121272
-0,122814

Coeficiente
6,87485
0,48298

0,186048
0,179255
-0,323666

Tabla 7.4

Modelo 1
Desv. Tipica
0,0505492

0,247573
0,0649717
0,0460862

0,247163
0,0264737

Tabla 7.5

Modelo 2
Desv. Tipica
2,84241
0,299795
0,0756368
0,172396
0,304132
0,181344

Tabla 7.6

Modelo 3
Desv. Tipica
2,2544
0,168087
0,0395847
0,0411064
0,183584

z
0,9055
1,6305
0,9954
0,0577

-0,9066
-31,7535

2,5502
0,2479
2,0427
1,6932
0,3987
-0,6772

z
3,0495
2,8734
4,7000
4,3608

-1,7630

Valor p

0,36522
0,10300
0,31953
0,95399
0,36464
<0,00001

Valor p
0,01077
0,80421
0,04109
0,09041
0,69008
0,49825

Valor p
0,00229
0,00406

<0,00001
0,00001
0,07789

condiciones de causalidad e invertibilidad. A continuacion, las salidas de Gretl:

AR

AR (estacional)

MA

MA (estacional)

Raiz 1
Raiz 2

Raiz 1

Raiz 1

Raiz 1

Tabla 7.7
Modelo 1
Real Imaginaria
1,8993 0,0000
-8,1408 0,0000
376,0369 0,0000
4,4629 0,0000
1,1896 0,0000
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Tabla 7.8

Modelo 2
Real Imaginaria Moddulo
AR
Raiz 1 2,3149 0,0000 2,3149
Raiz 2 -2,7960 0,0000 2,7960
AR (estacional)
Raiz 1 3,4257 0,0000 3,4257
MA
Raiz 1 -8,2459 0,0000 8,2459
MA (estacional)
Raiz 1 8,1424 0,0000 8,1424
Tabla 7.9
Modelo 3
Real Imaginaria Moddulo
AR (estacional)
Raiz 1 2,0705 0,0000 2,0705
MA
Raiz 1 -0,5189 -2,3042 2,3619
Raiz 2 -0,5189 2,3042 2,3619
MA (estacional)
Raiz 1 3,0896 0,0000 3,0896

Observacion: Los tres modelos cumplen con las condiciones de causalidad e invertibilidad (ver

la columna Mddulo).

5. Andlisis de Residuos. A continuacion se muestra el ajuste de los residuos de cada modelo
con una distribucidon normal que tiene por media la media de los residuos y por varianza la
varianza de los residuos, acompafiada por el valor del estadistico de Doornik-Hansen y el valor-

p asociado.

Tabla 7.10

Estadistico de Doornik-Hansen Valor-p

Modelo 1 0,564 0,75443
Modelo 2 0,359 0,83568
Modelo 3 0,137 0,93359
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0,0000
0,5000

0,0000

0,5000

0,0000

Frecuencia

0,0000

-0,2853
0,2853

0,0000



Densidad

Grafico 7.7

Modelo 1 Modelo 2

Residuos

Estadistico para el contraste de normalidad:
N(0,17706 8,032) ——

Estadistico para el contraste de normalidad:

Chi-cuadrado(2) = 0,564 [0,7544] Chi-cuadrado(2) = 0,359 [0,8357]

Densidad

Residuos
N(-0,0098873 7,7106) ——

Modelo 3

Residuos M
N(-0,027916 7,6953) ——

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 0,137 [0,9336]

Densidad

Los residuos de los modelos deben comportarse como un ruido blanco, es decir, deben tener
media cero, varianza constante y covarianza nula.

Tabla 7.11
Media Desviacion Tipica  Estadisticot = Valor-p a dos colas
Modelo 1 0,17706 7,9924 0,499807 0,6174
Modelo 2 -0,0098873 7,6734 -0,0290702 0,9768
Modelo 3 -0,027916 7,6657 -0,08216 0,9346

En la primera columna de la Tabla 7.11 se observa la media de la serie de los residuos, seguida
de la desviaciodn tipica, el estadistico de contraste y el valor-p asociado. En los tres modelos, el
valor-p indica que no existe evidencia suficiente para rechazar la hipétesis nula yy = 0.
Comprobar la nulidad de la covarianza de los residuos es equivalente a comprobar que la ACF
es nula. La figura inferior muestra los correlogramas de la ACF residual asociada a cada
modelo. En ninguno de los tres casos puede rechazarse la hipdtesis de correlaciones nulas ni
en los retardos regulares ni en los estacionales. También se anexa una tabla con el estadistico
de Ljung-Box para el retardo estacional k = 36:
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Tabla 7.12

~
P36 Qs Valor-p
Modelo 1 -0,0032 48,7495 0,076
Modelo 2 0,0559 58,4947 0,01
Modelo 3 0,0299 50,946 0,051
Grafico 7.8
FAC de los residt FAC de los resi
o1 +- J,QGITA‘OE — o1 +-1,96/T"0,5 ——
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Para el estudio de la homocedasticidad de los residuos, se muestra a continuacion los graficos
rango-media y una tabla que contiene la pendiente de la recta de regresiéon que mejor ajusta a
los puntos del diagrama y el valor-p asociado para la hipétesis nula de pendiente cero:

Tabla 7.13
Pendiente estimada Valor-p
Modelo 1 -1,31061 0,0344695
Modelo 2 -0,167943 0,74144
Modelo 3 -0,171226 0,737523
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Grafico 7.9

Rango-Media - Modelo 2

32

30

28

26

En el Modelo 1 se observa que el grafico no presenta un comportamiento aleatorio como en

los otros casos. Ademas, para este modelo también se rechaza la hipdtesis nula de pendiente

cero para la recta de regresion.

6. Correlacion entre los coeficientes. Un andlisis importante en la validacién de un modelo es el

calculo de la matriz de correlacidon entre los pardmetros a los efectos de detectar posible

colinealidad®. Valores altos para el coeficiente de correlacién puede significar la existencia de

factores comunes en el modelo. A continuacion se muestra la matriz de covarianza de cada

modelo (obtenida con Gretl) y el calculo del coeficiente de correlacion entre los estimadores

de los parametros:

theta_1
0,00302163
-0,0603688
0,0125796
0,000753801
0,0610897

Tabla 7.14
Matriz de Covarianzas del Modelo 1
const phi_1 phi_2 Phi_1
0,00255522 = -0,00279668  0,000399626 -5,76885e-005
0,0612925 -0,0131990 -0,000970048
0,00422133 0,000477603
0,00212394
COT‘T‘((pl, (Pz) _ Cov(p4,92) —0,013199

JvarleilVarles] ~ /(0,247573)2.(0,0649717)2

=-0,820566

Theta_1
-8,69880e-005
9,33708e-005
2,98037e-005
-0,000426087
3,19277e-005
0,000700858

const
phi_1
phi_2
Phi_1
theta_1
Theta_1

64 . . .z . .

La colinealidad aparece cuando hay correlacién lineal alta entre los pardmetros de un modelo. Esto
significa basicamente que los parametros no son independientes y, por lo tanto, hay redundancia entre
ellos. Una posible solucién es eliminar del modelo los parametros no significativos.

135



Cov(pq,Dq)

—0,000970048

Corr(p,,®,) = = =-0,0850196
(@1, ®1) Jvar[g,lvar[®;]  /(0,247573)2.(0,0460862)2
Cov(¢41,07) -0,0603688
Corr(p,8,) = = =-0,98656523
(@1,81) Jvar[g,lvar[61]  4/(0,247573)2.(0,247163)2
Cov(1,07) 0,0000933708
Corr 0,) = = =0,01424601
(91,01) Jvar[g,]lvar[0;]  ,/(0,247573)2.(0,0264737)2 !
Cov(@y,®4) 0,000477603
Corr b, ) = = =0,15950412
(92, ®1) Jvar[g,lvar[®4]  /(0,0649717)2.(0,0460862)2 !
Cov(g,,07) 0,000477603
Corr(p,,0,) = = =0,78335594
(®2,81) Jvarlp,lvar[0;]  /(0,0649717)2.(0,247163)2
Cov(¢2,01) 0,0000298037
Corr(p,,0,) = = =0,01732732
(#2,01) Jvarlp,lvar[@,]  /(0,0649717)2.(0,0264737)2
Cov(P4,07) 0,000753801
Corr(®,,0,) = = =0,06617628
(®1,6,) Jvar[®,]var[8;]  ,/(0,0460862)2.(0,247163)?2
Corr(d,,0,) = Cov(®1,0,)  _ —0,000426087 =-0,34923096
Jvar[®,].var[®;]  /(0,0460862)2.(0,0264737)2
Cov(041,0,) 0,000700858
Corr(04,0,) = = =0,10711047
(61,01) Jvar[0;].var[®;]  /(0,247163)2.(0,0264737)2 !
Tabla 7.15
Matriz de Covarianzas del Modelo 2
const phi_1 phi_2 Phi_1 theta_1 Theta_1
8,07932 -0,648533 0,120756 -0,296506 0,644739 0,300651 const
0,0898770 -0,0190966 -0,00128399 -0,0903801 0,00100732 phi_1
0,00572093 0,000449505 0,0193655 -0,000131488  phi_2
0,0297205 0,00193714 -0,0302941 Phi_1
0,0924960 -0,00183264 theta_1
0,0328857  Theta_1

Las correlaciones entre los parametros estimados del modelo pueden organizarse en una

matriz:

P1

Tabla 7.16
Matriz de Correlaciones del Modelo 2
P2 @, 01 0,
-0,84216758 -0,02484335 -0,99125711 0,01852848
1 0,03447261 0,84184755 -0,00571598
1 0,03694636 -0,96900871
1 -0,03322859
1
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Tabla 7.17
Matriz de Covarianzas del Modelo 3
const Phi_1 theta_1 theta_2 Theta_1

5,08232 -0,375223 -0,0102386 0,00366854 0,397462 const

0,0282534 0,000819123  -0,000287650 -0,0300143 Phi_1
0,00156695 0,000239132  -0,000943766  theta_1
0,00168974 0,000539536  theta_2
0,0337033 Theta_1

Tabla 7.18
Matriz de correlaciones del Modelo 3
D, 0, 0, 0,
o, 1 0,12310839 -0,04163138 -0,97265599
0,4 1 0,14696059 -0,129868
9, 1 0,07149508
0, 1

Los tres modelos presentan correlaciones altas aunque en muchos casos estas corresponden a
estimaciones paramétricas no significativas. Si se escriben los modelos de acuerdo con sus
respectivas ecuaciones, el modelo 3 tiene muy alta la correlacion entre sus parametros
estacionales, aunque 0, no es significativo al 5% (lo es al 10%) y podria suprimirse del modelo:

Modelo 1: (1 — B?)g(y,) = (1 — 0,840634B'%)A,
Modelo 2: (1 — 0,154501B8%)(1 — 0,291909B'%) g (y;) = 7,24863 + A;

Modelo 3:

(1 —0,48298B'*)g(y;) = 6,87485 + (1 + 0,186048B + 0,179255B%)(1 — 0,323666B'?) A,

7. Criterios de seleccion. El estudio precedente muestra que los modelos satisfacen las
condiciones de causalidad e invertibilidad. También superan las pruebas del analisis residual
excepto la prueba de homocedasticidad que no esta claro que la cumpla el Modelo 1 vy, en
general, las correlaciones entre los parametros significativos no son altas. En este punto, es
donde los criterios de informacidn pueden traer claridad a las decisiones. A continuacion se
muestran los resultados obtenidos con Gretl, de los tres criterios para cada modelo:

Tabla 7.19
AIC SBC HQ
Modelo1 3573,635 3603,262 3585,252
Modelo 2 3614,884 3644,674 3626,553

Modelo3 3625,668 3651,226 3635,678
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De los modelos propuestos el que tiene los valores mas bajos es el Modelo 1, por lo que seria
el que mejor recoge la estructura del proceso, aunque como ya se menciond no esta claro que
los residuos sean homocedasticos. Este modelo se propuso teniendo en cuenta los resultados
del test de Canova y Hansen y las caracteristicas del correlograma de la ACF. En realidad, lo
conveniente es elegir aquel modelo que supere todas las pruebas detalladas
precedentemente. Los modelos 2 y 3 no incluyen orden de diferenciacion estacional porque el
test HEGY no detecta la presencia de raices unitarias. De éstos, el ajuste residual tiene
diferencias sutiles y el analisis de colinealidad revela correlacién alta entre parametros que
pueden suprimirse. Por lo tanto, la decisién final pesa sobre la informacion que aportan los
criterios de seleccién que en este caso muestran los valores mas bajos para el Modelo 2.
Puede concluirse que tanto el Modelo 1 como el 2 explican la estructura del proceso, al
margen de las diferencias en los resultados de los test de raices unitarias.

7.6. Modelos propuestos para las series de registros de lluvia mensual
acumulada de Entre Rios

En la Tabla 6.3 se propuso los posibles modelos candidatos a explicar la estructura de los
procesos que generan los datos. Como en el ejemplo 7.5.1, se estudié el ajuste de los mismos y
a continuacion se muestra los modelos seleccionados para cada estacién de registro. El analisis
detallado de cada modelo y la fundamentacién para su eleccidon puede consultarse en los
respectivos apéndices del Capitulo 9.

Los Charruas

ARIMA(1,0,0)x(0,0,0)4,

(1 -0,33805602B)g(y;) = 8,311275676 + A;

Lucas Sur

ARIMA(0,0,2)x(1,0,0)4,

(1 —-0,174254.B'®)g(y,) = 9,9792 + (1 + 0,215065.B + 0,235373.B?)A,

Octavo Distrito
Modelo 2:

ARIMA(0,0,2)x(1,1,1)4,

(1 + 0,140214B2)(1 — B%)g(y,)
=0,135715 + (1 + 0,00518022B + 0,25318582)(1 — 0,701589B12)4,

Eliminando los parametros no significativos:

(1+0,140214B*?)(1 — B*?)g(y,) = (1 + 0,253185B2)(1 — 0,701589B'%) A,
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Modelo 4:
ARIMA(2,0,0)x(1,1,1)4,

(1+0,111677B*?)(1 — 0,0136424B — 0,25624B%)(1 — B'?)g(y,)
=0,0773948 + (1 — 0,709892B'2)A,

Si se eliminan los pardametros no significativos:
(1-0,25624B%)(1 — B*?)g(y,) = (1 — 0,709892B1%) A,

Puente de Hierro

ARIMA(0,0,5)x(1,0,1)4,

(1—0,535312B2)g(y,)
= 5,86861
+ (14 0,112918B + 0,20810582 — 0,0644063B3 — 0,136021B*
—0,191963B%)(1 — 0,410155B12)4,

Si se eliminan los pardmetros no significativos (que a su vez puede ser una solucién al
problema de la colinealidad entre los pardmetros estacionales), resulta:

(1—-0,535312B2)g(y,)
= 5,86861
+ (14 0,112918B + 0,20810582 — 0,136021B* — 0,191963B%)4,

San Victor
ARIMA(1,0,0)x(1,1,1)1,

(1-0,192611B)(1 + 0,0155332B*2)(1 — B?)g(y,)
= 0,0949959 + (1 — 0,817495B'2)A4,

Se eliminan las estimaciones que no son significativas y queda:
(1-0,192611B)(1 — B*?)g(y,) = (1 — 0,817495B'%)A,
Santa Anita
Modelo 2:
ARIMA(1,1,1)x(1,1,1)4,

(1 — 0,0809936.B)(1 + 0,100335B82)(1 — B2)(1 — B)g(y,)
= —0,0176411 + (1 — 0,899614B)(1 — 0,767096B12)A,

Si se elimina del modelo los pardametros no significativos resulta:

(1—B12)(1-B)g(y,) = (1 — 0,899614B)(1 — 0,767096B12)4,
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Modelo 4:
ARIMA(1,0,1)x(1,1,1)4,

(1-0,0,600822B)(1 — 0,0849492B'2)(1 — B*?)g(y,)
= 0,027795 + (1 — 0,489336B)(1 — 0,782526B12)A,

Eliminando las estimaciones que no son significativamente distintas de cero:
(1-0,0,600822B)(1 — B¥)g(y,) = (1 — 0,782526B'%)A,

Séptimo Distrito

ARIMA(1,0,2)x(1,1,1)4,

(1 -10,325231B)(1 — 0,0837906B'*)(1 — B¥)g(y,)
= (1 + 0,348893B + 0,142392B%)(1 — 0,752449B'%) A,

Eliminando los parametros no significativos:

(1 -B%)g(y,) = (1 +0,142392B%)(1 — 0,752449B'%) A,

S
=
m

ARIMA(1,0,0)x(0,1,1)4,
(1-0,222247B)(1 — B*®)g(y,) = 0,265992 + (1 — 0,687592B2)A,
La constante no es significativa por lo que puede quitarse del modelo:
(1-0,222247B)(1 — B*®)g(y;) = (1 — 0,687592B'%)A,
Villa Paranacito
ARIMA(1,0,0)x(1,0,0),
(1-0,197151B)(1 — 0,1852798%)g(y,) = 9,1651 + A,
Coldén
ARIMA(1,0,0)x(1,1,1)4,

(1-0,161077B)(1 — 0,0154802B*2)(1 — B?)g(y,)
= —0,0421835 + (1 — 0,836472B'?)A,

Eliminando las estimaciones no significativas:

(1-0,161077B)(1 — B2)g(y,) = (1 — 0,836472B12)4,
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La Lila
ARIMA(1,0,2)x(1,1,1)4,

(1—0,108857B)(1 — 0,028278B8'*)(1 — B**)g(y,)
= (1 -0,00681973B + 0,110075B%)(1 — 0,86073B'%)A,

Eliminando los parametros no significativos:
(1-B%g(y,) = (1+0,1100758%)(1 — 0,86073B**) A,
Lucas Gonzdlez
ARIMA(0,0,0)x(0,1,1)4,
(1-B%)g(y,) = —0,0047778 + (1 — 0,854797B'?)A,
La constante no es significativa por lo que puede quitarse del modelo:
— p12 — _ 12
(1-B*)g(y:) = (1 —0,854797B“)A;

Santa Maria del Tatuti

Modelo 1:

ARIMA(1,0,0)x(1,0,1)4,

(1-0,136604B)(1 — 0,96121B*?)g(y;) = 0,481199 + (1 — 0,88506B12)A,
Suprimiendo la constante por no ser significativa:
(1-0,136604B)(1 — 0,96121B'%)g(y,) = (1 — 0,88506B12)A,

Modelo 2:

ARIMA(1,0,0)x(0,1,1)4,

(1-0,127983B)(1 — B*?)g(y,) = 0,0132856 + (1 — 0,927642B12)A,
Sin la constante:
(1-0,127983B)(1 — B®)g(y;) = (1 — 0,927642B'%)A,

Villa Elisa

ARIMA(1,0,0)x(0,0,0),

(1 -10,296586B)g(y;) = 9,02309 + A,

Antelo

ARIMA(1,0,0)x(1,0,1)4,

(1-0,0800517B)(1 — 0,900118B*2)g(y,) = 1,01489 + (1 — 0,758945B'2)A,
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Febre

Modelo 1:
ARIMA(1,0,1)x(1,0,1)4,
(1-0,558112B)(1 — 0,938242B'%)g(y,)
=0,31656 + (1 — 0,550027B)(1 — 0,827128B12)A,
Modelo 2:

ARIMA(1,0,1)x(0,1,1)4,
(1+0,533195B)(1 — B)g(y,) = —0,00523827 + (1 — 0,540941B)(1 — 0,868914B12)A,
Suprimiendo la constante que no es significativa:
(1+0,533195B)(1 — B)g(y;) = (1 — 0,540941B)(1 — 0,868914B2)A,
Feliciano
ARIMA(1,0,2)x(1,1,1)4,

(1 —0,282252B)(1 — 0,0122436B2)(1 — B2)g(y,)
=0,10535 + (1 + 0,458383B + 0,173515B2)(1 — 0,827634B2)4,

Eliminando los parametros no significativos:

(1 - B2)g(y,) = (1 + 0,458383B + 0,173515B2)(1 — 0,827634B12)4,

San Jaime
Modelo 1:
ARIMA(2,0,1)x(1,1,1)4,
(1-B®)g(y,) = (1 —0,840634B'2)4,
Modelo 2:

ARIMA(2,0,1)x(1,0,1)4,

(1 —0,154501B%)(1 — 0,291909B?) g (y;) = 7,24863 + A,

San Salvador
ARIMA(1,0,0)x(2,0,0),

(1-0,206252B)(1 — 0,1483B'% — 0,177606B**)g(y,) = 5,97247 + A;
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La Paz
ARIMA(0,0,5)x(2,0,0)1,

(1 -0,144538B*% — 0,0810902B%*)g(y,)
= 8,45036
+ (1 + 0,140548B + 0,15108B2 + 0,012178B3 — 0,0209091B*
—0,109353B%)A,

Eliminando los parametros que no son significativos, resulta:

(1 - 0,144538B*% — 0,0810902B%*)g(y,)
= 8,45036 + (1 + 0,140548B + 0,15108B% — 0,109353B%)A4,

San Gustavo
ARIMA(1,0,1)x(2,0,0),

(1 — 0,435584B)(1 — 0,149665B12 — 0,109613B824)g(y,)
= 4,74973 + (1 — 0,162094B) 4,

Se suprime el parametro de media mévil por no ser significativo:
(1 —0,435584B)(1 — 0,149665B'% — 0,109613B%*)g(y,) = 4,74973 + A,
Parana
ARIMA(0,0,6)x(1,0,1)4,

(1-10,974067B*?)g(y;)
= 0,274851
+ (1 + 0,0592301B + 0,0491378B% — 0,0246789B3 — 0,0188897B*
—0,0105108B° — 0,0999834B°)(1 — 0,887638B?)A,

Eliminando los parametros que no son significativos:

(1-0,974067B'?)g(y,) = 0,274851 + (1 — 0,0999834B°)(1 — 0,887638B12)A,
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Capitulo 8

Conclusiones

El estudio de la metodologia de modelizacion ARIMA vy su aplicacidén para el modelado de las
series de registros de lluvia, permitid obtener las conclusiones que se presentan a
continuacion.

Los modelos ARIMA son modelos paramétricos donde cada observacion en un instante
particular es modelada en funcién de los valores pasados. Puntualmente, permiten describir
un valor como una funcidn lineal de observaciones anteriores y errores aleatorios. A lo largo
del trabajo se puede observar que los instrumentos claves en la identificacién y andlisis de
estos modelos son las funciones de autocorrelacidon simple y parcial y los contrastes de raices
unitarias. Hallar el modelo con mejor ajuste no es una tarea sencilla; a la identificacion de los
posibles modelos candidatos a recoger la estructura del proceso sobreviene la validacion del
mismo y esta etapa incluye una secuencia de pruebas rigurosas que los modelos propuestos
deben satisfacer. Si las pruebas de validacion no son satisfechas, entonces se procede a
reformular el modelo hasta obtener uno que sea el adecuado (si es que existe).

El trabajo realizado sobre las series de registros histdricos de lluvia no estuvo exento de esta
dificultad. De las veintidds series seleccionadas, en ocho de ellas se detectd evidencia sobre la
presencia de raiz unitaria en alguna frecuencia. Pero en otros casos, no es posible llegar a
resultados concluyentes a partir de la informacidn que aportan los test. Por ejemplo, en el caso
del test HEGY el no rechazo de la hipdtesis nula para algunas series se basa en un valor-p que
supera a 0,01 pero no a 0,05, por lo que no puede concluirse presencia de raiz unitaria a un 5%
de significacion. Ademads, muchos de estos resultados dependieron del criterio de informacion
utilizado (AIC, SBC y/o HQ) y de la eleccibn o no de términos trigonométricos como
componentes estacionales. El contraste de Canova-Hansen parece menos ambiguo, aunque
hubo casos en los que no detectd inestabilidad y el modelo con mejor ajuste si incluyé un
orden de diferenciacion estacional sugerida por el test HEGY o por el comportamiento de la
ACF (el modelo propuesto para la serie que proviene del registro de La Lila tiene un orden de
diferenciacidon que no es detectada por el contraste de Canova y Hansen y apenas lo es con el
test HEGY bajo ciertas restricciones, ver Apéndice X, pag. 198). Aunque estos contrastes son
sumamente valiosos para detectar la presencia de raices unitarias no muestran, en este
estudio, resultados unanimes. La decisidon de incluir un orden de diferenciacién en alguna
frecuencia estuvo en todos los casos sustentada en el conjunto de informaciones que
revelaron los test, el correlograma de la funcién de autocorrelacidn y el analisis de validacion.

Todas las series reflejaron un comportamiento sujeto a variaciones estacionales. Los meses de
invierno se caracterizan por tener los registros acumulados mas bajos, mientras que
primavera, verano y parte de otofio exhiben los valores acumulados mas altos. Los modelos
que presentaron el mejor ajuste cuentan con parametros estacionales que recogen esa
estructura. Sdlo las series procedentes de Villa Elisa y Los Charrdas tienen como mejor ajuste
un modelo autorregresivo sin érdenes estacionales.
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Un problema recurrente en muchos casos fue el de la alta correlacion particularmente entre
los parametros estacionales. Esto representa una complicacion cuando las estimaciones de los
pardmetros no pueden suprimirse del modelo, es decir, cuando son significativamente
distintos de cero. Este fue el caso de los modelos propuestos para las series procedentes de
Febre y La Lila.

El andlisis residual no mostrd en todos los casos que los residuos se comporten perfectamente
como un ruido blanco. Incrementar el orden del polinomio de media mévil regular permitié
alcanzar residuos con covarianzas nulas, pero a riesgo de la pérdida de homocedasticidad o de
normalidad.

Es importante sefialar que fue resuelto el problema de investigacién planteado, ya que se
encontré un modelo ARIMA particular para cada serie de registro de lluvia, aunque éste en
algunos casos no haya sido del todo satisfactorio (por ejemplo, no se encontré un modelo con
un buen ajuste para la serie procedente de La Lila o de Lucas Gonzalez, ver Apéndice Xl, pag.
204). Por otro lado, respecto de las hipdtesis de investigacion planteadas, en el caso de la
Hipdtesis |, es cierto que los modelos que explican los procesos generadores de las series son
modelos ARIMA estacionales multiplicativos, pero hay registros tal que los modelos no
incluyen érdenes estacionales. Con respecto a la Hipétesis Il, existe evidencia de que ésta no se
corroboré en ocho series de las veintidds estudiadas.

Los objetivos fijados en un inicio se lograron concretar. El trabajo muestra los aspectos basicos
de la metodologia de modelizacién ARIMA y cdmo a partir de ella se logra obtener modelos
que describen las caracteristicas de las series de registros de lluvia. Esto a su vez puede ser de
utilidad para otras investigaciones relacionadas.

La primera linea de investigacién que continda inmediatamente de este trabajo es estudiar la
capacidad predictiva de estos modelos. Se trata puntualmente, de obtener predicciones
6ptimas de la serie en algun tiempo futuro, basandose para ello en la informaciéon que la
misma revela a partir de su propio pasado. Bdsicamente, si se conoce los valores de la serie
temporal hasta un instante k, se intenta obtener un valor puntual o un intervalo que contenga
el 95% de las veces el valor que se espera que tome la serie en un instante futuro k + L.

La segunda linea de investigacidn es analizar la presencia de outliers en los datos observados y
estudiar modelos que recojan esos valores extremos. Las causas de valores atipicos pueden
encontrarse en cambios climaticos bruscos o algunos prolongados como por ejemplo, el
fenédmeno conocido como “la corriente del nifio”. La idea basica consiste en considerar la serie
observada x; y la serie libre de outliers z;. Se supone que z; sigue un modelo ARMA(p, q):

p(B)z; = 0(B)A,

donde los operadores ¢ y 6 son causales e invertibles y A; ~ N(0; aj). Un modelo de outliers
aditivo se define como:

_{Zt sit+T

Tz, +w sit=T
6(B)

X =z + wl] = —=A; + wI]

t t t (P(B) t t
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donde

IT — {1 sit=T
L7 losit#T
es una variable que indica la presencia o ausencia de un outliers en el instante T. Un modelo
de outliers innovacional actia como adicidn al error A; en un punto particular de la serie y en
series estacionarias afecta a varias observaciones. Se define como:
6(B)
xt == —(At + wl{).
»(B)
Estos modelos recogen la presencia de outliers aditivos e innovacionales aunque existen otras
clasificaciones y formas de outliers como los de cambio de nivel y aditivos estacionales, entre
otros. La manera de detectar la presencia de outliers requiere en general de métodos
iterativos y existen programas de cémputo como SPSS y/o TRAMO que identifican los outliers y
los corrigen con técnicas de interpolacion.

Otra linea de investigacion es considerar la existencia de otros modelos de series temporales,
diferentes a los modelos ARIMA, que puedan presentar mejores ajustes y recojan con mas
precisidn las caracteristicas de las series de registros de lluvia. Por ejemplo, los modelos de
suavizado exponencial donde se encuentran los conocidos como estacionales simples y los
aditivos de Winters, entre otros. Un modelo estacional simple es similar a un ARIMA con orden
cero en la estructura autorregresiva, 6rdenes 1,s y s + 1 de media movil, donde s = 12 en el
caso de las series mensuales, y un orden de diferenciacion tanto en la parte regular como en la
estacional. Esta forma de modelo se adecla muy bien a series que presentan tendencia y
estacionalidad. Por otro lado, un modelo aditivo de Winters se parece a un modelo ARIMA con
orden cero en los polinomios autorregresivos y s + 1 6rdenes de media mévil, un orden de
diferenciacidn regular y un orden de diferenciaciéon estacional. Son utiles para representar
series temporales que presentan una forma de estacionalidad que no depende del nivel de la
serie y que ademas tienen tendencia lineal.

Por ultimo cabria explorar la posibilidad de que las series de registros de lluvia se modelen
mejor empleando  modelos GARCH  (Generalized  Autoregressive  Conditional
Heteroscedasticity). Estos modelos permiten estudiar series que tienen desviaciones grandes
(pequenas) con respecto a un nivel constante, seguidas inmediatamente de variaciones
pequefias (grandes). En otras palabras, la varianza de la serie esta afectada por un fendmeno
de volatilidad. En general, cuando un modelo incorpora la posibilidad de que los errores
tengan varianza no constante, se dice que el modelo es heteroceddstico. Basicamente se parte
de un modelo de regresién estandar:

Yt - Xéﬁ +nt

donde Y; es la variable dependiente, X{ es un vector de variables independientes de orden
1 X k, B es un vector de parametros de dimensién k X 1 y n; es un error no correlacionado
pero con varianza cambiante en el tiempo. Engle (1982) define el término de error de la
siguiente manera:

Ng = 0. €4
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donde e; ~ iid(0,1) y es independiente de las realizaciones pasadas n;_; y ademas:
O-tz == 90 + 917’1?_1 + 927’1?_2 + et GSan'—S'

Teniendo en cuenta toda la informacién hasta el momento t — 1, la varianza condicional de n;
es:

Var,_1(ny) = Et—1(n§) = E(nﬂnt—l:nt—z; o) = 01:2

que estd relacionada con los cuadrados de los errores pasados y cambia con el tiempo
(volatility clustering). El modelo n? = 8y + 6n?_; + 0,n2_, + -+ O,n?_ + & es un AR(s)
con & ~» N(0,62). Engle llamé a este modelo ARCH (Autoregressive Conditional
Heteroscedasticity). Si se considera que la varianza condicional del proceso de error se
relaciona ademas con las ultimas varianzas condicionales, entonces se tiene una generalizacion
del modelo ARCH:

0f =0+ 101 + - oty + 0nf_ g + -+ OnE_g

donde el polinomio ¢ (B) tiene sus raices fuera del circulo unitario y se asume 8, > 0 y los
parametros ¢; y 6; también mayores que cero para garantizar que o? > 0. El modelo asi
definido es un GARCH(r, s). Es de esperar que algunas de las series analizadas en este trabajo
puedan presentar caracteristicas que se modelen mejor con estos modelos que con los ARIMA.

Se continuard estas lineas de investigacion con el propdsito de obtener mas y mejores
resultados en la modelacién estadistica de las series de registros de lluvia, que puedan servir
como aporte metodoldgico a otras investigaciones relacionadas.
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Capitulo 9

Apéndice I: Lucas Sur

1. Representaciones grdficas.
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2. Modelo propuesto: ARIMA(0,0,2)x(1,0,0),,

3. Estimaciodn de los pardmetros:

Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
const 9,9792 0,987233 10,1083 <0,00001 Hokx
Phi_1 0,174254 0,0660593 2,6378 0,00834 *oHk
theta_1 0,215065 0,0682543 3,1509 0,00163 *E*
theta_2 0,235373 0,0678049 3,4713 0,00052 *okk

4. Causalidad e invertibilidad:

Real Imaginaria Moddulo Frecuencia
AR (estacional) Raiz 1 5,7387 0,0000 5,7387 0,0000
MA Raiz 1 -0,4569 -2,0099 2,0612 -0,2856
Raiz 2 -0,4569 2,0099 2,0612 0,2856
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5. Andlisis de los residuos.
5.a. Normalidad:

Estadistico de Doornik-Hansen Valor-p

0,460

0,79443

Ajuste de Normalidad

Estadistico para el contraste de normalidad:

Chi-cuadrado(2) = 0,460 [0,7944]

5.b. Media y Correlograma residual:

—
N(0,030699 6,8466) ——

Media Desviacion Tipica  Estadisticot  Valor-p a dos colas

Modelo 1 0,030699 6,7982 0,0660598 0,9474

0'(;2 P | X | N 1

[TT1 | T | | I

°'°é e I : L,

|||I|II|'||'

P36 Q36 Valor-p
Modelo 1 0,0934 21,2283 0,567

5.c. Homocedasticidad:

Pendiente estimada Valor-p

1,42794
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6. Matriz de Covarianzas y Correlacion entre coeficientes:

const
0,974629

7. Criterios de seleccion:

Matriz de Covarianzas

Phi_1 theta_1 theta_2
-0,0461485 -0,000171397 -0,0154609
0,00436383 -0,000801045 0,000451731
0,00465865 0,000894810
0,00459751

Matriz de correlacion entre los pardmetros

D, 0, 0
@, 1 -0,17766134  0,10085208
0, 1 0,19334802
0, 1
AIC SBC HQ

1436,636 1453,466 1443,437

Conclusion: El modelo propuesto supera las pruebas de validacién.
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Apéndice II: Octavo Distrito

1. Representaciones grdficas.

Octavo Distrito

Octavo Distrito - Transformacion de Box-Cox

0ot N [l
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2. Modelos Propuestos:
Modelo 1: ARIMA(0,0,2)x(0,1,1)1,
Modelo 2: ARIMA(0,0,2)x(1,1,1)15
Modelo 3: ARIMA(0,0,2)x(1,0,1)1>
Modelo 4: ARIMA(2,0,0)x(1,1,1)1,
3. Estimacion de los pardmetros:
Modelo 1

Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
const 0,0436733 0,156018 0,2799 0,77954
theta_1 0,0715247 0,0648652 1,1027 0,27017
theta 2 0,174989 0,0673569 2,5979 0,00938 *EE
Theta_1 -0,744906 0,0519658 -14,3345 <0,00001 Rk
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Modelo 2
Desv. Tipica
0,172019
0,0797801
0,0710742
0,0807789
0,0647893

z

0,7890
-1,7575
0,0729
3,1343
-10,8288

Coeficiente
const 0,135715
Phi_1 -0,140214
theta_1 0,00518022
theta_2 0,253185
Theta_1 -0,701589
Coeficiente
const 10,0875
Phi_1 0,0692682
theta_1 0,10884
theta_2 0,220816
Theta_1 0,118984
Coeficiente
const 0,0773948
phi_1 0,0136424
phi_2 0,25624
Phi_1 -0,111677
Theta_1 -0,709892

4. Causalidad e invertibilidad:

MA

MA (estacional)

AR (estacional)

MA

MA (estacional)

Raiz 1
Raiz 2

Raiz 1

Raiz 1

Raiz1
Raiz 2

Raiz 1

Modelo 3
Desv. Tipica
1,95803
0,173262
0,0635301
0,0698453
0,191442

Modelo 4
Desv. Tipica
0,136268
0,06397
0,0817952
0,0782949
0,0628497

Modelo 1
Real Imaginaria
-0,2044
-0,2044

-2,3818
2,3818

1,3425 0,0000

Modelo 2
Real Imaginaria

-7,1320 0,0000

-0,0102
-0,0102

-1,9874
1,9874

1,4253 0,0000
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z
5,1519
0,3998
1,7132
3,1615
0,6215

z

0,5680

0,2133

3,1327
-1,4264
-11,2951

Modulo

2,3905
2,3905

1,3425

Moaddulo

7,1320

1,9874
1,9874

1,4253

Valor p
0,43014
0,07883
0,94190
0,00172

<0,00001

Valor p
<0,00001
0,68931
0,08668
0,00157
0,53426

Valor p

0,57006
0,83112
0,00173
0,15376
<0,00001

Frecuencia

-0,2636
0,2636

0,0000

Frecuencia

0,5000

-0,2508
0,2508

0,0000

% % %k

%k %k *x

%k %k *x

* %k *x

%k %k *x

% % %k



AR (estacional)

Raiz 1
MA

Raiz 1

Raiz 2
MA (estacional)

Raiz 1
AR

Raiz 1

Raiz 2
AR (estacional)

Raiz 1
MA (estacional)

Raiz 1

5. Andlisis de los residuos
5.a. Normalidad:

ensidad

Modelo 3

Real Imaginaria
14,4366 0,0000
-0,2464 -2,1137
-0,2464 2,1137
-8,4045 0,0000

Modelo 4

Real Imaginaria
-2,0023 0,0000

1,9491 0,0000
-8,9544 0,0000

1,4087 0,0000

Estadistico de Doornik-Hansen @ Valor-p

Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3
Modelo 4

Modelo 1

6,281
3,330
3,856
2,885

Modulo Frecuencia
14,4366 0,0000
2,1281 -0,2685
2,1281 0,2685
8,4045 0,5000
Moddulo | Frecuencia
2,0023 0,5000
1,9491 0,0000
8,9544 0,5000
1,4087 0,0000
0,04325
0,18920
0,1455
0,23632

Modelo 2

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 6,281 [0,0433]

Residuos
N(-0,0080491 5,8729) ——

nsidad
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Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 3,330 [0,1892]

Residuos.
N(0,1612 5,6653) ——




Modelo 3

Densidad

Estadistico para el contraste de normalidad:

Chi-cuadrado(2) = 3,856 [0,1455]

Residuos
N(0,041282 5,4785) ——

Densidad

5.b. Media y Correlograma residual:

Media

Desviacidn Tipica

Estadistico t

Modelo 4

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 2,885 [0,2363]

Residuos
N(0,18525 5,6598) ——

Valor-p a dos colas

Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3
Modelo 4

-0,00804914
0,1612
0,041282
0,185253

FAC de los residuos.

5,83101
5,60809
5,42628
5,60205

-0,020099
0,406504
0,110771
0,465318

FAC de los residuos

0,984
0,6848
0,9119
0,6422
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Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3
Modelo 4

5.c. Homocedasticidad:

P36
0,0055

-0,0068
0,1000

-0,0095

Q36
46,9926
51,4435
52,7302
51,7566

Valor-p
0,104
0,046
0,036
0,043

Pendiente estimada Valor-p

Modelo 1 -0,508463 0,29785

Modelo 2 -0,479112 0,146698

Modelo 3 -0,0664356 0,907159

Modelo 4 0,0719738 0,865854
| + + . 10 + ’ +

6. Matriz de Covarianzas y Correlacion entre coeficientes:
Matriz de Covarianzas del Modelo 1
const theta_1 theta_2 Theta_1
0,0243415 -0,000901776 0,000633924 -0,000913868 const

0,00420749 -0,000427602 3,06450e-005 theta_1
0,00453695 0,000483196 theta_2
0,00270045 Theta_1
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Correlacidn entre los parametros estimados del Modelo 1

6, 6, 0,
0, 1 —0,09786916 0,00909139
0, 1 0,13804593
0, 1
Matriz de Covarianzas del Modelo 2
const Phi_1 theta_1 theta_2 Theta_1
0,0295905 @ 0,000514741 -0,00199105 0,00114391 -0,00111007  const
0,00636487 0,000983011 0,000529552 -0,00209520  Phi_1
0,00505154 -0,000765481 = -0,000250164  theta_1
0,00652523 -0,000232900 theta_2
0,00419765 Theta_1
Correlacidn entre los parametros estimados del Modelo 2
[oH 0, 0, 0,
D, 1 0,17336117 0,08217053 -0,40534761
0, 1 -0,13332896 -0,05432623
0, 1 -0,04450085
0, 1
Matriz de Covarianzas del Modelo 3
const Phi_1 theta_1 theta_2 Theta_1
3,83390 -0,325357 0,0219373 -0,0363124 0,322559 const
0,0300198 -0,00248742 0,00340560 -0,0297129 Phi_1
0,00403607 -0,000484226 0,00254851 theta_1
0,00487836 -0,00420496 theta_2
0,0366499 Theta_1
Correlacidn entre los parametros estimados del Modelo 3
[N 0, 0, 0,
D, 1 -0,22597805 0,28141881 -0,89578646
0, 1 -0,10912679 0,20954127
0, 1 -0,31447597
0, 1
Matriz de Covarianzas del Modelo 4
const phi_1 phi_2 Phi_1 Theta_1
0,0185689  -0,00178387  -0,000292856  8,62092e-005 -0,000758746 const
0,00409216 -0,00148256 0,000349807  1,49518e-005  phi_1
0,00669046 0,000910512  -0,000505723  phi_2
0,00613009 -0,00209586 | Phi_1
0,00395009  Theta_1
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Correlacidén entre los parametros del Modelo 4

P1 P2
¢4 1 -0,28334014
P2 1
P,
0,
7. Criterios de seleccion:
AIC
Modelo1 1358,221
Modelo 2  1268,423
Modelo 3 | 1329,732
Modelo4  1255,475

@,

0,

0,06984232 0,0037189
0,14217537 -0,09837431

1

SBC

1375,004

1288,213

1349,871

1275,205

-0,4259176
1

HQ

1365,004

1276,432

1337,872

1263,461

Conclusion: Los modelos que mejor explican el proceso son el 2 y el 4, tanto por el andlisis de

validacién como por los resultados obtenidos con los criterios de informacion. No obstante,

puede decirse que ambos recogen la estructura del proceso.
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Apéndice III: Puente de Hierro

1. Representaciones grdficas.

Puente de Hierro
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2. Modelos Propuestos:
Modelo 1: ARIMA(0,0,5)x(1,0,1)1,
Modelo 2: ARIMA(0,0,2)x(1,0,1)1>
3. Estimacion de los pardametros:
Modelo 1

Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
const 5,86861 2,92105 2,0091 0,04453 *E
Phi_1 0,535312 0,22895 2,3381 0,01938 *oE
theta_1 0,112918 0,0668079 1,6902 0,09099 *
theta_2 0,208105 0,0680419 3,0585 0,00222 HkE
theta_3 -0,0644063 0,0678719 -0,9489 0,34265
theta_4 -0,136021 0,068708 -1,9797 0,04774 *oE
theta 5 -0,191963 0,0712073 -2,6958 0,00702 HkE
Theta_1 -0,410155 0,24331 -1,6857 0,09185 *
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const
Phi_1
theta_1
theta 2
Theta_1

4. Causalidad e invertibilidad:

AR (estacional)

MA

MA (estacional)

AR (estacional)

MA

MA (estacional)

Coeficiente
5,79322
0,54403

0,106249
0,26892
-0,376233

Raiz 1
Raiz 1
Raiz 2
Raiz 3
Raiz 4
Raiz 5

Raiz 1

Raiz1

Raiz 1
Raiz 2

Raiz 1

5. Andlisis de los residuos.

5.a. Normalidad:

Modelo 1
Modelo 2

Modelo 2

Desv. Tipica z
2,69188 2,1521
0,205932 2,6418
0,0620737 1,7117
0,0638355 4,2127
0,223699 -1,6819
Modelo 1
Real Imaginaria
1,8681 0,0000
-1,2021 -0,9242
-1,2021 0,9242
1,3641 0,0000
0,1658 -1,2780
0,1658 1,2780
2,4381 0,0000
Modelo 2
Real Imaginaria
1,8381 0,0000
-0,1975 -1,9182
-0,1975 1,9182
2,6579 0,0000

2,360
2,772
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Valor p
0,03139
0,00825
0,08696
0,00003
0,09259

Modulo

1,8681

1,5164
1,5164
1,3641
1,2887
1,2887

2,4381

Moddulo

1,8381

1,9284
1,9284

2,6579

Estadistico de Doornik-Hansen Valor-p

0,3072
0,2501

* %k

* %k %

* %k %

Frecuencia
0,0000
-0,3957
0,3957
0,0000
-0,2295
0,2295

0,0000

Frecuencia

0,0000

-0,2663
0,2663

0,0000



Modelo 1

Modelo 2

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 2,360 [0,3072]

Densidad

Residuos
N(-0,008736 7,0055) ——

Densidad
°
2
8

5.b. Media y Correlograma residual:

Media

Desviacion Tipica

Estadistico para el contraste de normalidad:

Chi-cuadrado(2) = 2,772 [0,2501]

-10 -5 o

Estadistico t

Residuos
N(-0,024761 7,0931) ——

Valor-p a dos colas

Modelo 1
Modelo 2

-0,00873602
-0,0247615

6,88947
7,02615

FAC de los residuos

-0,0185496
-0,0515544

FAC de los residuos

0,9852
0,9589
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FACP de los residuos FACP de los residuos
 toermros — T sermnos —
02[ 0.2 7
o1 I o1l | R
L1 M| 1 | ' . 1 | '
. T T T N R R
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retardo retardo
p |
P36 Q36 Valor-p

Modelo 1
Modelo 2

5.c. Homocedasticidad:

0,0328
0,0278

Pendiente e

42,5861
56,2686

0,209
0,017

stimada Valor-p

Modelo 1

Modelo 2

-0,395301
-1,11634
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const

8,53256

Rango-Media - Modelo 1

Rango-Media - Modelo 2

30

25

20

15[

4

6. Matriz de Covarianzas y Correlacion entre coeficientes:
Matriz de Covarianzas del Modelo 1
Phi_1 theta_1 theta_2 theta_3 theta_4 theta_5 Theta_1
-0,665760 0,0452190 -0,00972466 0,0127609 0,0110031 4,67072e-007 0,686557 const
0,0524181 = -0,00364830 = 0,000942125  -0,000978397 = -0,000804051 = 0,000181083 -0,0540074  Phi_1
0,00446330 0,000723060 0,00142301 0,000333570 = -0,000457842 0,00410042  theta_1
0,00462970 0,000969612  0,000866711 0,00103593 -0,00106796  theta_2
0,00460659 0,00121323 0,00107172 5,93245e-005  theta_3
0,00472078 0,000806169 = 0,000760481  theta_4
0,00507047 -0,000272341  theta_5
0,0591999 Theta_1
Correlaciones entre los pardmetros estimados del Modelo 1
@, 6, 6, 63 0, 05 0,
1 -0,2385185 | 0,06047717 @ -0,06296286 -0,0511135 | 0,0111074 -0,96951083
1 0,15906334 | 0,31382687 | 0,07266945 @ -0,0962417 0,25225545
1 0,20995757 | 0,18539182  0,21381071  -0,06450875
1 0,26016318  0,22175162  0,0035924
1 0,16477612 0,04549054
1 -0,01571913
1
Matriz de Covarianzas del Modelo 2
const Phi_1 theta_1 theta_2 Theta_1
7,24623 -0,547274 0,0423147 -0,0184947 0,575881 const
0,0424079 -0,00328798 0,00137049 -0,0445656 Phi_1
0,00385314 0,000431212 0,00420039 theta_1
0,00407497 -0,00142761 theta_2
0,0500411 Theta_1
Correlaciones entre los pardmetros estimados del Modelo 2
(O 0, 0, 0,
b, 1 -0,25721583 0,10425329 -0,96741291
0,4 1 0,10882306 0,30249482
9, 1 -0,09997313
0, 1
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7. Criterios de seleccion:

AIC SBC HQ
Modelo1 1450,341 1480,635 1462,582

Modelo 2 1452,751 1472,947 1460,912

Conclusion: Ambos modelos recogen la estructura del proceso, no obstante el Modelo 1
presenta mejor ajuste residual. En los dos casos, los parametros estacionales tienen
correlaciones altas (aunque puede eliminarse el parametro de media movil estacional en
ambos modelos), mientras que el criterio AIC favorece al modelo 1 y los criterios SBC y HQ al
modelo 2. A pesar de las diferencias en los criterios de informacion, el Modelo 1 parece
explicar mejor las caracteristicas del proceso (ver que para el Modelo 2 no esta claro que los
residuos se comporten como un ruido blanco).
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Apéndice IV: San Victor

1. Representaciones grdficas.

San Victt San Vict AL sform: de Box-C«
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2. Modelos Propuestos:
Modelo 1: ARIMA(1,0,0)x(1,1,1)1,

Modelo 2: ARIMA(1,0,1)x(1,1,1)4>

3. Estimacion de los pardmetros:

Modelo 1
Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
const 0,0949959 0,0990595 0,9590 0,33757
phi_1 0,192611 0,0720418 2,6736 0,00750 HoEx
Phi_1 -0,0155332 0,0798525 -0,1945 0,84577
Theta_1 -0,817495 0,05449 -15,0027 <0,00001 HoEx
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Modelo 2

Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
const 0,0424905 0,0624137 0,6808 0,49601
phi_1 0,637133 0,204649 3,1133 0,00185 kK
Phi_1 -0,00271228 0,0821904 -0,0330 0,97367
theta_1 -0,461702 0,237559 -1,9435 0,05195 *
Theta_1 -0,809014 0,0562599 -14,3799 <0,00001 kK

4. Causalidad e invertibilidad:

Modelo 1
Real Imaginaria Moddulo
AR
Raiz 1 5,1918 0,0000 5,1918
AR (estacional)
Raiz 1 -64,3782 0,0000 64,3782
MA (estacional)
Raiz 1 1,2232 0,0000 1,2232
Modelo 2
Real Imaginaria Moddulo
AR
Raiz 1 1,5695 0,0000 1,5695
AR (estacional)
Raiz 1 -368,6941 0,0000 368,6941
MA
Raiz 1 2,1659 0,0000 2,1659
MA (estacional)
Raiz 1 1,2361 0,0000 1,2361

5. Andlisis de los residuos
5.a. Normalidad:

Estadistico de Doornik-Hansen = Valor-p

Modelo 1 1,195 0,55007
Modelo 2 1,626 0,44356

Modelo 1 Modelo 2

Frecuencia

0,0000

0,5000

0,0000

Frecuencia

0,0000

0,5000

0,0000

0,0000

Estadistico para el contraste de normalidad: Residuos m Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 1,626 [0,4436]

N(0,16158 5,6877) ——

Chi-cuadrado(2) = 1,195 [0,5501]

ensidad
ensidad
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Residuos I
N(0.13929 5,6699) ——




5.b. Media y Correlograma residual:

Media
0,161583
0,139291

Modelo 1
Modelo 2

FAC de los residuos

Desviacion Tipica

Estadistico t
0,405824
0,351829

5,64489
5,61293

FAC de los residuos

Valor-p a dos colas

0,6853
0,7253

T N I I oos
N — [ 1 |||| o I|I||||||||'|I||
o I o |
°-5§|||. I L1 |I. | o | I | s ||| I
o [T I | | ] 1 [ | | | ]
P36 Qs Valor-p
Modelo 1 -0,0743 42,7794 0,203
Modelo 2 -0,0746 39,7184 0,308
5.c. Homocedasticidad:
Pendiente estimada Valor-p
Modelo 1 0,0856444 0,84443
Modelo 2 -0,0943264 0,857855
2 . " -
.
.
" )
+ +
R 14 + + N . @
P
12 + + 12 + + It
+ +
10 + * 10 ! ’
+
8 + 8
+ ’ - " + ++
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6. Matriz de Covarianzas y Correlacion entre coeficientes:

Matriz de covarianzas del Modelo 1

const phi_1 Phi_1 Theta_1
0,00981278 -0,00126873 0,00131036 -9,84013e-005 const
0,00519003 -0,000459944 0,000644896 phi_1
0,00637643 -0,00244866 Phi_1

0,00296916 Theta_1

Matriz de covarianzas del Modelo 1

P1 @, 0,
@, 1 -0,07995247 0,16428137
o, 1 -0,56275992
0, 1

Matriz de correlaciones del Modelo 2

const phi_1 Phi_1 theta_1 Theta_1
0,00389547 -0,00630179 0,000856401 0,00666307 -2,68498e-006
0,0418811 -0,00182288 -0,0466171 0,000667186
0,00675526 0,00158042 -0,00274032
0,0564344 -1,64545e-005
0,00316518

Matriz de correlaciones del Modelo 2

P1 @, 01 0,
0, 1 -0,10837456  -0,95887973  0,05794799
D, 1 0,08094312 -0,59262672
0, 1 -0,00123116
0, 1
7. Criterios de seleccion:
AIC SBC HQ

Modelo1 1275,338 1291,855 1282,021

Modelo 2 1275,014 1294,834 1283,034

Conclusion: Los dos modelos propuestos incluyen un orden de diferenciaciéon estacional
sugerido por los resultados de los contrastes HEGY y CH. Ademas, ambos presentan
sobreparametrizacién, es decir, hay pardmetros estimados que no son significativamente
distintos de cero. Las condiciones de causalidad e invertibilidad estan satisfechas, y el mejor
ajuste de normalidad residual lo tiene el Modelo 1. Los correlogramas residuales no
contradicen la hipdtesis de ruido blanco en los retardos regulares y tampoco en los
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estacionales y no hay presencia de heterocedasticidad. Las correlaciones entre los coeficientes
estimados no son altas a excepcion de la correlacién entre el pardametro autorregresivo y el de
media mévil del Modelo 2, lo que podria ser un indicio de factores comunes, sin embargo 6,
no es significativo al 5% y puede suprimirse. En este punto resulta Util la informacion que
ofrecen los criterios. El Modelo 1 es el que presenta los valores mas bajos de los criterios SBCy
de HQC, mientras que el criterio de Akaike en ambos modelos tiene diferencia minima. El
analisis integrado sugiere al Modelo 1 como el que mejor explica la estructura del proceso
generador de la serie. Se han probado otros modelos sin mejores resultados.
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Apéndice V: Santa Anita

1. Representaciones grdficas.

Santa Anita
Santa Anita - Transformacion de Box-Cox
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2. Modelos Propuestos:

Modelo 1: ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)1,
Modelo 2: ARIMA(1,1,1)x(1,1,1)1,
Modelo 3: ARIMA(1,0,0)x(0,1,1)4,
Modelo 4: ARIMA(1,0,1)x(1,1,1)4,

3. Estimacion de los pardmetros:

Modelo 1
Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
const -0,0633445 0,0465571 -1,3606 0,17365
theta_1 -0,684303 0,0495033 -13,8234 <0,00001 *Ak
Theta_1 -0,741231 0,0491371 -15,0850 <0,00001 *Ak
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const
phi_1
Phi_1
theta_1
Theta_1

const
phi_1
Theta_1

const
phi_1
Phi_1
theta_1
Theta_1

4. Causalidad e invertibilidad:

MA

MA (estacional)

AR

AR (estacional)

MA

MA
(estacional)

Raiz 1

Raiz 1

Raiz 1

Raiz 1

Modelo 2

169

Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
-0,0176411 0,0138096 -1,2775 0,20144
0,0809936 0,0869522 0,9315 0,35161
-0,100335 0,0861088 -1,1652 0,24393
-0,899614 0,0354449 -25,3806 <0,00001 roEx
-0,767096 0,0643552 -11,9197 <0,00001 rokx
Modelo 3
Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
0,0640494 0,0861283 0,7437 0,45709
0,112078 0,0661722 1,6937 0,09032 *
-0,842313 0,0402163 -20,9446 <0,00001 Hokx
Modelo 4
Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
0,027795 0,0720822 0,3856 0,69979
0,600822 0,331067 1,8148 0,06955 *
-0,0849492 0,0817888 -1,0386 0,29897
-0,489336 0,358083 -1,3665 0,17177
-0,782526 0,0539199 -14,5127 <0,00001 roEx
Modelo 1
Real Imaginaria Moddulo Frecuencia
Raiz 1 1,4613 0,0000 1,4613 0,0000
Raiz 1 1,3491 0,0000 1,3491 0,0000
Modelo 2
Real Imaginaria Moddulo Frecuencia
12,3467 0,0000 12,3467 0,0000
-9,9666 0,0000 9,9666 0,5000
1,1116 0,0000 1,1116 0,0000
1,3036 0,0000 1,3036 0,0000



AR

AR

MA

Modelo 3

0,04

Real Imaginaria Moddulo Frecuencia
Raiz 1 8,9224 0,0000 8,9224 0,0000
MA (estacional)
Raiz 1 1,1872 0,0000 1,1872 0,0000
Modelo 4
Real Imaginaria Médulo Frecuencia
Raiz 1 1,6644 0,0000 1,6644 0,0000
AR (estacional)
Raiz 1 -11,7717 0,0000 11,7717 0,5000
Raiz 1 2,0436 0,0000 2,0436 0,0000
MA (estacional)
Raiz 1 1,2779 0,0000 1,2779 0,0000
5. Andlisis de los residuos.
4.a. Normalidad:
Estadistico de Doornik-Hansen = Valor-p
Modelo 1 1,071 0,5853
Modelo 2 1,159 0,56004
Modelo 3 3,891 0,14291
Modelo 4 3,310 0,19112
oty o7 o Ko a0ts 1783 — | e st o e et neoser oy
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Modelo 3

Estadistico para el contraste de normalidad: Residuos mmm
N(0,030802 5,7294)

Chi-cuadrado(2) = 3,891 [0,1429]

Densidad
Densidad

5.b. Media y Correlograma residual:

Media Desviacion Tipica

Modelo 4

Estadistico t

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 3,310 [0,1911]

Residuos mm
N(0,031886 5,9264) ——

Valor-p a dos colas

Modelo 1 -0,404912 6,44207
Modelo 2 -0,318313 6,0835
Modelo 3 0,0308015 5,70191
Modelo 4 0,0318865 5,86595

FAC de los residuos
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-0,910845
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P36

Q36 Valor-p

Modelo 1 -0,0246

Modelo 2 -0,0492

Modelo 3 -0,0134

Modelo 4 -0,0425
4.c. Homocedasticidad:
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Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3
Modelo 4

Rango-Media - Modelo 1

Pendiente estimada
-0,00554642
-0,276171
0,413648
0,61518

+

Valor-p

0,992139
0,578985
0,344841
0,153498

Rango-Media - Modelo 2

20

18

16

14

121

101

++

6. Matriz de Covarianzas y Correlacion entre coeficientes:

const
0,00216756

Matriz de Covarianzas del Modelo 1

theta_1
0,000179313
0,00245058

Theta_1
0,000578946
-0,000143604

0,00241445

Correlacion entre los pardmetros
estimados del Modelo 1

0, 1
0,

0,
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Matriz de covarianzas del Modelo 2

const phi_1 Phi_1 theta_1 Theta_1
0,000190705 0,000218190  -6,14956e-005 @ -2,00033e-005  0,000132055  const
0,00756068 0,000242322 -0,00178637 0,000564816  phi_1

0,00741473 4,71224e-005 -0,00292396  Phi_1
0,00125634 -0,000491716  theta_1
0,00414159  Theta_1

Matriz de correlaciones del Modelo 2

(%1 @, 01 0,
@1 1 0,03236419 -0,57961162 0,10093523
o, 1 0,01543925 -0,52764308
0,4 1 -0,21556435
0, 1

Matriz de Covarianzas del Modelo 3

const phi_1 Theta_1
0,00741808 -0,000485548 -0,000640945 const
0,00437876 0,000185012 phi_1

0,00161735 Theta_1

Correlacién entre los parametros
estimados del Modelo 3
P1 0,
@1 1 0,06952199
0, 1

Matriz de covarianzas del Modelo 4

const phi_1 Phi_1 theta_1 Theta_1
0,00519585 -0,0131364 -9,17905e-005 0,0142052 -0,000304383  const
0,109606 0,00265331 -0,116749 -0,00182926  phi_1
0,00668941 -0,00259969 -0,00187275  Phi_1
0,128224 0,00209239  theta_1l

0,00290736  Theta_1

Matriz de correlaciones del Modelo 4

$1 @, 01 0,
@1 1 0,09798921 -0,98481255 -0,10247324
D, 1 -0,08876546 -0,42465563
0,4 1 0,10837019

173



7. Criterios de seleccion:

Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3

Modelo 4

Conclusion: Los cuatro modelos propuestos incluyen un orden de diferenciacion estacional por
lo que sugiere el test de Canova y Hansen y el test HEGY bajo criterio AIC y términos
trigonométricos, mientras que los modelos 1 y 2 contienen, ademds, un orden de
diferenciacion regular sugerida por el contraste HEGY con criterio AIC y constante (aunque el
correlograma de la ACF no da indicios de presencia de raices unitarias). Los cuatro modelos
superan las pruebas residuales y de colinealidad. Los criterios de informacién arrojan los
valores mas bajos para el Modelo 4. Como puede apreciarse es dudosa la inclusién de un
orden de diferenciaciéon regular. En caso de optarse por un modelo con un orden de
diferenciacion regular, entonces el Modelo 2 es el adecuado entre los propuestos (tener en

AIC SBC

1386,181 1399,569
1281,999 1301,698
1334,095 1347,483

1273,492  1293,222

HQ

1391,593
1289,973
1339,507

1281,478

cuenta, en este punto las consecuencias de la sobrediferenciacion).
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Apéndice VI: Séptimo Distrito

1. Representaciones grdficas.

Séptimo Distrito
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2. Modelos propuestos:
Modelo 1: ARIMA(1,0,2)x(1,0,1)1>
Modelo 2: ARIMA(1,0,2)x(1,1,1)45
3. Estimacion de los pardmetros:
Modelo 1

Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
const 1,25373 0,726771 1,7251 0,08451 *
phi_1 -0,342006 0,409384 -0,8354 0,40348
Phi_1 0,920475 0,0427953 21,5088 <0,00001 wkx
theta_1 0,418898 0,421808 0,9931 0,32066
theta_2 0,155406 0,0780203 1,9919 0,04639 ok
Theta_1 -0,804388 0,0662642 -12,1391 <0,00001 wkx
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const
phi_1
Phi_1
theta_1
theta 2
Theta_1

Coeficiente
0,22378
-0,325231
-0,0837906
0,348893
0,142392
-0,752449

4. Causalidad e Invertibilidad:

AR

AR (estacional)

MA

MA (estacional)

AR

AR (estacional)

MA

MA (estacional)

Raiz 1

Raiz 1

Raiz 1
Raiz 2

Raiz 1

Raiz 1

Raiz 1

Raiz 1
Raiz 2

Raiz 1

5. Andlisis de los residuos

5.a. Normalidad:

Modelo 2

Desv. Tipica z Valor p
0,179616 1,2459 0,21281
0,345044 -0,9426 0,34590
0,0888778 -0,9428 0,34580
0,351507 0,9926 0,32092
0,075422 1,8879 0,05903 *
0,0521087 -14,4400 <0,00001 HoEx
Modelo 1
Real Imaginaria Moddulo Frecuencia
-2,9239 0,0000 2,9239 0,5000
1,0864 0,0000 1,0864 0,0000
-1,3478 -2,1490 2,5367 -0,3391
-1,3478 2,1490 2,5367 0,3391
1,2432 0,0000 1,2432 0,0000
Modelo 2
Real Imaginaria Moddulo Frecuencia
-3,0747 0,0000 3,0747 0,5000
-11,9345 0,0000 11,9345 0,5000
-1,2251 -2,3499 2,6501 -0,3265
-1,2251 2,3499 2,6501 0,3265
1,3290 0,0000 1,3290 0,0000

Estadistico de Doornik-Hansen Valor-p

Modelo 1
Modelo 2

13,649
1,539
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Modelo 1 Modelo 1

Estadistico para el contraste de normalidad: Residuos Estadistico para el contraste de normalidad: Residuos E
Chi-cuadrado(2) = 13,649 [0,0011] N(-0,22018 5,4432) Chi-cuadrado(2) = 1,539 [0,4633] N(0.17178 5.6664) ——

Densidad
Densidad

5.b. Media y Correlograma residual:

Media Desviacidn Tipica  Estadisticot = Valor-p a dos colas

Modelo 1 -0,220181 5,37926 -0,600173 0,549
Modelo 2 0,171784 5,59581 0,437389 0,6623

£AC de o rsiduos FAC do o residuos
02
oas oo 2 —aeeras
01 | 01 | |
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" o N | | > L [ | L 1
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008 005
o 01
05 015
oz
o s 0 s 20 o s w0 s 20
retardo retardo
FAGP do o5 rsicos FAGP do s rsicos
— 02 —
0,15 +-1,96/T°0,5 015 +- 1,96/T"0,5
01 o1
oo | | | 008 L Ll |
o M| 1 | —1 o | y
T LI B B
005 005
01 01
05 015
oz
o s 0 s 20 o s 10 15 0
retardo retardo

P36 Q36 Valor-p
Modelo 1 0,0038 40,2524 0,288
Modelo 2 -0,0025 43,6744 0,178

4.c. Homocedasticidad:

Pendiente estimada Valor-p

Modelo 1 0,0348065 0,935178
Modelo 2 0,0175925 0,946565
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Rango-Media - Modelo 1 Rango-Media -

Modelo 2

4+

4.d. Matriz de Covarianzas y Correlacion entre coeficientes:

Matriz de Covarianzas del Modelo 1

const phi_1 Phi_1 theta_1 theta_2 Theta_1
0,528196 @ -0,0876963 -0,0261179 0,0902492 0,00806202 0,0300557 const
0,167596 -0,00412461 -0,169540 -0,00515651 0,00351323 phi_1
0,00183144 0,00407260  -0,000261466 -0,00197797  Phi_1
0,177922 0,00686144 -0,00435390  theta_1
0,00608717 4,04304e-005 theta_2
0,00439095 Theta_1
Correlaciones entre los parametros del Modelo 1
P1 @, 6, 0, 0,
®1 1 -0,23542683 -0,98180785 -0,16144232 0,12950805
@, 1 0,22561131 -0,07830897 -0,69750073
0,4 1 0,20849365 -0,15577031
9, 1 0,00782026
0, 1
Matriz de Covarianzas del Modelo 2
const phi_1 Phi_1 theta_1 theta_2 Theta_1
0,0322618 @ -0,0198551  0,000773492 0,0195835 -0,000364722 @ -0,000528464 const
0,119056 -0,00253035 -0,117869 0,00163015 0,000129345  phi_1
0,00789926 0,00304593 = 6,29985e-005 -0,00192151  Phi_1
0,123557 -0,000314155 @ -0,000969919 theta_1
0,00568847 -0,000579762  theta_2
0,00271531  Theta_1
Correlaciones entre los parametros del Modelo 2
P1 @, 6, 0, 0,
®1 1 -0,08251118  -0,97183188  0,06264048 0,00719391
@, 1 0,09749731 0,00939807 -0,41489587
0,4 1 -0,01184983  -0,05295308
0, 1 -0,14751679
0, 1
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4.c. Criterios de seleccion:

AIC SBC HQ

Modelo1 1346,999 1370,594 1356,533
Modelo2 1288,418 1311,611 1297,801

Conclusion: Claramente el Modelo 2 explica mejor la estructura del proceso generador de los
datos, no solo por el andlisis residual sino también por los criterios de informaciéon. Nétese que
existe colinealidad entre los parametros autorregresivo y de media mévil de la parte regular,
sin embargo estos parametros no son significativos por lo que se pueden eliminar del modelo.
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Apéndice VII: Viale

1. Representaciones grdficas.

Viales - Transformacion de Box-Cox

Viale 40
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2. Modelos Propuestos:
Modelo 1: ARIMA(1,0,0)x(0,1,1)1,
Modelo 2: ARIMA(1,0,0)x(1,0,1)1,

3. Estimacion de los pardmetros:

Modelo 1
Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
const 0,265992 0,209049 1,2724 0,20324
phi_1 0,222247 0,0747073 2,9749 0,00293 HoEx
Theta_1 -0,687592 0,0523783 -13,1274 <0,00001 Hokx
Modelo 2
Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
const 5,81185 1,565 3,7136 0,00020 HoEx
phi_1 0,288408 0,0743478 3,8792 0,00010 HoEx
Phi_1 0,324758 0,158168 2,0532 0,04005 *k
Theta_1 0,0954281 0,170849 -0,5586 0,57647
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4. Causalidad e invertibilidad:

Modelo 1
Real Imaginaria Moddulo Frecuencia
AR
Raiz 1 4,4995 0,0000 4,4995 0,0000
MA (estacional)
Raiz 1 1,4544 0,0000 1,4544 0,0000
Modelo 2
Real Imaginaria Moddulo Frecuencia
AR
Raiz 1 3,4673 0,0000 3,4673 0,0000
AR (estacional)
Raiz 1 3,0792 0,0000 3,0792 0,0000
MA (estacional)
Raiz 1 10,4791 0,0000 10,4791 0,0000

5. Andlisis de los residuos
5.a. Normalidad:

Estadistico de Doornik-Hansen Valor-p

Modelo 1 1,684 0,43086
Modelo 2 3,414 0,18143

Modelo 1 Modelo 2

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 1,684 [0,4309]

Estadistico para el contraste de normalidad: Residuos mem
Chi-cuadrado(2) = 3,414 [0,1814]

Residuos.
N(0,2204 7,3611) —— N(-0,014585 6,7246) ——

ensidad

5.b. Media y Correlograma residual:

Media Desviacion Tipica  Estadisticot = Valor-p a dos colas
Modelo 1 0,220399 7,3214 0,411658 0,6811
Modelo 2 -0,0145851 6,67018 -0,0299015 0,9762
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FAC de los residuos

FAC de los residuos

s ||.||| N NN . ! L |
[ ] N [ ] [T] ' |||||
°‘52 I | | | | L, | | | °‘°§ 1 L .
' [] ||'I 1 [TTT" 1 '|'|I '
P3s Valor-p
Modelo 1 -0,0249 36,5625 0,443
Modelo 2 0,0707 40,7329 0,270
5.c. Homocedasticidad:
Pendiente estimada Valor-p
Modelo 1 1,05671 0,110901
Modelo 2 0,468738 0,524051
Rango-Media - Modelo 1 Rango-Media - Modelo 2
w0 ; .
26 +
25 +
+ 24
+ +
» 20 +
.
° o 18 +
- + ++ g
g + g +
+ 16 + +
+ +
+ + 14 + + o+
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. .
5 + 0
6. Matriz de Covarianzas y Correlacion entre coeficientes:
Matriz de covarianzas del Modelo 1
const phi_1 Theta_1
0,0437017 -0,00228236 -0,00142656 const

0,00558118

0,000721025 phi_1
0,00274348 Theta_1
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Matriz de correlaciones del Modelo 2

(21 0,
P1 1 0,18426204
0, 1

Matriz de covarianzas del Modelo 2

const phi_1 Phi_1 Theta_1
2,44922 -0,0448452 -0,214895 0,216532 const
0,00552760 -0,000174867 @ 0,000712074  phi_1
0,0250172 -0,0248285 Phi_1

0,0291895 Theta_1

Matriz de correlaciones del Modelo 2

P1 @, 0,
P4 1 -0,01487035 0,0560589
D, 1 -0,91879668
0, 1
7. Criterios de seleccion:
AIC SBC HQ

Modelo1 1282,410 1295,335 1287,647
Modelo 2 1249,401 1265,557 1255,947

Conclusion: El hecho de que el test HEGY y el de Canova y Hansen detectan presencia de raices

unitarias estacionales sugiere que el modelo adecuado es el 1, aunque el Modelo 2 tiene los

valores mas bajos de los criterios de informacion. También se consideraron los modelos
ARIMA(1,1,1)x(0,1,1);, y ARIMA(1,1,0)x(0,1,1);, pero no mostraron buenos ajustes
residuales. En el primer caso los residuos son heterocedasticos y en el segundo no se ajustan a

un ruido blanco.
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Apéndice VIII: Villa Paranacito

1. Representaciones grdficas.

Villa Paranacito

Villa Paranacito - Transformacion de Box-Cox
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N [T [ 71
‘ § § F £ F 5§ g & & £ 2 ¢
2. Modelos propuestos.
Modelo 1: ARIMA(0,0,1)x(1,0,0)1>
Modelo 2: ARIMA(0,1,1)x(1,0,0)1>
Modelo 3: ARIMA(1,0,0)x(1,0,0)1>
3. Estimacion de los pardmetros:
Modelo 1

Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
const 11,1939 1,24498 8,9912 <0,00001 *Ak
Phi_1 0,195294 0,0680065 2,8717 0,00408 Rk
theta_1 0,193261 0,0666016 2,9018 0,00371 Rk

Modelo 2

Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
const 0,0449031 0,0707095 0,6350 0,52540
Phi_1 0,196819 0,0657344 2,9942 0,00275 *kE
theta_1 -0,893847 0,0312074 -28,6421 <0,00001 *Ak
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Modelo 3

Coeficiente
const 9,1651
phi_1 0,197151
Phi_1 0,185279

4. Causalidad e invertibilidad:

AR (estacional)

Raiz 1
MA

Raiz 1
AR (estacional)

Raiz 1
MA

Raiz 1
AR

Raiz 1
AR (estacional)

Raiz 1

5. Andlisis de los residuos
5.a. Normalidad:

Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3

Desv. Tipica z
1,1808
0,0667793
0,0658586
Modelo 1
Real Imaginaria
5,1205 0,0000
-5,1743 0,0000
Modelo 2
Real Imaginaria
5,0808 0,0000
1,1188 0,0000
Modelo 3
Real Imaginaria
5,0723 0,0000
5,3973 0,0000

Estadistico de Doornik-Hansen

0,769795
1,22462
0,554

185

7,7618
2,9523
2,8133

Valor p
<0,00001 *kk
0,00315 *okk
0,00490 *kk
Moaodulo Frecuencia
5,1205 0,0000
5,1743 0,5000
Moaodulo Frecuencia
5,0808 0,0000
1,1188 0,0000
Moaddulo Frecuencia
5,0723 0,0000
5,3973 0,0000
Valor-p
0,68052
0,542098
0,75789



Modelo 1 Modelo 1
0,05 0,0¢
Estadistico para el contraste de normalidad: Residuos M Estadistico para el contraste de normalidad: Residuos EE.
Chi-cuadrado(2) = 0,770 [0,6805] N(0,0093029 8,7136) Chi-cuadrado(2) = 1,225 [0,5421] N(0,20651 9,1315) ——
0,05
0,04

Densidad
Densidad
°
3
&

Modelo 3

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 0,554 [0,7579]

Densidad

5.b. Media y Correlograma residual:

Media Desviacidn Tipica

Residuos
N(2,8452-009 8,6858) ——

Estadistico t Valor-p a dos colas

Modelo 1 0,00930294 8,6733
Modelo 2 0,206507 9,08909
Modelo 3  0,00000000284525 8,64548

FAC de los residuos

0,0158367 0,9874
0,334692 0,7382

0,00000000484798

FAC de los residuos

01s | +-1,96/T70,5 —— 0.15 +-1,96/170.5 —
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T B | L g o= [ | b
1 3 1 1
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FAC de los residuos

0,15

+-1,96/770,5 —

0.1
0,05

0,05
-0.1

0,15

10

015

0,05

0,05
-0,1

-0.15

Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3

5.c. Homocedasticidad:

10 20

Q36
35,8992
41,5603
33,9316

Valor-p
0,473
0,241
0,567

ﬁ36

-0,0249
-0,0298
-0,0184

Pendiente estimada Valor-p

Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3

-0,368635
0,606581
0,0730593

0,427956
0,224753
0,887784
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6. Matriz de Covarianzas y Correlacion entre coeficientes:

Matriz de Covarianzas del Modelo 1
const Phi_1 theta_1

1,54998 -0,0696529
0,00462488

-2,57010e-005 const
-0,000366275 Phi_1

0,00443577 theta_1

Correlacion entre los pardmetros

@,
0,

estimados del Modelo 1
@,
1 -0,080
1

0,
86716

Matriz de Covarianzas del Modelo 2

-0,000326184 const

const Phi_1 theta_1
0,00499983 -0,000621011
0,00432101

-0,000570302 Phi_1

0,000973904 theta_1

Correlacién entre los parametros

P,
0,

estimados del Modelo 2
D,

0,

1 -0,27800628

1

Matriz de Covarianzas del Modelo 3

const

1,39429 -0,0479770
0,

phi_1 Phi_1

-0,0454454 const

00445948 -0,000228360 | phi_1
0,00433735 Phi_1

Correlacién entre los parametros

P,

7. Criterios de seleccion:

Modelo 1
Modelo 2

Modelo 3

estimados del Modelo 3
D,

(1

1 -0,05192371

1

AIC SBC

1567,524 1581,062
1580,800 1594,319

1556,971 1567,110
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Conclusion: El Modelo 2 se propuso con un orden de diferenciacidon regular por la posible
presencia de raiz unitaria en la frecuencia cero sugerida por los resultados del contraste HEGY.
Sin embargo, 0,01 < valor —p < 0,05 por lo que la hipétesis nula de raiz unitaria no se
rechaza al 1% de significacién pero si al 5%, lo que implica que no es en modo alguno
contundente el resultado que ofrece el test. Aunque el modelo supera la mayoria de las
pruebas, los residuos no se ajustan a un ruido blanco. Mejor adaptacion presentaron los
modelos 1y 3 pero los contrastes favorecen al Modelo 3, por lo que es el que mejor explica el
proceso.
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Apéndice IX: Colon

1. Representaciones grdficas.

Colén
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2. Modelos propuestos.

Modelo 1: ARIMA(1,0,0)x(0,1,1)4>

Modelo 2: ARIMA(1,0,0)x(1,0,1)1>

Modelo 3: ARIMA(1,0,0)x(1,1,1)4,

3. Estimacion de los pardmetros:

Coeficiente
const -0,0159831
phi_1 0,158235
Theta_1 -0,821793
Coeficiente
const 14,9032
phi_1 0,27496
Phi_1 -0,484323
Theta_1 0,698817

Modelo 1
Desv. Tipica z
0,0788842 -0,2026
0,0526634 3,0047
0,0316758 -25,9439
Modelo 2
Desv. Tipica z
1,63209 9,1314
0,0520132 5,2863
0,0990559 -4,8894
0,0891395 7,8396

190

ooy
o] °
3
aney ————

—E— °

.

B

aguenkes] -

Valor p
0,83944
0,00266

<0,00001

Valor p
<0,00001
<0,00001
<0,00001
<0,00001

PO

1A

aq

* %k %

% %k %k

* %k %

* %k %

% %k %k

* %k %

oo —




Coeficiente
const -0,0421835
phi_1 0,161077
Phi_1 -0,0154802
Theta_1 -0,836472

4. Causalidad e invertibilidad:

AR

Raiz 1
MA (estacional)

Raiz 1
AR

Raiz 1
AR (estacional)

Raiz 1
MA (estacional)

Raiz 1
AR

Raiz 1
AR (estacional)

Raiz 1
MA (estacional)

Raiz 1

5. Andlisis de los residuos.
5.a. Normalidad:

Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3

Modelo 3

Desv. Tipica z Valor p
0,073381 -0,5749 0,56539
0,0592854 2,7170 0,00659 *Ak
0,0599386 -0,2583 0,79620
0,0338442 -24,7154 <0,00001 *Ak
Modelo 1
Real Imaginaria Moddulo Frecuencia
6,3197 0,0000 6,3197 0,0000
1,2169 0,0000 1,2169 0,0000
Modelo 2
Real Imaginaria Moddulo Frecuencia
3,6369 0,0000 3,6369 0,0000
-2,0647 0,0000 2,0647 0,5000
-1,4310 0,0000 1,4310 0,5000
Modelo 3
Real Imaginaria Moddulo Frecuencia
6,2082 0,0000 6,2082 0,0000
-64,5985 0,0000 64,5985 0,5000
1,1955 0,0000 1,1955 0,0000

Estadistico de Doornik-Hansen

0,104
0,005
0,258
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Modelo 1

Modelo 2

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 0,104 [0,9493]

Densidad

Residuos mml
N(0,02154 6,8878) ——

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 0,005 [0,9976]

Densidad

Modelo 3

Chi-cuadrado(2) = 0,258 [0,8788]

Densidad

5.b. Media y Correlograma residual:

Media

Estadistico para el contraste de normalidad:

Desviacidn Tipica

Residuos mesl
N(-0,090373 6,7931) ——

Estadistico t

Residuos
N(0,057736 6,5112) ——

Valor-p a dos colas

Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3

0,0215401
0,0577357
-0,0903732

FAC de los residuos

6,86759
6,48245
6,76208

0,0580038
0,164709
-0,242782

FAC de los residuos

0,9538
0,8693
0,8083
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FAC de los residuos

+-1,96/T70,5 —

retardo

FACP de los residuos

+-1,96/T70,5 —

Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3

4.c. Homocedasticidad:

Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3

Rango-Media - Modelo 1

P36

retardo

Q36

0,0441
0,0782
0,0277

55,1957
69,5856
54,2286

Valor-p
0,021
0,001
0,026

Pendiente estimada @ Valor-p

0,113836
0,126661

-0,137144

0,828889
0,814056
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4.d. Matriz de Covarianzas y Correlacion entre coeficientes:

Matriz de Covarianzas del Modelo 1

const phi_1 Theta_1
0,00622272 0,000264662 0,000219124 const
0,00277344 -2,05824e-006 phi_1

0,00100336 Theta_1

Correlacién entre los parametros
estimados del Modelo 1
P1 0,

@1 1 -0,00123384
0, 1

Matriz de Covarianzas del Modelo 2
const phi_1 Phi_1 Theta_1
2,66371 -0,0581854 -0,104142 0,0854662 const
0,00270538 9,21106e-005 -0,000277109 phi_1
0,00981207 -0,00775073 | Phi_1
0,00794585  Theta_1

Correlacion entre los parametros estimados del Modelo 2

P1 @, 0,
®, 1 0,01787787 -0,05976774
D, 1 -0,87779291
0, 1

Matriz de Covarianzas del Modelo 3
const phi_1 Phi_1 Theta_1
0,00538478 0,000461752  4,08835e-005 = 0,000147532  const
0,00351476 -0,000729632  0,000347379  phi_1
0,00359264 -0,000811844 | Phi_1
0,00114543 Theta_1

Correlacion entre los parametros estimados del Modelo 3

P1 2 0,
@ 1 -0,20532864 | 0,17312969
D, 1 -0,40020429
0, 1
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4.c. Criterios de seleccion:

AIC SBC HQ

Modelo1 2295,496 2310,835 2301,607
Modelo 2 2258,043 2277,217 2265,682

Modelo 3 2207,035 2226,031 2214,612

Conclusion: Los tres modelos parecen recoger la estructura del proceso generador de datos.
Cumplen con las condiciones de causalidad e invertibilidad y el andlisis residual muestra buena
adaptacion aunque los correlogramas de los residuos no se ajustan a un ruido blanco. La
matriz de correlaciones tiene alta correlacién entre los pardmetros estacionales estimados en
el Modelo 2, no asi en los modelos 1y 3. Por ultimo, los criterios de informacion sugieren que
el modelo que mejor explica el proceso es el Modelo 3. Los contrastes HEGY y CH no dan
evidencias claras de presencia de raices unitarias (aunque bajo ciertas restricciones si lo hace
el test HEGY).
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Apéndice X: La Lila

1. Representaciones grdficas.

Variacion estacional
Z»j I ) I i 600
NEE [T 11
L I L I UM .
o ‘ ‘ 400 o oz o o o
0:2 I E _.I o’ ;021
| . [ 11 %
R LI T
as T3 Ff F§ 1§17 Fd
2. Modelos propuestos.
Modelo 1: ARIMA(0,0,2)x(0,1,1)1,
Modelo 2: ARIMA(1,0,2)x(1,0,1)1,
Modelo 3: ARIMA(1,0,2)x(1,1,1)1,
3. Estimacion de los pardmetros:
Modelo 1

Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
const -0,00821116 0,0604521 -0,1358 0,89196
theta_1 0,100659 0,0510562 1,9715 0,04866 *x
theta_2 0,159253 0,0503317 3,1641 0,00156 Hokx
Theta_1 -0,879052 0,0275341 -31,9259 <0,00001 HoEx
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const
phi_1
Phi_1
theta_1
theta 2
Theta_1

const
phi_1
Phi_1
theta_1
theta_2
Theta_1

4. Causalidad e invertibilidad:

MA

MA (estacional)

AR

AR (estacional)

MA

MA (estacional)

Modelo 2

Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
2,46492 1,17011 2,1066 0,03516 *x
0,0194667 0,289878 0,0672 0,94646
0,789857 0,0762361 10,3607 <0,00001 HoEx
0,131086 0,286398 0,4577 0,64716
0,179976 0,0626089 2,8746 0,00405 rokx
-0,607607 0,0969834 -6,2651 <0,00001 HoEx
Modelo 3
Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
0,043819 0,0655296 0,6687 0,50369
0,108857 0,385306 0,2825 0,77754
0,028278 0,0624611 0,4527 0,65074
-0,00681973 0,387265 -0,0176 0,98595
0,110075 0,0635756 1,7314 0,08338 *
-0,86073 0,0319638 -26,9283 <0,00001 *Ak
Modelo 1
Imaginaria Moddulo Frecuencia
Raiz 1 -0,3160 -2,4858 2,5059 -0,2701
Raiz 2 -0,3160 2,4858 2,5059 0,2701
Raiz 1 1,1376 0,0000 1,1376 0,0000
Modelo 2
Real Imaginaria Moddulo Frecuencia
Raiz 1 51,3696 0,0000 51,3696 0,0000
Raiz 1 1,2661 0,0000 1,2661 0,0000
Raiz 1 -0,3642 -2,3289 2,3572 -0,2747
Raiz 2 -0,3642 2,3289 2,3572 0,2747
Raiz 1 1,6458 0,0000 1,6458 0,0000

197



Modelo 3
Real Imaginaria Moddulo Frecuencia
AR
Raiz 1 9,1863 0,0000 9,1863 0,0000
AR (estacional)
Raiz 1 35,3632 0,0000 35,3632 0,0000
MA
Raiz 1 0,0310 -3,0139 3,0141 -0,2484
Raiz 2 0,0310 3,0139 3,0141 0,2484
MA (estacional)
Raiz 1 1,1618 0,0000 1,1618 0,0000
5. Andlisis de los residuos.
5.a. Normalidad:
Estadistico de Doornik-Hansen = Valor-p
Modelo 1 8,587 0,01365
Modelo 2 1,720 0,42306
Modelo 3 3,008 0,22229
[ e o8 | [ e s T

nsidad

nsidad

nsidad

Modelo 3

Estadistico para el contraste de normalidad:

Chi-cuadrado(2) = 3,008 [0,2223]

Residuos sl
N(0,08856 5,9395) ——
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5.b. Media y Correlograma residual:

Media Desviacion Tipica Estadistico t
Modelo 1 -0,111677 5,767 -0,373496
Modelo 2 -0,0192253 5,67827 -0,0652146
Modelo 3 0,0885603 5,89787 0,284506

Valor-p a dos colas
0,709
0,948
0,7762

FAC de los residuos FAC de los residuos
015
+- 1,96/T70,5 —— 015 +-1,96/TA0,5
01 01
0,05 I ] 0,05 l
| I
0 L | T T | | o L T T | L | | I | |
0,05 41 -00s
o1 0.1
0,15 -0,15
o 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
tard tard
FACP de los resid FACP de los resid
0.5 T T T T
+- 1,96/T70,5, 015 +-1,96/T70,5 —
01 01
0,05 | ] 0,05 |
1 :
o Tt | I 1 I I o T T T T | L I | | | |
0,05 41 -00s
0.1 01
015 0,15
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
tardo tard
FAC de los residuos
015 T
+-1,96/T70,5 ——
01
°'°5 | | | I |
° ] | I L I |
0,05
0.1
0.15
o 5 10 15 20 25
tardo
FACP de los resi
015 T T
+-1,96/T70,5 ——
01
0,05 | |
| 1 |
0
| T I
0,05
0.1
0,15 - -
o 5 10 15 20 25

P36 Qs Valor-p
Modelo 1 -0,0701 39,4713 0,318
Modelo 2 -0,0841 43,2886 0,188
Modelo 3 -0,0802 41,0444 0,259

5.c. Homocedasticidad:

Pendiente estimada Valor-p
Modelo 1 -0,748904 0,323746
Modelo 2 -0,793091 0,457124
Modelo 3 -0,176651 0,625223
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Rango-Media - Modelo 1 Rango-Media - Modelo 2

E 28

+

+ + 1 + +
+
+ 16 + +
+ B *
+ 14
+ + + +
+
+ o+ +
12 +
+ +
- +
10
1 o 1 2 3 25 2 15 1 05 0 05 1 15
medi medi
Rango-Media - Modelo 3
22
20 +
18+
+
+
. +
16 +
E) + +#
14 + 4
+ +
+
12 + *
+ +
+ +
+ +
10 + +
+ +
+
+ +

4.d. Matriz de Covarianzas y Correlacion entre coeficientes:

const
1,36917

Matriz de Covarianzas del Modelo 1

const theta_1 theta_2 Theta_1
0,00365446 -4,83946e-005 = 0,000191169 0,000323811  const
0,00260674 0,000426421 0,000139160  theta_1
0,00253328 -0,000387333  theta_2
0,000758129  Theta_1
Correlacidn entre los parametros estimados del Modelo 1
0, 0, 0,
0, 1 0,16593901 0,09899085
0, 1 -0,27949369
0, 1
Matriz de Covarianzas del Modelo 2
phi_1 Phi_1 theta_1 theta_2 Theta_1
-0,199795 -0,0690432 0,198525 0,0313687 0,0786155
0,0840290 @ -0,000819254 -0,0817312 -0,0102261 0,000786189
0,00581194 0,000389010  -0,000404254 -0,00658522
0,0820240 0,0105636 -0,000234734
0,00391988 0,000255532
0,00940577
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Correlacidn entre los parametros estimados del Modelo 2

-0,98447034 | -0,56345431 | 0,02796497

0,01781682 -0,08469496 -0,89066054

0,58912288  -0,00845101
1 0,0420835
1

Matriz de Covarianzas del Modelo 3

P1 @,
P1 1 -0,03707171
D, 1
0, 1
0,
0,
const phi_1 Phi_1

0,00429412  -0,00757094  0,000320

0,148461 0,00290322
0,00390139

theta_1 theta 2 Theta_1

165 0,00732353 0,00106083 -0,000245818  const

-0,147804 -0,0143544 -0,000984317  phi_1
-0,00267025 @ -0,000321995 @ -0,000907639  Phi_1

0,149974 0,0145754 0,00111921 theta_1

0,00404185 1,64285e-005 theta_2
0,00102169 Theta_1

Correlacidn entre los parametros estimados del Modelo 3

0, 0, 0,

-0,99054034  -0,58598811 | -0,07992282

-0,1103911 -0,08108659 @ -0,45461642

(2% D,

(] 1 0,12063256

®, 1

0, 1

0,

0,

4.c. Criterios de seleccion:
AIC

Modelo1 2368,430
Modelo 2 = 2354,447
Modelo 3  2306,035

0,59200008  0,09041592
1 0,00808442
1

SBC HQ
2388,025 2376,212
2381,860 2365,334

2333,218 2316,844

Conclusion: Los criterios de seleccién toman los valores mas bajos para el Modelo 3. Este

modelo tiene correlacidn cercana a 1 entre los pardmetros autorregresivo y de media movil de

la parte regular, sin embargo éstos no son significativos. En el andlisis residual, existen algunos

valores de la ACF de los residuos que alcanzan las barras de confianza en el correlograma,

aunque esto no es suficiente para decir que no se trata de un ruido blanco. Por otro lado, el

Modelo 2 también muestra buen ajuste residual y cumplimiento de las condiciones de

causalidad e invertibilidad. Sin embargo, tiene alta correlacién entre sus parametros

estacionales y éstos son significativos y no pueden eliminarse simplemente del modelo. El
Modelo 3 incluye un orden de diferenciacién aunque el test de Canova-Hansen no detecta
presencia de raices unitarias y el test HEGY sélo lo hace con constante y criterio AIC. Por lo que
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ambos modelos, 2 y 3, son portadores de un riesgo, el de colinealidad y el de
sobrediferenciacién, respectivamente.
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Apéndice XI: Lucas Gonzalez

1. Representaciones grdficas.

Lucas Gonzalez

Lucas Gonzalez - Transformacion de Box-Cox

. 250 %
Variacion estacional
o2 L] [ te
qmn EEEE LIl L
T T o ) B
_0:2, I ! I I I I I I I 300 ° 19 012
o ' L i 1, Ll * l * i ‘
: [T Tt
Y L .
T 7§ ¢ 3§ 1§ 313
2. Modelos propuestos.
Modelo 1: ARIMA(0,0,0)x(0,1,1)4,
Modelo 2: ARIMA(0,0,1)x(0,0,2)12
Modelo 3%: ARIMA(0,0,8)x(1,0,1)4,
2. Estimacion de los pardmetros:
Modelo 1
Coeficiente Desv. Tipica Valor p
const -0,0047778 0,0364311 -0,1311 0,89566
Theta_1 -0,854797 0,0291063 -29,3681 <0,00001 HoEx

65 . s .
Este modelo surge de una reformulacion basada en que el correlograma de la ACF residual de los
modelos 1y 2 tiene el retardo 8 diferente de cero. Esto se repitié en otros modelos que no se incluyeron

en este analisis por no presentar mejor ajuste que los sugeridos.
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const

theta_1
Theta_1
Theta_2

const

Phi_1

theta_1
theta 2
theta_3
theta_4
theta 5
theta_6
theta_7
theta_8
Theta_1

Coeficiente
10,624
0,178726
0,197083
0,162234

Coeficiente
1,34772
0,872628
0,122501
0,0233794
-0,0157237
-0,113309
0,0302438
-0,0223494
0,0346446
-0,143762
-0,683227

3. Causalidad e invertibilidad:

MA (estacional)

MA

Raiz 1

Raiz 1

MA (estacional)

Raiz 1
Raiz 2

Modelo 2
Desv. Tipica

z

0,33125 32,0725
0,0511014 3,4975
0,0564779 3,4896
0,0556352 2,9160

Modelo 3
Desv. Tipica z

0,590283 2,2832
0,0551739 15,8159
0,0547769 2,2364
0,0546147 0,4281
0,0548431 -0,2867
0,0563288 -2,0116
0,0555947 0,5440
0,0551121 -0,4055

0,054569 0,6349
0,0560141 -2,5665
0,0872796 -7,8280

Modelo 1
Real Imaginaria
1,1699 0,0000

Modelo 2
Real Imaginaria
-5,5952 0,0000
-0,6074 -2,4073
-0,6074 2,4073
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Valor p
<0,00001
0,00047
0,00048
0,00355

Valor p
0,02242
<0,00001
0,02533
0,66859
0,77434
0,04427
0,58644
0,68509
0,52551
0,01027
<0,00001

* %k *x

%k %k *x

% % %k

%k %k *x

* %k

* %

* %

* %k

%k %k *x

Mddulo Frecuencia

1,1699 0,0000

Modulo Frecuencia

5,5952 0,5000
2,4827 -0,2893
2,4827 0,2893



AR (estacional)
Raiz 1
MA
Raiz 1
Raiz 2
Raiz 3
Raiz 4
Raiz 5
Raiz 6
Raiz 7
Raiz 8
MA (estacional)
Raiz 1

4. Andlisis de los residuos
4.a. Normalidad:

Modelo 3

Real

1,1460

-1,1642
1,2836
0,9609
0,9609

-0,8796

-0,8796

-0,0205

-0,0205

1,4636

Imaginaria ~ Mddulo

0,0000 1,1460

0,0000 1,1642
0,0000 1,2836
-0,9550 1,3548
0,9550 1,3548
-0,9389 1,2865
0,9389 1,2865
-1,2377 1,2378
1,2377 1,2378

0,0000 1,4636

Estadistico de Doornik-Hansen = Valor-p

Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3

Modelo 1

0,214 0,89860
0,455 0,79657
0,807 0,66807

Frecuencia

0,0000

0,5000
0,0000
-0,1245
0,1245
-0,3698
0,3698
-0,2526
0,2526

0,0000

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 0,214 [0,8986]

nsidad

—
N(0,051816 3,9026) ——

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 0,455 [0,7966]

0.1

Modelo 3

01

ensidad

0,04

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 0,807 [0,6681]
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Residuos
N(0,039652 3,8476) ——

Residuos m
N(0,0045086 3,9842) ——




5.b. Media y Correlograma residual:

Media Desviacion Tipica Estadistico t Valor-p a dos colas

Modelo 1 0,0518158 3,89711 0,250515
Modelo 2 0,0396516 3,79291 0,196971
Modelo 3 0,00450859 3,96787 0,0217679

;),J +-1,96/T~0,5 = | :j . 1v95n’l‘0v5 T |

o | | | | L | RE— L1 N

vl T Frrer T I B EERER
0'0:|.|||.|'|.--. e e e e

FAC de los residuos

10 15

20 25

0,8023
0,844
0,9826

Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3

P36 Q36

-0,0073 27,3864
0,1338 98,0695
0,0172 16,1180

4.c. Homocedasticidad:

Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3

Pendiente estimada
0,168344
0,317605
0,168189
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Valor-p
0,48018
0,521006
0,533062
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Rango-Media - Modelo 1

Rango-Media - Modelo 2

T+

Rango-Media - Modelo 3

15 -1 05

rango

4.d. Matriz de Covarianzas y Correlacion entre coeficientes:

const
0,109727

Matriz de Covarianzas del Modelo 1

const
0,00132722

Theta_1
2,47558e-005
0,000847175

const
Theta_1

Matriz de Covarianzas del Modelo 2

theta_1
-0,000921400
0,00261135

Correlacidn entre los parametros estimados del Modelo 2

0,
0, 1
0,
0,

Theta_1 Theta_2
-0,000819977  0,000114960  const
0,000136936  -0,000450984  theta_1
0,00318975 0,000657931  Theta_1
0,00309528 | Theta_2
0, 0,
0,04744673 -0,15862757
1 0,21255976
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@,
0,
0,
03
04
05
06
07
0

0,

Matriz de Covarianzas del Modelo 3

const Phi_1 theta_1 theta_2 theta_3
0,348434 -0,0323771 0,00500630 0,00514973 -0,00199094 const
0,00304416 -0,000465041 -0,000502401 0,000187331 Phi_1
0,00300051 0,000404163 -0,000169317 | theta_1
0,00298276 0,000342515 theta_2
0,00300776 theta_3
Matriz de Covarianzas del Modelo 3 (continuacion)
theta_4 theta_5 theta_6 theta_7 theta_8 Theta_1
-0,00278712 -0,00689862 0,00130243 0,00276470 -0,0100654 0,0438174 const
0,000240556 0,000654365 -0,000113424 -0,000239163 0,000927348 -0,00410505 Phi_1
0,000328870 -0,000414006 5,57521e-006 -0,000119756 8,11329e-005 0,000643758 theta_1
0,000141390 0,000238969 -8,59220e-005 0,000390447 -4,42409e-005 0,000567328  theta_2
0,000360588 -0,000177883 6,26126e-005 -0,000405303 0,000327812 -0,000327180  theta_3
0,00317293 0,000169332 -4,39351e-005 -0,000168126 -0,000107063 -0,000510675  theta_4
0,00309077 0,000305325 -0,000101640 9,70975e-005 -0,000667862  theta_5
0,00303735 0,000648605 -0,000223917 0,000652755 theta_6
0,00297778 -6,52536e-005 0,000680000 theta_7
0,00313758 -0,00172174  theta_8
0,00761772 Theta_1
Matriz de Correlacién del Modelo 3
@, 6, 6, 03 05 5 6, O 0,
1 -0,15387218 | -0,16672751 = 0,06190903  0,07740197  0,21333052 | -0,03730133  -0,07943544 | 0,30006248  -0,8524561
1 0,1350982 -0,05636132  0,10658505 = -0,13594893 = 0,00184679  -0,04006396 = 0,02644248  0,13465189
1 0,11435313  0,04595985  0,07870433  -0,02854617  0,13101063  -0,01446162  0,1190178
1 0,11672363  -0,0583417 0,02071537 | -0,13542905 = 0,10671009  -0,06835212
1 0,05407234 | -0,01415253  -0,05469636 = -0,03393216  -0,10387268
1 0,09965108 | -0,03350312 = 0,03118008  -0,13763871
1 0,21566881 | -0,07253419  0,13570333
1 -0,02134819  0,14277434
1 -0,35217414
1
4.c. Criterios de seleccion:
AIC SBC HQ
Modelo1 1978,275 1989,891 1982,896
Modelo 2 2062,121 2081,647 2069,879
Modelo 3 1977,009 2023,475 1995,495
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Conclusion: De los modelos propuestos, el 1 y el 3 son los que presentan mejor ajuste.
Obsérvese que el Modelo 1 tiene el mejor ajuste de normalidad mientras que el 3 tiene
residuos que se adaptan mejor a un ruido blanco que en los otros dos casos (de hecho, el
Modelo 2 tiene residuos que no se ajustan a un ruido blanco). Los tres modelos pasan la
prueba de homocedasticidad, aunque existe colinealidad entre los parametros estacionales del
Modelo 3 (ademas, ambos son significativos). Los criterios de informacién muestran valores
mas bajos para el Modelo 1y, si a esto se agrega el hecho de que este modelo cumple mejor
con el principio de parsimonia (recoge la estructura del proceso con muchos menos
parametros que el modelo 3), resulta el adecuado para explicar la serie. No obstante, el orden
de diferenciacién estacional incluido en el Modelo 1 surge sélo de la observacidon del
correlograma de la serie ya que los test HEGY y CH no detectan presencia de raiz unitaria.
Sobre este modelo recae también la posibilidad de que pg # 0 no se deba sdlo al azar y en ese
caso los residuos no se ajusten a un ruido blanco. No se encontré un buen modelo.
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Apéndice XII: Santa Maria del Tatuti

1. Representaciones grdficas.

Santa Marfa - Transformacion de Box-Cox

Santa Maria del Tatuti
40
500
450 35 [
400 30
350 st
300 20
S
E >
250
E 15
200
10
150
st
100
o
I
50
o 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010
1980 1085 1090 1005 2000 2005 2010 Ao
Variacion estacional
500
FAC de SantaMaria 10
o 24
T o
02 +-1,96/T70,5 19
015 I 1 4004 3 e}
0,1
. 20 15
0,05 [ 1 5 o

o |-||||I T T
Tl [TT1
! |

015 [
02

300

o 5 10 15 20 25
retardo 2001

FACP de SantaMaria

02| +-1,96/T70,5 —

0s
ot I I
005 | Ll L]

T T T[T
I

100

-0,05

0.1
-0,15 [
02

oz
1w
ownr|
anr]
oysoby]

oo
oo -
| @® o
5
o] p———— B
o
"
8
- o
w2
e
aqueniesy  ——
R0
sugwzinon o
-
souonc  ——

2. Modelos propuestos.
Modelo 1: ARIMA(1,0,0)x(1,0,1)1>
Modelo 2°°: ARIMA(1,0,0)x(0,1,1);,

3. Estimacion de los pardmetros.

Modelo 1
Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
const 0,481199 0,299596 1,6062 0,10824
phi_1 0,136604 0,0428524 3,1878 0,00143 HoEx
Phi_1 0,96121 0,0236173 40,6994 <0,00001 HoEx
Theta_1 -0,88506 0,0349402 -25,3307 <0,00001 fh

66 . , . . . .

Los contrastes HEGY y CH no revelan presencia de raices unitarias estacionales, sin embargo el
correlograma de la ACF de la serie muestra que los coeficientes estacionales no tienden a decrecer y es
por ello que se propone el Modelo 2.
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Coeficiente
const 0,0132856
phi_1 0,127983
Theta_1 -0,927642

4. Causalidad e Invertibilidad.

AR

Raiz 1
AR (estacional)

Raiz 1
MA (estacional)

Raiz 1
AR

Raiz 1
MA (estacional)

Raiz 1

5. Andlisis de los residuos.
5.a. Normalidad:

Modelo 2

Desv. Tipica z Valor p
0,0427963 0,3104 0,75623
0,0420325 3,0449 0,00233 kK
0,0193586 -47,9189 <0,00001 wkx
Modelo 1
Real Imaginaria Moddulo Frecuencia
7,3204 0,0000 7,3204 0,0000
1,0404 0,0000 1,0404 0,0000
1,1299 0,0000 1,1299 0,0000
Modelo 2
Real Imaginaria Moddulo Frecuencia
7,8136 0,0000 7,8136 0,0000
1,0780 0,0000 1,0780 0,0000

Estadistico de Doornik-Hansen = Valor-p

Modelo 1
Modelo 2

Modelo 1

1,007
2,275

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 1,007 [0,6044]

Residuos M
N(0,051479 7,8347)

ensidad
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0,60443
0,32058

Modelo 2

Estadistico para el contraste de normalidad:

Chi-cuadrado(2) = 2,275 [0,3206]

Residuos sl
N(0,086874 7,8587) ——




5.b. Media y Correlograma residual:

Media
0,086874
0,0514792

Modelo 1
Modelo 2

FAC de los residuos

Desviacion Tipica
7,83854
7,80451

Estadistico t
0,219151
0,130429

Valor-p a dos colas
0,8266
0,8963

FAC de los residuos

+-1,96/T70,5 —

+-1,96/T°05 —

01 01
005 0,05
L A R B | LLLy
0 I T | | | T | I o I L | | | T | T
0,05 0,05
01 0.1
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
tardo tardo
FACP de los resid FACP de los resid!
+-1,96/T705 —— +-1,96/T05 ——
01 01
0,05 [ | 0,05 |
. I ' . 1 I | I ' I 1 |
T LI L | | I I | I o I LI L | I T | | T
0,05 0,05
01 01
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Modelo 1
Modelo 2

5.c. Homocedasticidad:

Modelo 1
Modelo 2

Rango-Media - Modelo 1

ﬁ36
-0,0672
-0,0753

Q36
35,7735
36,8262

Valor-p
0,479
0,430

Pendiente estimada Valor-p

-0,50025
-0,398989

0,360621
0,489969

Rango-Media - Modelo 2

32 32
+
30 20 N +
+
28
+ + 28
26
+ N 26
+ N . +
2 1 +
+ 24
2 + 3
22 £
+ 8
22
2 L + N + N
+ + +
+ + 20 +
18 + +
+
1 + 18 +
* R
+
14 + 16
+
+
12 14 +
-4 3 2 1 o 1 2 3 3 2 1 o 1 2 3
med medi
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6. Matriz de Covarianzas y Correlacion entre coeficientes:

Matriz de Covarianzas del Modelo 1
const phi_1 Phi_1 Theta_1
0,0897575 -0,00103360 -0,00692789 0,00711472 const
0,00183633 9,82658e-006 = -9,83473e-005 | phi_1
0,000557776 -0,000585299  Phi_1
0,00122082 Theta_1

Correlaciones entre los pardmetros estimados del Modelo 1

P1 D, 0,
(O 1 0,0097095 -0,06568435
o, 1 -0,70928724
0, 1

Matriz de Covarianzas del Modelo 2
const phi_1 Theta_1
0,00183153 8,10093e-005 @ -0,000138815  const
0,00176673 -2,67187e-005  phi_1
0,000374755  Theta_1

Correlaciones entre los pardmetros estimados

del Modelo 2
©1 0,
o 1 -0,03283645
0, 1
7. Criterios de seleccion:
AIC SBC HQ

Modelo 1 2725,402 2745,246 2733,268
Modelo 2 2726,835 2742,710 2733,128

Conclusion: El andlisis residual muestra que ambos modelos presentan buen ajuste y los
criterios de informacién no tienen diferencias importantes, por lo que los dos modelos recogen
la estructura del proceso generador de los datos. Sin embargo, para concordar con los
resultados de los test de raices unitarias puede elegirse el Modelo 1.
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Apéndice XIII: Villa Elisa

1. Representaciones grdficas.

Villa Elisa - Transformacion de Box-Cox

£ 2 s
£ 300 =3
* ° IR
Variacion estacional
500
FAC de VillaElisa 01
r j j j j +-1,96/T70,5 — "
Z:z’ 500
” 14 \ \ 11 $° .
| LI I e o .
02t Dws 019
- ; 5 10 1‘5 20 25 3007 20
etard gm
023
FACP de VillaElisa 2004 DB an1 . Oﬁg
03[ +-1,96/T70,5 — 2 o
:i’ 100
' \ . L., '
,U: T T T I LI | I T
ool S T T R
o 5 10 15 20 25 : ‘:;'{ g = s : ® -§ H i g
2. Modelos propuestos.
Modelo 1: ARIMA(1,0,0)x(0,0,0);>
3. Estimacion de los pardmetros:
Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
const 9,02309 0,75148 12,0071 <0,00001 Rk
phi_1 0,296586 0,0513775 5,7727 <0,00001 HkE
4. Causalidad e Invertibilidad
Real Imaginaria Moddulo Frecuencia

AR

Raiz 1 3,3717

0,0000
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5. Andlisis de los residuos
5.a. Normalidad:

Estadistico de Doornik-Hansen Valor-p

Modelo 1 1,082 0,58203
Modelo 1
0,0 T T T T T T T
Estadistico para el contraste de normalidad: Residuos Ml
Chi-cuadrado(2) = 1,082 [0,5820] N(-1,4897e-015 6,7583) ——

Densidad

5.b. Media y Correlograma residual:

Media Desviacidon Tipica Estadisticot

Valor-p a dos colas

Modelo 1 -1,55319E-15 6,74856 -4,28725e-015

FAC de los residuos

0,15 T T
+-1,96/T"0,5 —
0,1
N 1
ol —— | Ll 1 I | 1 - 1 . L
I [T
-0,1
0,15
o 5 10 15 20 25
retardo
FACP de los residuos
0,15 T T
+-1,96/T0,5 —
0,1 =l
! L
o-llllllII 1 II. |||
-0,05 [
-0,1
0,15 :
o 5 10 15 20 25
retardo
~
P36 Q36 Valor-p
Modelo 1 0,0848 38,8753 0,341

4.c. Homocedasticidad:

Pendiente estimada Valor-p
Modelo 1 -0,369841 0,342711
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Rango-Media - Modelo 1

26

24 4 +

+
22
20 +
. +
18 +
++ N
3 +
<3
g 16 T +
+
+
147
N +
+
12 +
+ +
5
10
+
sl
+
6 .
-4 3 2 1 o 1 2 3 4

media

4.c. Criterios de informacion:

AIC SBC HQ

Modelo1 2312,816 2320,515 2315,882

Conclusion: el modelo seleccionado presenta buen ajuste.
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Apéndice XIV: Antelo

1. Representaciones grdficas.

Antelo

Antelo - Transformacion de Box-Cox

35

30

25

20

ayt)

5
1970

1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005

FAC de Antelo

2010

02

/7D,

01

-0.1

0,2

02

01

01 T |

0,2

1975

1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010

Afio

Variacion estacional

2. Modelos propuestos:
Modelo 1: ARIMA(1,0,0)x(1,0,1)4,
Modelo 2: ARIMA(1,0,1)x(1,0,1)1,

3. Estimacion de los pardmetros:

Coeficiente
const 1,01489
phi_1 0,0800517
Phi_1 0,900118
Theta_1 -0,758945

Coeficiente
const 0,649181
phi_1 0,403933
Phi_1 0,900463
theta_1 -0,345541
Theta_1 -0,76015

25

Modelo 1
Desv. Tipica
0,310348
0,0411713
0,029459
0,0457787

Modelo 2
Desv. Tipica
0,251635
0,17044
0,0286677
0,174384
0,0453562
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z Valor p
3,2702 0,00107 *EK
1,9444 0,05185 *
30,5550 <0,00001 HoEx
-16,5786 <0,00001 HoEx
z Valor p
2,5799 0,00988 *E*
2,3699 0,01779 **
31,4104 <0,00001 HoEx
-1,9815 0,04754 *x
-16,7596 <0,00001 fh




4. Causalidad e Invertibilidad:

Modelo 1
Real Imaginaria Mddulo Frecuencia
AR
Raiz 1 12,4919 0,0000 12,4919 0,0000
AR (estacional)
Raiz 1 1,1110 0,0000 1,1110 0,0000
MA (estacional)
Raiz 1 1,3176 0,0000 1,3176 0,0000
Modelo 2
Real Imaginaria Moddulo Frecuencia
AR
Raiz 1 2,4757 0,0000 2,4757 0,0000
AR (estacional)
Raiz 1 1,1105 0,0000 1,1105 0,0000
MA
Raiz 1 2,8940 0,0000 2,8940 0,0000
MA (estacional)
Raiz 1 1,3155 0,0000 1,3155 0,0000

5. Andlisis de los residuos
5.a. Normalidad:

Estadistico de Doornik-Hansen Valor-p

Modelo 1 2,880 0,23696
Modelo 2 3,054 0,21715

Modelo 1 Modelo 2

1 T T T T T T
Estadistico para el contraste de normalidad: luos = Estadistico para el contraste de normalidad: Residuos
Chi-cuadrado(2) = 2,880 [0,2370]

Residi —
N(0.038176 5,3041) —— N(0,014642 5,2956) ——

Chi-cuadrado(2) = 3,054 [0,2171]

nsidad
nsidad

5.b. Media y Correlograma residual:

Media Desviacidon Tipica Estadisticot Valor-p a dos colas
Modelo 1 0,0381762 5,28803 0,160945 0,8722
Modelo 2 0,0146417 5,27416 0,0618893 0,9507
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FAC de los residuos

FAC de los residuos

+-1,96/T70,5 ——

T T e Lol ]
ST T T T N L LI !
P36 Q36 Valor-p
Modelo 1 0,0006 48,5670 0,079
Modelo 2 0,0022 50,4713 0,055
5.c. Homocedasticidad:
Pendiente estimada Valor-p
Modelo 1 0,0252303 0,975478
Modelo 2 -0,34851 0,682911
6. Matriz de Covarianzas y Correlacion entre coeficientes:
Matriz de Covarianzas del Modelo 1
const phi_1 Phi_1 Theta_1
0,0963160 -0,000463246 -0,00885001 0,00991035 const
0,00169507 -0,000140852  5,50998e-005 phi_1
0,000867832 -0,000964542  Phi_1
0,00209569 Theta_1
Correlaciones entre los pardmetros estimados del Modelo 1
P1 @, 0,
@1 1 -0,11613161 0,02923425
D, 1 -0,71522006
0, 1
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Matriz de Covarianzas del Modelo 2
const phi_1 Phi_1 theta_1 Theta_1
0,0633201 -0,0271103 -0,00458454 0,0278459 0,00507988  const
0,0290500 -0,000855748 -0,0289245 0,00101005  phi_1
0,000821836  0,000723751 @ -0,000921491 Phi_1
0,0304098 -0,000927368  theta_1
0,00205718  Theta_1

Correlaciones entre los parametros estimados del Modelo 2

P1 D, 0, 0,
(O 1 -0,17513846 -0,97316773 0,1306576
D, 1 0,14477371 -0,70869862
0, 1 -0,11724891
0, 1
7. Criterios de informacion:
AIC SBC HQ

Modelo1 3074,903 3095,946 3083,162
Modelo 2 3074,270 3099,522 3084,182

Conclusion: Los dos modelos propuestos superan las pruebas de normalidad vy
homocedasticidad (el modelo 1 muestra mejor ajuste) y las condiciones de causalidad e
invertibilidad. Sin embargo, no estd claro que los residuos de ambos modelos tengan
estructura de ruido blanco, ya que existen retardos para los que la ACF residual supera los
limites de confianza. En lo que respecta al analisis de correlaciones, obsérvese que el Modelo 2
tiene alta correlacién entre los parametros estimados autorregresivo y de media movil de la
estructura regular. Los criterios de informacion SBC y HQ alcanzan menor valor para el Modelo
1, mientras que el AIC es casi igual en ambos casos. Luego, el Modelo 1 presenta mejor ajuste
que el 2.
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Apéndice XV: Febre

1. Representaciones grdficas.

Antelo

mm
w
8
8

alyt)
e
&

Antelo - Transformacion de Box-Cox

1975

1980 1985 1990 1995

Afio

Variacién estacional

2000 2005 2010

.
800
FAC de Antelo
i L [
X EENER ENNNRE '
T
o 5 10 15 20 25 400
tardo
3 1
1 C
EREANEEE) L I
o1 R I .

2. Modelos propuestos:

Modelo 1: ARIMA(1,0,1)x(1,0,1)4,

Modelo 2: ARIMA(1,0,1)x(0,1,1)4,

3. Estimacion de los pardmetros:

const
phi_1
Phi_1
theta_1
Theta_1

const
phi_1
theta_1
Theta_1

Coeficiente
0,31656
0,558112
0,938242
-0,550027
-0,827128

Coeficiente
0,00523827
0,533195
-0,540941
-0,868914

Modelo 1
Desv. Tipica
0,105812
0,0535391
0,0187316
0,0664849
0,0314841

Modelo 2
Desv. Tipica
0,019084
0,0478893
0,0615757
0,0225612
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z Valor p
2,9917 0,00277 HoEx
10,4244 <0,00001 Hokx
50,0887 <0,00001 HoEx
-8,2730 <0,00001 HoEx
-26,2713 <0,00001 Hokx

z Valor p

-0,2745 0,78371
11,1339 <0,00001 HoEx
-8,7850 <0,00001 HoEx
-38,5137 <0,00001 HoEx




4. Causalidad e Invertibilidad:

Modelo 1
Real Imaginaria Moddulo Frecuencia
AR
Raiz 1 1,7918 0,0000 1,7918 0,0000
AR (estacional)
Raiz 1 1,0658 0,0000 1,0658 0,0000
MA
Raiz 1 1,8181 0,0000 1,8181 0,0000
MA (estacional)
Raiz 1 1,2090 0,0000 1,2090 0,0000
Modelo 2
Real Imaginaria Moddulo Frecuencia
AR
Raiz 1 1,8755 0,0000 1,8755 0,0000
MA
Raiz 1 1,8486 0,0000 1,8486 0,0000
MA (estacional)
Raiz 1 1,1509 0,0000 1,1509 0,0000

5. Andlisis de los residuos
5.a. Normalidad:

Estadistico de Doornik-Hansen Valor-p

Modelo 1 0,149 0,92810
Modelo 2 0,046 0,97713

Modelo 1 Modelo 2

Estadistico para el contraste de normalidad: Residuos I Estadistico para el contraste de normalidad: Residuos mmm
Chi-cuadrado(2) = 0,149 [0,9281] N(0,00896 5,5466) —— N(0,029047 5,615) ——

Chi-cuadrado(2) = 0,046 [0,9771]

nsidad

nsidad

5.b. Media y Correlograma residual:

Media Desviacion Tipica Estadistico t Valor-p a dos colas
Modelo 1 0,00896005 5,52415 0,0360868 0,9712
Modelo 2 0,0290472 5,59788 0,115447 0,9081
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FAC de los residuos

+-1,96/T70,5 —

+-1,96/T70,5 —

20

+-1,96/T0,5

+-1,96/T70,5

5.c

P36

20

Qs Valor-p
333 34,4885 0,541
339 33,4567 0,590

Pendiente estimada Valor-p

Modelo 1 -0,0
Modelo 2 -0,0
Homocedasticidad:
Modelo 1
Modelo 2
+ + .

-0,781182
-0,573237

0,245816
0,399221

Rango-Media - Modelo 2

6. Matriz de Covarianzas y Correlacion entre coeficientes:

const phi_1 Phi_1 theta_1 Theta_1
0,0111962 -0,00178095 -0,00175653 0,00249906 0,00129891 const
0,00286643 -0,000107819 -0,00290704 0,000196072 phi_1
0,000350873 = -4,15445e-005 -0,000280473  Phi_1
0,00442024 -7,18402e-005  theta_1
0,000991249  Theta_1
Correlaciones entre los pardmetros estimados del Modelo 1
P1 D, 01 0,
@1 1 -0,10751012 -0,8166894 0,11631969
D, 1 -0,0333592 -0,47558144
0, 1 -0,03432047
0, 1

Matriz de Covarianzas del Modelo 1
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Matriz de Covarianzas del Modelo 2
const phi_1 theta_1 Theta_1
0,000364200  -0,000220776  0,000165626 @ -2,76803e-005 const
0,00229338 -0,00229115 7,85850e-005 | phi_1
0,00379156 -6,15552e-006  theta_1
0,000509007  Theta_1

Correlaciones entre los parametros estimados del Modelo 2

P1 6, 0,
@ 1 -0,77697255 0,07273425
0, 1 -0,00443091
0, 1
7. Criterios de informacion:
AIC SBC HQ

Modelo1 3107,787 3133,014 3117,690
Modelo 2 3118,925 3139,948 3127,178

Conclusion: Puede observarse, en principio, que los dos modelos propuestos relnen la
estructura del proceso generador de los datos. EIl Modelo 2 se propuso de acuerdo con el
resultado del contraste HEGY que sugiere presencia de raiz unitaria estacional y del
correlograma de la ACF y de la PACF de la serie. El andlisis residual no refleja grandes
discrepancias y los criterios de informacién son menores para el Modelo 1, que parece ser el
gue mejor ajuste presenta. Sin embargo persiste en ambos modelos el problema de la
colinealidad entre los parametros autorregresivo y de media movil de la parte regular, mas
notable en el Modelo 1 que en el 2.
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Apéndice XVI: Feliciano

1. Representaciones grdficas.

Feliciano

Feliciano - Transformacion de Box-Cox
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02 ©20
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° L I LI B A
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as ‘ ‘ ‘ ‘ T § f £ F§fE§7T 773
2. Modelos propuestos:
Modelo 1: ARIMA(0,0,2)x(1,1,1)1>
Modelo 2: ARIMA(1,0,2)x(1,1,1)45
3. Estimacion de los pardmetros:
Modelo 1
Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
const 0,0883605 0,0515502 1,7141 0,08652 *
Phi_1 -0,00269797 0,0451866 -0,0597 0,95239
theta_1 0,18244 0,0400622 4,5539 <0,00001 *kx
theta_2 0,14259 0,042108 3,3863 0,00071 wkx
Theta_1 -0,827231 0,0239382 -34,5570 <0,00001 ol
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const
phi_1
Phi_1
theta_1
theta 2
Theta_1

Coeficiente
0,10535
-0,282252
-0,0122436
0,458383
0,173515
-0,827634

4. Causalidad e Invertibilidad:

AR (estacional)

MA

MA (estacional)

AR

AR (estacional)

MA

MA (estacional)

Raiz 1

Raiz 1
Raiz 2

Raiz 1

Raiz 1

Raiz 1

Raiz 1
Raiz 2

Raiz 1

5. Andlisis de los residuos.

5.a. Normalidad:

Modelo 1
Modelo 2

Modelo 2
Desv. Tipica

0,0674746
0,233162
0,0443257
0,235014
0,0524364
0,0228133

Modelo 1
Imaginaria

Real

-370,6485

-0,6397
-0,6397

1,2089

Modelo 2
Imaginaria

Real

-3,5429

-81,6755

-1,3209
-1,3209

1,2083

Estadistico de Doornik-Hansen

0,047
0,057
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z
1,5613
-1,2105
-0,2762
1,9505
3,3091
-36,2786

0,0000

-2,5698
2,5698

0,0000

0,0000

0,0000

-2,0046
2,0046

0,0000

Valor p
0,11845
0,22607
0,78238
0,05112
0,00094

<0,00001

Modulo

370,6485

2,6482
2,6482

1,2089

Moddulo

3,5429

81,6755

2,4007
2,4007

1,2083

Valor-p

0,97656
0,97190

%k %k *x

% % %k

Frecuencia

0,5000

-0,2888
0,2888

0,0000

Frecuencia

0,5000

0,5000

-0,3427
0,3427

0,0000



Modelo 1

Modelo 1

Residuos mm
N(0,12206 4,4688) ——

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 0,047 [0,9766]

Densidad
Densidad

5.b. Media y Correlograma residual:

Media Desviacidn Tipica

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 0,057 [0,9719]

Estadistico t

Residuos ms
N(0,10868 4,4503) ——

Valor-p a dos colas

Modelo 1
Modelo 2

0,122061
0,108682

4,45111
4,42821

FAC de los residuos

0,617466
0,552086

FAC de los residuos.

0,5372
0,5811

+ n0,5 ——
01 1,96/T70,5

0,1 +- 1,96/T"0,5
0,05 I I 0,05
111 1 I | I I |
| ISP B | L | I o Y SV I I | T L, | , I | ;
-0,05 0,05
0.1 -01
o 5 10 15 20 25 o 5 10 15 20 25
retardo retardo
FACP de los residuos FACP de los residuos
o PRy p— o PRy Y y—
el L1 Ll L |
. "||'| II. .Ilu. . .III||I ||I'| ||I
0,05 0,05
0,1 -0,1
o 5 10 15 20 25 o 5 10 15 20 25
retardo retardo
p |
P36 Q36 Valor-p

Modelo 1
Modelo 2

-0,0216
-0,0191

5.c. Homocedasticidad:

Pendiente esti

36,0904
36,9745

0,464
0,424

mada Valor-p

Modelo 1

Modelo 2 0,177505
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0,984199
0,794436



Rango-Media - Modelo 1

20

Rango-Media - Modelo 2

+

6. Matriz de Covarianzas y Correlacion entre coeficientes:

const
0,00265743

const
0,00455282

05 o 05

Matriz de Covarianzas del Modelo 1

Correlacidén entre los parametros estimados del Modelo 2

1 @, 0,
0,00775873 -0,98506042
1 -0,00612778
1
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0,
-0,60333501
0,06852487
0,6490581
1

Phi_1 theta_1 theta_2 Theta_1
0,000195106 0,000108653 -1,73697e-006 -0,000227837  const
0,00204183 -1,46443e-005 0,000251452 -0,000459811 | Phi_1
0,00160498 0,000202038 -0,000126994 | theta_1
0,00177308 -6,90287e-005  theta_2
0,000573037  Theta_1
Correlacidn entre los parametros estimados del Modelo 1
P, 04 0, 0,
1 -0,00808955 0,13215415 -0,42508737
1 0,11976603 -0,13242102
1 -0,06848155
Matriz de Covarianzas del Modelo 2
phi_1 Phi_1 theta_1 theta_2 Theta_1
-0,00587439 0,000181926 0,00600573 0,000877334 -0,000214054
0,0543646 8,01870e-005 -0,0539777 -0,00737648 -0,000158618
0,00196476 -6,38341e-005  0,000159271 -0,000394791
0,0552315 0,00799853 3,17749e-005
0,00274958 -4,05634e-005

0,000520445

0,
-0,02981993
-0,39041233
0,00592656
-0,03390887
1

const
phi_1
Phi_1
theta_1
theta_2
Theta_1



7. Criterios de informacion:

AIC SBC HQ

Modelo1 2964,243 2989,614 2974,193
Modelo 2 2955,121 2984,707 2966,725

Conclusion: Los dos modelos presentan buen ajuste residual y satisfacen las condiciones de
causalidad e invertibilidad. Los criterios de informacién toman valores mas bajos para el
Modelo 2 aunque éste tiene una correlacidon alta en las estimaciones de los parametros
autorregresivo y de media mévil de la parte regular. No obstante, la no significatividad de
estos parametros permite suprimirlos del modelo.
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Apéndice XVII: San Salvador

1. Representaciones grdficas.

San Salvador

San Salvador - Transformacion de Box-Cox
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2. Modelos propuestos:
Modelo 1: ARIMA(0,0,1)x(1,0,1)1,
Modelo 2: ARIMA(1,0,0)x(2,0,0)1,
Modelo 3: ARIMA(1,0,1)x(2,0,0)1,
3. Estimacion de los pardmetros:
Modelo 1
Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
const 4,40053 1,19948 3,6687 0,00024 HoEx
Phi_1 0,605851 0,105986 5,7163 <0,00001 roEx
theta_1 0,157524 0,0452522 3,4810 0,00050 h
Theta_1 -0,423067 0,115412 -3,6657 0,00025 HoEx
Modelo 2
Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
const 5,97247 0,672737 8,8779 <0,00001 HoEx
phi_1 0,206252 0,0482971 4,2705 0,00002 HoEx
Phi_1 0,1483 0,0487694 3,0408 0,00236 h
Phi_2 0,177606 0,0480171 3,6988 0,00022 HoEx
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Modelo 3

Coeficiente Desv. Tipica
const 5,98293 1,94648 3,0737
phi_1 0,20487 0,234725 0,8728
Phi_1 0,14831 0,0460211 3,2226
Phi_2 0,177594 0,0467659 3,7975
theta_1 0,00143609 0,244339 0,0059

4. Causalidad e Invertibilidad:

Modelo 1
Real Imaginaria
AR (estacional)
Raiz 1 1,6506 0,0000
MA
Raiz 1 -6,3482 0,0000
MA (estacional)
Raiz 1 2,3637 0,0000
Modelo 2
Real Imaginaria
AR
Raiz 1 4,8484 0,0000
AR (estacional)
Raiz 1 1,9918 0,0000
Raiz 2 -2,8268 0,0000
Modelo 3
Real Imaginaria
AR
Raiz 1 4,8811 0,0000
AR (estacional)
Raiz 1 1,9918 0,0000
Raiz 2 -2,8269 0,0000
MA
Raiz 1 -696,3373 0,0000

5. Andlisis de los residuos
5.a. Normalidad:

Estadistico de Doornik-Hansen

Modelo 1 5,067
Modelo 2 4,010
Modelo 3 4,012
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Valor p
0,00211 HoEx
0,38277
0,00127 roEx
0,00015 HoEx
0,99531

Modulo Frecuencia
1,6506 0,0000
6,3482 0,5000
2,3637 0,0000
Moddulo Frecuencia
4,8484 0,0000
1,9918 0,0000
2,8268 0,5000
Moaodulo Frecuencia
4,8811 0,0000
1,9918 0,0000
2,8269 0,5000
696,3373 0,5000
Valor-p
0,07936
0,13465
0,13452



Modelo 1

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 5,067 [0,0794]

Residuos m
N(-0,015957 4,2847) ——

Modelo 2

Densidad

Densidad
°
°
3

Modelo 3

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 4,010 [0,1346]

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 4,012 [0,1345]

Densidad

5.b. Media y Correlograma residual:

Media Desviacidn Tipica

Residuos
N(6,8367¢-006 4,2017) ——

Estadistico t

Residuos m
N(2,1603¢-009 4,1966) ——

Valor-p a dos colas

Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3

-0,0159574
2,16034e-009
6,83668e-006

4,26957
4,18127
4,18127

FAC de los residuos

-0,0771407
1,05e-008
3,32286e-005

FAC de los residuos

0,9385

1605 — P
0,1 0,1
| | [ 1 | | | | |
. | . 1 L L1 L1, . |1 L
0 I I o T T
I | I | I

0,05 -0,05 [
-0,1 -0,1 [

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

retardo retardo
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Py — L85 —
01 s b
0,05 I 0,05 [
f L1 | 1 | 1 1 [l | [ | [ 1 | 1 [ |
0 o
I I I T I T I I I T I

0,05 0,05
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0 s 10 15 2 2 o s 10 15 2 2
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FAC de los residuos

+-1,96/T70,5 —

retardo

FACP de los residuos

+-1,96/T20,5 ——

Ll 1 |
o | |||| I'I ||||.I

o 5 10 15 20 25

retardo

P36 Qs Valor-p

Modelo 1 0,0603 33,9408 0,567
Modelo 2 0,0579 29,8523 0,755
Modelo 3 0,0579 29,8545 0,755

4.c. Homocedasticidad:

rango

Pendiente estimada @ Valor-p
Modelo 1 -0,158819 0,746593
Modelo 2 0,534636 0,353387
Modelo 3 0,534014 0,353836

Rango-Media - Modelo 1 Rango-Media Modelo 2
17 18 T
T
5

16
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4.d. Matriz de Covarianzas y Correlacion entre coeficientes:

Matriz de Covarianzas del Modelo 1
const Phi_1 theta_1 Theta_1
1,43874 -0,126229 0,00613035 0,128372 const
0,0112331 -0,000585137 -0,0113852 Phi_1
0,00204776 0,000307206  theta_1
0,0133200 Theta_1

Correlaciones entre los pardmetros estimados del Modelo 1

@, 01 0,
@, 1 -0,12200268  -0,93076747
0, 1 0,0588219

Matriz de Covarianzas del Modelo 2
const phi_1 Phi_1 Phi_2
0,452575 -0,0157268 -0,0164291 -0,0165406 const
0,00233261 -0,000164689  -5,24478e-005  phi_1
0,00237846 -0,000381151  Phi_1
0,00230564 Phi_2

Correlaciones entre los parametros estimados del Modelo 2

P1 @, @,
®, 1 -0,06991915 -0,02261571
D, 1 -0,16276226
D, 1

Matriz de Covarianzas del Modelo 3

const phi_1 Phi_1 Phi_2 theta_1
3,78878 -0,436053 -0,0108473 -0,0359818 0,449007 const
0,0550956 -0,000713998 0,00237519 -0,0564002 phi_1

0,00211794 -0,000199766 = 0,000516701  Phi_1
0,00218705 -0,00261387  Phi_2
0,0597015 theta_1

Correlaciones entre los pardmetros estimados del Modelo 3

P1 6, @, @,
(021 1 -0,98339615 | -0,06609683  0,21637631
0, 1 0,04595042 -0,22875042
D, 1 -0,09281866
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4.c. Criterios de informacion:

AIC SBC HQ

Modelo1 2454,629 2474,901 2462,637
Modelo 2 2360,729 2376,823 2367,095

Modelo 3  2364,729 2388,870 2374,277

Conclusion: Los modelos 2 y 3 tienen residuos que se ajustan mejor a un ruido blanco y
superan mas claramente la prueba de normalidad de Doornik-Hansen. No se evidencia
problemas de heterocedasticidad residual y las condiciones de causalidad e invertibilidad estan
satisfechas. El Modelo 1 presenta los valores mas bajos de los criterios de informacién pero
tiene fuerte correlaciéon entre los pardmetros autorregresivo y de media mavil de la parte
estacional. Ademads, estos coeficientes son significativos por lo que no pueden suprimirse del
modelo. Los dos érdenes de autorregresividad en los modelos 2 y 3 surgen de la informacion
procedente de la PACF de la serie. No aparecen correlaciones entre los pardmetros del Modelo
2 y tiene los criterios de informacion mas bajos.
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Apéndice XVIII: La Paz

1. Representaciones grdficas.

La Paz

35

30

25

20

9yt
el

1960 1970 1980 1990 2000

2010

Oé{i: | 1 | | |.I l
oost [ ] NN T =
[HEEEE [JLTT |
ol H " 1 e
Oolji’ 1 | I | . '
oosf [ ] [l Lo L o
'I!"!I 1] I
2. Modelos propuestos:
Modelo 1: ARIMA(1,0,2)x(1,0,1)1,
Modelo 2: ARIMA(0,0,2)x(1,0,1)1,
Modelo 3%”: ARIMA(0,0,5)x(1,0,1)4,
Modelo 4%: ARIMA(0,0,5)x(2,0,0),,
3. Estimacion de los pardmetros:
Modelo 1

Coeficiente Desv. Tipica
const 2,80049 1,14733
phi_1 0,0990559 0,274601
Phi_1 0,717717 0,0786199
theta_1 0,0158705 0,275109
theta_2 0,121594 0,0503251
Theta_1 -0,563062 0,0935504

La Paz - Transformacion de Box-Cox

1970 1980

1990

o Vi

2000

£
o

2010

z
2,4409
0,3607
9,1290
0,0577
2,4162
-6,0188

67 . .
Reformulado para obtener residuos con estructura de ruido blanco.

68 . . , .
Reformulado del Modelo 3 para obtener mejor ajuste y parametros no correlacionados.
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const
Phi_1
theta_1
theta 2
Theta_1

const

Phi_1

theta_1
theta_2
theta_3
theta_4
theta_5
Theta_1

const
Phi_1
Phi_2
theta_1
theta 2
theta_3
theta 4
theta 5

Coeficiente
4,02648
0,632675
0,118201
0,133279
-0,469003

Coeficiente
5,25214
0,520398
0,128565
0,143626
0,00777455
-0,0191999
-0,106431
-0,364877

Coeficiente
8,45036
0,144538
0,0810902
0,140548
0,15108
0,012178
-0,0209091
-0,109353

4. Causalidad e Invertibilidad:

AR

AR (estacional)

MA

MA (estacional)

Raiz 1

Raiz1

Raiz 1
Raiz 2

Raiz 1

Modelo 2

Desv. Tipica z
1,04989 3,8351
0,093769 6,7472
0,0347078 3,4056
0,0384218 3,4688
0,106761 -4,3930
Modelo 3
Desv. Tipica z
1,30481 4,0252
0,117254 4,4382
0,0348977 3,6841
0,0370954 3,8718
0,0397416 0,1956
0,0409197 -0,4692
0,0410851 -2,5905
0,127401 -2,8640
Modelo 4
Desv. Tipica z
0,676637 12,4888
0,0392053 3,6867
0,0379696 2,1357
0,0347181 4,0483
0,0379761 3,9783
0,039814 0,3059
0,0410786 -0,5090
0,0413495 -2,6446
Modelo 1
Real Imaginaria
10,0953 0,0000
1,3933 0,0000
-0,0653 -2,8670
-0,0653 2,8670
1,7760 0,0000
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Modulo

Valor p
0,00013
<0,00001
0,00066
0,00052
0,00001

Valor p
0,00006
<0,00001
0,00023
0,00011
0,84490
0,63892
0,00958
0,00418

Valor p
<0,00001
0,00023
0,03271
0,00005
0,00007
0,75970
0,61075
0,00818

10,0953

1,3933

2,8678
2,8678

1,7760

* % *x

%k %k x

% % %k

%k %k *x

%k %k *x

% % %k

%k % *x

% % %k

% % %k

% % %k

%k %k *x

* %k *x

%k %k *x

* %

%k %k *x

%k %k *x

%k %k *x

Frecuencia

0,0000

0,0000

-0,2536
0,2536

0,0000



AR (estacional)

MA

MA (estacional)

AR (estacional)

MA

MA (estacional)

AR (estacional)

MA

Raiz 1

Raiz 1
Raiz 2

Raiz 1

Raiz 1

Raiz 1
Raiz 2
Raiz 3
Raiz 4
Raiz 5

Raiz 1

Raiz 1
Raiz 2

Raiz 1
Raiz 2
Raiz 3
Raiz 4
Raiz 5

5. Andlisis de los residuos

5.a. Normalidad:

Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3
Modelo 4

Modelo 2

Real Imaginaria
1,5806 0,0000
-0,4434 -2,7030
-0,4434 2,7030
2,1322 0,0000
Modelo 3
Real Imaginaria
1,9216 0,0000
-1,2561 -0,9626
-1,2561 0,9626
1,7001 0,0000
0,3159 -1,4515
0,3159 1,4515
2,7406 0,0000
Modelo 4
Real Imaginaria

2,7318 0,0000

-4,5142 0,0000

-1,2530 -0,9534

-1,2530 0,9534

1,7019 0,0000

0,3064 -1,4400

0,3064 1,4400

Estadistico de Doornik-Hansen

0,048
0,109
0,062
0,001
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Modulo

1,5806

2,7392
2,7392

2,1322

Modulo

1,9216

1,5826
1,5826
1,7001
1,4855
1,4855

2,7406

Modulo

2,7318
4,5142

1,5745
1,5745
1,7019
1,4722
1,4722

Valor-p
0,97648
0,94674
0,96946
0,99951

Frecuencia

0,0000

-0,2759
0,2759

0,0000

Frecuencia

0,0000

-0,3959
0,3959
0,0000

-0,2159
0,2159

0,0000

Frecuencia

0,0000
0,5000

-0,3965
0,3965
0,0000

-0,2166
0,2166



Modelo 1

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 0,048 [0,9765]

Densidad

Modelo 3

Residuos Il
N(0,011761 6,6315) ——

Densidad
°
°
g

Modelo 2

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 0,109 [0,9467]

Modelo 4

Residuos me
N(0,0084865 6,6308) ——

0.08
Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 0,062 [0,9695]

Densidad

Residuos Fmm
N(0,0078524 6,614) ——

Densidad

5.b. Media y Correlograma residual:

Media

Desviacidn Tipica

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 0,001 [0,9995]

Estadistico t

Residuos mems
N(0,0020418 6,5877) ——

Valor-p a dos colas

Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3
Modelo 4

0,0117612
0,00848647
0,00785241
0,00204179

FAC de los residuos

6,60533
6,60986
6,57748
6,55056

0,0448688
0,032379
0,0301073
0,00778618

FAC de los residuos

0,9642
0,9742

0,976
0,9938

J— o1l +-1,96/T70,5 —
01 +-1,96/T10,5
0.05 | 0,05 [ I | | ]
. [ [N | 1 0 1 v [ L. —
: 1 o [11 | | |
0,05 0,05
01 o1 . . . . .
0 s 10 15 20 2 o 5 10 15 20 25
retardo retardo
FACP de los residuos FACP de los residuos
01 +-1,96/T0,5 — o1r +-1,96/T"05 — 7
0,05 | | 0,05 I | | q
. . [ | | R I .llllll |||_I.I
0,05 | | | | | 0,05 | | 1
01 o1l 1
0 5 10 15 20 25 o 5 10 15 20 25
retardo retardo
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FAC de los residuos

FAC de los residuos

0% L 1.1 I|I O'DZ . [, 1 |||
AN | L | A S B LA |
. |||||I'|I I||||||.I U:DZ I'||I |-|||| |'|II|
P36 Q36 Valor-p
Modelo 1 -0,0172 38,7157 0,348
Modelo 2 -0,0013 40,2796 0,287
Modelo 3 0,0162 35,5476 0,490
Modelo 4 0,0389 38,9409 0,339
5.c. Homocedasticidad:
Pendiente estimada Valor-p
Modelo 1 -0,619364 0,394495
Modelo 2 -0,325992 0,657681
Modelo 3 -0,227949 0,750702
Modelo 4 -0,0858718 0,90546

240



Rango-Media - Modelo 3

Rango-Media - Modelo 4

++ af

. Matriz de Covarianzas y Correlacion entre coeficientes:

Matriz de Covarianzas del Modelo 1

const phi_1 Phi_1 theta_1 theta 2 Theta_1
1,31636 -0,227716 -0,0591977 0,229239 0,0292316 0,0645171
0,0754056  -0,000727379 -0,0749411 -0,00876390 0,00101934
0,00618109 0,000467030  -0,000205400 -0,00684421
0,0756847 0,00864399 -0,000795144
0,00253262 0,000456177
0,00875167
Correlacidn entre los parametros estimados del Modelo 1
$1 D, 01 0, 0,
P41 1 -0,03369195 -0,99200338 -0,63417724 0,03967997
D, 1 0,02159273 -0,05191386 -0,93056174
0, 1 0,62434525 -0,03089551
0, 1 0,09689538
0, 1
Matriz de Covarianzas del Modelo 2
const Phi_1 theta_1 theta 2 Theta_1
1,10227 -0,0970138 0,00392445 0,00293640 0,103466 const
0,00879262 -0,000316031 = -0,000273431  -0,00941620  Phi_1
0,00120463 5,75701e-005 0,000264874  theta_1
0,00147624 0,000518269  theta_2
0,0113978 Theta_1
Correlacidn entre los parametros estimados del Modelo 2
(o 0 0, 0,
D, 1 -0,09710539 -0,07589458 -0,94059736
0, 1 0,04317101 0,07148248
0, 1 0,12634699
0, 1
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Matriz de Covarianzas del Modelo 3

const Phi_1 theta_1 theta_2 theta_3 theta_4 theta_5 Theta_1
1,70252  -0,151262 0,00554860 0,000418726 -0,00224619 0,00350288 0,00137032 0,156506 const
0,0137486 = -0,000469867  -4,07991e-005 = 0,000159783  -0,000348506 = -0,000119437 -0,0142726 Phi_1
0,00121785 0,000109371 8,19339e-005  4,59709e-006  -0,000131573 0,000416396  theta_1
0,00137607 0,000136082  6,57020e-005 = -7,43913e-005 0,000217998  theta_2
0,00157939 0,000277530 0,000225906 -5,90300e-005 | theta_3
0,00167442 0,000222378 0,000456636  theta_4
0,00168799 0,000128770  theta_5
0,0162310 Theta_1
Correlacidn entre los parametros estimados del Modelo 3
@, 6, 6, 63 A 05 0,
D, 1 -0,11482871  -0,00938 0,03428922 -0,0726357 -0,02479287  -0,95543818
0, 1 0,08448611 0,05907741 0,00321924  -0,09176681 | 0,09365628
0, 1 0,09230714 0,04328387  -0,048811 0,04612747
0, 1 0,17066016  0,13835602 -0,01165882
0, 1 0,13227417 0,08759209
05 1 0,02460127
0, 1
Matriz de Covarianzas del Modelo 4
const Phi_1 Phi_2 theta_1 theta_2 theta_3 theta_4 theta_5
0,457837  -0,0159580 -0,0154510 0,00239778 -0,00447715 -0,00230981 -0,000916284 0,000431763  const
0,00153706 = -0,000124193 = -4,78491e-005 = 8,19321e-005  0,000100190 0,000128283  -5,83326e-006 = Phi_1
0,00144169 -0,000126134 0,000308832  3,99910e-005 = -0,000102836 = -2,57205e-005 = Phi_2
0,00120534 0,000125145 = 9,50651e-005 = 2,14527e-005 = -0,000140561  theta_1
0,00144219 0,000161705 = 3,43543e-005 = -8,27046e-005  theta_2
0,00158516 0,000297839 0,000202374  theta_3
0,00168745 0,000245251  theta_4
0,00170978 theta_5
Correlacidn entre los parametros estimados del Modelo 4
q)l cI)Z 61 02 03 64-
D, 1 -0,08342886 -0,03515386 0,05502993  0,06418651  0,0796542 -0,00359829
D, 1 -0,09568419 0,21417852  0,02645394  -0,06593159 -0,01638223
0, 1 0,0949177 0,0687748 0,01504217 -0,09791261
0, 1 0,10694913  0,02202192 -0,05266827
0, 1 0,18210846 0,12292738
0, 1 0,14438594
05 1
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7. Criterios de informacion:

AIC SBC HQ
Modelo1 4212,657 4243,832 4224,762
Modelo 2 4218,141 4244,872 4228,520
Modelo 3  4217,896 4257,993 4233,464

Modelo 4 4133,514 4173,440 4149,029

Conclusion: Claramente el mejor ajuste residual lo muestra el Modelo 4. No esta clara la
homocedasticidad en el caso de los otros modelos y puntualmente en el 1 y el 2 los
correlogramas residuales tienen retardos en los que la ACF esta fuera de las bandas de
confianza. Las condiciones de causalidad e invertibilidad estdn satisfechas y sélo el Modelo 4
no tiene parametros con altas correlaciones. Ademas, los criterios de informacion alcanzan los
valores mas bajos para este modelo.
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Apéndice XIX: San Gustavo

1. Representaciones grdficas.

San Gustavo San Gust: Transform: de Box-Ct
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2. Modelos propuestos:
Modelo 1: ARIMA(1,0,1)x(2,0,0)1,
Modelo 2: ARIMA(1,0,10)x(1,0,1)1,

3. Estimacion de los pardmetros:

Modelo 1
Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
const 4,74973 1,11621 4,2552 0,00002 HoEx
phi_1 0,435584 0,120808 3,6056 0,00031 h
Phi_1 0,149665 0,0380447 3,9339 0,00008 HoEx
Phi_2 0,109613 0,0414099 2,6470 0,00812 HoEx
theta_1 -0,162094 0,131881 -1,2291 0,21904
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const

phi_1

Phi_1

theta_1
theta_2
theta_3
theta 4
theta 5
theta_6
theta 7
theta_8
theta_9

theta_10
Theta_1

Coeficiente
0,499134
0,374342
0,932982

-0,167003

0,0214262

0,00100291

0,0470373

-0,0756945

0,0312166

0,000217146

0,0761299

-0,0223114

Modelo 2

Desv. Tipica

z

-0,121764
-0,809876

4. Causalidad e Invertibilidad:

AR

AR (estacional)

MA

AR

AR (estacional)

MA

MA (estacional)

Raiz 1

Raiz 1
Raiz 2

Raiz 1

Raiz 1

Raiz 1

Raiz 1
Raiz 2
Raiz 3
Raiz 4
Raiz 5
Raiz 6
Raiz 7
Raiz 8
Raiz 9
Raiz 10

Raiz 1

0,293221 1,7022
0,295048 1,2687
0,0300563 31,0411
0,2959 -0,5644
0,070112 0,3056
0,050317 0,0199
0,0436023 1,0788
0,0497806 -1,5206
0,0426081 0,7326
0,0387302 0,0056
0,0442873 1,7190
0,0503172 -0,4434
0,0406633 -2,9945
0,0471394 -17,1804
Modelo 1
Real Imaginaria
2,2958 0,0000
2,4139 0,0000
-3,7793 0,0000
6,1693 0,0000
Modelo 2
Real Imaginaria
2,6714 0,0000
1,0718 0,0000
1,2479 0,0000
-1,4118 0,0000
1,0131 -0,6747
1,0131 0,6747
-1,0168 -0,6900
-1,0168 0,6900
0,3937 -1,1001
0,3937 1,1001
-0,3996 -1,1690
-0,3996 1,1690
1,2348 0,0000
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Mddulo

Mddulo

Valor p
0,08871 *
0,20453
<0,00001 Hokk
0,57249
0,75991
0,98410
0,28069
0,12837
0,46378
0,99553
0,08561 *
0,65747
0,00275 *kk
<0,00001 *kk
Frecuencia
2,2958 0,0000
2,4139 0,0000
3,7793 0,5000
6,1693 0,0000
Frecuencia
2,6714 0,0000
1,0718 0,0000
1,2479 0,0000
1,4118 0,5000
1,2172 -0,0935
1,2172 0,0935
1,2288 -0,4051
1,2288 0,4051
1,1684 -0,1953
1,1684 0,1953
1,2354 -0,3024
1,2354 0,3024
1,2348 0,0000



5. Andlisis de los residuos.
5.a. Normalidad:

Estadistico de Doornik-Hansen Valor-p

Modelo 1 0,127
Modelo 2 1,068

Modelo 1

Estadistico para el contraste de normalidad: Residuos mm
Chi-cuadrado(2) = 0,127 [0,9384]

N(0,00052039 6,1389) ——

Densidad
Densidad

5.b. Media y Correlograma residual:

Media Desviacidn Tipica

0,93839
0,58627

Modelo 2

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 1,068 [0,5863]

Estadistico t

Residuos M
N(0,018703 6,1005) ——

Valor-p a dos colas

Modelo 1 0,000520393 6,11916
Modelo 2 0,018703 6,0376

FAC de los residuos

0,00212268
0,0780611

FAC de los residuos

0,9983
0,9378

+-1,96/T"0.5

o I T T I I I T T o T T LR | I I

0,05 | | 0.05

01
01

o 5 10 15 20 25 o 5 10 15 20 25
retardo retardo
FACP de los residuos FACP de los residuos
o1 +- 1,96/T70,5 —— 0.1 +-1,96/T70,5 ——

0,05 | | I | 0.05
| | ' | I L

o[ I T T I T I T o T T T I | I T
0,05 | 0,05
-0.1
0,1 L L
o 5 10 15 20 25 o 5 10 15 20 25

retardo

P36

retardo

Q36 Valor-p

Modelo 1 0,0407
Modelo 2 -0,0437
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5.c. Homocedasticidad:

Pendiente estimada Valor-p
Modelo 1 -0,62283 0,19266
Modelo 2 -0,91258 0,160599
6. Matriz de Covarianzas y Correlacion entre coeficientes:
const phi_1 Phi_1 Phi_2 theta_1
1,24593 -0,126009 -0,0117139 -0,0101563 0,132289 const
0,0145946 0,000460227 = 7,39013e-005 -0,0153198 phi_1
0,00144740 -0,000280949 @ -0,000497647 @ Phi_1
0,00171478 -0,000116821 @ Phi_2
0,0173926 theta_1
Correlacion entre los pardmetros estimados del Modelo 1
P1 Dy ®,
Pq 1 0,10013415 0,01477244 -0,9615573
D, 1 -0,17833194 -0,09918477
o, 1 -0,02139117
0, 1
Matriz de Covarianzas del Modelo 2
const Phi_1 theta_8 theta_10 Theta_1
0,0859788 -0,00519074 4,54337e-04 4,84854e-04 0,00472438 const
9,03383e-04 1,01507e-04 -1,28376e-04  -0,00119225 Phi_1
0,00196136 1,34044e-04 -5,71799e-05  theta_8
0,0016535 1,90057e-04 theta_10
0,00222213 Theta_1
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Correlacidn entre los parametros estimados del Modelo 2

@,

7. Criterios de informacion:

Modelo 1

Modelo 2

Conclusion: El Modelo 1 se sugiere de la observacion del correlograma. A excepcién de que no
presenta residuos con estructura de ruido blanco, el resto del ajuste es bueno. Existe alta
correlacién entre los parametros autorregresivo y de media mévil de la parte regular pero este
ultimo no es significativo y, por lo tanto, puede suprimirse. El Modelo 2 se propone con un
orden 10 de media mdvil para alcanzar residuos con ajuste a un ruido blanco. Aunque se logra
el objetivo, se pierde homocedasticidad (ver que el gréfico rango-media tiene forma de
embudo con pendiente negativa) y pasimonia, los pardametros autorregresivo y de media movil
estacionales tienen elevada correlacion y los criterios de informacion toman valores mas altos
que los del Modelo 1. Otras opciones que no se incluyen fueron exploradas sin obtener

mejores resultados.

Os
0,07625727
1
AIC SBC

010
-0,10503782
0,07443301
1

HQ

4036,032 4062,640 4046,373

4114,525 4181,330 4140,464
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Apéndice XX: Parana

1. Representaciones grdficas.

Parana

Parana - Transformacion de Box:

-Cox

30

25

20

15

avt)

° I
Variacion estacional
N I | ] ]
I | I I

o L L I o .

ol NERR T J % o, o
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oaf T o
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2. Modelos propuestos:
Modelo 1: ARIMA(2,0,2)x(1,0,1)1>
Modelo 2: ARIMA(0,0,6)x(1,0,1)1>
3. Estimacidn de pardmetros:

Modelo 1
Coeficiente Desv. Tipica z Valor p

const 0,397554 0,164086 2,4228 0,01540 ok
phi_1 0,108337 0,195497 0,5542 0,57947
phi_2 -0,389634 0,182569 -2,1342 0,03283 *k
Phi_1 0,970953 0,0101659 95,5112 <0,00001 wkx
theta_1 -0,0551719 0,191662 -0,2879 0,77345
theta 2 0,431453 0,177685 2,4282 0,01517 *k
Theta_1 -0,866282 0,022681 -38,1941 <0,00001 wkx
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const

Phi_1

theta_1
theta 2
theta_3
theta_4
theta 5
theta_6
Theta_1

Coeficiente
0,274851
0,974067

0,0592301

0,0491378

-0,0246789

-0,0188897

-0,0105108

-0,0999834

-0,887638

4. Causalidad e Invertibilidad:

AR

AR (estacional)

MA

MA (estacional)

AR (estacional)

MA

MA (estacional)

Raiz 1
Raiz 2

Raiz 1

Raiz 1
Raiz 2

Raiz 1

Raiz 1

Raiz 1
Raiz 2
Raiz 3
Raiz 4
Raiz 5
Raiz 6

Raiz 1

5. Andlisis de los residuos

5.a. Normalidad:

Modelo 1
Modelo 2

Modelo 2

Desv. Tipica z Valor p
0,0969164 2,8360 0,00457 *okk
0,00898099 108,4588 <0,00001 HoEx
0,0415522 1,4254 0,15403
0,0394127 1,2468 0,21249
0,0373785 -0,6602 0,50910
0,0403399 -0,4683 0,63960
0,0422774 -0,2486 0,80366
0,0413079 -2,4204 0,01550 **
0,0209949 -42,2787 <0,00001 HoEx
Modelo 1
Real Imaginaria Moddulo Frecuencia
0,1390 -1,5960 1,6020 -0,2362
0,1390 1,5960 1,6020 0,2362
1,0299 0,0000 1,0299 0,0000
0,0639 -1,5211 1,5224 -0,2433
0,0639 1,5211 1,5224 0,2433
1,1544 0,0000 1,1544 0,0000
Modelo 2
Real Imaginaria Moddulo Frecuencia
1,0266 0,0000 1,0266 0,0000
-1,4882 0,0000 1,4882 0,5000
1,4578 0,0000 1,4578 0,0000
0,6780 -1,3236 1,4871 -0,1747
0,6780 1,3236 1,4871 0,1747
-0,7153 -1,2541 1,4438 -0,3325
-0,7153 1,2541 1,4438 0,3325
1,1266 0,0000 1,1266 0,0000

Estadistico de Doornik-Hansen

0,324
0,511
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Modelo 1

Estadistico para el contraste de normalidad:
Chi-cuadrado(2) = 0,324 [0,8504]

Densidad

5.b. Media y Correlograma residual:

Media

Residuos mmm

N(0,017517 4,339) ——

Desviacidn Tipica

Modelo 2

Estadistico para el contraste de normalidad:

Chi-cuadrado(2) = 0,511 [0,7744]

Densidad

Estadistico t

Residuos
N(-0,011383 4,2826) ——

Valor-p a dos colas

Modelo 1
Modelo 2

0,0175166
-0,0113828

FAC de los residuos

4,31916
4,25648

0,104031
-0,0687024

FAC de los residuos

0,9172
0,9452

o1 +-1,96/T"0,5 — 0.1 +-1,96/T"0,5 —
0,05 0,05
' . | o] L L e | 11 L 11y
o T | 1 | T | T | I I T o T | 1 I T | I | T I
0,05 0,05
-0,1 -0,1
o 5 10 15 20 25 o 5 10 15 20 25
retardo retardo
FACP de los residuos FACP de los residuos
0.1 +-1,96/T70,5 —— 0.1 +-1,96/T70,5 —
0,05 0,05
I L | | L . . i | | |
° ! |II||I| T || ! ° '|||||'| I |||
0,05 0,05
-0,1 -0,1
o 5 10 15 20 25 o 5 10 15 20 25
retardo retardo
[ |
P36 Q36 Valor-p

Modelo 1
Modelo 2

4.c. Homocedasticidad:

-0,0047
-0,0033

45,0221
40,6910

0,144
0,271

Pendiente estimada Valor-p

Modelo 1
Modelo 2

0,723538
0,441801

0,139407
0,269524
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Rango-Media - Modelo 1

Rango-Media - Modelo 1

4.d. Matriz de Covarianzas y Correlacion entre coeficientes:

Matriz de Covarianzas del Modelo 1

const phi_1 phi_2 Phi_1 theta_1 theta_2 Theta_1
0,0269241 -0,0126713 -0,00768716 -0,00144376 0,0124576 0,00854746 0,00137284
0,0382192 -0,00591245 0,000212567 -0,0367671 0,00285299 -0,000211846
0,0333315 -4,91687e-005 0,00668349 -0,0316501 -1,55851e-005
0,000103345 -0,000254188 1,50419e-005 -0,000104661
0,0367344 -0,00375789 0,000298315
0,0315718 -2,03309e-005
0,000514429
Correlaciéon entre los pardmetros estimados del Modelo 1
P2 D, 0, 0,
02 1 -0,02649207 -0,97565727 -0,00376375
D, 1 0,00832734 -0,45391742
0, 1 -0,0050448
0, 1
Matriz de Covarianzas del Modelo 2
const Phi_1 theta_1 theta_2 theta_3
0,00939279 -0,000850306 0,000249120 0,000188881 -6,48788e-005  const
8,06582e-005 -3,01068e-005 -1,78880e-005 5,54830e-006 Phi_1
0,00172658 1,11934e-005 0,000161369 theta_1
0,00155336 2,22617e-005  theta 2
0,00139715 theta_3
theta 4 theta 5 theta_6 Theta_1
5,77069e-005 -9,45781e-005 -0,000245217 0,000756126 const
-4,96928e-006 5,50692e-006 2,39976e-005 -7,65566e-005 = Phi_1
0,000102573 2,58907e-005 -2,04344e-005 4,18162e-005  theta_1
-2,58968e-005 -8,03083e-005 3,81339e-005 -5,44251e-005 theta_2
0,000180286 9,45743e-005 9,88637e-005 1,57522e-005 @ theta_3
0,00162731 0,000175655 6,75258e-005 2,04040e-005  theta 4
0,00178738 8,73210e-005 8,47505e-005  theta_5
0,00170634 -9,19856e-005  theta_6
0,000440786 Theta_1
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Correlacidn entre los parametros estimados del Modelo 2

q)l 66 G)1
D, 1 0,06468603 -0,40601737
0, 1 -0,1060652
0, 1
4.c. Criterios de informacion:
AIC SBC HQ

Modelo1 3807,722 3843,636 3821,644
Modelo 2 3803,946 3848,868 3821,358

Conclusion: El Modelo 1, propuesto a partir de la observacién del correlograma, no tiene buen
ajuste a un ruido blanco en los residuos y los parametros autorregresivo y de media moévil de
orden 2 tienen alta correlacidon y no pueden suprimirse porque ambos son significativos. Por
otro lado, el segundo modelo se sugiere mediante la introduccién de términos de media movil
hasta lograr que los residuos tengan comportamiento de ruido blanco. En general, este
modelo muestra mejor ajuste y no aparecen altas correlaciones entre sus parametros
significativos.
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Apéndice XXI: Series de precipitaciones de lluvia con evidencia de
raices unitarias en alguna frecuencia. Resultados de los contrastes
HEGY y Canova-Hansen

1. Octavo Distrito

Canova-Hansen:

Degrees of freedom (T-k) = 211, lag order = 5

Statistic p-value Ang. Frequency Period

L_1 = 0,1487 0,88779 +-pi/6 12

L2 = 0,6411 0,08357 * +-pi/3 6

L_3 = 0,6857 0,06523 * +-pi/2 4

L_ 4 = 0,1905 0,77241 +-2pi/3 3

L 5= 0,2572 0,58519 +-5pi/6 2,40
L_pi= 0,1280 0,49424 pi 2

L_f= 1,9028 0,27570 Joint test

2. San Victor

a. Test HEGY:

Deterministic component: constant - Dof (T-k) = 197

Statistic p-value Ang. Frequency Period
tl= -3,94 0,00091 *** zero infinity
Fl= 4,99 0,00871 *** +-pi/6 12
F2= 4,62 0,01232 ** +-pi/3 6
F3= 6,17 0,00283 *** +-pi/2 4
F4= 8,34 0,00036 *** +-2*pi/3 3
F5= 16,22 0,00000 *** +-5*pi/6 2,40
t2= -4,09 0,00000 *** pi 2
Fs= 9,45 0,00000 All the seasonal cycles

Ft= 10,31 0,00000 Delta_s (all the seas. + zero freq.)
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b. Canova-Hansen:

Degrees of freedom (T-k) = 213, lag order = 5

Statistic p-value Ang. Frequency Period

L_1 = 0,1027 0,97659 +-pi/6 12

L2 = 0,2664 0,56102 +-pi/3 6

L_3 = 0,7655 0,04140 ** +-pi/2 4

L 4 = 0,2784 0,53123 +-2pi/3 3

L 5= 0,3436 0,38915 +-5pi/6 2,40
L_pi= 0,0969 0,63650 pi 2

Lf= 2,0134 0,17774 Joint test

3. Santa Anita

Canova-Hansen:

Degrees of freedom (T-k) = 210, lag order = 5

Statistic p-value Ang. Frequency Period

L 1= 0,1266 0,93806 +-pi/6 12

L 2= 0,3978 0,29776 +-pi/3 6

L 3 = 0,6129 0,09743 * +-pi/2 4

L 4 = 0,3022 0,47579 +-2pi/3 3

L 5= 0,2687 0,55559 +-5pi/6 2,40
L_pi= 0,1292 0,48959 pi 2

L f= 1,4161 0,82463 Joint test

4. Séptimo Distrito

Test HEGY

Deterministic component: constant - Dof (T-k) = 203

Statistic p-value Ang. Frequency Period
tl= -3,35 0,00573 *** Zero infinity
F1= 4,59 0,01413 ** +-pi/6 12
F2= 9,76 0,00011 *** +-pi/3 6
F3= 10,27 0,00000 *** +-pi/2 4
F4= 15,89 0,00000 *** +-2*pi/3 3
F5= 14,09 0,00000 *** +-5*pi/6 2,40
t2= -5,41 0,00000 *** pi 2

Fs= 13,47 0,00000 All the seasonal cycles
Ft= 13,27 0,00000 Delta_s (all the seas. + zero freq.)
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5. Viale

a. Test HEGY

Deterministic component: constant - Dof (T-k) = 175

Statistic p-value Ang. Frequency Period
tl= -3,03 0,01439 ** zero infinity
F1= 5,93 0,00411 *** +-pi/6 12
F2= 12,20 0,00000 *** +-pi/3 6
F3= 9,77 0,00011 *** +-pi/2 4
F4= 11,05 0,00000 *** +-2*pi/3 3
F5= 10,81 0,00000 *** +-5*pi/6 2,40
t2= -3,66 0,00000 *** pi 2

Fs= 13,00 0,00000 All the seasonal cycles
Ft= 12,52 0,00000 Delta_s (all the seas. + zero freq.)

b. Canova-Hansen

Degrees of freedom (T-k) = 187, lag order = 5

Statistic p-value Ang. Frequency Period

L.1= 0,2691 0,55876 +-pi/6 12

L2 = 0,7819 0,03715 ** +-pi/3 6

L_.3 = 0,8762 0,02092 ** +-pi/2 4

L4 = 0,4199 0,26822 +-2pi/3 3

L_5 = 0,4156 0,27417 +-5pi/6 2,40
L_pi= 0,2022 0,28291 pi 2

L_f = 2,4252 0,02046 ** Joint test

6. Villa Paranacito

Test HEGY: Deterministic component: constant - Dof (T-k) = 205

Statistic p-value Ang. Frequency Period
tl= -3,07 0,01387 ** Zero infinity
F1= 12,40 0,00000 *** +-pi/6 12
F2= 10,68 0,00000 *** +-pi/3 6
F3= 18,51 0,00000 *** +-pi/2 4
F4= 12,75 0,00000 *** +-2*pi/3 3
F5= 11,27 0,00000 *** +-5*pi/6 2,40
t2= -4,54 0,00000 *** pi 2

Fs= 15,02 0,00000 All the seasonal cycles
Ft= 14,52 0,00000 Delta_s (all the seas. + zero freq.)
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Test HEGY: Deterministic component: constant + (s-1) trigonometric terms - Dof
(T-k) = 194

Statistic p-value Ang. Frequency Period
tl= -3,08 0,01114 ** Zero infinity
F1= 16,95 0,00000 *** +-pi/6 12
F2= 12,71 0,00000 *** +-pi/3 6
F3= 19,81 0,00000 *** +-pi/2 4
F4= 14,10 0,00000 *** +-2*pi/3 3
F5= 11,86 0,00000 *** +-5*pi/6 2,40
t2= -4,78 0,00000 *** pi 2

Fs= 17,02 0,00000 All the seasonal cycles
Ft= 16,37 0,00000 Delta_s (all the seas. + zero freq.)

7. Feliciano

Canova-Hansen

Degrees of freedom (T-k) = 518, lag order = 7

Statistic p-value Ang. Frequency Period

L 1= 1,0901 0,00737 *** +-pi/6 12

L 2 = 0,8458 0,02837 ** +-pi/3 6

L 3 = 0,3196 0,42293 +-pi/2 4

L 4 = 0,8230 0,03207 ** +-2pi/3 3

L 5= 0,3627 0,34282 +-5pi/6 2,40
L_pi= 0,0365 0,96303 pi 2

L f= 2,9514 0,00785 *** Joint test

8. San Jaime

Canova-Hansen

Degrees of freedom (T-k) = 522, lag order = 7

Statistic p-value Ang. Frequency Period

L_.1 = 0,539 0,14140 +-pi/6 12

L2 = 0,8152 0,03347 ** +-pi/3 6

L_3 = 0,1601 0,84189 +-pi/2 4

L 4 = 0,9612 0,01513 ** +-2pi/3 3

L 5= 0,1531 0,86135 +-5pi/6 2,40
L_pi= 0,3139 0,12657 pi 2

Lf= 2,3717 0,08439 * Joint test
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Apéndice XXII: Transformaciones de Doornik-Hansen

La transformacion z; es como sigue:

Para la transformacion z,

_3m*+27n-70)(n + 1)(n + 3)
T m=-2)n+5m+7)(n+9)

0P = —1+ 28 - D)2
1
§=——7
{log(\/m)}7

w*=1 (n+D(n+ 3)}%

yz‘/b—l{ 2 6(n-2)

1
zZ, = 6.10g{y + (2 + 1)7}

se tiene en cuenta:

§=m-3)(n+1)(n?+15n—4)

. (m—2)(n+5m+7)(n?+27n - 70)

k

64

e m—=7)(n+5mn+7)(n?+2n-5)
B 66

_ (+5)m+7)(® +37n® + 11n — 313)
B 128

a=a+b;.c
x = (by —1—by)2k

1
3

Z, = {(%) -1+ %} (9a)%
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