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PROEMIO

Es muy raro que quienes escriben sobre Cdlculo Numérico omitan un
capitulo sobre Sistemas de Ecuaciones Lineales (SEL).

Ello es asi porque los SEL se presentan con tanta frecuencia en los
modelos que utilizan la ciencia, la ingenieria y otras disciplinas que no hacerlo
suena a pecado.

Entonces, los métodos para resolver SEL deben estar presentes. Como en
este caso.

Esto plantea una dificultad que puede sintetizarse con una pregunta ¢qué
métodos deben estar presentes?

Como en todo el Cdlculo Numérico lo que abundan son métodos
aparentemente aplicables a una misma clase de problemas. ¢Por qué entonces no
se incluye un método patron para cada clase en lugar de recargar al lector con
distintos métodos aplicables a esa clase de problemas?

No existe un solo método para toda una clase de problemas.

Si asi fuese, un texto con el método de Newton para resolver ecuaciones,
el de Euler para resolver ecuaciones diferenciales, el de Simpson para calcular
integrales definidas y el de Gauss para los SEL estaria completo y seguramente
ya escrito.

Sin embargo, son tantos los tipos de problemas que se presentan que en
cada caso que es necesario desarrollar métodos especiales para cada uno de ellos
y., por si esto fuese poco, criterios de eficacia, de costo y de precision también
intervienen y es necesario aplicar esfuerzo para satisfacerlos.

Y este esfuerzo no estd completo. Es mds, nunca lo estard porque una
ciencia nunca estd acabada. Siempre habrd algo nuevo para hacerla crecer y
mejorar.

Estas notas contienen  llamados “métodos exactos” y  “métodos
aproximados”.

Entre los primeros, por supuesto, el método de Gauss, sus errores, su
correccion, las técnicas de pivoteo para reducirlo, etc.; el método de Gauss
Jordan como método en si para resolver SEL y como método para, en otro
capitulo, invertir matrices.

Luego se presentan los métodos LU, que cuando se resuelve el mismo SEL
por segunda vez y sucesivas el nimero de operaciones cae abruptamente, el
método de Cholesky para matrices simétricas definidas positivas, muy comunes
en las aplicaciones; los SEL tridiagonales que aparecen al resolver ecuaciones
diferenciales por métodos numéricos, cuyas matrices se manejan como vectores,
ahorrando memoria y también el llamado método de ortogonalizacion, apto para
matrices mal condicionadas.



Entre los segundos, aproximados, se han incluido el método de iteracion
simple o de Jacobi, el método de Gauss Seidel; una variacion de este denominada
de relajamiento; otro para SEL operados por especialistas muy conocedores de
los posibles resultados, denominado de aniquilacion del resto y, por Ultimo, se
agrega el método del descenso mds rdpido.

Todo esto constituye un mend muy amplio. La idea es que un lector
intferesado encuentre en estas pdginas el método que mejor se adecue a sus
necesidades.

Un alumno de cdlculo numérico no deberia ignorar el método de Gauss;
iteracion simple o de Jacobi e iteracién Gauss Seidel y saber como entender y
mantener a raya a los errores.

Entendiendo esos métodos, con perseverancia, todos los demds son
alcanzables si ademds se entienden correctamente conceptos sobre los siempre
presentes errores y su perversa costumbre de propagarse, incrementdndose; la
condicion de la matriz del sistema y la incertidumbre de coeficientes y datos.

El Ing. Carlos Krujosky colaboré realizando ejemplos que se incluyen, el
Lic. Mario Di Blasi Regner aporté importantes sugerencias de dlgebra, su
especialidad. Los tres, seguimos la pista de subindices equivocados. Alguno, por
exclusiva culpa del autor debe haber sobrevivido a la correccidn.

A ellos, mi agradecimiento.

Ing. Jorge J. L. Ferrante
Profesor Consulto



I INTRODUCCION

1 Se presentan en estas pdginas distintos métodos de solucion de Sistemas
de Ecuaciones Lineales, en adelante SEL, de midltiples aplicaciones en la
ingenieria y en otras disciplinas.

2 La hipdtesis de linealidad de muy importante y extendida aplicacion lleva
en forma casi inexorable a modelos matemdticos constituidos por SEL; la
aplicacién de diferencias finitas para aproximar la solucion de determinados
tipos de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales también exige sea
resuelfo un SEL, eventualmente de grandes o muy grandes dimensiones; en
economia la matriz insumo producto estd intimamente ligada con este tema vy,
explorando un poco mds seguramente se encuentran otras aplicaciones.

3 Sin ninguna duda, el desarrollo de los métodos de cdlculo ha permitido
afrontar la solucién de SEL de grandes o muy grandes dimensiones -varios miles
de incdgnitas- permitiendo incursionar en campos donde era materialmente
imposible hacerlo por cdlculo manual. Téngase presente que siendo imperiosa la
necesidad de resolver grandes SEL antes del advenimiento de las computadoras,
mucho esfuerzo se hizo para determinar el tiempo necesario para resolver un
SEL de orden "n".

4 La aplicacién a estos esfuerzos a uno de los métodos mds conocidos de
solucién de SEL -el método de Gauss- da una estimacién de kn* en horas para
resolverlo. Los textos dan para k un valor aproximado de 0.01, lo que indica que,
con calculadora un operador tarda 0.01*27 horas para resolver un sistema de
3x3 (15 a 20 minutos segln su habilidad, pero 0.01*1000 para resolver un
sistema de 10x10 i10 horas de trabajo!). Ademds debe tenerse en cuenta que,
cuanto mds grande es el SEL mds peligrosos se vuelven los errores y su
propagacién a través del algoritmo en uso, para no hablar de los siempre posibles
errores humanos.

5 El trabajo sigue los lineamientos cldsicos. Por un lado los métodos llamados
"exactos" no por la exactitud de los resultados que brindan sino porque, "a
priori" puede determinarse el nimero de operaciones necesarias para obtenerlos
y. por otro, los llamados "aproximados" que suelen dar mejores resultados que los
exactos, pero que no permiten determinar el nimero de operaciones necesarias

para obtenerlos con una precisién preestablecida.



6 En todo lo que sigue se supondrd que el SEL en estudio tiene una solucion
dnica. En consecuencia sélo se trabajard con SEL cuya matriz cuadrada de
ndmeros reales, sea nho singular.



IT METODOS EXACTOS

7 Se denominan métodos exactos los métodos que permiten determinar a
priori el nimero de operaciones -productos, cocientes, adiciones, sustracciones-
necesarias para alcanzar la solucién buscada.

8 Entre ellos, el mds estudiado es el denominado Método de Gauss.

II.1 Método de Gauss

9 Sea el SEL

AX=B

donde A es una matriz no singular de nxn, X es el vector de incdgnitas de n
elementos y B es el vector de términos independientes de n elementos.

10 En forma expandida el SEL tiene este aspecto

a; dp Ay, | X b,

a, Ay ay, || X2 b,

as; Ay as, || x5 |=|b,
a, a, o . a,|x,| [b,]

11 El método consiste en transformar la matriz A y concurrentemente el
vector B hasta obtener un SEL equivalente (con la misma solucién) que sea
triangular superior. Es decir, obtener un SEL equivalente de este aspecto.

r * * *r - r * 7]
a;  dp a, || % b,
% % %
0 ay a,, | *2 b,
% %
0 0 as, X3 | = b3
% %

| 0 0 a, |X.] |b,

12 Llegado a este punto, es fdcil obtener x,, calculando



con estos dos valores se puede obtener x,.2, luego xn3y asi sucesivamente hasta
obtener x:

13 Queda entonces planteado el problema: ¢como se reduce la matriz Ay
concurrentemente el vector B a un sistema equivalente de matriz triangular
superior?

IT.1.1 Etapa progresiva

14 Para ello se utiliza un método de sumas y restas de filas que permite ir
"fabricando" ceros (0) debajo de la diagonal principal de la matriz dada A.

15 Tomando al elemento ai; como pivote y, por supuesto, suponiendo que es
distinto de cero, se divide la primer fila de la matriz y el primer elemento del
vector B por este valor. Se tiene asi:

1 ay,la, .. .. a,la,|x b /ay,
a,, a,, e Ay, |l X, b,
as, as, T A A

| a,, a, a, ||x,| | b |

16  Se multiplica la primera fila asi transformada por az1 obteniéndose



a, aya,la aya,,/a | x a,b /a,
a,, ay a,, X, b,
as as, as, X3 | = b,

La, a,, a, |x, ] | b ]

17  Luego, la primera fila de la matriz del pdrrafo 15 se multiplica por as

obteniéndose.

a,a,/a,
ay, —aya,/a

as,

an2

asa,/a,
a, —aya,/a

as,

an2

aa,,/a,
a,, —a,a,, /a,
as

n

nn

aya,,/a,
a,, —a,a,, /a,
as

n

nn

a,b, /a,

b, —a,b, /a,

ab, /a,

b, —a,b /a,

Restando a la tercer fila la primera asi transformada se tiene

as
0
0

nl

aya,/ay
ay —aya,/a

as, —aya,/a,

anZ

aya,,/a
a,, —aya,,/a,

as, —aya, /a,

nn

ayb,/a,
b, —a,b /a,

=|by—ayb /a,

18  Continuando de esta forma, fila por fila, hasta la dltima se tendrd




y. luego, restando

19

a, a,a,/a,
a, —aya,/a
a,, —aya,/a,

anl an2

a, a,a,/a,
Ay —ayap/a,
az —aya,/a

0 a,-a,a,/a,

anlaln /all
a,, —a,a,, /a,

a,, —aya,, /a,

nn

a,a,/a,
a,, —aya,,/a

as, —aya,, /a,

a,, —a,a, /all__

nn

a,b /a,
b, —a,b /a,
=|by—ayb /a,
a,b /a,
b, —a,b /a,
=|by—ayb /a,
_bn —a,b, /all_

Se han "fabricado" ceros (0) en la primera columna debajo de la primera

fila pudiendo sacarse las siguientes conclusiones preliminares:

e La fila del pivote queda invariable o, en su caso, dividida por el pivote.

* Debajo del pivote y hasta la dltima fila, hay ceros.

* Los elementos que no estdn ni en la fila ni en la columna del pivote se

transforman mediante la siguiente expresién:

donde el supraindice indica el paso de cdlculo con la convencion que el paso

M

(€)]
a;

a

uno corresponde a la matriz dada.

20

a,;

Con esta nomenclatura el SEL dado queda de esta forma

S O o O

aln xl
(2)

aZn xz
(2)

a3n x3
(2)

ann __x/’l




21 Suponiendo ahora que ax,'? es distinto de cero, se lo foma como
pivote y se procede como en los pasos anteriores. Es decir, se divide la
segunda fila por ese valor obteniéndose:

all(l) alz(l) aln(l) —_xl ] bl(l)
0 1 a,” 1a,” || x, b, /a,,?”
0 a32(2) a3n(2) X, | = b3(2)
L 0 an2(2) ann(Z) __xﬂ_ L bn(Z) i

22 Multiplicando esa segunda fila por as.® y, efectuando la resta se
tendra.
B (@) (N (1 T, (1
a a a,, Xy b,
(2) (2) (2) (2) 2)1. (2) (2)
0 as, Ay, Gy, ay, X, as, b, /ay,
(2) (2) _ (2)
0 as, as, X3 | = b,
(2) (2) (2)
L O anz a,m __xn_ L bn _
! 1 (€Y] T, 7 B (Y] 7
ap ap a, X b,
(2) (2) (2) (2) (2)7. (2) (2)
0 as az, @y, /a, X, asp, by /ay
(2) (2) (2) (2) — (2) (2)7, (2) (2)
0 0 ay,  —ay 4, lay X3 |=| by —ay, b, ay,
(2) (2) (2)
L 0 a.» a,., __xn_ L bn i
23

Repitiendo el procedimiento con todos los elementos de la segunda
columna hasta el dltimo se tendra

(O]

ay ap aln(l) _xl 11 bl(l) |
0 anz(z) an2(2)02n(2) /a22(2) X, anz(z)bz(z) /a22(2)
0 a3n(2) _a32(2)a2n(2) /022(2) X, |= b3(2) _an2(2)b2(2) /022(2)
0
0 anz(z) am(z) |EA bn(Z) |




_a”(l) a,’ . a," __Xl_ | " |
0 a,” .. .. a,”a,” a,"” X, a,, b,/ a,,”?
0 0 o o a,?—a,%a,," 10, | x5 =15, ~a,,? 1a,,"”
0 0

| 0 0 v v a,-a,%,"” /azz(z)__xn_ _bn(z) ~a,,"”p,"” /azz(z)_

24 Se han "fabricado" ceros (0) en la segunda columna debajo de la segunda
fila pudiendo sacarse las siguientes conclusiones preliminares:

e La fila del pivote queda invariable o, en su caso, dividida por el pivote.
e Debajo del pivote y hasta la dltima fila, hay ceros.

* Los elementos que no estdn ni en la fila ni en la columna del pivote se
transforman mediante la siguiente expresion:

(E)RRNE)
3) @ _ % 9,
a, =a; ——— 5 —
i i (2)
s
25 El SEL ahora queda asi:
all(l) alz(l) aln(l) _xl_ bl(l)
() () )
0 ay ay, X b,
(3) (3 — 3)
0 0 aj a,, Xy |=| b,
0 0 .
L 0 0 a3n(3) ann(3)__x’l_ _bl’t(3)_
26 Suponiendo nuevamente que a33®® no es nulo, se lo toma como pivote
y se repiten los pasos anteriores hasta obtener
all(l) alz(l) a13(1) aln(l) _xl ] bl(l)
(2) (2) (2) (2)
0 ay Ay ay, X b,
(3) 3) — 3)
0 a3; as, X3 |=| b
0 0
L 0 0 ann(3)__xﬂ_ _bn(3)_




27 Se han "fabricado" ceros (0) en la tercera columna debajo de la
tercera fila pudiendo sacarse las siguientes conclusiones preliminares:

e La fila del pivote queda invariable o, en su caso, dividida por el pivote.
* Debajo del pivote y hasta la dltima fila, hay ceros.

* Los elementos que no estdn ni en la fila ni en la columna del pivote se
transforman mediante la siguiente expresion:

@, @
G _ @ %3
ay —ay 2
a3
28 El procedimiento descripto se aplica en forma sistemdtica hasta

tener al elemento an-l,n-l(“'l) como pivote. Una vez efectuadas las operaciones
indicadas el SEL resultante es

(€] (O] () My T ()
ay a, a3 a, X b,
(2) (2) (2) 2)
0 a, Ay ayy X b,
3) 3) — (3)
0 0 aj a,, | X;|=|b,
0 0 0 a_,, """ . :
|0 0 0 0 a," %] [5"]
II.1.2 Etapa Regresiva
29 Con la matriz asi transformada, comienza la etapa regresiva en la

cual, a partir de la dltima ecuacion se van despejando las incognitas xx en
orden natural inverso.

30 En efecto, aislando el "dngulo inferior derecho" del esquema
anterior se tendrd

(n-2) (n-2) (n-2) (n-2)
an—2 n—2 xn—2 + an 2.n—1 xn—l t+a —-2.n xn bn—2
(n=1) (n-1) (n-1)
........... 0.evennta, ., x,,+a,,, x,=b,
(n) A )]
........... (U N | R e 8

31 De la dltima



de la pendltima

(n=1) (0) (n=1) __ (0)
xn—l + an—2,n x )

n
(n=2)
an—Z,n—Z

y asi sucesivamente hasta calcular x;©

32 Los valores de las incdgnitas halladas han sido identificados con un
supraindice cero (0). Indica que esos valores son valores "crudos" sobre los
cuales no se ha hecho ninguna mejora tendiente a corregir eventuales
problemas emergentes que la aritmética de t+ digitos utilizada al efectuar los
cdlculos y tampoco aquellos otros emergentes de algin mal condicionamiento
de la matriz A y consecuente propagacion de errores.

33 Obsérvese que el cdlculo progresa segun la diagonal principal de la
matriz A; que es conveniente ampliar la matriz A con una columnha mds para
colocar en ella a la columna de los términos independientes B porque al
hacerlo asi el cdlculo es mds uniforme y no se requiere un tratamiento
especial para esos términos y que, en esas condiciones el siguiente grdfico
indica cémo se opera en el Método de Gauss.



X1 X2 X3 X4 X5 Xe X7 Xg X9 X10

0]

0] 0]

0] 0] Ak,
0 0 =
0 0 =
O O Oi,j
0 0

0 0

0 0

34 El grdfico permite apreciar los ceros "fabricados" y en proceso de

"fabricacién" bajo el pivote; la fila del pivote puede o no quedar dividida por
el pivote (no hacerlo ahorra operaciones) mientras que cualquier elemento que
NO esté en la fila o la columna del pivote se transforma mediante la
expresion:
(k=) (k1)
* _ ) Gk k.

ij T Y (k-1)
a
k.k

k+1<i<n
k+1<j<n+1

1<k<n

que involucra a los cuatro elementos en casillas no sombreadas del grdfico
anterior. Puede leerse como: "Todo elemento que ho esté en la fila o la
columna del pivote es igual al valor existente de ese elemento menos el
producto del elemento que estd en su filay en la columna del pivote por el que
estd en su columna y en la fila del pivote, dividido por el pivote. Obsérvese
que los elementos mencionados son los vértices de un rectdngulo donde el
vértice inferior derecho es el elemento a transformar, los que estdn en su
contra diagonal son los que deben multiplicarse entre si y este producto debe
ser dividido por su diagonal opuesto (pivote) antes de efectuar la sustraccion.

35 Al final el SEL tiene el siguiente aspecto



O|0|0|0|O|O|O0|O0|O

OO0 |0O|O|O0O|O|O

en donde
incognitas.

es fdcil apreciar la "escalera" a subir para el cdlculo de las

II.1.3 Ejemplo

36 Ejemplo: resolver el SEL aplicando el método de Gauss
8 3 2 1x ] [24
2.9 1 3|x,| |14
127 2|x| |8
111 5|x,

primer paso. Pivote aj; = 8

8 3 2 1 _
3%7 24*
i 2%24
* * 1[N 14—
0 9_2 3 1_2 2 3_1 1 . g
§ § § 2= g 1*24
0 2_Q 7_Q 2_u X3 8
RENNET Pt ) R P
0 1- 1- 5-— L 8
L 8 8 8



3
8.250
1.625
0.625

S O O

2 1
0.500 2.875
6.750 1.875
0.750 4.875

Xy
Xy
X3

Xy

Tomando ahora como pivote az> = 8.250 resulta

'8 3
0 8.250
0 0
0 0

2
0.500

*
6 750 . 1:625%0.500

Y %
0.750 — 0.500*0.625

3
8.250
0
0

S O O

1
2.875

*
55 1.625%2.875

8.250

*
475 0:625%2.875

8.250

2 1 X,
0.500 2.875| x,
6.651 1.309 | x,
0.712 4.657 | x,

Tomando ahora como pivote as3 = 6.651 resulta

S O O ©

3 2
8.250 0.500

0 6.651

0 0 4.657 -
8 3
0 8.250
0 0
0 0

1 -
2.875

1.309
0.712*1.309

6.651 |-

2 1 X,
0.500 2.875| x,
6.651 1.309 || x,

0 4517 x,

24
8.000
5.000
4.000

8.000
3.424
13.394]

3.394 -

24
8.000
3.424
3.027

24

8.000
1.625*8.000

8.250
0.625*8.000

8.250

5.000 -

4.000 —

24
8.000

3.424
0.712*3.424

6.651

Calculando la etapa regresiva resulta como valor de las incognitas.




3.027

x, =220 20,6701
4.517
_ *
¢ 2 3A21309%06701 _ 2
6.651
X, = 8.000 - (2.875%0.6701+0.500 *0.3829) _ 07129
8.250
(3% * *
. 24—-(3%0.7129+2*0.3829+1*0.6701) — 5531

! 8

Para verificar se calcula

8 3 2 1] 2.5531 23.9994
2.9 1 3107129 |13.9155
1 2 7 2/03829| | 7.9994
1 1 1 5]0.6701 6.9994

donde se aprecia que la bondad del "cierre" estd dada por

24 23.9994 | |0.0006
14 13.9155| 10.0845

8 7.9994 | | 0.0006
7 6.9994 | |0.0006

37 Esta (relativa) falta de precisién de ninguna manera es una
casualidad. Es un hecho comin al resolver SEL. Confluyen para ello la
aritmética utilizada en los cdlculos, la condicién de la matriz, la magnitud de
los sucesivos pivotes ({qué pasa si uno de ellos se anula o se hace muy
"pequefio" en un paso de cdlculo?), la confiabilidad de los elementos de la
matriz (téngase en cuenta que los mismos pueden ser resultado de un cdlculo
anterior o de una medicion, ambos con errores) y la forma en que los errores
de un paso de cdlculo se transfieren al siguiente. Todo esto hace imperativo
que al resolver un SEL haya que tomar las precauciones necesarias para
"mantener a raya" a los errores o, por lo menos, conocerlos y su
eventualmente perversa manera de propagarse.

38 Esto, en casos patoldgicos, puede no ser sencillo. Véase sino el
siguiente ejemplo:



x, +100x, =100
x, +99x, =90

resolviendo este sistema se obtiene

x| _[-900
x| | 10
Supodngase ahora el SEL muy "parecido” al dado

x, +101x, =100
x, +98x, =90

donde sdlo han variado del orden del 1% los coeficientes de x; por alguin error
de cdlculo o de medicién previos. La tendencia a creer que la solucion de este
SEL estard préxima a la anterior se ve notablemente frustrada cuando se

hacen los cdlculos y resulta
x| [236.666
x, | |3.33333

con variaciones porcentuales en el valor de las incégnitas desmesurados
frente al 1% de variacion de alguno de los elementos de la matriz.

39 Existen varias técnicas para prevenir o, en forma mds realista,
atenuar este tipo de cosas.

IT.1.4 Correccion Iterativa de errores

40 En un orden convencional la primera de ellas es la iterativa. Para ello
se resuelve el SEL obteniéndose los valores "crudos" de las incdgnitas.
(supraindice cero)

a,x, +a,x, +a,x;+..+a,x, =b,
Ay X, + Ay Xy +AyyXy +...4+a, x, =D,
Ay X, +A3pXy +AypX, +.otay X, =

a,x, +a,x,+a,x,+.+a, x, =b



el método de Gauss produce los resultados

Xy

(0)
Xy

(0)
X3

0]

Poniendo estos valores en el SEL dado se tiene

0 0 0 0 0
a”xl( )+a12x2( ) +a13x3( ) +..+a,x © =bl( )

0 0 0 0 0
a21x1( ) +a22x2( )+a23x3( )+...+a2nxn( ) = bz( )

0 0 0 0 0
a31x1( ) +a32x2( ) +a33x3( ) +...+a3nxn( ) = b3( )

0 0 0 0 0
ax" +a,5,"+a.x,"+. . +a,x'" =b"

Restando al SEL dado este sistema queda

(0) (0) (0) (0) (0)
ay(x,—x; ) tan(x,—x, tas(x;—x; )+..+a,(x,—x,)=b —b

0) 0) 0) 0) 0)
ay (X, =X )+ ay,(x,—x, )tay(x;—x )+ +a,,(x,—x, )=b,—b,

0) 0) 0) 0) 0)
ay (X, —x; )+ an(x, —x, )+an(x;—x; )+.tay,(x, —x, ) =by—by

(0) (0) (0) (0) (0)
anl(‘xl_‘xl )+an2(x2_x2 )+an3(‘x3_‘x3 )+"'+ann('xn_‘xn ):bn_bn

Llamando €= Xj- Xi(o) Y [5.' = b.’-bi(o) queda

a, & +a,E +asE +...+a, € =p
Ay E +ApnE, +ApE + ...+, E, =,
ayE + A€, + a6 +...+a, €, = p,

a,& +a,& +a & +..+a, € =0

un nuevo SEL de igual matriz e incégnitas ¢ .

Una vez resuelta pueden
corregirse los valores "crudos" haciendo



habiéndose colocado el supraindice 1 porque eventualmente pueden hacer
falta una segunda y sucesivas iteraciones de correccion.

41 Esto es definitivamente pesado. Cada correccion requiere la solucion
del SEL dado para distintas incognitas y términos independientes, con todo lo
que ello implica.

II.1.5 Propagacion de errores
42 Al progresar el cdlculo para transformar el SEL dado en otro

equivalente de matriz triangular superior la transformacion de los elementos
de la matriz dada se produce por aplicacién de la expresion.

(k=1 (kD)
W _ o e Yk Dy
a,;, =4, (k-1)
A
43 Corresponde analizar como se propagan los errores. Para ello se

construye el siguiente grafico de proceso (ver Aritmética de t-digitos,
Ferrante)

(aixa j/akk)/ (ai - ik j/ Ak k)

9 %f\o

ai/(aij- Qixaxj/ Ak x)




44 El error relativo con que se obtiene el elemento a;;* es igual a:

k-1 k-l
az k ak,j
k=1 k=1

{l Je, et G =
gz’,k + gk,j + &)+ Ek +é& k-1 k-1 gi,j k-1 o TE = ga,,,
1 Qg G -1 Qg G ‘

al J - k-1 ai,f - k-1
k.k k.k

donde e+ €, y€ - son los errores relativos que introducen las mdquinas de
multiplicar, de dividir y de restar.

45 Suponiendo que los errores inherentes a los elementos de la matriz
en el paso k-1 son nulos, el solo hecho de efectuar operaciones aritméticas
con los errores antes mencionados hace que se pueda escribir:

a., a, . ke
k=1 ik k.j _ k_ k_ ik k.j k
&, -|la, - o |7e, a = = (e ve) =l tea,,
Dk Kk
de donde, finalmente
g Ky
I ik Gk k
el-’j = (g* + g/ )ﬁ —+ g_al_,j
Ay i

el error absoluto con que se obtiene un elemento cualquiera en el proceso de
triangulacion es inversamente proporcional al valor del pivote. Si el pivote es
"pequefio” o, en su caso, "muy pequefio" el error con que serdn calculados los
elementos del k-ésimo paso serd muy grande y de alli en mds quedard
comprometido el valor de los sucesivos elementos y consecuentemente el de
las raices a calcular.

46 Nétese que aplicando el método de Gauss en forma automdtica sin
ninguna proteccion ante esta circunstancia, el valor de los sucesivos pivotes
se desconoce, razon por la cual, sin saberlo se podria estar cometiendo este
tipo de error con desastrosos resultados en el valor de las incognitas.



47 Para evitar esta circunstancia se aplican técnicas denominadas de
"Pivoteo", téchicas que consisten en hacer que el pivote sea lo mds grande
posible, segln criterios que a continuacion se presentan.

IT.1.6 Pivoteo

48 El pivoteo mencionado se puede hacer por filas, por columnas y por
filas y columnas. El pivoteo de columnas introduce una complicacion adicional
que debe ser tratada en forma especial.

49 El denominado pivoteo por filas consiste en determinar el mayor
elemento en valor absoluto existente en la columna del pivote, debajo de este,
y llevarlo a la posicion pivote, intercambiando las filas correspondientes. El
siguiente esquema explica el tema:

X4 | e | e | e, Xn-1 Xn b

X
X
N
P
"

OO0 0|0l O0|O0O|O|O
OO0 O0|O0|O0|0O|0O

0 Cln,k

se busca el maximo del conjunto

5 5 2% 5

an,k‘}

pivote = max {ak,k

Arvr x| Dr+2.k a, 1

y se intercambian entre si las filas correspondientes. Supdngase que el
mdximo se encuentra en la pendltima fila. Entonces se procede a intercambiar
la fila k por la fila n-1 como se ha resaltado en el grdfico. Este intercambio no
afecta los resultados. (¢Por qué?)

50 El pivoteo de columnas busca el maximo, en valor absoluto, de la fila
del pivote y se intercambian las respectivas columnas. Esto trae aparejado un
problema adicional. Cada columna corresponde a una incégnita y, si se las
intfercambia entre si las incégnitas correspondientes a cada una de las



columnas intercambiadas, cambian de nombre, de tal forma que hay que llevar
una contabilidad de estos cambios para reconstruir el SEL en el momento del

cdlculo de las incégnitas. x

Xn b

X
X
S

X3

Ak k+2 | Ok k+3 Ak .n

OO0 O0|lO0|O0|O|O|O
O|O0|O0|O0|0O0|0O0|O
OO O0|lO0|0O0| O

J

supongase que las columnas intercambiar son las del pivote y la n-1 ésima,
resaltadas en el grdfico anterior. Al hacerlo la incdgnita xx pasa a ser
incéghita xn1 y esta pasa a ser xx. La forma de llevar nota de estos
intercambios es definir un vector (o una fila mds) en la cual se coloquen los
ndmeros naturales en orden natural.

pivote = max{a,ﬁk 3| g st || Bk v oo | D et |s | D

X
X
N

X3

Ak k+2 | Ok k+3 Ak .n

O O0OlO0O|O0|O0O| O|O|O
N O OlO0O|O0O|O|O|O
w OO O0|lO0|0| O

k+2




una vez hecho el cambio se tendrd

X

X2 X3

Ak k+1 | Qkk+2 | Ak k+3

— O O0OlO0O|lO0O|O|O|O|O
N OOIO|O0O|O|O|O
(VlelNeolleolleolNolNe}

k+1 k+2

A partir de ese momento la incognita xi se "llama" xn1 y la incognita x,1 se
"llama" x.

51 Cuando la triangulacién esté terminada, la fila agregada estard tan
desordenada con respecto al orden natural como veces haya habido
intercambios de columnas. Cuando se concrete la etapa regresiva del método
de Gauss habrad que tomar nota de esta circunstancia puesto que serd posible
que, al calcular xn en realidad se este calculando x3, por ejemplo.

52 Por Gltimo cabe mencionar que es posible hacer un pivoteo de fila'y
columna, con el cual se lleva a la posicién del pivote el elemento de mayor valor
absoluto situado en la parte de la matriz dada a transformar.

0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0




El sombreado oscuro corresponde a la zona ya modificada de la matriz del
SEL, el sombreado claro corresponde a la filay columna del pivote y, el sector
blanco a la zona donde se busca el elemento de madximo valor absoluto. Una
vez hallado, mediante intercambio de filas y columnas este elemento se lleva a
la posicién del pivote. Naturalmente hace falta llevar la contabilidad de los
intercambios de columnas realizados segtn ya se ha explicado.

IT.1.7 Efecto de la incertidumbre en los coeficientes

53 Los elementos de la matriz A y del término independiente b pueden
ser resultado de un proceso de cdlculo, de medida o de estimacion de valores.
Por ejemplo, si el SEL es modelo de un sistema estructural, los términos b
serdn las acciones exteriores a dicho sistema, muchos de las cuales sélo
admiten estimaciones aproximadas, estadisticamente validadas, por ejemplo,
efectos variables de viento o efectos horizontales y verticales generados por
movimientos sismicos.

54 Por ese motivo es importante considerar los efectos que, sobre la
solucion, producen las incertidumbres en los coeficientes del SEL. El ejemplo
del pdrrafo 38 es ilustrativo al respecto. Una variacién del orden del 1% en
dos elementos de la matriz del SEL produjo variaciones mayores al 100% en el
valor de las incdgnitas.

55 El tema no es sencillo. La pregunta fundamental es ver si pequefias
variaciones en los valores de los elementos de A y/o de B producen pequefias
variaciones en los valores de las incognitas o si, por el contrario, esas
pequefias variaciones generan grandes cambios en el valor de las incdgnitas. En
el primer caso el SEL serd estable y, en el segundo, inestable.

56 Contestarla requiere hablar de "tamafio” de matrices, como se indica
en el siguiente razonamiento mediante el cual se resuelve un SEL en el que
existen variaciones en sus términos independientes:

AX =B
AX+AX)=B+AB

Restando ambas expresiones se tiene

AAX = AB



Como el SEL dado tiene matriz no singular (hipdtesis inicial de este trabajo)
puede hacerse:

AX = A'AB

De donde se deduce que el error en las incognitas es “grande” si la matriz
inversa lo es y es pequefio si esta es pequefia.

57 Esto trae aparejada una pregunta. ¢Cémo se mide el tamafio de una
matriz? Nétese con especial cuidado que este tamafio no tiene nada que ver
con el orden n de la matriz considerada.

58 En el conjunto de los nimeros reales, el valor absoluto es un buen
indicador de tamafio, en el conjunto de los nimeros complejos, el mddulo
puede cumplir esa funcién dado que en este conjunto no estdn definidas las

relaciones de orden (mds grande que, mds chico que, etc.). Para los vectores
en espacios de n dimensiones esta funcién la cumple, entre otros ndmeros, el

maédulo
[e|-J8 {5

que, en estos casos se denomina norma del vector. Para las matrices se
definen, entre otros nimeros posibles, las siguientes normas:

M, = max S, |

m i Al
j

b, = max S, |
1

A 2
4l = |2l
i,j

59 Elegida una norma matricial, se define como "ndmero de condicion”
al valor

x(4)= “A‘l H.||A||

Cuyo cdlculo requiere (nada menos) que hallar la inversa de la matriz dada.
Cuando el nimero k(A) no es muy grande, el SEL estard bien condicionado o,



en otras palabras, serd estable, mientras que un valor grande de k(A) indica
un SEL mal condicionado o inestable.

60 Con estas definiciones previas y mediante recursos que el lector
interesado puede ver en "ANALYSIS OF NUMERICAL METHODS" Eugene
Isaacson & Herbert Bishop Keller ed. John Wiley and Son puede afrontarse
el problema general:

(A+AA)X +AX) = B+AB

Llegdndose a establecer la cota

+

Jax] &) (IIABII IIAAIIJ

P BT
4]
61 Como ejemplo se consigha que la matriz de 4x4 del SEL de pdrrafo

36 tiene un ndmero de condicién k(A) = 3.218 mientras que la matriz de 2x2
de pdrrafo 38 tiene un k(A) = 19803. El primero es estable mientras el
segundo no lo es como se ha visto en el ejemplo.

63 La matriz cuadrada

Tiene un nimero de condicion k(A) = 1.4444 lo que indica que un SEL con esa
matriz es fuertemente estable.

II.2 Método de Gauss Jordan
80 El método de Gauss Jordan es una variante interesante del método
de Gauss. Su caracteristica mds importante es que, a costa de un mayor

trabajo sobre la matriz del sistema, no requiere etapa regresiva.

81 En efecto, el método de Gauss estd basado en la "fabricacién" de
ceros en la columna del pivote y en todas las filas que estdn bajo el mismo. Al



final del proceso de cdlculo se obtiene una matriz triangular superior que
obliga a la etapa regresiva para el cdlculo de las incdgnitas.

82 En el método de Gauss Jordan los ceros se "fabrican" en la columna
del pivote pero en todas las filas, desde la primera a la n-ésima, excepto la
fila del pivote, que se divide por el pivote. Procediendo de esta forma, al
finalizar el cdlculo la matriz sélo tiene elementos iguales a 1 en su diagonal
principal. La columna de términos independientes contiene entonces los
valores de las incégnitas o raices del SEL. Puede decirse que mediante el
algoritmo de Gauss Jordan se obtiene un SEL "desacoplado" es decir un SEL
donde cada una de las variables es nica en su respectiva fila

83 El siguiente grdfico ilustra el procedimiento descripto

X3 X4 X5 Xe X Xn-1 | Xn b

O] 0| 0] 010
0 O] 0| 0] 00
010 O] 0| 0|0
010 0] 0|0
O] 0| 0] O 00
O] 0| 0]0]O0 0
0 0 0 0 0 0 ST oo || ooooo || ovomoo || osooos Ak,
o |0 |[O |0 |O (O |O | | [ | [|..
o |0 |[O |0 |O (O |O | | [ | [|..
o |0 |O |O |O (O |O | | [ | [|..
O |0 |0 [0 |0 |0 |Gk | eemen | ensen | wovoee | woeues Qi
O |0 |0 |0 |0 |O
O |0 |0 |0 |0 |O
O |0 |0 |0 |0 |O
O |0 |O |O |0 |O

ko kel ai,kk_lak,jk_l
dij =di; = k-1
Ay

1<i<ni#k
k+1<j<n+1
1<k<n



A titulo de ejemplo se resuelve por el método de Gauss Jordan el

Al finalizar el cdlculo se tiene

84
85
SEL

AN — >~

N AN A —

0 N = —

24
14
3.000
8.000
5.000
4,000
2.636
0.9697
3.424

0.125
2.750
1.875
4875
0
0.3334
1.333

0.250
0.500
6.750
0.750
0.2275
0.0606
6.651

0.375
8.250
1.625
0.625

0



0 0 0.7121 4.666 3.394

1 0 0 -0.0456 2518
0 1 0 0.3232 0.9385
0 0 1 0.2004 0.5148
0 0 0 3.027
1 0 0 0 2.5480
0 1 0 0 0.7235
0 0 1 0 0.3806
0 0 0 1 0.6692

donde se han resaltado mediante sombreado fila y columna del pivote,
destacdndose este Ultimo (el pivote) mediante sombreado mds oscuro y
caracteres blancos.

Como ha sido dicho reiteradas veces, los elementos que no estdn en
la fila o en la columna del pivote se transforman segtn la expresion

k-1
k k-1 Qip Ay
a; =4q4; T =

a i

k-1

El lector deberia ensayar algunas cuentas para verificar que seguin la
expresion anterior, cada elemento es igual al valor del elemento en el paso
anterior menos el producto del elemento que estd en su fila y en la columna
del pivote por el elemento que estd en su columna y en la fila del pivote,
dividido por el pivote. La fila del pivote esta dividida por el pivote.

Cuando la matriz queda transformada en unitaria, la columna de la
derecha contiene a las incégnitas con su respectivo valor.

Este método es especialmente apto para la inversién de matrices
dado que implica la resolucion simultdnea de n SEL por el método de Gauss con
idéntica matriz y términos independientes nulos excepto en las posiciones
correspondientes a la diagonal principal, donde valen 1 (uno).

II. 3 DESCOMPOSICION LU

86 Frecuentemente es necesario resolver SEL para distintos vectores
términos independientes. Ello es asi porque en general en los sistemas cuyo



modelo es un SEL, la matriz A depende exclusivamente de la topologia del
sistema y de las caracteristicas de los elementos que lo componen, mientras
que los términos independientes representan acciones exteriores al sistema.

87 Por ejemplo, en una estructura como la siguiente

YA\ YA\

la matriz A depende de la forma de la estructura y de materiales, forma y
dimensiones de los elementos que la componen. Los términos independientes
pueden ser el peso propio, las sobrecargas, el efecto del viento, el
deslizamiento de una base, efectos verticales y horizontales causados por
sismos, etc.

88 Por ser lineal el sistema o, mejor dicho, ser lineal el modelo que
representa al sistema, se verifica que



ENTRADA AL RESPUESTA DEL

SISTEMA SISTEMA
fi(t) fo(1)
> e
fu(t) for(t)
> e
fia(t) foa(t)
> e
fu(t) fok(1)
> e
afi(t) af,(t)

|

a; fu(t)+az fio(f)+...+ax fi(t) a; for(t)+az foo(1)+...+ak fok(t)

v

—_—

es decir, el efecto sobre el sistema lineal de varias causas simultdneas es
igual a la suma algebraica de los efectos que sobre el mismo causa cada una de
ellas aisladamente. Esto tan simple, es sencillamente el denominado principio
de superposicion, de permanente aplicacién en problemas de ingenieria.

89 Volviendo al ejemplo, serd necesario resolver el SEL para un vector
de términos independientes representativo del peso propio, resolverlo
nuevamente para otro vector de términos independientes representativo de la
sobrecarga, otra vez para los efectos del viento, otra vez para deslizamiento
de bases, etc. Si cada vez hay que aplicar el método de Gauss, por ejemplo,
hay que repetir la totalidad de los cdlculos para cada uno de los términos de
carga considerados.



90 Esta es, obviamente, una tarea improba. Por ello se han desarrollado
métodos que con menor esfuerzo permiten resolver SEL para distintos
términos independientes sin necesidad de repetir cdlculos. La factorizacion
LU de la matriz A es uno de ellos.

91 Para aplicar este método se supone que la matriz A se puede
factorear en el producto de dos matrices denominadas respectivamente L y U
por ser la primera una matriz triangular inferior (lower) y la segunda
triangular superior (upper).

92 En principio el problema estd indeterminado porque teniendo la
matriz A, n® elementos y n® + n elementos entre L y U corresponde definir de
alguna manera n elementos de L y/o U. Dos elecciones son cldsicas. Una,
debida a Doolittle toma los elementos de la diagonal principal de L iguales a
uno, es decir I = 1 mientras que ofra, debida a Crout toma iguales a uno los
elementos de la diagonal principal de U, es decir u;i = 1

93 En ambos casos, el SEL se resuelve de la siguiente forma:

N° EN PALABRAS EN SIMBOLOS

1 SEL DADO AX = B

2 FACTORIZACION A=LU
DE LA MATRIZ A

3 SEL RESULTANTE LUX = B

4 SUSTITUCION UXxs=yY

5 SEL RESULTANTE LY =8B -»Y

6 SOLUCION DEL SEL U X=Y ->X
DADO




como L es triangular inferior, la obtencion de los elementos del vector Y es
inmediata. Lo mismo ocurre con la matriz U para el cdlculo del vector X.

94 Lo importante es que sea cual sea el vector B, en el paso 5 la
obtencion del vector Y es inmediata y lo mismo ocurre en el paso 6 para
obtener X.

IT.3.1 Factorizacion LU, criterio de Doolittle
95 Segln lo expresado en pdrrafo 92 precedente, la opcion de Doolittle

es hacer iguales a uno los elementos de la diagonal principal de la matriz L,
esto es, segln Doolittle

, 0 0 0O O O 0 O
L, 1.0 0 0 0 0 O
L, L, 0O 0 0 0 O
- Ly L, I, 1 0 0 0 O
Iy Iy Ly Ly 10 0 0Of
1 0 O
T P S SR A 1]
concurrentemente serd
_”11 Uy Uz Uy U U, |
0wy uy Uy Uy U
0 0wy wuy wusg Us,
U= 0 0 0 uy u, Uyp
0 0 0 0 |usg Us,
0 0 0 0 0 wug U,
0o 0 0 0 0 0 w_,, u,,
| o o O o0 o0 o0 0 Uy, |

debiendo verificarse que



A 4y 4y G a,
Ay Ay Ay Gy Ay s,
A3 Ay Ay Ay dss sy,
a a a a a a
a1 Gy Gyy Ay dgs 4
A=LU = !
ds; ds; ds3 dsy  dss s,
A Qon
_anl an2 an3 an4 anS ann i
96 Desarrollando el producto se tiene

1°)  Filas de L multiplicadas por la primer columna de U

%, _ _
1*u, =a, > u, =a

a
%, _ _ 4y
Ly u, =ay, =1, =
1
a
_ a5
Ly *uy = a5 =1
Uy
a
% _ nl
Ly *u,=a, -1,
Uy

2°)  Filas de L multiplicadas por la segunda columna de U

* _ _
1*u, =a, -u, =a,

* * — — — *
Ly Mup+1*uy = a,, > uy =a, =1, *u,,

a., — 1L, *u
* * — _ Y32 31 12
Ly My + 1y ¥uyy =ag, > 1y, =

3°)  Idem tercer columna de U



%, _ _
1*u, =a,; > uy=a;
% * _ _ 7 %
Ly ®up + 1% Uy = ay > Uy = ay — 1 *uyy
* * * _ _ _ % % *
Ly gy + Ly * gy + 1% gy = ayy = gy = agy — (), *uyy + 1) *uyy +1%uy,)

_ %, k] %
Ay — (L *uyy * 1y *uy,)

%, %] % * _ _
Ly g Ly Fupyy + 1 ¥uyy =a, —> 1 =

4%) Tdem cuarta columna de U

Fu, =a, >u,=a,

Ly uy +1%uy, =a,, > uyy =ay —1, *uy,

Ly Mgy + 1y ®uyy +1%uy = ayy > uyy =ay — (L *uyy + 15, *uy,)

Ly P ® Ly ugy + 1 Fugy +1%uyy =a,, > uy =ay — Uy Fuyy * 1, ®uyy +1; *uy,)
Iy ®uyg +1g My + 15 % uyy +15, *uy =as, -

_ * * *
_asy = (s Fuy + s, Fuyy + s Fuy,)

Uyy

% % * * _
Uy + o Fuyy 1 uy +1,, % uyy=a,, >

_ s s *
_as, = w1, Ty s F )

Uy
5°)  fdem quinta columna de U

1*us =a; > uy =a;

Ly Fuys + 1% uy = ay = uy = ay — 1y *ug

Ly Fuys + 1y Fup +1%usys =ays > uss = ass — (0 Fuys + 15 Fuy)
Ly Fups + 1y Fups + 1y Fusys + 1% uyy =a, >

Uys = Ags = (g Fugs + 1y T uy + 15 Fugs)

Iy ups +1s, Fupe + 1 Fuys + 1 Fuys +1%uy =ay -

uss — (Lsy Fuys + 1s, Fups + 1 Fugs + 15 Fuys)

Loy uws +lg Fups + 1 Fuss +1g Fuy + 1l Fuss =ag —

— * * * *
a65 (161 ulS + 162 u25 + 163 u35 + 164 M45)

Les



97 Observando y generalizando puede escribirse

u,=a,;,j= 1,2,....n

[,=""0i>2
a
k=i—1
u, =a; Zlikuk],j >i,j=1n
k=1
k=j-1
a; = Zlfk“kj
— k=1 T —
ll.j— ,j<i,i=2,n
ujj
98 Graficamente se puede representar el avance del cdlculo de la

siguiente forma, estando superpuestas en un mismo arreglo L y U

Paso 1°

Paso 2°




Paso 3°

Paso 4°

Paso 5° y siguientes

99 Se aplica ahora el método al SEL resuelto en pdrrafos
8 3 2 1[x] [24
2 9 1 3|[x,| |14
1 2 7 2(|x| |38
11 1 5||x,



aplicando el procedimiento anterior se factorea la matriz A en el producto
LU. Resulta:

8 3 2 1 1 0 0 018 3 2 1
2.9 1 3] 1025 1 0 010 825 0.50 2.75
1 2 7 2| 0125 0.1970 1 00 O 6.6515 1.3332
I 115 0.125 0.0757 0.1071 1j0 O 0 4.4860
100 Se procede ahora al cdlculo del vector Y y posteriormente el del

vector X. Debe observarse la facilidad del cdlculo, notando especialmente que
recién en esta etapa interviene el vector de términos independientes.

1 0 0 0y [24
025 1 0 0fy,| |14
0.125 0.1970 1 0] y,| |8
0.125 0.0757 0.1071 1| y,| |7

de la primera, y; = 24, con este valor en la segunda se obtiene y, = 8, con esos
dos valores en la tercer ecuacion se obtiene y; = 3.299 y, con los tres valores
antes calculados, en la cuarta ecuacién se obtiene ys = 3.0410.

101 Se efectla a continuacidn el dltimo paso del método
g8 3 2 1 T 24
0 825 0.50 275 x| 8
0 0 6.6515 1.3332 | x, | 3.299
0 O 0 4.4860 | x, 3.0410

El cdlculo se corresponde al de la etapa regresiva del método de Gauss. Se
obtiene

x| [2.5545
x, | 0.7219
X = =
x| |0.3601

x,| 0.6778



pudiendo apreciarse que los valores son coherentes con los hallados al aplicar
el método de Gauss o el de Gauss Jordan al SEL dado. Las variaciones son
causadas por la aritmética utilizada, los eventuales redondeos efectuados con
la mejor intencién y, quizd, algin error embozado en alguna parte..

IT1.3.2 Factorizacion LU, criterio de Crout

102 Segln el criterio de Crout, las matrices L y U tienen la siguiente
estructura
(1,0 0 0 0 0 0]
L, 1, 0 0 0 0 0
L, I, I, 0 0 0 0 0
[ = ly lo Ly Ly 0 0 0 0
151 152 153 154 155 0 0 0 ’
I, 0 0
L Lo La Ly s Ly
concurrentemente serd
1 Up Uz Uy Us Uy, 1
0 1wy uy Uy Uy,
0 0 1 uy uy Us,
U< 0 0 0 1 |u, u,,
00 0 0 1 .. s,
00 0 0 0 1 .. u,
o0 0 0 0 0 1 u,,
00 0 0 0 0 0 1 |

debiendo verificarse que



a; 4y 4z dy 4y a,
ay; Ay Ay dy Ay a,,
as; Ay dzy dyy s as,
a a a a a a

A=y =% ) 43 Oy 45 4n
as; ds; ds3 dsy  dss as,
g dg,
_anl anz an3 an4 ans a,m_

96 Desarrollando el producto se tiene
1°) Primera fila de L multiplicada las columnas de U

*1 — _
L *1 =a,, =1, =aq,

a
Ly *u,=a, >u, = 2
L
_ 45
Ly ¥ugs=a; Duy =—=
11
a
Ly *u, =a, >u, = .
L
2°) Segunda fila de L multiplicada por las columnas de U

* _ _
1*u, =a, -u, =a,

* * — — — *
Ly Mup+1*uy = ay, > uy =a, =1, *uy,

39) Idem tercer columna de U



%, _ _
1*u, =a,; > u;=a;
% * _ _ 7 %
Ly ®up + 1% Uy = ay > Uy = ay — 1 *uyy
* * * _ _ _ % % *
Ly gy + Ly gy + 1% gy = ayy = gy = agy — (), ¥y + 1) *uyy +1%uy,)

_ %, k] %
Ay — (L ¥y * 1y *uyy)

%, %] % * _ _
Ly upy Ly Fupy + 1 ¥uyy =a, > 1 =

4°) Tdem cuarta columna de U

Fu, =a, >u, =a,

Ly uy +1%uy, =a,, > uyy =ay —1, *uy,

Ly Mgy + 1y ®uyy +1%uy = ayy > uyy =ay — (L *uyy + 15, *uy,)

Ly P ® Ly ugg + 1 Fugy +1%uyy =a,, > uy =ay — Uy Fuyy * 1, ®uy, +1; *uy,)
Iy ®uyg 1 My + 15 % uyy +15, *uy =as, -

_ * * *
_asy =g Fuy + s, Fuyy +ls Fuy,)

Uyy

% % * * _
Uy + o Fuyy 1 uy +1,, % uyy=a,, >

* * %
] = as, = (L, *uy +1, Fuyy +1,5%usy,)
nd —

Uyy
5°)  Tdem quinta columna de U

1*uys =a;; > uys =ay

Ly ®uys +1%uy =ay > uy = ay =1y Fuy

Ly s + 1y ¥ups +1%uys = a5 > uys = ay — (L ¥ups + 1, Fuy)
Iy Fups + 1y Fuse + 1 Fusys +1%uys =a, >

Uy = Ass — (g Fuys + 1y Fups + 1 Fuyg)

Ly s + 1 Fugs + 1y Fugs + 15 Fuy +1%usy =as —

uss = (Lsy Mg + 1 Fugs + 1 ®uys + 1y Fuyg)

I Fups + g *ups + 1 Fuss + 1o Py + 1 T us =ag >

_ * * * *
Ags — (Lo Muys + 1 Fugs + g Fuss +1g Tuy)

165



97 Observando y generalizando puede escribirse

I, =a,
a;
Lllj:l—
11
j-1
lij =a, —Zlikukj iz2j>1
k=1
k=j-1
a;— Zlik“@'
u; = - l<i<j
98 Se resuelve nuevamente el SEL
8 3 2 10[x] [24
2 9 1 3||x,| |14
12 7 2[|x| |8
111 5(x| |7

Aplicando en forma sistemdtica y, se afiade, muy cuidadosa, las férmulas
anteriores se obtienen, primero 22 , U2z y Uz4. luego I3z, I33, uss y, por dltimo laz, l43
Y las. Resulta asi:

8§ 0 0 0 1 03750 0.2500 0.12500
L 2 8.2500 0 0 U 0 1 0.06060 0.33333
|1 1.7500 6.53125 0 1o 0 1 0.19778
1 0.625 071212 4.52584 0 0 0 1
Se resuelve
S 0 0 0 y, | [24
2 8.2500 0 0 y, | |14

LY =B= =
1 1.7500 6.63125 0 Vs

1 0.6250 0.71212 4.52584 || y,

Este sistema tiene raices



N
Y2
Y3
Y4

Y =

Con estos valores, ahora se resuelve

1 0.3750 0.2500
0 1 0.06060

0 0 1

0 0 0

Obteniéndose

X
x=|"
X3
Xy

3
0.96969
0.50572
0.67033

0.125007[ x,
033333 x,
0.19778 || x,

1 X,

2.55155
0.72365
0.37314
0.67033

3
0.96969

0.50572
0.67033

II.4 Método de la raiz cuadrada o de Cholevsky

99 Con frecuencia los SEL de sistemas de interés en fisica e
ingenieria tienen matriz simétrica, es decir matrices en las que se verifica la
igualdad entre la matriz del sistema y su traspuesta. A = AT (aj; = q;)

100 Por ejemplo, al efectuarse una aproximacién por cuadrados minimos
a un conjunto de m puntos (xiyi) por un polinomio de grado n, resulta un SEL

cuya matriz es la siguiente

2 3
in sz-

3
sz-

m le. le.z fo
Sy i S

n n+l n+2
E )Cl- E xl- E )Cl-
n n+l n+2
E )Cl- E )Cl- E )Cl-

n
Y
n n+l
DAL I
n+2
2%

2n
Z Xi



que evidentemente es simétrica.

101 También son simétricas las matrices de los SEL que aparecen en el
cdlculo de estructuras por imperio de la ley de Maxwell Betty segtn la cual el
efecto en el punto i cuando la accion estd en el punto j es igual al efecto en el
punto j cuando la misma accién estd en el punto i.

102 En otro tipo de problemas también aparecen SEL con matriz
simétrica, razén por la cual, continuando el esfuerzo realizado para disminuir
el ndmero de operaciones necesarias para resolverlo, Cholesky propone el
método conocido como Método de la Raiz Cuadrada.

103 Para que el método sea aplicable la matriz A debe ser simétrica -
como ya se ha expresado- y ademds definida positiva. El dlgebra ensefia que
una matriz A es definida positiva si:

1 Dado un vector no nulo x, se verifica que x"Ax > 0. Es decir
a;; dp ay, | X
) dy ay, || X2
[x1 Xy e xn] e et e e e e [>0
a, a4, . . a, |Xx,]
2 Todos los autovalores A son positivos. Los autovalores son las

raices de la ecuacién de grado n
A-Al|=0
3 Todos los menores principales de M son positivos. O lo que es
equivalente; todas las siguientes matrices tienen
determinantes positivos.
la superior izquierda de A de dimensidn 1x1

la superior izquierda de A de dimensién 2x2

la superior izquierda de A de dimensién 3x3



la superior izquierda de A de dimensién (n-1)x(n-1)
A en si misma.

Es decir, si
a,, >0
a a
11 12 >0
a; dyp
a; dp  dp
Ay, ay du(>0
as; dzp  dy
|4]>0
104 En esas condiciones, la matriz A puede factorearse como el

producto de una matriz triangular inferior L por otra triangular superior,
traspuesta de L.

A=LL

donde (obsérvense los subindices y la simetria)

a4y 4y 4y 4y ap
yy Ay Ap Ay Ay e o
a3 Ay Az gy dsy e o gy
A= Au Ay Ay Ay sy e e gy
ds) ds; Qs3 Qsy  dss ays
Qg e e e A
a, a, d,; Q4 ds .. .. 4, |




_lll
121 122
131 132 133
L= l41 l42 143 144
151 152 153 lS4 lSS
161 162 163 164 165 166
_lnl ln2 ln3 ln4 lnS ln6
_lll 121 131 141 lSl 161
122 132 142 152 162
133 143 153 163
U — LT — 144 154 164
155 165
166

105
obtiene (se recomienda hacerlo)

a;
_ J .
1j _l_ Jj>1
11
i—1 )
l. = a”—Zlk[ I<i<n
k=1
i—1
aj —Zlkz-lkj
_ k=1 .
i l l<]
il
[,=0 i>j

106

nn _|

Desarrollando el producto L LT, igualando a A y despejando, se

Una vez descompuesta la matriz A en el producto L LT se resuelve el

SEL como en los casos en que el factoreo es del tipo A =L U.

107 Ejemplo



7230 1Tx] 1
2 8 43 1|x| |1
346 4 2|x|=1
03 47 4|x,| |1
11 2 4 5|x] |1

Se calcula primero, la primera fila, reemplazando su primer elemento por raiz
de siete y dividiendo luego sus elementos por raiz de siete. Se obtiene

7 =2.6457 0.7559 1.1338 0.0000 0.3779 ]

Inmediatamente después se calculan l2z y Iz

l,, =+a, —1,” =+/8-0.7559 2 = 2.7255
1
ay; =2 luly

— k=1
L, =

122

— %

I, = 4-0.7559 *1.1338 _ 11531
2.7255
— %

I, = 3-0.7559 *0.0000 _ 1.1007
2.7255

_1-0.7559 *0.3779
2.7255

= 0.2620

La matriz queda, ahora

7 =2.6457 0.7559 1.1338 0.0000 0.3779 ]
0 27255 1.1531 1.1007 0.2620

Con esos elementos calculados, se obtienen



Ly =+ay, — (1, +1,%) =6 (113387 +1.1531°) =1.8397

2

as; — kz:,lkalm
13./ = l_
33

 4—(1.1338*0.0000+1.1531*1.1007)
- 1.8397
 2—(1.1338%0.3779 +1.1531*0.2620)
- 1.8397

=1.4843

L

L =0.6900

La matriz resulta

7 =2.6457 0.7559 1.1338 0.0000 0.3779 ]
0 27255 1.1531 1.1007 0.2620
0 0  1.8397 1.4843 0.6900

El cdlculo contintda

3
Ly = |a -1 :W—(o.oooo2 +1.1007% +1.4843%) =1.8934
k=1

3
-1l
} _a45 ;’“‘ "5_4—(o.oooo*0.3739+1.1007*0.2620+1.4843*0.6900)_14193
® I, 1.8934 '
Con lo cual
V7 =2.6457 0.7559 1.1338 0.0000 0.3779]
0 2.7255 1.1531 1.1007 0.2620
0 0  1.8397 1.4843 0.6900
0 0 0  1.8934 1.4193
Por dltimo

4
I = Jas =Y 1, =y/5-(03779° +0.2620* +0.6900° +1.4193%) =1.5159
k=1



De donde

7 =2.6457 0.7559 1.1338 0.0000 0.3779 ]

0 27255 1.1531 1.1007 0.2620

L= 0 0  1.8397 1.4843 0.6900

0 0 0  1.8934 1.4193

0 0 0 0 1.5159]

[2.6457 0 0 0 0 |

0.7559 2.7255 0 0 0
L=|1.1338 1.1531 18397 0 0

0.0000 1.1007 1.4843 1.8934 0
10.3779  0.2660 0.6900 1.4143 1.5159]

Siendo

AX =B
A=LL" = LL"X =B
LI'X=Y

LY =B

Se resuelve LY = B lo que es sencillo por ser L triangular inferior. Resulta

vy, ] [0.3779 ]
v, 0.2620
Y = |y, |=|0.1464
v, 0.2611
' vs | [0.2091 |

entonces

[2.6457 0.7559 1.1338 0.0000 0.3779| x, | [0.3779]
0 27255 1.1531 1.1007 0.2620| x, | |0.2620
0 0  1.8397 1.4843 0.6900 || x, |=|0.1464
0 0 0  1.8934 1.4193|x,| |0.2611
0 0 0 0  1.5159 | x| |0.2091]




De donde, de inmediato procediendo como en la etapa regresiva del
método de Gauss, se tiene

"x, | [0.1034 ]
X, 0.0689
X =|x,;|=10.0000
X, 0.0345
x5 ] 0.1379
Como verificacién se calcula
(7 2 3 0 1]0.1034] [0.9995]
2 8 4 3 1[0.0689| |[0.9994
3 4 6 4 2(0.0000|=|0.9996
0 3 4 7 4[0.0345| |0.9998
1 1 2 4 5]0.1379] |0.9998

Habiendo trabajado con cuatro decimales, la aproximacion alcanzada es
bastante buena.

II.5 SEL Tridiagonales

108 En la resolucidon de ecuaciones diferenciales con condiciones de
contorno aplicando operadores en diferencias finitas se obtienen SEL cuyas
matrices tienen la siguiente forma.

El ejemplo precedente corresponde a una matriz de 6X6. Este tipo de
matrices se denominan, por obvias razones, matrices tridiagonales. En ellas
se cumple



a;, =0 Vijli—j>1

g

109 Esas matrices pueden ser escritas de la siguiente forma
b, ¢, 0 0 0 0 0]
a, b, ¢, 0 0 O 0
0 a; by ¢ 0 O 0
e 0 0 a b, ¢, O 0
|0 0 0 a, b 0
o 0 0 0 O0 a,, b, c,_
0 0 0 0 0 a, b, |
110 Obsérvese que se ha utilizado un sélo subindice para identificar

elementos con distintas denominaciones. Ello es asi para permitir su
almacenamiento en memoria como tres vectores de n elementos (3n posiciones
de memoria) en lugar de las n® posiciones que serian necesarias para
almacenar todos los elementos de una matriz de este tipo, con elementos
mayoritariamente nulos.

111 Para resolverlo se adopta la factorizacion LU haciendo
1 0 0 0 oA ¢ 0 0 0]
a 1 0 0 0j0 B ¢ 0 0
I O ojo 0 B 0
0 0 a | ojlo o o g 0
0 0 0 0 1J0 0 0 0 0 §f|

desarrollando el producto se tiene

B =b

o,p =a,
¢+, =b,
o, p, = a;
ac, + fy = b,



en consecuencia, a partir de la igualdad B = b; resulta, parak = 2,3 ,4, ...,n

a

ﬁk—l

B, =b, —ac,

o, =

112 Para resolver el sistema AX = B con A matriz tridiagonal se sigue el
procedimiento standard para el factoreo LU.

AX =B
LUX =B
UX =Y
LY=B—>Y
UX=Y—->X

113  Para resolver LY = B las férmulas son:

v, =b
yk = bk - akyk—l k = 2,3,4,...,7’1
114 La solucidn de UX = Y se obtiene calculando
x, =2
b,
x, = 2E = Citin k=n—-lLn-2,n-3,.32]1
By

naturalmente debe cumplirse que Bk # 0 Yk

115  Como ejemplo se resuelve el SEL



Matriz L

c o o o o o

_122221_
Il

T 1

— &N o0 T O
A A A A
o o o o -
o o o @— 5"6
- 4"5 o
o — 2;4 o o
— 2“3 o o o
R

LY =B



despejando se tiene

10
25
110
3
=19
2
58
175
L 3
poniendo ahora
-2 1 0 ] o
0 -3 [0
2 X
A 25
0 0 -= 1 0 o |%| [LO
UX =Y > S
= = 0 0 0 -2 1 0],|7|®
* 2
_2 Xs 58
0 0 0 0 - 1 ol |
o 0o 0 o o0 -! L3
L 6
resulta
S
—90
~110
X =
~110
—90
__50_

que son las raices del SEL dado.




II.5 Ortogonalizacion

116 Se presenta ahora como resolver un SEL por ortogonalizacidn.

117 A efectos de poner en claro los cdlculos que se efectuardn, se
recuerda que el producto escalar de dos vectores dados por sus componentes
cartesianas es:

= (ul,uz,u3,...,un)

V= (vl,vz,v3,...,vn)

(n.v) = Zukvk
k=1

118 Si el producto escalar asi calculado es nulo, los vectores u y v son
ortogonales.

119 Sea Q una matriz cuadrada de n filas por n columnas. Si se cumple
que el producto escalar de cada una de las filas de Q por las restantes es nulo, la
matriz Q se denomina ortogonal.

_C[u 49 413 - 4, ]
92 Y92 Y3 - 4y,
O=\95 4 43 - 43,
_qnl an qn3 qnn |

0 i+

kzz:, 944 = {c

ceRAc#0 i=j

esto indica que cada fila es ortogonal a todas las demds filas y, por supuesto que
todas ellas son ortogonales entre si. Si el ndmero real c, en todos los casos vale 1,
la matriz Q es ortonormal.

120 Sea ahora una matriz cuadrada A de n filas por n columnas. En los
cursos de dlgebra se demuestra que toda matriz de elementos reales A puede
ser factoreada como el producto de un matriz triangular inferior, con diagonal
unitaria, por una matriz ortogonal.



a4 Ay Ay, 10 0 Olgn q4n a4 - 4qu
y Ay Ay n Ly 1.0 0l g0 4n Gy - 4o
a3 Ay dsym a, |=| 1 0l g5 4 4 - 4
0
_anl an2 an3 ann_ _lnl ln2 ln3 1__in QnZ qn3 an_
A=LQO
121 Ademds, toda matriz ortogonal multiplicada por su traspuesta da

como resultado una matriz diagonal D. Si la matriz es ortonormal, la traspuesta
es directamente su matriz inversa.

122 Mediante este factoreo, un SEL AX = B puede transformarse de la
siguiente forma.

por ser L una matriz triangular inferior, el cdlculo de su inversa es sencillo y, con
ella se transforma el vector B en el vector C. El paso siguiente, inmediato, seria
calcular el vector de incégnitas mediante el producto entre la inversa de la
matriz Q y el vector C.

123 Naturalmente esto requiere el cdlculo de la inversa de la matriz Q,
cdlculo que complica el método en lugar de hacerlo mds simple. Sin embargo, el
siguiente razonamiento permite obviar ese cdlculo y trabajar con la traspuesta
Q" y la inversa de la matriz D, que por ser una matriz diagonal tiene una inversa
inmediata.



124 En efecto, siendo QQ" = D donde D es una matriz diagonal, témese
una matriz E, diagonal, que cumpla la propiedad D = E? y hdgase Q=E U donde U
es una nueva matriz ortonormal.

125 Entonces Q' = (E U )'= U'E™ Por ser U ortonormal serd U?=UT
y E1=ET E? con lo que resulta Q' = UTETE? = (EU)' E? = Q" D con lo que el
cdlculo de la inversa de Q se reduce al producto de su traspuesta por la inversa
de la matriz D. Entonces

X=0"D'C

126 Corresponde justificar la igualdad E* = E' E? Para ello se
demostrard que se trata de una identidad, es decir una igualdad que se cumple
para toda matriz diagonal. Supuesta vdlida la igualdad anterior, se la
posmultiplica por E, teniéndose entonces

E'=ETE™
E'E=E"(E').E
I=E"E'E'E
I=EE'E'E
I=1

verificandose la identidad mencionada.

127 Este método, bastante lejano a los gaussianos, tiene su razon de ser
para el cdlculo de las raices de SEL con matriz inestable, donde el determinante
del sistema, presente de una u otra forma en aquellos métodos y fuente de

errores y su propagacion, es evitado.

128 Se desarrolla a continuacion un método para ortogonalizar matrices.
En lineas generales. es el denominado procedimiento de Gramm - Schmidt.

129 Témese como primera fila de la matriz ortogonal Q la primera fila
de la matriz A

9 = [%15%25913"-'5%;1]
a = [all’aIZ’aB""’aln]

q, = a,



Como segunda fila de la matriz ortogonal Q témese una combinacion
lineal de a2 y q: de tal forma que el producto escalar (q1,92) =0, es decir que los

vectores fila q1 y g2 sean ortogonales.

q, = K9, T a,

donde
q, = [%w%za%sa'-'a %n]

a, = [azlaazzaazsa'-'aazn]

y U21 es un escalar que hay que calcular para que

(q1'q2): (%-ﬂzl% + az): 0

ﬂzl(%-%)"‘ (%-az ) =0

(Qraz)
W =—
o (gq)
.a
9, =4, — (ql 2)‘]1
(%-%)

de la misma forma témese

qs = M9, T 139, + a;
debiendo cumplirse que

(91'%): (%vusl% + U559, t a3) =0

(%'%): (qz':um% + U9, + a) =0

recordando que (q1,92) = (92,91) = O, resulta

__(%-az)
ol (%‘%)
__lg,a5)
Ho = (%-‘Jz)



y, con estas Ultimas

en general, se fiene

l4,0,)

M =— J<i
' (‘1/"1/)
q :a_i(qj'ai)q l:17’l
l l =1 (%~%) ’
130 Obsérvese que el factoreo indicado en pdrrafo 120
_an ap, a4y aln_ 1 0 0 0“%1 9, 43
y  dy  dy a,, Ly 1 0 09 9n 42
as;; 4y Ay as, Ly L, 1 01l g5 95 93
_anl an2 an3 ann lnl ln2 ln3 1__qn1 qn2 qn3
se obtiene fdcilmente haciendo
1 0 O 0] 1 0 0 0]
L, 1 0 0 — My 1 0 0
L L, 1 0|=| -t — s 1 0
0 0
lnl ln2 ln3 1_ __ll'lnl “Fa2 _llln3 1_

como puede verificarse efectuando el producto matricial LQ

qln
QZn
Q3n

9 |




131

Como ejemplo de lo expuesto se resuelve por ortogonalizacion el SEL

(dado como ejemplo de SEL inestable por Francis Scheid, Theory and Problems
of Numerical Analysis. La matriz es denominada matriz de Wilson)

10 7 8 77x7 [32
75 6 5|x| |23
6 10 9 |x,| |33
5 9 10] x| |31

procediendo como se ha indicado, resulta
g, =a,=[10 7 8 7]

(10 7 8 77 5 6 5)
(1o 7 8 7)10 7 8 7)

21 —

con lo cual
94 23
=7 5 6 5)}——{10 7 8 7)=|—-——
.= R -(-2
pasando a la fila siguiente se obtiene
B __(g,,a,) _ 265
T (gq) 202
B _ (95.a5) _ 101
32 T -
(‘]2»‘]2) 13
. . (8 23
q; s T U9, T Hnq, 3 26

pasando a la dltima fila se tiene

__ 9%
131
3 34 _ij
131 131 131
4 55
* 13726



(91 »ay ) 247

M= ga) 262
p _(g,,a,) _ 100
42 (%a%) 13
p _(gs,a,) _ 251
T (gqs) 149

6 10 3 2)

= + + + =\ ’ 2 ’
qs = a4 T Hydy + Hipnds + Hids ( 149°149° 149’149

132 Resultan asi las matrices (N es g maydscula)
o 0 i
o4
131
L=N= @ E 1 0
262 13
247 100 251 1
1262 13 149 |
10 7 8 7
23 3 34 3
131 131 131 131
o= _8 23 _4 5
13 26 13 26
6 10 3 2
L 149 149 149 149 |

Y se verifica que

1 0 0o of 10 7 8 7
2% 0 o ol 3 32 _3| 107 8
131 131 131 131 131 75 6 5
A= NQ = 265 111 8 23 4 55 | =
> i V0= = = = 8 6 10
262 13 13 26 13 26
247 100 251 ) 6 10 3 2 75 9 10
1262 13 149 1 149 149 149 149 |
133 Para hallar el vector C necesariamente se debe invertir la matriz

diagonal inferior N, con lo cual se obtiene.



entonces

1 0
9 2
131
ECR VTN B b
262 13 33
247 100 251 1 31
01262 13 149 |
10
7
0" =
8
7
D=00" =
!
262
D™ =

94

131
- 133

26
602

_1i

13

997 251

149

_ 2
131

131
34
131

131

(262 0

0

149 149

8 _6]
149
23 10

149

13 149

149

0 0

0 149

32

23
33
31




[ 23 8 6 |- -
0 —— —-— ——|1 32
131 13 149|575 0 0 0|7
3 23 10 | 262 = | |1
-1 —
X=0'D'C= 34 4 3 13 4 |= 1
== - = 26 13
131 13 149 0 0 — 0] 5 1
-—— = = /0 0 0 149|149
131 26 149 | -

Lo que significa que x(1) = 1; x(2) = 1; x(3) = 1y x(4) = 1 como puede verificarse
facilmente reemplazando en el SEL en estudio.

134 Obsérvese que se han obtenido los resultados exactos a pesar que el
ndmero de condicién de la matriz es

10 7 8 0 7 8 7
17 5 6 sfl7 5 6 s
K(4)=|4f|47] = = 2984 ,09
g8 6 10 9|l 8 6 10 9
7 5 9 107 5 9 10

que, como se ha expresado, indica un SEL inestable.

Nota: segln el precitado autor/texto la solucién de este SEL es [1,1,1,1]si
el vector de términos independientes se cambia a [32.1, 22.9, 329, 311] la
solucion pasa a ser [6, -7.2, 2.9, -1] y con [32.01, 22.99, 32.99, 31.01] esta es
[1.50, .18, 1.19, .89]

IITI ESFUERZO DE CALCULO

135 Los SEL fueron necesarios con anterioridad al advenimiento de las
computadoras digitales y aln con estas, es necesario ser cuidadoso para evaluar
correctamente el esfuerzo de cdlculo necesario para resolverlos, porque con el
mismo estd directamente relacionado el tiempo que se demora en hallar las
soluciones.

136 Antes de las computadoras el tema se media en horas/calculista, con
computadoras, la unidad de esfuerzo de cdlculo puede ser horas/mdquina, sin



contar el trabajo especializado de programacion. Ambos casos tienen un
denominador comun: costo (y antes de las computadoras, errores humanos, lo que
llevaba a duplicar el cdlculo en simultdneo)

137 Por ese motivo mucho se ha estudiado el nimero de operaciones -
sumas, restas, multiplicaciones y divisiones- de cada uno de los métodos.

138 Por ejemplo, en el método de Gauss ese nimero estd dado por el
orden del SEL a resolver. Siendo n el orden del SEL, el polinomio siguiente

p(ny="

(n—1)6(4n+7) :O[E”BJ

3

Da el ndmero total de operaciones en dicho método. Ref: METODOS DIRECTOS
PARA ECUACIONES LINEALES:; Francisco R Villatoro; Carmen M. Garcia 'y Juan
I. Ramos, con distribucién autorizada con fines educativos.

139 0(2/3 n) significa que, para n suficientemente grande, el peso de
resolver un SEL por el método de Gauss es del orden de los dos tercios de n
cubo, como puede apreciarse en la siguiente tabla.

N P(n) 0(2/3 n®)
2 5 5.3
3 19 18
4 46 42.6
5 90 83.3
10 705 666.6
20 5510 5333.3
50 84525 83333.3
140 Para tener una idea del tiempo requerido para resolver un SEL de

50x50 a mano, sin ayuda de calculadora y, se deberia afiadir, con gran posibilidad
de cometer errores, se requieren unos 100 dias de 12 horas de trabajo continuo.
Al respecto, la bibliografia de esa época, incorpora al esquema de cdlculo otras
columnas mediante las cuales se verificaba la marcha del cdlculo, afiadiendo
operaciones, por supuesto. Por obvios motivos esas técnicas no se exponen en el
presente. Las mismas pueden ser fomadas como una interesante referencia
histérica.

141 El método de Gauss Jordan, por su parte requiere



n®+3n®-3n operaciones O(n*/3) es decir, es mds pesado que el método de Gauss.
Se lo incluye porque es necesario para la inversion de matrices, como se verd en
ese capitulo.

142 Los métodos LU requieren la misma cantidad de operaciones que el
método de Gauss para triangular las matrices pero, y esto es fundamental, el
segundo y demds SEL con idéntica matriz, sélo requieren 2n® operaciones lo que
significa un notable ahorro, de tiempo y dinero.



III METODOS APROXIMADOS

143 Los métodos aproximados no permiten determinar a priori el nimero
de operaciones necesarias para alcanzar la solucion de un SEL. Esto, a su vez,
exige establecer un criterio de corte que permita finalizar el proceso de
cdlculo.

144 Debe tenerse presente que, a pesar de ser llamados métodos
aproximados, los resultados que se obtienen al aplicarlos, suelen ser mds
precisos que aquellos otros obtenidos por métodos llamados exactos.

145 Ello es debido a que un método exacto acumula y eventualmente
amplifica los errores debidos a la ineludible aritmética en uso el todos los
pasos de cdlculo, mientras que un método aproximado sélo acumula los errores
del dltimo paso.

146 Los métodos aproximados son especialmente UGtiles para grandes
SEL de matrices ralas, es decir matrices con un elevado nimero de elementos
nulos. Este tipo de matrices aparecen naturalmente cuando se resuelven
ecuaciones en derivadas parciales por métodos de diferencias finitas, por
ejemplo.

147 Bdsicamente requieren lo siguiente:
o Analizar las condiciones de convergencia del método a aplicar.
o asignar un valor inicial arbitrario a las incégnitas X©. Cuanto mds
"lejos" estén estos valores de la solucién del sistema, mds pasos
de cdlculo habra que dar.
o Con esos valores X© calcular un nuevo valor X® con la esperanza
que estos nuevos valores estén mads "cerca" de la solucién del

problema.

o Continuar calculando valores X® = F(X*?) hasta que alguna
condicién del tipo | | X®-X&D||<¢, > 0 se satisfaga.



o Debe observarse que la condicién anterior es equivalente a
expresar que el resto, definido como R* = B— 4X™* es un vector
con la propiedad

limR® =0

k—o0

IIT-1 TITERACION SIMPLE -METODO DE JACOBI
148 Sea el SEL
AX =B
donde A es una matriz cuadrada no singular de n filas y n columnas, X es el
vector de incéghitas de n elementos y B es el vector de términos

independientes, también de n elementos y, se asume que @i #0 Vi=1,n

149 Escrito de otra forma, el SEL anterior es el siguiente

a, X, + aXx,+ asx;+ o+ a,x, =b,
Ay X, +  ApX,+ ayx,+ ..+ a, x, =b,
..t ..t .ot ..t .+ .=
a,x, + a,x,+ azx; ..+ ax,+.. a,x, =b
..t ..t .ot ..t .ot e =
a,x, + a,x,+ a.x;+ .+ + a,x, =b,

debiendo decirse que el SEL asi escrito ho estd preparado para el método de
iteracién simple. Para ello corresponde transformarlo en otro equivalente
donde el método se pueda aplicar.

150 Una forma posible de hacerlo es descomponer la matriz A del
sistema en tres matrices del mismo orden. La primera constituida por los
elementos de la diagonal principal de A; la segunda formada por los elementos
de la matriz A situados bajo la diagonal principal y, por Gltimo la tercera
formada por los elementos de A situados sobre la diagonal principal. Este
proceso suele denominarse “splitting”

151 Lo expresado es



a, ap a,, 0 0 0 (0 —a, a,
a, a, a,| |0 a, 0 0 a,, 0O 0 0 0o 0 .. =a,,
10 0 a, 001 0 0 -a
a, a, a,, o o O a, |-a, -—a, oo o0 0 O
152 Entonces, el sistema AX=B se transforma
(D-L-U)X =B
DX =(L+U)X +B
X=D'(L+U)X+D"'B
x| la, 0 . o|flo o ..o 0o -a, .. —a,lx| la, ©
X |0 ay .. 0 -a,, 0 ... 0 N 0 0 .. —a,||x] [0 a,
- e Qg 0O .J .. .. 0 sy
x, 0 O a,| \|-Fa, -—a, o 0 O O |)x,/ [0 O
que puede escribirse
X =P+0X
a, 0 0 0] a, 0 0 0]'( o 0 o [0 -a,
p_|0 @ 00, 0- 0 a, 0 0 a, 0 0,j0 0
0 0 a, O 0 0 a, O 0 . |.
0o 0 0 a, b, o o0 0 a, \|-a, -a, 0 [0 0
153 Lo anterior es equivalente a despejar x; de la primera ecuacidn, xz

de la segunda, x3 de la tercera y asi sucesivamente hasta despejar x, de la
dltima.



154 En efecto, de la primera resulta

b a a a a
x,=— "y, - By, My, - —x
a;;  dp ap; ap; ap;
de la segunda
b a a a
X5 2 Hoxy =Py -, — ",
ay,, Ay ar 2 as
de la tercera
b a a a
X3 : =, -, - X,
sy Az as; 33 a,,
de la dltima
b a a a
xn — _n _ “nl _ “n2 X n3 x3 _ nn—1 xn_l
ann al’l’l al’lﬂ ann al’lﬂ
155 Teniendo en cuenta que
1
— 0 0 0
a
1 11
a, 0 0 0 1
o — 0 0
0 a, O 0 B a,,
0 0 a; O 0 0 B 0
0 0 0 a, as;
1
0 0 0 —
nn

desarrollando los productos que definena P y a Q se obtienen las expresiones
del pdrrafo 712.

156 Haciendo X© = [b; / a;i ] se tienen los valores iniciales x1, X2, X3, ...,
Xy necesarios para el cdlculo de X\. Con estos valores se puede calcular el
nuevo vector X(Z), con este X(3)y sucesivos, segun se indica a continuacién:



ITI- T 2

157

1 2 3 4 n
a, 4y 11 1 a
%O b, a, % © 23 .. (0) 24 . (0) 4y, . (0
= 1 3 4 n
Qy, dp 2 2 as;
w_b ay o 32 . (0) 34 . (0) A3, _ (0)
Xy = 1 X, Xy X,
a3 Qi 33 33 as;
(1 bn a, (0) a,, (0) n3 (0) nn—1 0)
X, = - - X, — 3 = X
ann ann nn nn ann
o_b a, 13 . (D 14 (M A .M
X = 2 X3 Xy - n
a, ay, 1 11 ap
@_b  ay o _ayn o a4y o yy (D
X, = Xy 3 4 n
ay, 4y 2 2 as,
@ _ by ay o _ay o 34 (D _ 4
Xy = X 2 4 n
a3 Ay a3 33 a3
o_b, a, o _a, o _ 45 o _duy_ o
X, = 1 2 3 Yoo
am’l ann nn nn ann

ANALISIS DE LA CONVERGENCIA

Naturalmente es necesario responder una pregunta clave {converge

el procedimiento de cdlculo planteado?. Es decir, se verifica que

158

X:PmX(")
X=P+0X

En pdrrafos 57 y siguientes de este trabajo se traté el tema del

“tamafio” de matrices, definiéndose alli las hormas



J4], =max >l

m i - 5]
J

4], =max 3,
i

A 2
4l = [ 2|
i

159 Estas serdn utilizadas ahora para tratar el problema de la
convergencia del método de Jacobi. Sea entonces el SEL preparado para
iteracién simple X = P +QX.

160 El proceso de iteracion simple converge si alguna de las normas de la
matriz Q es menor que la unidad.

161 En efecto, siendo
O]
X =P+0X"
XP=P+0xV =P+Q[P+0X"]=(I+Q)P+0*° X
XY =P+0X® =P+Q[P+0X"]=P+Q[I+0)P+0°XV]=(I+0+0*)P+0° X"
XY =P+0X® =P+Q[P+0XPV]=P+0[(I+0+0)P+Q°XV]=(I+0+ 0+ 0 )P+ Q' X

X =1+0+0*+0* +..+0"HP+ 0" X

como Q] <1 resulta que [0*| -0 si k — <, entonces
1{1_)rg(1+Q+Q2 +O+. 40 =1-0)"
limg* =0

tomando nuevamente limites resulta
X = llci_{EX(K) =(I-0)'P
(I-Q)X=P = X=P+0X

Lo que indica que el proceso es convergente si una norma de Q es menor que
uno.



162 La transformacion del sistema dado en otro equivalente X = P + QX
no es Unica, pudiendo encontrarse otras variantes dependientes del caso en
estudio. En estos casos, un andlisis de la convergencia es absolutamente
necesario como paso previo al procedimiento de cdlculo propiamente dicho.

163 Por ejemplo el sistema
a,x,+ a,x,+ agx;+ ..+ a,,x, =b,
Ay X, +  ApX, +  AypXx;+ L+ a,,x, =b,
..+ .ot ..t .ot ..+ =
a, X, + X, +  apx, ..+ ax;+ a,x, =b,
..+ .ot ..t .ot ..+ =
a,x,+ a,x,+ ax;+ .+ + a,x, =b,

puede ser escrito

1+ o,,)x, + a;,x, + ax, + ..+ a,x,=b,
a,x, + A+ay,)x, + apxx;+ ..+ a,,x, =b,
..+ ..t ..t ..t .+ =
a,x, + a,x, + aszx; ..t oagx;+ a,x, =Db,
..+ ..t ..t ..+ .+ e =l
a,x, + a,,x, + a,x;+ ..+ -+ (I+ea,)x, =b,

con lo cual el sistema preparado para iteracion puede escribirse

X, =b -0 x, —apx, —apx; —...—a,x,
X, =b, —a,x, — 0y X, —ayx, —...—a,,X,
Xy =by—ayx; —ayX, — Xy —...—a,,x,
xn = bn anlxl an2x2 an3x3 a/mxn
o0, en forma matricial
X=B+RX
164 Ldgicamente antes de operar es necesario buscar condiciones que

debe cumplir la matriz A del SEL dado para el el método de Jacobi sea



convergente. Por lo pronto es definitivamente cierto que, si los elementos de
la matriz Q (o R) cumplen la desigualdad

1
< =
n

q;

siendo n en nimero de ecuaciones del SEL, resulta

0], =max Yjg,|<1-- <1
J

y consecuentemente la convergencia del método de Jacobi segin se ha
demostrado.

165 Si en la matriz A se cumple que

>

J#i

Vi

a; al.j

es decir, si los elementos de la diagonal principal son mayores que la sumatoria
de los valores absolutos de todos los elementos de la matriz que estdn en la
fila correspondiente, la norma m es menor que 1 y el método de Jacobi es
convergente.

2a
I
166 En efecto, por ser |a,| > Z a;| , resulta Z— <1 lo que, de acuerdo a
o !
lo visto asegura la convergencia del método.
167 Las matrices que cumplen la propiedad anterior se denominan
matrices diagonal dominantes.
III-13 APROXIMACION
168 Se trata ahora de ver como es el proceso de convergencia y si es

posible determinar "a priori" el nimero de ciclos de iteracion necesarios para
una dada precisién, por supuesto, de no mediar errores de cdlculo en algin



paso intermedio, en cuyo caso la iteracién se comporta como si el proceso de
cdlculo se iniciase nuevamente.

169 Para ello se calcula X**” — X' p natural, mediante la expresidn
X xy ) — yk) _ yr()  yr () (k) e (3) (k) g kep)  yeGkepeD)
tomando mddulos y recordando la desigualdad triangular

HX<k+p> _X<k>H <HX(M) _X<k>H+HX<k+2> — x D

+HX(1{+3) _X(k+2)

+ +HX<k+p> _X<k+p—1>H

siendo ademds

X(n1+l) — P+QX(m)
X" =p+ox"™"

resulta

YO _ oy m Q(X('”) —X(’”‘”)
X _ oy Q[Q(X"”“) _ X(m—2>)]: Q{Q[Q(X‘m‘z) _ x )]}: o (X(_/+1> _ X‘”)

H Y m) _ X(m)H < HQH’"—/H XU _ X(/)H
reemplazando

HX(HP) _X(k)H < HX(/m) _X(k)H_'_HQHHX(kH) _X(k)H"'HQHZHX(kH) _X(k)H+ +HQHp—1HX(k+1) _ X(k)H

prien—xt] s - xlfi+lol+ o +lof'+Jor”)
de donde

HX(k+p> X(k)H < ‘X”‘“) _ X(k)H

o

170 Haciendo p — <« resulta finalmente y aplicando reiteradamente la
desigualdad anterior se llega a

Ly - x| < o

-0

)



que da la aproximacién en el k-ésimo paso de cdlculo en funcion de la horma de
la matriz Q y de la norma (distancia) X®y X©.

171 Si en el SEL preparado para iteracion X = P+ QX se hace X =P,
resulta

k+1

1o

HX _ X(k)H <= HQH

que se puede utilizar para determinar el ndmero de ciclos de iteracién
necesarios para alcanzar una aproximacion € determinada.

172 Esquemdticamente el método de Jacobi puede presentarse de la
siguiente forma

X1(k+1) P1 qu Jiz | ... Q1 | e Qin X1(k)
Xz(k+1) P2 qa1 Qa2 | .o Q2j | eeeeeee Q2n Xz(k)
(ke1) . B
X3 P3 gs1 gz2 | .o Q3 | ... J3n X3
-------- : TR TR RY + TR TR RY CETET RS CEEERRY CETERRY TR TR RS CETET RS * sescsee
xD pi Qi | Q2 | e Qi | e Qin x
k+ K
X (ke1) pn qnl qnz ..... an ....... qnn Xn( )

donde puede apreciarse lo sencillo que resulta su sistematizacién. Todo se
reduce a efectuar el producto escalar entre una fila de la matriz Q por el
vector de incdgnitas vigente al momento y sumarle el vector constante P. Esos
elementos se encuentran sombreados en el esquema anterior.

(k“) .+ qu ; i=1n
173 Como ejemplo, se resuelve el sistema

10x, + 2x,+ X, =10

2x,+ 10x,+  2x; =10

2x,+ 10x;+ 2x, =10
x,+ 2x;+ 10x, =10



Las matrices que intervienen en el cdlculo son las siguientes

10 0 0 O
0 10 0 O
0 0 10 O
0 0 0 10

0 -2 0
0o -1 -2

~
Il
S O O O

0 =2 -1 0

Con estas matrices y el vector

10

10
B=
10

10

Se aplica en forma reiterada la expresién

X=D'(L+U)X+D'B

Partiendo del vector elegido arbitrariamente

X, 0
Y= X, _ 0
X, 0
X, 0

174 Se obtiene la siguiente tabla



III-2
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k X1 X2 X3 X4

0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
1 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
2 0.700000 0.600000 0.600000 0.700000
3 0.820000 0.740000 0.740000 0.820000
4 0.788000 0.688000 0.688000 0.788000
5 0.793600 0.706800 0.706800 0.793600
6 0.787960 0.699920 0.699920 0.787960
7 0.790024 0.702424 0.702424 0.790024
8 0.789273 0.701510 0.701510 0.789273
9 0.789547 0.701843 0.701843 0.789547
10 0.789447 0.701722 0.701722 0.789447
11 0.789483 0.701766 0.701766 0.789483
12 0.789470 0.701750 0.701750 0.789470

METODO DE GAUSS SEIDEL

La idea subyacente en el método de Gauss Seidel es simple. En el

método de Jacobi el vector X® permite calcular el nuevo vector X**) seqgin el
esquema de cdlculo detallado en el pdrrafo 729 precedente. Sin embargo
debe notarse que una vez que se ha calculado x*? este valor queda
disponible y, si el proceso es convergente, deberia ser una mejor
aproximacion al valor de la incdgnita x;. La pregunta pertinente en este caso
es ¢por qué no usar este valor x;*V en el cdlculo de x,*? Y después, ¢por
qué no utilizar x;*?y x,%? en el cdlculo de x3*? Esta pregunta puede
repetirse hasta la correspondiente al uso de todas las incégnitas calculadas
en ese paso, excepto la dltima, para el cdlculo precisamente de la dltima.

176 Con la nomenclatura matricial anterior puede escribirse

(D-L)X*Y=ux"® +B
X =(p-0)'UxX® +(D-L)"'B

X=P+0X P=(D-L)"'B O=(D-L)'U

177 Los siguientes esquemas indican el procedimiento.

Célculo de x;&D



X 1(k+1)

xl(k+1)

D

Cdlculo de x3

xl(k+1)

D

x3(k+1)

P1

Célculo de x,™D

P1
P2

(k+1)

P1
p2
P3

Cdlculo de x

P1
P2
P3

qu | Q2 | .. qy | o Qin x
™
;™
MO
O
qu | Gz | e Q| e Qin x, D
Qa |Gz | .. Q| qQzn x,®
;™
X
O
qu Q2 | e Qi | e Qin x, D
921 Q22 | e Q2 | e Q2n x,
Q31 | Gz | e Qs | o Q3n x3®
X
0
(k+1)
|
qu qiz = | ceeeee. Q| e Qin
q21 Q22 | ceeeene. Qzj | e Q2n
qs1 43z | oo B Q3n
qi1 Q2 | e Qij | e Qin
O




Célculo de x,*

X1(k+1) p1 qll q12 ....... qu ------ qln
x,*D p2 ga1 g2z | ceeeennn qzj | ceeeee g2n
X3(k+l) p3 q31 q32 ....... q3_| ----- q3n
________ = S *
xl(k"'l) p' qll q|2 ....... qIJ """" qm
xn(k+1) pn gn1 Qn2 | -eeee an ....... Qnn

donde se ha resaltado en tonos grises los productos escalares que
intervienen, destacdndose en negro con caracteres blancos los valores
calculados en el mismo paso.

i—1 n
(k+1) _ (k+1) (k)
X; =pi t Z q;x; + Z q;%,;
Jj=1 J=i

III-2 1 ANALISIS DE LA CONVERGENCIA
178 Para analizar la convergencia del método de Gauss Seidel se supone
que
9, = m?XZ g/ <1
J

179 Suponiendo alcanzada la solucién X tal que X = P + QX puede
escribirse

n

X, = p+ g%, i=123,..,n

J=1

i—1 n
(k) _ (k) (k=1)
x = pit DX+ D ayx,
j=1 j=i
restando miembro a miembro resulta

i—1 n
(k) (k) (k=1)
X —X; 22 qij(xj_xj )+§ qzj(xj_xj )
Jj=1 J=i



aplicando la desigualdad triangular queda

(k=1)
J

9

qij xj—x

i—1 n

k k
xi—xi()‘sz xj—xj()‘+z
j=1 j=i

180 Siendo

k
X -x®| :nmq%—xfﬂ
m i

resulta ‘xj - xj(k)‘ < HX _x®

m

y llamando

|
—_

q; q;

~
i
N

<
1

se escribe

‘xi —xl.(k)‘ < rI.HX—X(k)

+5, X - X4
m

m

aceptando que | es el valor del subindice i para el cual se cumple que

k k
‘xl ~x,! )‘ = max‘xi ~x; )‘ = HX—X(")H
i m

con lo cual
R RS )
=] - s
de donde
-] 2 2 o)
haciendo




resulta

e

L Sax-x

pero como

n

’/;'+Si:z

j=1

45 <10), <1

entonces

s 0,-n_0,-10,

1-r -7 I-r

1

©

m

obsérvese que al multiplicar r; en el numerador por la norma m de Q, por
hipotesis menor que uno, el sustraendo disminuye y, al no variar el minuendo la
diferencia es mayor, con lo cual el numerador del cociente es mayor y, en
consecuencia, el cociente es mayor, siendo vdlidas las desigualdades escritas.

181 Lo anterior demuestra que o < 1, de donde

b -x|, <alx -x

es una contraccién. Aplicandola en forma recurrente se llega a

-x|, <afx-x],

de donde

limX%® = x

k—o0

lo que demuestra la convergencia del método de Gauss Seidel para la norma m
de la matriz Q

182 Asimismo, y con razonamientos absolutamente similares a los
utilizados en el método de Jacobi, puede demostrarse que

oot s -
m o l-a

m



lo que indica, como en todos estos casos, que la velocidad de la convergencia
depende de lo acertada que sea la aproximacién inicial y el valor del
pardmetro o. Si a es chico o muy chico la convergencia serd rdpida, mientras
que, si siendo menor que 1, se aproxima por defecto a este valor, la
convergencia serd lenta o muy lenta.

183 Demostraciones similares a la efectuada pueden hacerse utilizando
otras normas de la matriz Q. Los resultados son similares y, para evitar
redundancias, no se las incluye en estas pdginas.

184 A titulo de ejemplo se resuelve nuevamente el SEL
10x, + 2x, + X, =10
2x,+ 10x,+ 2x, =10

2x,+ 10x;+ 2x, =10
x,+ 2x;+ 10x, =10

10 0 0 O
0 10 0 O
D=
0 0 10 O
0 0 0 10
0 0 0 0
-2 0 0 0
L=
0O -2 0 0
0O -1 -2 0

0 -2 -1 0

0 0 -2 0
U =

0 0 0 -2

0 0 0 O
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B 10
10
10
k X1 X2 X3 X4
0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
1 1.000000 0.800000 0.840000 0.752000
2 0.756000 0.680800 0.713440 0.789230
3 0.792496 0.698813, 0.702391 0.789641
4 0.789998 0.701522, 0.701767 0.789494
5 0.789518 0.701742 0.701752 0.789475
6 0.789476 0.701754 0.701754 0.789474
185 Obsérvese que se ha obtenido el mismo resultado anterior con

varios ciclos de cdlculo menos, lo que en este caso indica una mayor velocidad
de convergencia.

ITI-3 RELATAMIENTO

186 Estd claro que si la matriz del SEL es diagonal dominante, los
métodos de Jacobi y de Gauss - Seidel convergen a la solucién del problema.
Sin embargo, dependiendo de la matriz A del sistema y del conjunto de
valores iniciales tomados como primera aproximacion, la convergencia puede
ser lenta o, en ocasiones, muy lenta.

187 Resulta importante entonces la busqueda de algin método que
permita acelerar dicha convergencia.

188 Para ello se debe profundizar en el estudio del resto R = B— 4x™®
anteriormente definido.

189 Para cada paso de cdlculo se existird un resto R® que, como vector,
puede se expresado



(k)]

190 Si se calculan los componentes del vector X segtn el procedimiento
de Gauss Seidel puede escribirse, como |-ésimo elemento del vector R

(k) _ (k=1)
T _bl_z IJ/ zab/

191 En particular, si se calcula el resto correspondiente al paso de
cdlculo se tendra

_b Zal/ / Zalj /(k ! _b Zal/ / Zalj /(k V- uxi(k_l)

J=i+l

de donde

(k ) (k 1) k=1 _ (k)
i b zal/ J zaz/ j a;x;

Jj=i+l
de donde, a su vez
k k-1 “
xl() xi( )+ ii
aii
192 Se obtiene asi una expresién que relaciona la k-ésima aproximacion

con la anterior (k-1)-ésima. La actualizacién corre por cuenta de un factor
(5)
. . r . 1 . 14 .
aditivo -“— . La idea bdsica del método en estudio es la de afectar con un
a..

12

coeficiente o el término aditivo de tal forma que la convergencia del método
mejore, es decir que sea mds rdpida.

193 En ese orden de ideas, la k-ésima aproximacién estard dada por



k
+ a)—r”( )
a

k k-1
)Cl-( ) —_ Xl( )
il

El coeficiente » se denomina factor de relajamiento y si se es mas preciso en
la expresién, se denomina de sobrerrelajamiento si ® > 1 , abreviadamente
SOR y de subrrelajamiento si ® < 1. En ningln caso se expresa cual debe ser
su valor numérico, que en principio queda librado a la iniciativa y/o
experiencia del calculista.

194 No obstante, por métodos que exceden largamente a estas pdginas,
se demuestra que O < ® < 2 y existen trabajos de investigacion enfocados en
la determinacién del valor ®eptimo , aunque otros trabajos ponen en duda esa
propiedad. (J. Dancis. "The optimal ® is not best for the SOR iteration
method")

195 Para el cdlculo resulta dtil expresar matricialmente el método en
estudio. Para ello se hace

i—1 n
(k) _ (k=1) w (k) (k=1)
x, =(1-w)ux, +a{b[ — E ax,; — E a,x, }
ii Jj=1

j=i+l

i /M i
Jj=i+l

i—1 n
k k k— k—
a;x" + 0)2 al.jxj( '=(l-®)a,x"" - E a;x, """ + ab,
j=1

pasando a la notacién buscada, resulta

(D-al)X® =[(1-w)D+wU]X*™ + @B
y, por Ultimo

XO =D-al)'[(1-w)D+U]X* +(D-al)" wB

196 Como ejemplo se resuelve repetidas veces un sistema de 6x6
resultante de aplicar un operador en diferencias finitas a un problema de
transmision del calor en una placa plana con las siguientes condiciones de
contorno.

100° 50° 100°
50° t, t t.
50°
50° t t, t,
50°
0° 50° 0°




La ecuacidén diferencial a en derivadas parciales que modela el fendmeno es

’1(x,y) | 9°t(x,)
2 + 2
ox dy

=f(xy)

Se aplica en cada punto interior un operador en diferencias centradas cuya
expresion general es la siguiente:

k

hY A%
2{&) +1}z,.,j—(z[+l, I j)—(] (ti,j.+l+t,.’j_1):—h2 f(x,9))
con error de truncamiento O(h? + k%)
Se toma h = ky f(x,y) = O con lo que resulta
at —(ep, + 1, )=t 0 +2,,)=0
Las incdgnitas del problema son las temperaturas en el interior de la placa.

Aplicando el operador anterior en cada una de los puntos correspondientes a
cada una de ellas, el sistema resultante es el siguiente:

4t -1, -t = 150
—t  +4t, ~1, = 50
-t 4t, —t, —I; = 50
-1, —t, 4, -t, = 50
~1, 4, —t, = 150
-1, —t; +4t, = 50
197 Mediante un programa se lo resuelve repetidas veces con

condiciones de salida uniformes, al sdlo efecto de presentar la mejora /
desmejora que se produce en el nimero de iteraciones para diferentes
valores del pardmetroo.

La siguiente curva muestra claramente los resultados obtenidos, con
un Ooptimo alrededor de los valores 1.1 - 1.2. La desmejora, es decir el aumento
de trabajo medido en nimero de iteraciones, es notable fuera de ese rango.



numero de iteraciones

140 |
120 -
100 |
80
60 -
40
20 -
0.5 1.0 1.5
100¢° 50¢° 100°
50° 60.86° 54.34° 60.86°
50°
50° 39.13° 45.65° 39.13°
50°
0° 50° 0°

III-4 ANIQUILACION DEL RESTO

198 El método de aniquilacién del resto es especialmente Gtil en aquellos
casos en que la habilidad y/o la experiencia del calculista le permite estimar
con bastante precision el valor de las incégnitas del SEL o cuando la matriz
del mismo permita apreciarlas con una buena aproximacion. En realidad este
método es una variante del método de relajamiento donde se elige anular uno
sélo de los restos en cada paso de cdlculo, como se detalla a continuacion.

199 Se denomina X© el vector solucién del SEL estimado segin se ha
expresado en el pdrrafo anterior. Se calcula con este valor el "error de
cierre" o resto.

onega



AX =B

B-AX" =R

donde R es el error de cierre o resto. Si este vector es el vector nulo, el SEL
estard resuelto para X = X©@_ Como esto no ocurrird, salvo enorme casualidad
o extraordinaria intuicién del calculista, se corrige el valor de las incdgnitas
con la esperanza de obtener otro vector X® con restos menores.

200 Para hacerlo, hace falta definir algin criterio que permita
seleccionar la o las incégnitas a modificar y la magnitud de esa modificacion.

201 El criterio que usualmente se adopta es el de llevar a cero el resto
de mayor valor absoluto, actuando sobre la incdgnita correspondiente a esa
resto (aniquilacion del resto). Por ejemplo, si el mayor resto se presenta en la
posicién k, se modifica la k-ésima incdgnita.

202 Por ejemplo, partiendo de X© se calcula
b1 Qi Qi | G13 | Q4 | ... aij Qin X1(0) r‘1(0)
bz Az Qzz | QAz3 | Q24 | ... azj Qzn Xz(o) r‘z(o)
b3 asi a3z | Aasz3z | Q34 | ... asj Qsn X3(O) r‘3(°)
b4 Qa1 Qg2 | Q43 | Q44 | ... a4 Qan X4(O) r‘4(°)
- * : coe
bi Qi1 a2 a3 Qis aij Qin X;(O) I";(O)
0 0
bn Qnin | Gn2 Qan3 an4 anj Qnn xn( ) r‘n( )
luego se determina
¥, = maxir,
y se modifica la incégnita xx de tal forma que ri se haga cero.
203 Para ello se desarrolla la operacion indicada entre los elementos
sombreados y se despeja 5x©
b1 Qi Qi | Qi3 | Q14 | ... a; | .. Qin X1(0) I"1(0)
bg Qs Qo2 | Q23 | Q24 | ... az | .. Azn Xz(o) r‘z(o)
bk Qk1 Q2 | Q3 | Qkg | ... Akj | -« | Qkn Xk(o)+8Xk(o) 0]
- * : con
b; Qi1 Q2 a;3 Qis Qi Qin Xi(o) r‘i(o)




0 0
bn Qnin | Gn2 Qan3 an4 anj Qnn xn( ) I"n( )
bk — [aklxl(o) + akzxz(o) + ak3x3(0) +...+ akk (xk(o) + &k(O) )+ ...aknxn(o)]: 0
desarrollando resulta
5 © = 1 [b ( (0) (0) (0) (0) (0) )]_ ’”k(o)
& =— 15 — aklxl +ak2x2 +ak3x3 +...+akkxk +...+a,mx” = —
a, Ay
y se hace
M _ (0)
X, =x, +o,
204 Con este nuevo valor de xy se calculan nuevamente los restos
b1 A Qa2 a3 Q14 Qi Qin X1(O) r‘1(1)
bg (¢ P31 Qzz | Gz3 | Q24 | ... az; Qzn Xz(o) I"z(l)
J
1
bk Qk1 Q2 | Qk3 | Qk4 | ... Akj | --- Qkn Xk( ) 0
- * -
b; Qi1 Q2 a3 Qis aij Qin Xi(o) I";(l)
0 1
bn Qntn | Gn2 an3 Qna anj Qnn xn( ) r‘n( )
se busca
r; = maxr,"”
se procede a corregir (aniquilar el resto) de la incégnita x|, calculando
M
m_"n
o, =1
a;
y se corrige
£ =x@ 480 =x® &
205 Nétese que en cada paso sélo una incdgnita cambia de valor,

permaneciendo las restantes inalteradas, razén por la cual su supraindice sdlo




cambia cuando la misma sufre variaciones. Calculistas experimentados pueden
modificar grupos de incégnitas mediante un proceso similar al descripto,
hecho que puede acelerar la convergencia del método. No se hard esto en este
trabajo.

206 Con este nuevo valor de x| se calcula nuevamente el vector R donde
ri serd nulo y rydejard de serlo.

207 Aplicando reiteradamente este procedimiento, existe la esperanza
que R — 0 y se dice esperanza - que no es un término matemdtico- porque el
estudio de la convergencia de este método excede con largueza las
posibilidades de este trabajo.

208 Cuando R sea suficientemente pequefo, se puede dar por finalizado
el cdlculo.
209 En el texto Cdlculo Numérico Fundamental de Demidovich y Baron

puede verse una version de este método donde se prepara ingeniosamente la
matriz del SEL de forma tal de minimizar las operaciones a realizar.

210 Por ejemplo, dado el SEL

6x, +4x, +x; =3
2x,+7x, +2x;, =1
X, +x, +8x; =7

Se toma como vector solucion inicial al vector nulo y se calculan los restos.
Naturalmente estos son directamente los términos independientes. Se elige
el mayor de ellos (R3) y se calcula 8x3.

211 El resto mayor se destaca en sombreado y lo propio se hace con el
correspondiente valor de dx3 Se recalcula el vector X y se calculan
nuevamente los restos. Las operaciones son muy sencillas con los lenguajes
algebraicos disponibles. La tabla siguiente indica los cdlculos realizados hasta
obtener restos que se consideran despreciables.

k X;® X, X3® R, R, Rs

1 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 3.000000 1.000000 7.000000

5

2 0.000000 | 0.000000 |0.875000 | 2.125000 -0.750000 | 0.000000




0.354167
0.354167

0.000000 | 0.875000 | 0.000000 -1.458330 | -0.354167
-0.208333
-0.208333 | 0.875000 | 0.8333333 | 0.000000 | 0.145833

0.493056 | -0.208333 | 0.839410 0.0305903 | -0.206597 | 0.000000

-0.237847 | 0.839410 0.153646 0.000000 | 0.0295139

-0.245154 | 0.839410 0.000000 -0.009755 | 0.006345
-0.001393

11 0.523541 | -0.246557 | 0.839410
0.524715 | -0.247148 | 0.843044

0.354167
0.138889
0.493056

0.493056
0.0256076
0.518663

0.518663
0.004877
0.523541

III-5 METODOS MINIMIZACION DE UN FUNCIONAL

212 Para resolver el SEL AX = B se han desarrollado varios métodos que,
en esencia buscan la solucién del sistema mediante un algoritmo de buisqueda
del minimo de un determinado funcional. Estos métodos, por supuesto, son
iterativos y, en determinadas ocasiones su convergencia suele ser lenta o muy
lenta, como se verd un poco mds adelante.

213 En todos los casos estos métodos se plantean para SEL cuyas
matrices sean simétricas y definidas positivas (SDP), en el sentido que en el
pdrrafo 103 se dio a esta caracteristica.

214 Para aclarar ideas, antes de dar un fratamiento general al tema, se
considera un SEL de dos ecuaciones con dos incégnitas al sélo efecto de
permitir la apreciacién analitica y grdfica del proceso de cdlculo.

215 Sea entonces el SEL AX = B con A una matriz simétrica definida
positiva. Se plantea el siguiente funcional

=3l A0 b 6]
ay an |V y



216 Desarrollando queda

anx+a,y

1 1
q(x,y) :E[x J’]{ }_ (b1x+b2Y): E(anxz ta,xy+a,xy+ a22y2)_(b1x+b2y)

ayxX+a,y

como la matriz es simétrica queda finalmente
‘I(an’):%xz +a12xy+a—;2y2 —bx—0b,y

217 Obsérvese que la funciéon de dos variables independientes q(x.y)
representa en los ejes coordenados x, y y z una superficie cuyas respectivas
curvas de nivel son elipses.

_2_...................._

218 Asimismo esa funcién q(x,y) tendrd extremo donde sus derivadas
parciales se anulen, es decir donde



dgq(x,y)
ox

dq(x,y)
dy

=a,x+a,y—b, =0

=a,x+a,y—b,=0

las coordenadas de este punto estacionario corresponden precisamente a la
solucién del SEL AX = B planteado. Resta confirmar que se trata de un
minimo. Para ello, como corresponde, se calcula el Hessiano y se verifica el
signo de la derivada segunda con respecto a x

9°q(x,y) 9°q(x,y)
ox’ oxdy a, dp
H = = >0
9°q(x,y) 9°q(x,y)| |a, a,
dydx dy’

Y como ai; fambién es mayor que cero por ser A una matriz SDP, el extremo
relativo del funcional q(x,y) es un minimo cuyas coordenadas son la solucién
del SEL planteado.

219 En consecuencia, la solucion del SEL se transforma en la bisqueda
del minimo de una superficie cuyas lineas de nivel son elipses. Para ello, una
forma de hacerlo es "pararse” en un punto de la misma y deslizarse sobre ella
hacia el buscado minimo, que por tratarse de la solucion de un SEL, es Unico.

220 Esto es similar a lo que hace un esquiador cuando desde un punto en
la ladera de las montafias -obviamente nevadas- que rodean un valle, se
desliza con sus esquies en blsqueda del fondo del mismo. Si se trata de un
esquiador avezado, su trayectoria serd una curva regular, suave, sobre las
laderas.

221 Tratando de emular al esquiador avezado, partiendo de un punto (xo,
Yo ) sobre la superficie, o lo que es lo mismo, de un vector up= xo I +yo J se
iniciard el deslizamiento desde ese punto (vector) segln la direccién de otro
vector, hasta que el trayecto indique que se ha dejado de descender para
comenzar a subir una pendiente.

222 Es decir, se "bajard" segtn la direccion de un vector vo hasta llegar
a un minimo a partir del cual, se “"gana” altura. Ese minimo corresponde a un
nuevo punto (X1, y1) o vector u; = x1 I +y; J lugar desde donde se busca una
nueva direccion de descenso v; y se la sigue hasta llegar a un minimo de la



misma. Repitiendo el proceso se obtiene una trayectoria en zig-zag que, todo
indica, lleva al fondo del valle, es decir a la solucién del SEL dado.

uy, =x,0+y,J
uy =g +1vy = (xg v )+ (g +1v,,)JS
u, =u, +tv, = (x, +v, )+ (y, +1v,,)J

223 Al reemplazar las componentes del vector u; en la funcién q(x.y)
esta queda reducida a una funcion del pardmetro t

a a
q(x,y) :%xz +a12xy+%y2 —bx—b,y=
_ 2 9 2_p -b =
= (xy +1vy,) +a12(x0+tv0x)(y0+tvoy)+ 5 (y0+tv0y) L(xy +1vy,) 2(y0+tv0y)—

! ? ! g2 b b
(Eallv()x ta,v, v, +5a22"0y 1+ (axvy, + A1, X0Vo, T 1Y 0Vor T A3 Yo Vo, —01 Vo, — DV, )+

1 1
+5a11x02 ta,x,y, +5a22y02 —bx, —b,y, = @(t)

esta ¢(1) es la trayectoria que se sigue, sobre la superficie, descendiendo. La
pregunta pertinente es ahora ¢hasta donde se desciende?

224 La respuesta es obvia, se desciende sobre la superficie, segun la
direccién del vector vo hasta que se alcanza un punto en el que se interrumpe
el descenso. Este punto es, precisamente, el punto donde la derivada de la
funcién ¢(t) se anula. Esta derivada vale

do(t) 1 1
T: 21‘(5"11"%2 ta,vy vy, t Sazzvoyz) +

+ (a, x,v,, + Ay XgVo, T A YoV, T An YoV, -b,vy, - b2v0y)

y se anula para



_ 4nXeVox +a,X0V, + ARV, T AoV, —b, vy, — bZVOy

[ =
2 2
a1 Vox +2a12V0xv0y +ayv,

225 Queda todavia un problema ¢Cémo se elije el vector v?

grad(q(x.y))

(X0.Yo0)

En el grdfico anterior se han representado, en trazo grueso, dos posibles
curvas de nivel de la superficie representativa de la funcion q(x.y).
Cualquiera de los vectores posibles comprendidos entre los dos sefialados y
tal vez algunos otros, significa un descenso sobre la superficie. Naturalmente
interesa de todos ellos aquel que permita el descenso mds rdpido.

226 De cdlculo vectorial es sabido que el vector gradiente es aquel que
estd dirigido en la direccion en la que la funcion crece mds rdpidamente o
también es aquel cuyo mddulo corresponde a la derivada direccional mdaxima.
En consecuencia el vector opuesto al gradiente resulta la eleccion mds
apropiada para el vector v puesto que, segun su direccion la funcién decrece
mds rdpidamente.

227 Este vector es
Va(x,y) =(a,x+apy=b)I +(ayx+ayy—b,))J =AU -B

Entonces, comenzando desde un punto (vector) arbitrario se comienza el
descenso segun la direccion del gradiente en ese punto, hasta que un cambio
de direccion sea necesario, en cuyo caso se continua el descenso segin el
nuevo gradiente, formando, como se ha dicho, un zigzag que conduce al
minimo, solucién del SEL.

228 Antes de generalizar, se resuelve por este método un SEL de 2x2
que permite “ver” la marcha de la solucién.



El sistema a resolver es el siguiente

7x+2y =10
2x+5y =8

la matriz SDP es

o

El vector de términos independientes es
10
B=
o
)
u=
y

Reemplazando en la forma cuadrdtica queda

Y el vector de incdgnitas es

q(x,y)=-10x+35x*-8y+2. x y+25y°

el gradiente de esta superficie es el vector

grad q(x,y)= [-10+7 x+2 y,- 8+2 x + B y]

Se toma arbitrariamente, como punto (vector) inicial el vector

A

En ese punto la funcion cuadrdtica vale qo = 4.5 y el gradiente es grad q(xo,
yo) = [10,11], entonces

u, =u, + Vg, =[2+10¢ 3+11¢]

La funcidn vale alli

q,=q(2+10t 3+11¢)=4.5+221t +872.5t°



Esta es la pista por la que se desciende, hasta que

94y _ 551 417450 =0
dt

Eso ocurre cuando t = -0.126648

Entonces, el nuevo punto es

u, =u, —0.126648Vg, =[0.73352  1.60687]

En el mismo, se gira segln la direccion del nuevo gradiente y se obtienen
los siguientes valores, con el mismo significado anterior

Vg, =[-1.65162 1.50139]

u, =u, +1Vq, =[0.73352-1.6162¢ 1.60687+1.5013%]

g, =—9.49456 + 4.98202¢ +10.2234¢°

s _ 498202 +20.4469:

dt

La raiz es t=-0.243657 que permite calcular
u, =u, —0.243657Vq, = [1.13595 1.24105]
Se calcula ahora el gradiente en este nuevo punto
Vg, =[0.43375 0.47715]
Y las coordenadas de us3

uy =u, +1Vq, = [1.13595+0.43375t 1.24105+0.47715¢]
Se obtiene ahora
¢, =—10.1015+0.415811¢ +1.64159¢*

45 _ () 4158114 3.28319¢

dt



Cuya raiz es t=-0.126649 que permite calcular

uy =u, —0.126649V¢q, =[1.08101 1.18062]

con este resultado se calcula

Vg, =[-0.07169 0.06512]

u, =u, +1Vq, =[1.08101-0.07169¢ 1.18062 +0.06512¢]
la funcidn cuadrdtica resulta
g, =—10.1278 4 0.0093778¢ +0.0192527¢*

su derivada

CZ“ =0.0093778 + 0.0385055¢

cuya raiz es t= -0.243545, con lo cual
u, =uy —0.243545Vq, = [1.09847 1.16476]
Vg, =[0.0188368 0.020737]

ug =u, +1Vq, =[1.09847 +0.0188368¢ 1.16476 +0.020737¢]

gs=—10.129 + 0.000784847¢ + 0.00309818¢°

‘;‘I; = 0.000784847 + 0.006196361

cuya raiz t=-0.126663 permite calcular

ug =u, —0.126663Vq, =[1.09609 1.16213]



teniendo en cuenta que las raices del SEL son [1.09677 1.16129] se aprecia como

buena la aproximacién alcanzada. El siguiente grafico muestra el "camino" en
zigzag seguido para obtener dicha aproximacién.

Out[13]=

2l

Obsérvese que los tramos recorridos son cada vez menores (en médulo) y
que no siempre la convergencia es tan limpia como en este caso en que las
elipses, curvas de nivel, definen un "pozo" cuyo punto mds bajo -solucién del
SEL- es fdcilmente perceptible.

Si el "valle" por el cual se desciende es alargado y estrecho, el zigzag
puede ser interminable entre ambos faldeos hasta alcanzar el minimo solucién
del SEL



— — —

229 Ahora, un poco de imaginacién, tal vez mucha, ayudard a comprender
lo que sigue.
230 El SEL de 2x2 estudiado dio origen a una forma cuadrdtica

interpretable como una superficie en Es cuyas lineas de nivel son elipses en
E..

231 Un SEL de 3x3 da origen a una forma cuadrdtica en Es cuyas
superficies de nivel son elipsoides en E3 que se pueden asimilar a las distintas
capas de una cebolla en cuyo centro estd la raiz buscada. El trayecto del
esquiador se realiza en tres dimensiones, pasando a través de sucesivas capas
(sin llorar) (elipsoides) hasta llegar al centro.

232 Un SEL de 4x4 o de nxn (ya da lo mismo) da lugar a una forma
cuadrdtica interpretable como una hiper superficie en En.1 cuyas superficies
de nivel son hiper elipsoides en E.. Nuestro esquiador se desliza ahora en un
hiperespacio, atravesando hiper elipsoides hasta llegar al centro solucién del
SEL. Ya no hay grdfico posible. Sélo férmulas interpretables
matemdticamente. Con eso se continda.

233 Para hacerlo, se toma nuevamente la expresidn que permite calcular
el pardmetro t en cada caso

fo— a1 X Vo, a1 X0Vy, +a1,Y0Vo, T AnYoY,, =b,vy, — b2V0y

2 2
a Vo, t 2a12V0xV0y +a,v,

y se observa que puede ser escrita como

_Vq,(4U,-B) _ (4U,-B)(4U,-B)

Vq,.4AVq, (4U, - B).A(4U, - B)

=

que puede ser verificada desarrollando los productos escalares indicados y
comparando los resultados con la expresion cartesiana consignada.



234 Obsérvese que la expresion AUg - B es lo que ha sido denominado
resto o, mejor aun, error de cierre del SEL con la aproximacion Uo. Llamando
R, a este resto o, en el caso general Ry, se tiene

R
L=
R,.AR,
235 Aceptando generalidad para esta expresién, el método puede
sintetizarse de la siguiente forma.
1° Se elige un valor (vector) inicial Ug
2° Se hace k=0
3° Se calcula Vg = AUk - B = R
2
, R
4° Se calcula 1k con la expresion ¢, = — R
R,.AR,
5° Con el valor de ty hallado se encuentra Uk.1 = Uy + T« Vg
=Uk + 1k (AUk -B) = Uk + 1« Rk
6° Si se satisface alguna condicién del tipo |Uk.1 - Ukl <,
salir. En caso contrario, incrementar k en uno y volver al
paso 3°
236 Como se observa, el algoritmo es muy sencillo. Pero el zigzag puede

ser muy largo en casos como el que se ha indicado en pdrrafo precedente.

237 Otras elecciones del vector v dan lugar a métodos similares al
presente, entre los que merece destacarse el denominado "Gradiente
Conjugado" que asegura la convergencia en n pasos (razén por la cual deberia
ser incluido como método "exacto")

238 Se desarrollan a continuacion dos ejemplos. Uno de ellos con la
matriz del SEL bien condicionada y otro con matriz mal condicionada.

239 Primero, se resuelve el SEL



71 01 00 0fx, | [10]
1 71 010 0fx,| [10
01 7101 0fx,| [10
1 017 10 1|x,[=|10
01 01 71 0fxg| |10
001 01 7 1fx,| |10
00 01 01 7|x,| [10]

Se inicia el cdlculo tomando arbitrariamente

<
(=]
Il
o o o o o o o

Y se calcula
R,=AU,-B

Con ese valor se calcula
_ Ry.R,
R,.(AR,)
Luego, con ese valor de t se calcula

V,=U, +itR,
E inmediatamente se calcula el escalar
m=V,-U,).(V, -U,)
Que "mide” la distancia entre los vectores (puntos) Ug y Vo ambos en el
espacio de siete dimensiones. Si esta distancia no es aceptable para el
problema en estudio, simplemente se hace Ug = V y se repiten los pasos

anteriores, hasta que m satisfaga alguna condicion de corte preestablecida.

Se obtienen los siguientes valores



K Xi Xz X3 X4 X5 X6 X7

1 ]0.00000 | 0.00000 |0.00000 | 0.00000 | 0.00000 |0.00000 |0.00000
2 1101449 1101449 101449 [1.01449 101449 |1.01449 1.01449
3 | 116591 1098925 |0.98925 |0.812604 | 0.98925 |0.98925 | 116591

4 117199 | 0.97780 |1.03624 |0.812842 |1.03624 |0.97780 | 117199

5 117269 | 0.96629 |1.03338 |0.799106 | 1.03338 |0.966297 | 117269
6 |1.17680 | 0.96573 |1.03890 |0.798168 | 1.03890 |0.96573 |1.17680
7 | 117661 |0.96382 |1.03865 |0.795764 | 1.03865 |0.96382 |1.17661

8 | 117727 [0.96371 |1.03961 |0.795627 | 1.03961 |0.96371 |117727
9 |117724 [ 0.96339 |1.03957 |0.795219 | 1.03957 |0.96339 |1.17724
10 | 117735 | 0.96337 |1.03973 |0.795195 | 103973 |0.96337 | 117735

Que dan un valor m = 8.03262 108, La distancia es la raiz cuadrada
de este valor.

240 El segundo ejemplo muestra una posible marcha hacia el fracaso. El SEL a
resolver es el siguiente

1
I

111111
2 3 4 5 6 7
lllllll--—lo—
23 4 5 6 7 8|™M
11 1 1 1 1j)x] 10
3 45 6 7 8 9|x| |10
1 11 1 1 1 1
- = = = = —lx,|=]0
4 5 6 7 8 9 10
L S T U G U Ul B R
5 6 7 8 9 10 11| x 10
it 11 Thet (10
6 7 8 9 10 11 12| =~ — °
rir 1 1 1 1 1
7 8 9 10 11 12 13|

iNada menos que un sistema cuya matriz es la matriz de Hilbert de orden 7!.

Procediendo exactamente igual que en caso anterior, fomando como vector
inicial el vector nulo en E; se repiten los ciclos de iteracién calculando la
distancia (sea lo que ella sea en un espacio de 7 dimensiones) entre Uy.1y Uy

El resultado de estos ciclos de iteracién puede apreciarse en el siguiente
grafico donde, en abscisas se ha llevado k, el paso de iteracién y, en
ordenadas, la distancia entre dos vectores (puntos) sucesivos de cdlculo.



Se nota un posible ciclo donde la distancia oscila entre dos valores con

tendencia muy leve hacia valores menores, pero a un costo de operaciones muy
elevado, razon por la cual se descarta continuar el cdlculo.

Téngase presente que el ndmero de condicién de la matriz del SEL es
K(A) =4.75367x10° iHorrible!

NOTA:

Para efectuar los cdlculos correspondientes a estos métodos se ha
utilizado MATHEMATICA como calculadora de mesa con productos escalares
predefinidos.



BIBLIOGRAFIA CONSULTADA

Algunos de estos textos fueron consultados para el presente trabajo:

1°  Andlisis Numérico.
Richard Burden - Douglas Faires
Grupo Editorial Iberoamericano

2° Cdlculo Numérico Fundamental
B P Demidovich - T A Maron
Paraninfo

3° Elements of Numerical Andlisis (Cldsico histérico)
Peter Henrici
John Wiley & Sons

4°  Theory and Problems of Numerical Analysis
Francis Scheid
Schaum's

5°  Cdlculo Numérico y Grafico (Histérico)
Manuel Sadosky
Libreria del Colegio

6° Matemdtica Aplicada para Ingenieros y Fisicos
R Ziirmuhl
Labor S A

7° Métodos Numéricos y Programacién FORTRAN
D D Mc Cracken . W S Dorn
Limusa Wiley

8° Andlisis Numérico
Mario Salvadori - Melvin Baron
CECSA

9° Métodos de Cdlculo de Algebra Lineal
Faadeva - Faadeva



