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“Considero a cada hombre como un deudor
de su profesién,

ya que de ella recibe sustento y provecho,
asi debe procurar

mediante el estudio

servirle de ayuda y ornato”

Francis Bacon.



Dos enfoques en la ensenanza
de la nocion de limite de funciones
reales de una variable real.
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Capitulo 1

Introduccion

En nuestra cultura la nocién de limite ya estaba en los griegos, con el método de
exhaucién para encontrar magnitudes geométricas (longitud, area, etc.). El ingenio de los
matematicos del siglo XVII, especialmente Newton y Leibniz, al idear y perfeccionar es-
trategias de pensamiento eficaces para modelar mateméaticamente los cambios y las trans-
formaciones en los fenémenos fisicos, y ante el desafio de cuantificar y tratar adecuada-
mente las relaciones de causa y efecto, condujeron a la elaboracion de las ideas fundamen-
tales del calculo. Ha sido necesario el trabajo de muchas generaciones de matemaéticos
para llegar a la expresion que hoy se puede dar a la nocion de limite, presentable y
manejable incluso en un nivel elemental [1].

Con todo, el cdlculo infinitesimal presenta profundidades que asombran y ponen a
prueba la pericia de los més expertos [2]. Por ello muchos alumnos que se introducen
por primera vez en terreno tan sutil experimentan dificultades ante ciertos puntos espe-
cialmente delicados, que abundan en el campo [3]. Es natural que nuestros estudiantes
encuentren dificil aquello que el trabajo colectivo de muchos matematicos tardé varios
siglos en pulir adecuadamente hasta llegar a su forma actual [4]. En consecuencia la
ensenanza del calculo es un tanto delicada, por lo que debemos procurar no dejar de lado
la explicitacién de las motivaciones de los modos de pensar, para que sea mas suave y
llevadera la tarea de quienes empiezan [5, 6].

Los profesores de calculo sabemos que la nociéon de limite de funciones de una va-
riable es una de las mas dificiles de manejar. La experiencia y las investigaciones en la
ensenanza del limite funcional muestran que no sélo es dificil una primera comprension
de la definicién, sino que lograr una relativa confianza en el uso la manipulaciéon de dichas
definiciones (hacer cuentas) lleva todo el curso, y conseguir una internalizacién de esta
idea lleva varios anos a los aprendices del calculo [7, §].

Bernard Cornu ha realizado investigaciones donde se combinan los estudios episte-
molégicos y el andlisis de las respuestas de los alumnos, de dieciocho anos aproximada-
mente, enfrentados a tareas y procesos de aprendizaje donde esta involucrado el concepto
de limite [9]. Este investigador insiste en la enorme dificultad de la ensenianza y del apren-
dizaje del concepto de limite que radica no sélo en su riqueza y complejidad sino en el
hecho que los aspectos cognitivos implicados no se pueden generar puramente a partir
de la definicién matematica. Sostiene el autor que se puede recordar la definicién del
concepto, pero construir la concepcién fundamental es algo muy distinto.
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En este trabajo se presentan dos definiciones del limite de una funcién real de variable
real, basadas en diferentes puntos de vista, y se pretende evaluar el grado de asimilacion
de cada una de estas definiciones, estableciendo una comparacién entre los resultados del
proceso ensenanza-aprendizaje, obtenidos mediante cada uno de los enfoques propuestos.

Una de las definiciones presentadas, se basa en el concepto de entorno, que es en gene-
ral, como se ha ensenado limite funcional real de una variable real en estos tltimos anos.
La otra definicién involucra sucesiones de niimeros reales. Debido a estas caracteristicas,
nos referiremos al estudio de limite funcional basado en la primera definicion como el
enfoque clasico o continuo y al que se basa en la segunda, como el enfoque discreto.

En este trabajo exponemos la experiencia llevada a cabo con estudiantes de primer
ano de la carrera Profesorado de Matematica de la ciudad de Concordia perteneciente a la
provincia de Entre Rios. Dicha experiencia consistié en ensenar a dos grupos homogéneos
de alumnos de primer ano de dicha carrera, en la materia Analisis Matematico I, las
nociones de limite funcional real de una variable real con un enfoque distinto en cada
grupo.

Basados en la experiencia de la autora de este trabajo en la ensenanza de estas no-
ciones a estudiantes que han iniciado la carrera de Profesorado de Matematica, y luego de
un exhaustivo estudio del tema propuesto con ambos enfoques, formulamos las hipotesis
a ser investigadas en este trabajo. Ellas se refieren al grado de asimilacién, comprension
y manipulaciéon de las nociones de limite funcional real de una variable real, alcanzado
por los estudiantes de primer ano de la carrera Profesorado de Matematica de la ciudad
de Concordia, cuando estos alumnos han aprendido estas nociones con sendos enfoques
metodologicos. Para estudiar estas hipotesis, cada uno de los grupos que habiamos forma-
do, fue considerado como una muestra estadistica del conjunto de estudiantes de primer
ano de la carrera antes mencionada. Luego de la transposicion de los contenidos, eva-
luamos los niveles de aprendizaje de las nociones internalizadas por los estudiantes de
cada muestra, mediante la resolucién de ejercicios en forma individual y presencial. Poste-
riormente, utilizamos la informacién obtenida a partir de las evaluaciones para estudiar,
estadisticamente y desde un punto de vista cuantitativo, las hipotesis de investigacion
antes formuladas.

Durante el desarrollo de esta experiencia realizamos un seguimiento continuo de
los estudiantes no solo para determinar el grado de comprension de las definiciones y
propiedades que estabamos ensenando, sino también para detectar las dificultades que es-
tos alumnos presentaban. Este seguimiento nos permitié retroalimentar la accién docente,
e insistir en ciertos puntos delicados que existen en el proceso de ensenanza-aprendizaje
de las nociones de limite funcional mediante estos enfoques.

Esta obra esta dividida en capitulos. En el capitulo segundo presentamos la definicién
del limite funcional real de una variable real correspondiente a cada uno de los dos
enfoques trabajados. Seguidamente proponemos las hipdtesis a ser investigadas en este
trabajo y describimos la experiencia desarrollada durante el primer cuatrimestre del ciclo
lectivo del ano 2005, la cual nos permitié analizar las hipotesis propuestas al comienzo.

En el capitulo tres presentamos las notas tedricas sobre sucesiones y una nocién intui-
tiva de limite funcional. Estos contenidos fueron desarrollados en los dos grupos en forma
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conjunta. Ademads, estas notas contienen los conceptos previos necesarios para desarrollar
posteriormente las nociones de limite funcional a partir de sucesiones de niimeros reales.

En los capitulos cuatro y cinco incluimos las notas tedrico-practicas sobre las no-
ciones de limite de funcional real de variable real, desarrolladas con los enfoques clasico
y discreto, respectivamente. Dichas notas han sido escritas de tal manera que su lectura
resulte amena y su comprensién accesible, en particular para los estudiantes de Calcu-
lo I de cualquier carrera, especialmente en aquellas que tienen una formacién fuerte en
Matematica. Las notas sobre el limite funcional real con el enfoque clésico, fueron confec-
cionadas sobre la base del libro “Calculus I"de los autores Salas y Hille [10]. Dicho libro
se adapta muy bien a la asignatura Analisis Matematico I de la carrera Profesorado de
Matemadtica, poniendo énfasis en tres ideas basicas: el limite, la derivada y la integral,
siendo riguroso en las demostraciones de los distintos resultados. Hemos agregado en es-
tas notas algunos resultados que consideramos importantes, especialmente aquellos que
permitieran establecer claramente diferencias entre un enfoque y otro, como puede ser,
por ejemplo, la no existencia de un limite.

En cuanto a las notas tedricas del mismo tema con enfoque discreto, fueron realizadas
luego de una ardua busqueda bibliografica. Tuvimos en cuenta los conceptos propuestos en
el libro “Problemas, conceptos y métodos del andlisis matematico”de los autores Miguel
de Guzmén y Baldomero Rubio [11] y fueron confeccionadas de manera que resulten
paralelas a las correspondientes al enfoque clasico. Es decir, los mismos resultados sobre
limite finito han sido escritos con los dos enfoques metodologicos.

En el capitulo seis exhibimos las notas en donde explicamos y demostramos la equiva-
lencia entre las dos definiciones metodoldgicas dadas, como cierre tedrico del tema tratado,
punto que fue desarrollado en forma simultanea en ambos grupos.

En el capitulo siete mostramos el estudio estadistico realizado con los resultados de
las evaluaciones de sendas muestras, el cual midi6 desde un punto de vista cuantitativo
el grado de asimilacién y manipulacion de la definicion y propiedades de las nociones de
limite funcional real; alcanzado por los estudiantes de cada grupo.

Para finalizar este trabajo presentamos las conclusiones obtenidas a partir del estudio
que llevamos a cabo en el capitulo anterior y del seguimiento permanente realizado a los
estudiantes de cada muestra durante el desarrollo de la experiencia.



Capitulo 2

Objetivos y Metodologia

2.1. Introducciéon

La idea y definicién de limite, en especial la del limite de funciones reales, es una
cuestion matematicamente delicada. Piénsese que se logré la definicion € — § actual recién
en la segunda mitad del siglo XIX. El abordaje de este tema ofrece dificultades de indole
técnico-didactica que hace que la comprensién fina de él ocurra en etapas sucesivas y
posteriores, cuando el estudiante logre una madurez matematica suficiente.

En la primera etapa del siglo XX el tratamiento del concepto de limite en los li-
bros espanoles estaba ligado a los conceptos de sucesién y variable. Ademas la idea de
infinitésimo estaba implicitamente subyacente en ella y, efectivamente, el lenguaje de
infinitésimos se utilizaba abundantemente a lo largo del tema. La definicion del limite
funcional real de una variable real a partir de sucesiones de ntumeros reales, fue usada
en los libros hispanicos hasta aproximadamente 1965. En esta época esta definicion fue
completada con una interpretacion geométrica del limite de una funciéon en un punto, la
cual utilizé entornos simétricos.

Como es bien conocido, a comienzos de los anos setenta, triunfé en casi todo el mun-
do occidental la ensenanza de las llamadas “mateméticas modernas”. Siguiendo los libros
espanoles las ideas de esta matematica, los conjuntos y las aplicaciones eran los cimientos
sobre los que se pretendia construir el edificio de la matematica, y las estructuras, las he-
rramientas para construir dicho edificio. Estas ideas se vieron reflejadas en el tratamiento
del limite: la orientacién topoldgica, no fue casual sino que fue justamente la preconizada
por los pioneros de la reforma de la matematica, Papy y Dieudonné entre otros, de acuer-
do con las ideas bourbakistas. Por ello los conceptos de conjunto, niimero real y entorno
se utilizaban constantemente. En la segunda mitad del siglo XX, aproximadamente entre
1967 y 1975, la definiciéon de limite fue evolucionando hasta un mayor formalismo. En
algunos libros espanoles se enfatizo la definicién por sucesiones, aunque también apare-
cié de modo residual la definicion topoldgica que utilizé entornos generales; en cambio en
otros textos del mismo pais se enfatizé la definicén topoldgica y se quiso conducir progre-
sivamente al alumno a partir de ciertos ejemplos hasta dicha definicién. Las notaciones
evolucionaron desde las correspondientes a la definicién de limite por sucesiones hasta
la definicion topoldgica, adaptandose a cada tipo de definicion; y se inicié el uso de la
simbologia de los cuantificadores.
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A medidados de la década del setenta, sugerido como una orientacion didactica en los
nuevos disenos curriculares espanoles, se escribié una definicién de limite funcional donde
los entornos de la definicién topolégicos se expresaban como distancias entre puntos, y
donde también se utilizaron los simbolos de los cuantificadores. A esta definicién se la
llamé métrica. Estos disenos curriculares se implementaron en la mayoria de los paises
del mundo occidental, salvo raras excepciones, y su aceptacion fue universal.

Desde 1980 hasta nuestros dias, la definicién de limite se presenta prioritariamente en
forma métrica, aunque también se utilizan las definiciones por sucesiones y la topologi-
ca. La definicién métrica la llamamos definicion clésica del limite funcional real de una
variable real, puesto que ella es la que nos acompana en casi todos los libros desde 1980
hasta hoy [12].

En el siguiente capitulo presentamos dos definiciones del limite funcional real que
daran lugar a los dos enfoques tratados en este trabajo para la ensenanza del men-
cionado tema. Asimismo formulamos conjeturas sobre los resultados de dicho proceso de
ensenanza-aprendizaje desde ambos puntos de vista, e incluimos una descripcion de la
metodologia empleada para evaluar tales conjeturas.

2.2. Dos definiciones de un mismo concepto

La definicién clasica de limite de una funcién de variable real como puede ser encon-
trada en un libro de célculo, como por ejemplo el de Salas y Hille [10], dice:

Definicién 2.1 (¢ — 0). Sea f una funcion definida al menos en algin conjunto de la
forma (¢ — p;c) U (¢;¢+ p) con p > 0. Se dice que | es el limite de f(x) cuando = se
aprorima a c, y se simboliza

lim f(x) =1,

r—cC

si y sélo si para cada e > 0 eziste un § > 0 tal que si0 < |[x—c| < § entonces |f(z)—I| < e.

5
Ejemplo 1: Probemos que lim,_.3 2 es 15/2 segun la definicién 2.1.

En efecto, buscamos una relacién entre |f(z) — L| y |z — ¢| que nos permita hallar un
valor 0 que satisfaga las condiciones de dicha definiciéon.

|[f(x) = L[ = [(5/2)x — (15/2)] = (5/2)|z — 3]

En consecuencia es suficiente tomar 6 < (2/5)e para asegurar que |f(z) — L| < e.
Luego probamos el lmite propuesto aplicando la definicion:

Dado e > 0, 36 = (2/5)e tal que si 0 < |x—3] < § esto implica que |(5/2)x — (15/2)| <
€, que es lo que querfamos probar.

Como podemos ver, esto es verdaderamente complicado para una persona que recibe
esta informacién por primera vez [8].
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En este trabajo pretendemos confrontar el enfoque continuo dado por la definicién
anterior, frente al discreto en la ensenanza del concepto de limite. Se entiende por en-
foque discreto del concepto mencionado, aquél que viene dado por medio de sucesiones
de acuerdo a la siguiente definicion:

Definicién 2.2 (via sucesiones). Diremos que lim, .. f(x) = 1 si y sélo si para toda
sucesion {x,} que converja a ¢ con x, # ¢ se tiene que lim, . f(z,) = 1.

5
Ejemplo 2: Probaremos que lim, .3 51; es 15/2 segun la definicién 2.2.

Estudiar el limite de la funcién y = (5/2)x para x — 3, segin la definicién 2.2, equi-
vale a estudiar el limite de la sucesién de los valores funcionales {(5/2)x,}, siendo {z,}
una sucesion cualquiera de niimeros reales que converge a 3y =, # 3V n € N.

En efecto: Consideremos la sucesién constante {y, } = {5/2}. Esta converge a 5/2 por
ser una sucesion de términos constantes. Ademéas sabemos, por las condiciones impuestas
al comienzo, que {z,} converge a 3. Luego la sucesion {y,z,} = {(5/2)z,} converge a
15/2, por ser esta tultima una nueva sucesién de nimeros reales que es producto de otras
dos convergentes en R. Como este razonamiento de cumple para toda sucesién {z,} que
converge a 3, con x, # 3, entonces el limite de (5/2)x es 15/2 cuando = — 3.

A la definicién € — § de limite funcional real de una variable real, la llamaremos de
aqui en adelante definicién “clasica”, debido a que ella ha sido la mas usada en estos tlti-
mos anos. Para funciones reales de una variable real ambas definiciones son equivalentes.

En la ultima década, los resultados obtenidos de la ensenanza de este concepto a
partir de la definicién clasica, muestran que atin los alumnos destacados que consiguen
dominar el concepto de limite tienen grandes dificultades para expresar en forma escrita
sus conclusiones. Pretendemos con este trabajo determinar con cudl de las definiciones
presentadas, los alumnos serian efectivamente capaces de asimilar el concepto de limite
de una funcién, aplicarlo correctamente a los problemas propuestos, realizar calculos mas
rapidamente, y sentirse mas cémodos con el concepto en pocas semanas.

Como consecuencia del estudio que hemos realizado de las nociones de limite funcional
a partir de sucesiones de numeros reales, y de la experiencia adquirida en varios anos de
ensenanza de estas nociones con el enfoque clasico, realizamos las siguientes conjeturas:

Hipétesis I: El grado de aprendizaje y manipulacién de la definicion de limite funcional
real de una variable real, que los estudiantes de primer ano de 2005 de la carrera Profeso-
rado de Matemaética de Concordia logran, es mayor cuando dicho concepto se les ensene
mediante el enfoque discreto (es decir, por medio de sucesiones de nimeros reales), que
cuando ellos internalizan la definicién de limite funcional a partir del enfoque clasico.

Hipétesis II: Los estudiantes de primer ano de 2005 de la carrera Profesorado de
Matematica de Concordia, alcanzan un grado de aprendizaje y manejo de las propiedades
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y corolarios de las nociones de limite funcional real a partir de sucesiones de ntimeros
reales, que es igual al grado de asimilacién que éstos logran de dichas propiedades cuando
la transposicién didactica de ellos se efectiia por medio del enfoque continuo € — 4.

Dichas conjeturas fueron estudiadas sobre la base de una experiencia en aula con
alumnos de primer ano de la carrera Profesorado de Matematica perteneciente al Insti-
tuto Profesorado Concordia D-54, de la ciudad de Concordia que cursaron la asignatura
“Analisis Matematico I”. Los detalles de dicha experiencia estdn expuestos en la siguiente
seccién. A partir de los resultados de la misma, ambas conjeturas fueron consideradas
como hipdtesis de investigacion y analizadas estadisticamente. Tanto este analisis como
los resultados se presentan en el capitulo 7.

2.3. Descripcion de la experiencia realizada

Este trabajo lo llevamos a cabo con los alumnos de primer ano, division tinica, de la
carrera Profesorado de Matematica especificamente en la asignatura Analisis Matemaético
I durante el primer cuatrimestre del ano 2005. Elegimos este grupo de treinta y dos
alumnos para realizar la experiencia, frente a otros grupos de estudiantes que utilizan el
concepto antes mencionado como herramienta para describir procesos fisicos, econémicos,
etc., dejando un poco de lado el formalismo y la rigurosidad de las demostraciones y
corolarios propios del quehacer mateméatico. Mientras que para los de la carrera docente
de matematica es fundamental que alcancen un aprendizaje intenso, riguroso y formal de
la disciplina, para que en el futuro ellos puedan realizar una tarea docente eficaz.

En el equipo docente que llevé adelante este trabajo estuvimos: el profesor adscripto
a la catedra Analisis Matematico I y la profesora titular desde 1995 de ese espacio curri-
cular en dicha carrera e Institucién, quien es la autora de este trabajo.

En los anos anteriores a 2005, durante el primer cuatrimestre de la materia anual
Analisis Matematico I de dicha Institucion, con una carga de cuatro horas semanales, de-
sarrollabamos en primer lugar el tema “Numeros Reales”. Los contenidos de esta unidad
tematica eran: intervalos y entornos en la recta real, cotas y extremos, postulado de Can-
tor, ariomdtica de los niumeros reales, entre otros temas. Luego retomabamos, del Curso
Introduccion para ingresantes a la carrera Profesorado en Matematica, funciones reales de
una variable real, especialmente composicion de funciones y funcion inversa. El tiempo
dedicado al desarrollo de lo dicho anteriormente era, aproximadamente un mes. Pos-
teriormente, durante dos meses, ensenabamos la teoria y la practica de las nociones de
limite funcional real de una variable real mediante el enfoque clasico. Continuabamos con
la ensenanza tedrico-practica de sucesiones de niumeros reales, cerrando esta parte con
sucesiones monotonas y la obtencion del nimero e, como limite de una sucesiéon monotona
creciente y acotada superiormente. El tiempo empleado para el desarrollo tedrico-préacti-
co de sucesiones de numeros reales era de tres semanas aproximadamente, periodo du-
rante el cudl, sélo demostrabamos algunas propiedades y resultados. Para finalizar el
primer cuatrimestre de la asignatura, introduciamos la definicién de funcion continua y
comenzabamos con algunos resultados importantes sobre la continuidad de funciones.
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La experiencia desarrollada durante el primer cuatrimestre del ano 2005 con los estu-
diantes de primer ano de la carrera Profesorado de Matematica en la misma asignatura
y con la misma carga horaria, comenzé con la ensenanza de las nociones de numero real
las cuales abarcaron, entre otros temas, las definiciones de conjunto acotado, supremo
e infimo y sus propiedades, el axioma de completitud, etc., y retomamos, del Curso In-
troduccion para ingresantes a la carrera Profesorado en Matematica, funciones reales de
variable real, especialmente composicion de funciones y funciones inversas. La ensenanza
de estas nociones implicd aproximadamente un mes de trabajo.

Luego de ello, presentamos la definicién y las distintas propiedades de sucesiones de
numeros reales, tal como puede apreciarse en las notas del capitulo 3. Durante el desa-
rrollo de este tema, los alumnos participaron activamente en las demostraciones de los
distintos resultados. Debemos destacar que fue alli donde los estudiantes intentaron for-
malizar la demostracion de cada propiedad, y tomaron conciencia de lo que realmente es
el ejercicio natural del célculo, desconocido por ellos hasta ese momento. Hemos desarro-
llado, durante aproximadamente un mes, los contenidos del tema mencionado, necesarios
para la ensenanza posterior de las nociones de limite funcional via sucesiones, superan-
do notablemente al niimero de propiedades y corolarios que sobre este tema habiamos
demostrado los anos anteriores. Las propiedades relativas a sucesiones mondtonas y el
desarrollo tedrico del numero e fueron presentados didacticamente a los alumnos antes
de comenzar con series numeéricas.

Una vez finalizada la transposicién del tema Sucesiones de niumeros reales, dimos
comienzo a la ensenanza de las nociones de limite funcional. La idea intuitiva de dicho
concepto fue presentada diddcticamente a todos los estudiantes en forma conjunta, tal co-
mo puede verse en las tltimas secciones del capitulo 3. Posteriormente dividimos el curso
en dos grupos homogéneos, con iguales caracteristicas, para estudiar el problema central
de este trabajo estadisticamente. A los efectos de formar los grupos con las condiciones
requeridas, en primer lugar tuvimos en cuenta los resultados del curso introductorio de
cada alumno a la carrera, llevado a cabo al comienzo del mes de marzo. En segundo lugar,
consideramos el desenvolvimiento de los alumnos durante la transposicién de los temas
Numeros reales y Sucesiones. Finalmente dado que en el grupo de treinta y dos alumnos
habia cuatro que eran recursantes, éstos fueron distribuidos de manera que cada grupo
tenga dos de ellos. En consecuencia formamos dos grupos con dieciseis alumnos cada uno,
de manera que cada uno de éstos contenga alumnos con rendimientos aproximadamente
iguales, tanto en lo conceptual como en lo procedimental y actitudinal. Asi obtuvimos
dos grupos de alumnos con las condiciones requeridas, llamando a cada uno de ellos
Epsilon-delta y Sucesiones, con quienes realizamos la experiencia objeto de este trabajo,
presentando formal y rigurosamente las nociones de limite funcional. A cada grupo, en
forma separada, se le ensend dichas nociones, durante dos meses y medio, a razén de
cuatro horas semanales con cada uno de ellos, de la siguiente forma:

Grupo 1 (Sucesiones): Ensenianza de la teorfa de limite funcional en una variable me-
diante el enfoque discreto, (por medio de sucesiones de niimeros reales). La misma estuvo
a cargo de la profesora titular, y en la ensenanza de la practica del tema colaboro el
profesor adscripto a la catedra. Los temas desarrollados fueron abordados a partir de
bibliografia acorde al enfoque [11].
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Grupo 2 (Epsilon-delta): Ensefianza de la teoria de limite funcional en una variable
mediante el enfoque continuo, a cargo de la profesora titular, y en la ensenanza de la
practica del tema colaboro el profesor adscripto. Los temas desarrollados fueron aborda-
dos a partir de bibliografia acorde al enfoque [10].

En el proceso de ensenanza-aprendizaje tedrico-practico que se llevo a cabo en cada
grupo, se procur6 que los estudiantes puedan:

= Manipular los objetos matematicos.

= Encontrar apoyo en la intuicién visual de los conceptos y procesos de pensamiento.
= Activar su propia capacidad mental.

» Reflexionar sobre su propio proceso de pensamiento.

» Hacer transferencia a otros aspectos del trabajo mental.

» Adquirir confianza en si mismo.

= Disfrutar de su propia actividad mental.

Durante todo el proceso de ensenanza-aprendizaje los docentes realizamos un segui-
miento continuo de los alumnos, para descubrir dudas, errores y avances en el aprendizaje,
y de esa forma retroalimentar la accién docente.

Durante las clases se desarrollaron los temas, tal como pueden verse en las notas
teodricas de los capitulos 4 y 5, se tratdé de incentivar la participacion de los alumnos, y
se ofrecieron ejercicios rutinarios y no rutinarios de enunciado verbal algunos, y otros
escritos. Tales ejercicios fueron resueltos en clase, en forma individual algunos de ellos,
y otros de a dos, para propiciar situaciones de discusiéon del problema planteado. A los
efectos de estudiar estadisticamente el grado de cumplimiento de la Hipdtesis 1, una vez
finalizada la transposicion didédctica de la primera parte del tema, que corresponde al
trabajo con la definicién propiamente dicha de limite funcional real de una variable real,
evaluamos a los dos grupos en forma escrita e individual. Esta evaluacién fue nominal
debido a que es parte de las actividades curriculares del espacio Anélisis Matemarico I
de la carrera. En esta prueba, evaluamos el nivel de aprendizaje y manipulacion de la
definicion de limite funcional real de una variable real, tema crucial de este trabajo. Esta
evaluacion consistié en demostrar limites propuestos, aplicando la definicion. Durante
ella cada grupo, en forma individual y presencial, resolvié los mismos ejercicios, los que
pueden verse en el Anexo. Luego, continuamos trabajando en forma analoga a la anterior
para desarrollar propiedades y corolarios correspondientes a las nociones estudiadas.

Una vez finalizada, en cada grupo, la transposicion didactica de la teoria y de la préacti-
ca, de los temas correspondientes a cada enfoque metodolégico, reunimos a los dos grupos
con el fin de presentar ambos enfoques a todos los alumnos de primer ano, y mostrar su
equivalencia como cierre tedrico del tema. Dos semanas después, para terminar la expe-
riencia y también para finalizar el primer cuatrimestre de la materia anual, evaluamos por
segunda vez. En ésta medimos el nivel de aprendizaje y manipulacién de las propiedades
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y distintos resultados de la nocién de limite funcional real de una variable real. Esta
vez propusimos, en la evaluacién, razonamientos y ejercicios los cuales fueron validados
y resueltos por los alumnos de cada grupo en forma analoga a la primera prueba. Con
esta evaluacién se estudid estadisticamente el grado de cumplimiento de la Hipotesis 2
propuesta al comienzo. Este estudio, junto al seguimiento que realizamos a los alumnos en
esta etapa durante el desarrollo de la experiencia, nos permitio verificar fehacientemente
dichas hipotesis. Los ejercicios y razonamientos evaluados en las dos pruebas se anexan
a este trabajo.



Capitulo 3

Notas Sobre Sucesiones y Nociones
de Limite

En este capitulo se presentan las notas sobre Sucesiones de nimeros reales y Nocion
intuitiva de limate funcional, temas desarrollados con la totalidad de los alumnos de primer
ano de la carrera Profesorado en Matematica, en el marco de la asignatura “Analisis
Matematico I”.

Estas notas no constituyen el material de estudio ni de los alumnos ni de los docentes
de la asignatura involucrada. Se presentan aqui con el fin de mostrar los resultados previos
necesarios para el desarrollo del tema Limite funcional real via sucesiones y exhibir la
profundidad con que fue tratado en esta experiencia.

3.1. Sucesiones de numeros reales

3.1.1. Introduccion

Hay muchos procesos que llevan a asociar a cada nimero natural n un determinado
nimero que puede designarse x,, y se obtiene asi un objeto

L1, T2, X3, ,Tp, "
llamado sucesidn. En general, la simbolizaremos {x,} y z, es su término general.

La mayor parte de las veces una sucesién se determina mediante una férmula para
obtener x,, a partir de n. Por ejemplo:

1\"
(a) Tn = (1—’_5) >COIITLEN. ASl/xl:zva:%’x?’:g_é’.“

1
- ... de donde 11 = 2.9y = 13 o = 37 ...
n+1+n+2+ +n+n> U1 2,92 127y3 60°

1
b S
b v ~

Otras veces se indica qué nimero es x1, y qué formula permite obtener cada uno de

13
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los demas a partir del anterior. Por ejemplo:

2
(C> $1:2> $n+1_§(xn+x_n)a n:172737"'

1
d :17 n = n+—a n:172a37"'
@)  wn Ynt1 = Yo+
También es usual dar los dos primeros términos y una férmula para obtener cada uno
de los demas a partir de los dos que le preceden. Por ejemplo:
(e) x1=1,29=1, Tpyo=Tpy1 —Tp, n=1,2,3,---

1
(f) Y1 =2, ya =2, yn+2:§(yn+1+yn)a neN

Por supuesto que no es estrictamente necesario numerar los términos de una sucesion

a partir de 1. Si la definimos mediante

1 n
n — 1
T <+n—2)

lo razonable es que n tome los valores 3,4, 5, - - - . Hay algunos casos en que resulta comodo
como en el siguiente ejemplo:

y conveniente que n sea 0,1,2,3,---
1 1
(g) yozaa yn:yn71+ﬁ7n:172737“'
Una sucesion puede definirse también mediante varias formulas que sirven para de-

terminados valores de n. Por ejemplo:

1
1 ——, sin esimpar;
n
(h)  an=
1
24+ —, sin espar.
n
n2
, si n no es miltiplo de 5;
. n+1
(4) Yn =

1
2+ —, sin es miltiplo de 5.
n

En todos los casos, y para comprender mejor qué caracteristicas tiene una determinada

sucesion, es aconsejable siempre conocer bien sus primeros términos.
Si se tiene una sucesion donde todos los términos son iguales, ésta se denomina suce-

sion constante, por ejemplo
(j)  x,=5VneZ"

Es muy ttil algunas veces determinar si una sucesion, o una parte de ella, es cre-
ciente o decreciente. Entendemos por una sucesion {x,} creciente (decreciente), a aque-
lla cuyos términos estan ordenados de manera creciente (decreciente), es decir, satisfacen
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que T, < Tpi1 (T, > Tpy1). Esto mismo es equivalente a afirmar que z,41 — 2, > 0
(X1 — x, < 0), 0 bien, en el supuesto de que los términos de la sucesién sean positivos,
comprobar si el cociente x,.1/x, es mayor (menor) que 1. Unas veces serd mas facil ex-
plorar z,,1 — x,, y otras examinar el cociente x,.1/x,, segin sea la estructura de x,.
También se podria ensayar la induccion, o recurrir a igualdades o desigualdades conocidas.

Ejemplo 1: Consideremos

Ty = VneZt.
n+1
De esta forma tenemos que
n+1 n
Tpa1 = Ty = .
Ty + 2 Y n+1

Luego,
Tnpr  n+ln+1l  (n4+1)2 n*4+2n+1

T n+2 n  n2+2n  n2+2n

Como n?+2n+1 > n? +2n V n entonces Tpi1/xn > 1 con lo que z,41 > x, ¥V n. Luego,
la sucesion {z,,} = {n/(n+ 1)} es creciente.

Ejemplo 2: Estudiamos ahora la sucesién cuyo término general es

2
a:n:n+ VneZ".
n
De esta manera
(m+1)4+2 n+3 n+ 2
n—+1 n+1 n
Luego,
3 2 24+ 3n—(n?+3 2 -2
-Tn+l_xn:n+ _n+ :n +on (n +on ): VnEZ+
n+1 n (n+1)n n?+n

Asi, xpi1 —x, < 0V n, es decir que x,.1 < x, V n. Concluimos entonces que:
{z,} = {(n+2)/n} es decreciente.

Las sucesiones crecientes y las sucesiones decrecientes se denominan también suce-
siones mondtonas, y bajo esta acepcion se consideran asimismo las sucesiones en las que
el crecimiento o el decrecimiento no es estricto, es decir, se entiende que una sucesion
mondétona es la que verifica

Ty S X Sy < -

o bien
T4 2> Xy 2Tz 2>

En el primer caso la sucesién puede tener infinitos términos mayores que cualquier
nimero positivo, o bien puede ser acotada, es decir todos sus términos son menores que
algun numero A fijado. Se dice entonces que A es una cota superior de la sucesion.
Analogamente, en el segundo caso la sucesién puede tener infinitos términos menores que
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cualquier nimero negativo, o bien puede ser acotada, es decir, todos sus términos son
mayores que algin nimero B fijado. Se dice entonces que B es una cota inferior de la
sucesion.

Por otro lado, también podemos pensar en sucesiones de niimeros completamente
arbitrarios, obtenidos sin una regla dada a priori. Por ejemplo, podemos empezar a cons-
truir una sucesion lanzando sucesivas veces un dado con las caras numeradas del 1 al 6,
y anotando el inverso del resultado obtenido. Podria salir lo siguiente:

1

,r

DN —

11
?3’67

wl =
| =
et =
S

Es claro que no podemos concluir este experimento para obtener la sucesién completa,
pero podemos pensar en la gran cantidad de resultados que serian posibles.

3.1.2. La nocion de limite de una sucesion

La observacién de una sucesién creciente (z1 < x3 < 23 < ---) y acotada (todos los
términos son menores que algiin nimero A) nos sugiere la existencia de un numero z al
cual los términos de la sucesién se acercan cada vez mas, llegando a estar tan préximos
a él como se desee. Por ejemplo la sucesion

—1
xn:n ,n=123,---
tiene todos los términos
—0 1 2 99
€T, = 7-7:2_27-:53_37 7-7:100_1007

menores que 1 y se acercan mucho a 1 cuando n es grande.

Definicién 3.1. Diremos que un niumero x es el limite de una sucesion x1,T9, T3, Si
a cada numero positivo € se le puede hacer corresponder algun término de la sucesion, de
tal manera que €l y todos los que le siguen difieran de x en menos de €.

Cuando se da una situacién como la que se describe en la definicién anterior, se dice
también que {x,} converge a x, o bien mas explicitamente, que {z, } converge a x cuando
n tiende a infinito, y esto se expresa de alguna de estas maneras:

lim z,, = x o bien x,, — x cuando n — oo

n—oo
y a veces se omite la notacion n — oo.

Simbdlicamente:

lim, .oz, =z, * € R & paracadae >0, 3N = N(e) >0 tal que Vn € ZT y
n > N se cumple que |z, — x| < . En general, el valor de N que verifica la condicién de
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la definicién depende del ¢ elegido previamente.

Ejemplo 3: Sea la sucesion {z,,} = {1/n}. Mostraremos, utilizando la definicién 3.1, que
el limite de esta sucesion es 0, es decir

1
lim — =0
n—oo M,

En efecto: Dado € > 0 cualquiera
1 1 n
|z, —0l=—<een>—- neZ
n €

Luego, podemos afirmar que, dado ¢ > 0, IN = [1/¢] + 1 tal que para todon € Z* y
n > N se verifica que |z,| < . La notacién [z] indica la parte entera del nimero real x, es
decir el mayor entero k que satisface £ < x. En particular, si ¢ = 0,01, entonces N = 101.
Esto nos dice que a partir de n = 101 y todos los valores enteros positivos n que le siguen,
se verifica que |z,| < 0,01. Se dice que la sucesion {x,} = {1/n} es convergente, y que
su limite es 0.

Siguiendo los pasos de este ejemplo, intente demostrar que

, 1
ez =0

Observacion 3.2. Ndtese que también para € > 0 dado, el valor de N = [1/e] + 1 sirve
para demostrar que la sucesion {x,} = {a + 1/n} tiene limite a, para cualquier a € R.
Pruébelo.

Ejemplo 4: La sucesion 1,0,1,0,1,0,--- no es convergente porque sus términos oscilan
entre cero y uno.

Ejemplo 5: La sucesion creciente 2,3,5,7,11,13, -+ de los nimeros primos no es con-
vergente porque los valores x,, crecen mas alla de cualquier niimero, es decir esta sucesion
tiene infinitos términos muy grandes, y mas grandes que cualquier nimero A que fijemos.

Sucesiones como las de los ejemplos 4 y 5 no pueden ser convergentes, es decir, son
divergentes. Pero el que tengan términos positivos y muy grandes, se expresa también
usando la palabra “limite”, ahora de la siguiente forma.

Definicién 3.3. Diremos que una sucesion xi,xs,Ts,--- tiene limite +00 si a cada
numero positivo € se le puede hacer corresponder algiun término de la sucesion de tal
manera que €l y todos los que le siguen sean mayores que €. Esto se expresa de alguna de
las siguientes maneras:

lim z,, = +00 o0 bien x,, — +00, con n — o0

n—oo
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Yy a veces se omite la notacion n — Q.
Simbolicamente:

lim,, oo &, = 400 < para cada ¢ > 0, AN = N(e) > 0 tal que Vn € Z* yn > N se
cumple que x, > €.

Ejemplo 6: Sea la sucesion {z,,} = {2n + 1}. Mostraremos, utilizando la definicién 3.3
que el limite de esta sucesion es 400, es decir

lim (2n + 1) = 400

n—oo
En efecto: Dado € > 0 cualquiera,

—1
:cn:2n+1>€<:>n>€T

Luego, dado ¢ > 0, existe N = [(e —1)/2+ 1] tal que 2n +1 > ¢V n > N. En
particular, si € = 100, entonces N = 50, es decir a partir de n = 50 y todos los que le
siguen, se cumple que z, = 2n + 1 es mayor que 100. Asi como tomamos ¢ = 100, se
puede tomar cualquier otro valor positivo para e, y encontraremos un valor N € Z* tal
que se verifica que x, > ¢,V n > N.

Ejemplo 7: Estudiemos ahora la sucesion dada por

n, sin es par;
Ty = . .
" 1, sin esimpar,

es decir 1,2,1,4,1,6,1,8, - --. Dicha sucesion no tiene limite +00 porque no cumple con
la definicion correspondiente. Esto se debe a que para todo entero n impar se verifica que
r, = 1y, por lo tanto no existe un entero positivo a partir del cual todos los valores z,,
sean mayores que cualquier nimero positivo €.

Teniendo en cuenta la definicién 3.3, podemos establecer cuando una sucesién ten-
dra limite —oo. Esto lo haremos a través del siguiente razonamiento:

lim xz,, = —oco significa lim (—x,) = +o0
n—oo n—oo
Definicion 3.4. Diremos que una sucesion xi,xo,xs,--- tiene limite —oo si a cada

numero positivo € se le puede hacer corresponder algin término de la sucesion de tal
manera que él y todos los que le siguen sean menores que —e.

Simbdlicamente:

lim, oo, = —00 & dado e >0, AN = N(e) > 0 tal que Vn € Z* yn > N se cumple
que T, < —¢.
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Ejemplo 8: Sea la sucesién {z,} = {—n + 1}. Veamos que: lim,,_o(—n + 1) = —c0.
En efecto: Dado € > 0 cualquiera
T, < —c&n>e+1

Luego dado ¢ > 0, 3N = [¢ + 2] tal que para todo n € ZT y n > N se cumple que
—n + 1 < —e. En particular, si £ = 1000, N = 1002. Luego a partir de n = 1002 y todos
los valores enteros que le siguen, resulta que x,, = —n + 1 < —1000.

Las definiciones 3.3 y 3.4 se pueden escribir en forma conjunta de la siguiente manera:
lim,, oo x, = 00 < dado e > 0, AN = N(g) > 0 tal que Vn € ZT y n > N, se cumple
que |x,| > .

3.1.3. Propiedades de las sucesiones de niimeros reales

Los resultados que presentamos a continuacién, constituyen una herramienta de mucha
utilidad para el calculo del limite de sucesiones cuyo término general tiene una expresion
compuesta o, en si, complicada.

El siguiente teorema asegura la unicidad del limite finito de una sucesién dada.

Teorema 3.5. Si la sucesion {u,} es tal que lim,, o u, =1l € R ylim, o u, =1y € R,
entonces l; = ls.

Demostracion. Supongamos que l; # [y. Tomemos € = @ > 0, entonces dado que

lim,, o u, = Iy se tiene que AN} = Ny(e) > 0 tal que Vn € ZT y n > Ny, se cumple que

lun, — 14| < @ Andlogamente, dado que lim,,_,., u, = l5 resulta que AN, = Ny(e) > 0
[l —la|

tal que Vn € Z* y n > Ny, se cumple que [u, — lp| < =52

Sea N = méax{Ny, No} > 0. Luego, Vn € Z* y n > N, se cumple

|ll — lg’ S |l1 — Un| + |Un — l2|
L I ]
2 + 2

= |l1 — 3]

Esto es una contradiccién que provino de suponer que [y # [o. Por lo tanto I} = [5.
Luego, concluimos que el limite finito de una sucesién de nimeros reales, si existe, es
unico. O

A continuacion veremos que, a partir de cierto término en adelante, en una sucesiéon
con limite no nulo, todos los términos conservan el signo de dicho limite.

Teorema 3.6 (Conservacion de signo). Si {u,} converge a u # 0 para n — o0,
entonces a partir de un nimero n € Z" se cumple que u,, toma el mismo signo que u.
Simbolicamente:
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(a) Silimy, oo u, = u > 0, entonces a partir de un valor n € Z* (y todos los valores que
le siguen) se cumple que u,, > 0. Andlogamente,

(b) Silim, .o u, = u < 0, entonces a partir de un valor n € Z* (y todos los valores que
le siguen) se cumple que u, < 0.

Demostracion. (a) lim,, oo u,, = u > 0. Luego, para cada € > 0, IN = N(eg) > 0 tal que
VneZtyn> N es|u,—u| < e. Esto ultimo es equivalente a decir que u—e < u,, < u+e.
Tomando & = u/2 se cumple que IN,, > 0 tal que ¥V n > N, se cumple u/2 < u,, < 3u/2.
Como u > 0 se tiene que u,, > 0,Vn € Z" yn > N,.

Andlogamente se prueba (b), a partir de la definicién de limite finito, en este caso
negativo. Se debe tomar ¢ = —u/2 y, siguiendo el mismo razonamiento anterior, se
demuestra la tesis propuesta. l

El siguiente es un resultado que, si bien no es 1til a los fines de calcular limites, nos
servird como herramienta para justificar varios de los razonamientos que siguen.

Teorema 3.7. Las sucesiones convergentes son acotadas.

Demostracion. Si{x,} converge a x, a partir de alguno de sus términos, todos ellos estan
cerca de z, y los que no estén en tal situacion son solamente una cantidad finita. Esta
descripcion cualitativa puede ser suficiente para probar que las sucesiones convergentes
son acotadas. No obstante, se puede determinar un nimero A tal que sea |z,| < A para
todo n, de la siguiente manera:

Al nimero positivo € = 1 le corresponde algun término x, tal que |z, — x| < 1 si
n > r. Entonces |z,| < |z, — 2|+ || <1+ |z| si n > r. El nimero

A= méx{|x1|, |IL‘2|, |ZE3|, T 7|x7‘—1|’ 1+ |I|}

es la cota superior de la sucesion. l

Veremos que, cuando se trata de sucesiones con limites finitos, el limite de la suma
de dos sucesiones es igual a la suma de los limites.

Teorema 3.8. Si{u,} y{v,} convergen a u yv, respectivamente, con u, v € R, entonces
{uy, + vn} converge a (u+v) y {—u,} converge a (—u).

Demostracion. Lo que difieren (u, + v,) y (u + v) esta condicionado por la suma |u, —
u| + |v, — v, puesto que:

[(Un +v5) = (u+ )] = [(un —w) + (vp — V)| < Jup —ul + v, — 0.

Dado € > 0, se pretende encontrar algin r tal que para todo n > r resulte que (u + v)
y (u, + v,) difieran en menos de ¢. Para ello, teniendo en cuenta que lim,, .. u, = u,
sabemos que 3 1 = ri(e) tal que |u, —u| < £/2 V n > r;. De la misma manera, dado
que lim,, o v, = v, tenemos que 3 ry = ry(e) tal que |v, —v| < e/2 V n > ry. Luego,

e €
|(un+vn)—(U+U)|§|un—u|+|vn—v|<§+§:5
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para todo n > méax{ry,re} = r.
Por otro lado: | — u,, — (—u)| = |u, — u| < /2 para n > ry. Asi, —u,, converge a —u. [

Veamos el siguiente resultado, que es una consecuencia del teorema 3.8 que acabamos de
probar.

Corolario 3.9. Si {u,} converge a u, entonces {|u,|} converge a |ul.

Demostracion. Silim,, o u, = u, u € R, dado e > 0, AN = N(¢) > 0 tal que Vn € Z*
y n > N, se cumple que |u,, — u| < e. Por la propiedad del valor absoluto de niimeros
reales, se tiene que para esos n es ||u,| — |u|| < |u, —u| < e. Luego, tenemos que
My, oo [Un| = |ul. O

De manera similar a lo hecho para la suma, veremos que para sucesiones con limites
finitos, el limite de la sucesién cuyo término general es el producto de los términos gene-
rales de cada sucesion, es igual al producto de los limites de dichas sucesiones.

Teorema 3.10. Si{u,} y {v,} convergen a u yv respectivamente, con u, v € R entonces
{unv,} converge a uv.

Demostracion. La desigualdad que relaciona |u,v, — uv| con |u, — u| y |v, — v| es la
siguiente:

UpVp — w0| = |upv, — uv, + uv, — uv|
= |(up — w)v, + u(v, —v)|

< |Un - u||vn| + |u||vn - U|

Dado € > 0, se pretende encontrar un r tal que |u,v, — uv| sea menor que € cuando
n > r. Puesto que las sucesiones convergentes son acotadas, existe algin niimero positivo
A que verifica |v,| < A para todo n. Puede elegirse A de modo que sea también |u| < A.
(Piense como habria que tomar A para que ésto se verifique). Resulta entonces, para cada
n, |uyv, —uv| < Al|lu, —ul+|v, —v|]. Ademas dado € = ¢/2A, existen p = p(e) y ¢ = q(e)
tales que

|un—u|<i para n>p y ]Un—v|<i para n >q
Luego,

2e
U — ] < AlJun — u] + Jon — 0] < A== =
[t v, — uv| < Al|un, — ul| + v, — 0] 54 =€

para n > r = max{p, q}. O

El siguiente resultado involucra una sucesion acotada, que no necesariamente sera con-
vergente, y otra cuyo limite es nulo.
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Teorema 3.11. Si {u,} es una sucesion acotada y {v,} es otra sucesion que converge a
cero, entonces la sucesion {u,v,} converge a cero. Simbdélicamente:

lu,| <M VneZt y limwv,=0= lim (u,v,)=0.
n—oo n—oo

Demostracion. Si {u,} es constantemente cero V n € Z*, la conclusion es trivialmente
cierta. Luego, si este no es el caso, claramente M > 0. Ademas lim, .. v, = 0. Esto
significa que dado e* =¢/M > 0,3 N = N(e*) > 0 tal que sin € ZT y n > N se cumple
que |v, — 0| < e/M.

Consideremos ahora la expresion |u,v,| = |u,||v, — 0|. Luego, V n € Z* y n > N se
cumple que |u,v, — 0] < Me/M = e. En consecuencia lim,, ., (u,v,) = 0. O

A continuacién calcularemos el limite de una sucesion a partir del limite de aquélla
formada por sus reciprocos, siempre que todos ellos sean niimeros reales no nulos.

Teorema 3.12. Si {u,} converge a un nimero u distinto de cero y cada término de la

sucesion es también distinto de cero, entonces {u, '} converge a u™".

Demostracién. Dado e > 0, se trata de encontrar, algin r que verifique que |u'—u™!| < e
cuando n > r. Puesto que:

-1 U — Up

nmu =

lu

Up U

se requiere obtener una cota inferior positiva para |u,|, es decir, un nimero positivo o
para el cual se satisfaga que |u,| > § para todo n. Supuesto que existe tal 0, resulta

|u — wy|

~1_ -1 U7 Un|
=

ju,

Por otro lado, dado que w, — w cuando n — o0, se tiene que dado & = ed|u| > 0,
Jr =r(e) tal que para todo n > r se verifica que |u, — u| < £. Luego,

u' —u | <e-—=¢

para n > r. So6lo falta probar, pues, la existencia de . Para ello consideremos el niimero
positivo |u|/2, al cual le corresponde un término u, tal que |u, —u| < |u|/2 si n > p. De
aqui resulta que |u,| = |u+ (u, —w)| > |u| — |up, — u| > |u| — |u|/2. Finalmente tenemos
que |u,| > |u|/2 para n > p. Luego,

0 = min {[ua, [usl, |ug|, -+, [up-1], [u]/2} > 0

con lo que se concluye la demostracion. O]

Si los términos generales de dos sucesiones convergentes verifican cierta relacién, ésta
se mantiene en el limite.
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Teorema 3.13. Si {u,} y {v,} convergen a u y v, respectivamente con u y v € R y para
cada n se verifica que u, < v,, entonces u < v.

Demostracion. La prueba consiste en suponer u > v y obtener a partir de ahi una con-
tradiccién. Tomemos € = (u — v)/3. A este € le corresponden términos u, y v, tales que
|u, —u| < eparan >py|v, —v| <eparan > q.Sir esel mayor de py ¢, se verifica:
v, —v] <e=(u—w)/3conloquede=u—v=0v=u-—3e.

Luego, v, <v+e=>v. <u—2c <u—cporsere>0ycomo— <u.—u<Ee,se
tiene que u — & < u,. Luego, v, < u — & < u, siendo r = max{p, ¢}, lo cual contradice la
hipétesis u, < v,. En consecuencia, la tesis es cierta, es decir u < v. O

El siguiente resultado se conoce como la Ley del Emparedado o Propiedad Sandwich.

Teorema 3.14. Sean {u,}, {z,} vy {v.} tres sucesiones tales que a partir de un términon
se cumple que u, < x, < v,, ylim,_ . u, =lim, . v, =1, | € R entonces lim,_,, x,, =

l.

Demostracion. Por hipétesis sabemos que 3 ny € ZT tal que Vn € Zt y n > ny se
verifica que u,, < z,, < v,,. Ademés, lim,,_. u, = [, es decir que dado € > 0, I ny, € Z*
tal que V. n € ZT y n > ny se cumple que |u, — | < ¢, lo que resulta equivalente a
l — & < u, <+ ¢e. Andlogamente, como lim,_., v, = [, dado € > 0, I n3 € Z* tal que
Vn €Z"tyn>nsse verifica que |v, — [| < e. De aqui se tiene que | — e < v, <[ +e¢.

Tomemos N = méx{n, ng,n3}; entonces Vn € Z* yn > N se verifica: | —¢ < u,, < x, <
v, <l+e¢,esdecir que —e <z, —l<eVneZ"yn>N. Luego, lim,_ox, =1 O

A continuacién presentamos algunos resultados que involucran limites infinitos.

Teorema 3.15. Si {x,} tiende a cero tomando valores positivos para n — oo, entonces
{z, '} tiende a 400 para n — oo. Simbdlicamente:

Silim z, =0T y x,#A0WncZ" entonces lim ;' = +oo

n—oo n—oo

Demostracion. Silim,,_ x, = 07, se tiene que para cada e > 0, AN = N(e) > 0 tal que
VneZtyn> N se cumple que |z, — 0| < e. Luego, 0 < x,, < &, es decir, i > % De
esta manera se tiene que V n € Z* y n > N, se verifica que i > % = R, con R > 0.
Entonces lim,, ., 1/x,, = 400, por definicién 3.3. O

El siguiente teorema involucra dos casos similares en los que los limites de las suce-
siones difieren en el signo. Las demostraciones son muy semejantes y es por ello que se
desarrolla sélo una de ellas, dejandose la restante para que la complete el lector.

Teorema 3.16. Si {z,} tiene limite +00 (—o0), entonces {x,'} tiende a cero cuando
n — oo y lo hace tomando valores positivos (negativos). Simbdlicamente:

Si Hm x, = +oo(—00) entonces lim z,' = 0"(07).

n
n—oo n—oo
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Demostracion. Dado € > 0, en virtud de la hipdtesis sobre {z,} se tiene que, dado
€ =1/e, AN = N(e) > 0 tal que ¥ n > N se verifica que z,, > € (z,, < —£). De esta
manera, 0 < z,;! <¢e (Jz;' —0| <ey —e < 1/, <0). Luego, lim,, .o, =07 (07). O

Veamos ahora la situacién reciproca de la anterior, es decir, cuando tenemos una
sucesion que tiende a cero con valores negativos, la sucesion formada con sus reciprocos
tiende —oo. Se demuestra de manera similar el caso de una sucesién que tiende a cero con
valores positivos. Para ésta, el limite de la sucesion formada por sus reciprocos, sera 4oo.

Teorema 3.17. Si {u,} tiende a cero tomando sdlo valores negativos para n — o0,
(u, <0V n), entonces {u,'} tiende a —oo para n — oo. Simbdlicamente:
S _ 1
Si limu,=0" y u,#0Vn, entonces lim — = —oc.
n—oo n—0o00 Uy,
Demostracion. Si lim,, o u, = 07, dado e > 0, AN = N(e) > 0 tal que Vn € Z* y
n > N se verifica que —¢ < u,, < 0. Es decir, i < —% < 0. Luego, lim,,_, 1/u,, = —o0,
por definicién 3.4, es decir, {u,'} — —oc para n — oo. ]

En el siguiente teorema el signo del simbolo co se omite pues la conclusion es inde-
pendiente del mismo. En ambas apariciones de este simbolo, el signo es el mismo.

Teorema 3.18. Si {u,} tiende a l; € R para n — oo y {y,} tiende a co para n — oo,
entonces {u, + y,} tiende a 0o para n — oo. Simbdlicamente:

Si lmu,=04,L1€€R y limy,=o00 entonces lim (u,+y,)= 0.

n—oo n—oo

Demostracion. Consideramos dos casos:
(a) Silim, oo yp = +o00 y lim, o u, =1 € R = lim, oo {u, + y,} = +oo.

En efecto: Si lim, .oy, = 400, dado g1 > 0 cualquiera, IN; = Ni(e;) > 0 tal que
VneZ"yn > Ny, se cumple que y, > &;. Por otro lado, si lim, . u, = i, l; € R,
dado g5 > 0 cualquiera, ANy = Ny(g5) > 0 tal que V n € Z1 y n > Ny, se verifica que
[y — &9 < Up <l + 9.

Tomemos N = max{N;, Ny}, entonces V n € Z* y n > N, se verifica u, + y, > ¢* =
(I1 — &3) + &1. Luego, lim,, oo (u,, + y,) = 400, por definicién 3.3.

(b) Silim, oo ¥y = —00 y lim,, ooy, = 1 € R = lim,, oo (up, + ) = —00.

En efecto: Su demostracion es andloga a la anterior. Intente escribirla siguiendo los mismos
pasos que los del caso anterior, usando la definicion 3.4. l
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En la siguiente afirmacion, valen las mismas consideraciones acerca del signo de oo,
que para el teorema anterior. La demostracién se realiza para el caso de signo positivo,
es decir: 400. La que corresponde a —oo, es similar y se deja para el lector.

Teorema 3.19. Si {u,} tiende a co para n — oo y {v,} tiende a oo para n — oo, con
n € Z*, entonces {u, + v,} tiende a 0o para n — oo.

Demostracion. Si lim,,_, u, = +00, dado £; > 0 cualquiera, IN; = N;(g1) > 0 tal que
VneZ"yn> Np, se cumple que u, > ;. Andlogamente, si lim,_., v, = +o00, dado
go > 0, ANy = Ny(g5) > 0 tal que Vn € Zt y n > Ny, se cumple que v, > e.

Sea N = max{Ny, Ny}, entonces V n € Z* y n > N, se verifica u,, + v, > €1 + &3 = ¢
con € > 0. Luego, lim,, . (u, + v,) = +00. O

Veamos una propiedad similar a la anterior, donde en lugar de involucrar a la suma de
sucesiones con limite oo, relaciona el producto de dichas sucesiones. El signo del resultado
obedece a la regla de los signos para el producto de nimeros.

Teorema 3.20. Si {u,} tiende a 0o para n — oo y {v,} tiende a co para n — oo,
entonces {u,v,} tiende a 0o paran — oo, y es facil discernir segin que cada uno de ellos
sea +00 0 —00.

Demostracion. Si lim,, .., u, = 0o, dado &1 > 0 cualquiera, IN; = Ny(g1) > 0 tal que
V'n €Z"yn> Nj, se cumple que |u,| > ;. Andlogamente, si lim,, .., v, = oo, dado
g > 0, ANy = Ny(e9) > 0 tal que V n € ZT y n > Ns, se verifica que |v,| > &3.

Sea N = max{ Ny, Na}, entonces Vn € ZT yn > N, se cumple |u,v,| = |uy||v,| > €160 =
e > 0. Luego, lim,,_,o u,v,, = 00. O

Los teoremas 3.10 y 3.20 permiten calcular el limite del producto de sucesiones con-
vergentes y de sucesiones con limite oo, respectivamente. Veamos ahora otro resultado
para el producto de una sucesion convergente a un limite no nulo por otra con limite
infinito.

Teorema 3.21. Silim, . u, =u # 0 ylim,,_ v, = o0 = lim,_,, u,v, = 0.
Demostracion. Silim,, . u, = u # 0, entonces por el corolario 3.9, se tiene que
lim |u,| = |u| # 0.
n—oo

Luego, dado e = |u|/2, ANy = Ny(e1) > 0 tal que Vn € ZT y n > Ny, se cumple que
||un| — |u]| < |u|/2 con lo que —|u|/2 + |u| < |u,| para esas n. Luego, podemos afirmar
que Vn € Z* y n > Ny, se cumple que |u,| > |u|/2.

Por otro lado, si lim,, . v, = 00, dado €5 > 0, ANy = Na(ey) > 0 tal que Vn € Z* y
n > Ny, se cumple que |v,]| > &3.

Sea N = max{Ny, Ny}, entonces V n € Z* y n > N, se verifica que |u,v,| = |u,||vn| >
galu|/2. Como |u|/2 € Ry €5 > 0 cualquiera, llamamos ¢ = e5|u|/2 > 0 con lo cual se
cumple que Vn € ZT y n > N se verifica que |u,v,| > €. Luego, lim,,_, o u,v, = 00. [
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El resultado siguiente es una herramienta que se necesitara para la demostracién del
teorema 3.23 que sigue.

Teorema 3.22. Sea lim,, .o u, =1, conl € R, y sea ademdas k > [, entonces 3 N positivo
tal que¥Y'n € Z* yn > N, se cumple que u,, < k.

Demostracion. Sea lim,_,., u, = [, [ € R. Como por hipotesis es k > [, resulta &k — [ > 0.
Por definicién de limite de una sucesion, podemos afirmar que dado ¢ = k — [, IN =
N(e) >0 tal que sin € Z* y n > N se cumple |u,, — [| < k — [. Por propiedad del valor
absoluto de un nimero real se cumple que (u, — 1) < |u, — [|. Por lo tanto, Vn € ZT y
n > N, se verifica que (u, — 1) < |u, —I| < k — . Luego, existe N > 0 tal que Vn € Z*
y n > N se cumple u, < k.

Analogamente si lim,, ., u, =1 € R, y k£ es un nimero real menor que [, entonces existe
N >0 tal que Vn € Z* y n > N se cumple que u, > k. O

A continuacion veremos una afirmacién que nos permitird calcular el limite de suce-
siones que involucren logaritmos. Asimismo, la utilizaremos para el cdlculo del limite en
el cual haya alguna sucesion en los exponentes de algunas expresiones.

Teorema 3.23. Silim, . u, =1, conl € R yl >0, entonces

lim logy u,, = log, [ lim wu,,]

n—oo
conb>1.

Demostracion. Por hipétesis lim,, o u, = [ > 0 con [ € R. Consideremos la sucesién
constante {1/1}; luego, por teorema 3.10 es

Siendo b > 1y & > 0, resulta b° > 1, y por lo tanto lim,,_, u,/l =1 < b°. Por el teorema
3.22 se cumple que 3 Ny > 0 tal que Vn € ZT y n > Nj se verifica u, /Il < b*.

Por la misma razon, siendo b™¢ < 1, resulta que 3N, > 0 tal que Vn € Z* y n > N se
verifica u, /l > b~¢.

Sea N = méax{ Ny, N2}, entonces Vn € Z* y n > N, se verifica que

0<b < % < b°.
Por la propiedad de monotonia del logaritmo en base b > 1, es
—€ Un 5
log, (b™°) < 10&(7) < log, (b°).

Luego, Vn € Z* y n > N, se verifica que

—e < logb(ul—n) <e

Esto es equivalente a afirmar que |log,(u,)—log,(l)| < €. Aplicando la definicién de limite
de una sucesion resulta la tesis, pues es lim,, .., log, u,, = log, [; es decir lim,, ., log, (u,) =
log, [limy, 0 Uy, si b > 1. O
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Ejemplo 9: Sabemos que lim,, (1 + 1/n) = 1, entonces

lim In(14+1/n) =In[lim (1+1/n)]=In1=0.

n—oo n—od

Veamos ahora como calcular el limite de una sucesion particular.

Teorema 3.24. Si {x,} es una sucesion que converge a un nimero real k entonces, para
cualquier numero real b > 1 se tiene que

lfm " = pln—eetn = ph
n—oo )
Demostracion. Debemos probar que, dado € > 0 suficientemente pequeno, existe N € N

tal que se cumple que
b —bF| <e, ¥Yn>N (3.1)

A fin de establecer una relacién entre |b*» — b*| y |z,, — k|, usaremos propiedades de
la funcién logarftmica y = log,r y supondremos que € < b*. Concretamente, debido a
que dicha funcién logaritmica es creciente y que b* — ¢, b®» y b* 4 € son todos nimeros
positivos, se tiene que (3.1) es equivalente a la siguiente afirmacién:

logy(1 —eb™) <z, —k <logy(1+eb™®) ¥Yn>N (3.2)
Para llegar a esta conclusién también se usé el hecho que

logy(b* £¢) = logy[b"(1 4 &b )]
= logyh® + logy(1 4+ b™)]
= k+log(1£eb™™)]

Por otro lado, la hipdtesis de convergencia de la sucesién {z,} a k permite afirmar que,
para cada o > 0 dado, existe r € N tal que |z, — k| < o para todo n > r.

Finalmente, si tomamos o = min{—log,(1 —eb™*),logy(1 +eb*)} sabemos que para este
valor existe N € N tal que |z, — k| < o para todo n > N. Pero teniendo en cuenta la
expresion del o seleccionado, se ve facilmente que

logy(1—eb™ < —o <2, —k<o<log(l+eb™*) ¥Yn>N (3.3)
Es decir que hemos encontrado N € N con el cual se cumple (3.2) y, equivalentemente

(3.1). m

Si formamos una sucesion a partir de otras dos convergentes, donde los elementos de
una forman las bases y los de la otra, los exponentes, el limite de la misma se calcula en
funcion de los limites individuales.
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Teorema 3.25 (Sucesién que es potencia de otras dos). El limite de una sucesion
formada por potencias donde las bases son los términos de una sucesion de numeros
positivos que tiende a un limite finito y positivo, y los exponentes corresponden a una
sucesion que tiende a un limite finito es igual a una potencia que tiene por base el limite
de las bases y por exponente el limite de los exponentes. Simbolicamente:

lim (z,Y") = [lim x,)] [l — 00 Yn)

n—oo n—oo

st limy, oo T, €s un niumero real positivo, y lim,,_,o Yy, €s un numero real.
Demostracion. Consideramos la expresion z¥», y le aplicamos el logaritmo en base b con
b > 1. De esta manera se obtiene
log,(z¥") = y,, log, xp,.
Aplicamos limite para n — oo y resulta en virtud del teorema 3.23,

lim log,(z}") = lm (y, log, z,)

n—oo n—oo

= (i) (Jimy toz )

= (1im g, ) log, [ lim z,]

= log, ([1im ")
Luego, como el ultimo miembro derecho es un niimero real, tenemos que

. Yyn , .
bhmnﬂoo logy, (z7") _ (hm xn)hmnﬂm Yn,
n—00

Luego, a partir del teorema 3.24 se sigue que
plimn—oelog (@) — iy (bl(’g”(m%n)) = lim z¥"

Finalmente, se tiene que

limy— 0o Yn

lim z,’" = (lim xz,)

n—oo n—oo

]

Los ejemplos y corolarios siguientes, son consecuencia directa del teorema que acabamos
de demostrar.

Ejemplo 10: Estudiemos el limite de la sucesion

3n+1
2n 4+ 1) 1
n -+ 2

Si dividimos cada numerador y denominador por n, resulta que

o 2n+1 . 2+1 o 3n+1 . 3+ 3
lim =1 322 y lim =1 Z:_
n—oo 42 noool4 2 n—oodn —4  noood— -5
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En consecuencia, por el teorema 3.25 es:

+1

on + 1) o on + 171 St
lim = | lim = 23/5
n—oo \ N+ 2 n—oo N + 2

Corolario 3.26. Sea la sucesion {x,¥"}. Silim, oz, = 0" ylim, .y, =1, conl € RT,
entonces
lim (2,%7) = [lim 2,]|1me—sevnl = of =

n—oo n—oo

Ejemplo 11: Consideremos la sucesion
{ 1 }
— s
n2

1 1 limp, oo %
lim (=) = [lim —] =02 =0

entonces

Corolario 3.27. Sea la sucesion {x,¥}. Silim, . x, =1, 1 € R", ylim, oy, = 0,
entonces
lim (2,%") = [lim z,]™n—eevn =10 =1

n—oo n—oo

2n+3 "z
Sn+1
2n+ 3 24
im = lim

/o +3\ " Cop 3]tz 79N 0
lim = | lim =(Z) =1

3.2. Una nocidon del limite funcional

Ejemplo 12: Sea la sucesion

entonces,

, 1
=— vy lim —<=0

n— oo n2

Slw
(\V]

S|
ot

Luego,

3.2.1. Introduccion

La idea de limite aparece intuitivamente en muchas situaciones. En Geometria Ele-
mental se define la longitud de una circunferencia como el limite a que tiende una suce-
sién de perimetros de poligonos inscriptos en ella (o circunscriptos), cuando la longitud
de cada lado tiende a cero. La misma idea se utiliza para definir el area de un circulo
mediante areas de poligonos inscriptos o circunscriptos. En Fisica, para definir la veloci-
dad instantanea se recurre al limite de la velocidad media cuando el intervalo de tiempo
considerado se hace cada vez menor. Estas ideas sélo pueden hacerse precisas mediante
la definicion previa del limite de sucesiones y del limite de funciones, siendo el primero
un caso particular del segundo.
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3.2.2. La idea de limite

Empezamos con un nimero [ y una funcion f definida “cerca del nimero ¢ aunque
no necesariamente en el propio ¢”. Una traduccion grosera de la expresion

lim f(z) =1 (I es el limite de f(z) cuando x tiende a c)

r—c

podria ser: cuando x se aproxima (tiende) a ¢, f(x) se aproxima (tiende) a l o, andloga-
mente, para x proximo a ¢ pero distinto de ¢, f(x) estd prozimo al.

Hemos ilustrado esta idea en la Figura 3.1. La curva representa la gréafica de la funcion
f. El niimero ¢ aparece en el eje x, el limite [ en el eje y. Cuando x se aproxima a c a lo
largo del eje z, f(z) se aproxima a [ a lo largo del eje y.

Figura 3.1: lim, . f(x) =1

Al tomar el limite cuando x se aproxima a ¢ no importa el hecho de que f no esté defini-
da en ¢, ni qué valor tomaria en ese punto si lo estuviera. Lo tinico que importa es cémo f
estd definida “cerca de ¢”. Por ejemplo, en la Figura 3.2 la grafica de f tiene un trazo dis-
continuo y esté definida peculiarmente en c. Sin embargo, se verifica que lim,_.. f(z) =1
puesto que, cuando x se aproxima a ¢, f(x) se aproxima a [.

Figura 3.2: lim,_. f(z) =1



CAPITULO 3. NOTAS SOBRE SUCESIONES Y NOCIONES DE LIMITE 31

Los niimeros x que estan cerca de ¢ se dividen en dos clases: los que estan a la izquierda
de ¢ y los que estan a la derecha de c. Escribimos

lim f(z) =1 (I es el limite de f(x) cuando x tiende a ¢ por la izquierda)
para indicar que cuando x se aproxima a ¢ por la izquierda, f(x) se aproxima a [. Andloga-
mente,

lim f(z) =1 (lesellimite de f(x) cuando x tiende a ¢ por la derecha)

r—cC

para indicar que cuando x se aproxima a ¢ por la derecha, f(z) se aproxima a [. En cada
caso, nos referimos a ellos como limites por izquierda y derecha respectivamente. Como
ejemplo, véase la Figura 3.3. Obsérvese que en este caso los limites por la derecha y por
la izquierda de 5, no coinciden.

Figura 3.3: lim, 5~ f(z) =2y lim, .5+ f(z) =4

Los limites por la derecha o por la izquierda son llamados limites laterales. Es intui-
tivamente obvio (y cuanto se dice en esta seccién sélo descansa en la intuicién) que

lim f(z) =l lim f(x)=1 y lim f(z)=1

T—C T—c~ r—ct

Una primera consecuencia de esta conclusion es que, si

lim f(z) # lim f(z)

T—C~ r—ct

o alguno de ellos 0 ambos no existen, entonces el limite de f(x) cuando z tiende a ¢ no
existe.

Ejemplo 13: Para la funcién f representada en la Figura 3.4

lim f(x)=4 y lim f(x)=4

T——2" r——2F
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y

N w A~ o
t t t t

2 0 4 X
Figura 3.4: Grafica del ejemplo 13

Luego, lim,_, 5 f(x) = 4, no importando el hecho que f(—2) = 3. Examinando la grafica
de f cerca de x = 4, hallamos que lim,_ .4~ f(z) = 7 mientras que lim,_4+ f(z) = 2. Dado
que estos limites laterales difieren, decimos que el limite de f(z) cuando z tiende a 4 no
existe.

Ejemplo 14: Consideremos la funciéon f representada en la Figura 3.5. Cuando x se
aproxima a 3, por cualquier lado, f(x) se hace arbitrariamente grande. Al hacerse ar-
bitrariamente grande, f(xz) no puede quedarse cerca de ningin ndmero fijo . Luego,
lim, .3 f(x) no existe.

Observemos ahora lo que ocurre cerca de 7. Cuando x se aproxima a 7 por la izquier-
da, f(z) toma valores negativos arbitrariamente grandes en magnitud o valor absoluto
(es decir, menores que cualquier niimero negativo fijado con anterioridad). En esas cir-
cunstancias f(x) no puede aproximarse a un nimero fijo. Luego, lim, .- f(x) no existe.
Puesto que el limite por izquierda en x = 7 no existe, decimos que lim,_.7 f(x) no existe.

y

Figura 3.5: Grafica del ejemplo 14
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Nuestro préximo ejemplo es algo mas sofisticado.

Ejemplo 15: Sea f la funcién definida de la siguiente manera

1, x racional;

fx) = { 0, x irracional.

Consideremos un nimero real ¢ cualquiera. Cuando x se aproxima a ¢, toma valores
tanto racionales como irracionales. Al suceder ésto, f(z) salta abruptamente hacia abajo
y hacia arriba entre 0 y 1, no pudiendo permanecer préxima a ningtin ntimero fijo [. Por
consiguiente, lim, .. f(x) no existe.

Observacién 3.28. Cuando no se ha dado la grdfica de la funcion estudiada, puede
resultar util dibujarla. Sin embargo, los limites pueden calcularse prescindiendo de las
grdficas.

Ejemplo 16: Vemos que lim, _3(2x 4+ 5) = 11, pues cuando z tiende a 3, 2x tiende a 6,
y 2x + 5 tiende a 11.

Ejemplo 17: Tenemos que lim,_,(2? — 1) = 3, pues cuando z tiende a 2, 2% tiende a 4,
y 22 — 1 tiende a 3.

Ejemplo 18: Resulta aqui que
1 1
lim =—
z—=3xr—1 2
1

pues cuando z tiende a 3, x — 1 tiende a 2, y ﬁ tiende a 5.

Ejemplo 19: Vemos, a partir de la Figura 3.6, que el lim, ., 12 no existe.

r—

Figura 3.6: Gréfica del ejemplo 19
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Ejemplo 20: Afirmamos aqui que lim,_»(z — 2)/(z — 2) = 1. Notemos que, en z = 2
la funcion no estd definida: tanto el numerador como el denominador valen 0. Pero como
hemos dicho anteriormente, ésto no importa. Para todo = # 2, cerca de 2,

r—2 ) -2 ,
po— =1 de manera que }31—%13—2 —iLI%l—l
Ejemplo 21: Veamos que,
o2 —dx 44
lIm ——— =0
=2 T —2
Observemos que, en x = 2 la funcién no estd definida: tanto el numerador como el

denominador valen 0. Pero esto no importa. Para todo x # 2 cerca de 2,

w?—dr+4  (z—2)?

— =7 -9
z—2 -2 "
de ahi que
2 _4x+4
i 2 e —2) =0,
r—2 x—2 xr—2

Ejemplo 22: En este caso, lim, »(z — 2)/(z* — 4z + 4) no existe.

Este resultado no proviene del hecho de que la funcién no esté definida en x = 2, sino del
hecho que, para todo = # 2 préximo a 2, se verifique
T — 2 1
w2 —4x+4  x—2

y de que, como ya hemos visto en el Ejemplo 19,

lim no existe.

1‘—)2{L‘—

Ejemplo 23: Si f(z) es la funcién definida por

o= 1%

entonces lim, ., f(x) = 5. En efecto, para x # 2 cerca de 2, f(x) = 3z — 1; de ahi que

lim, .o f(z) = lim,_5(3z — 1) = 5. No importa que f(2) = 45.

Ejemplo 24: Si definimos la funciéon

flz) = { 2z, r<l1;

2z, x> 1.

entonces lim,_.; f() no existe. Se obtiene esta conclusion, puesto que los limites laterales
son diferentes:

lim f(z) = lim (—2z)=—-2 y lim f(z)= lim (22) =2

z—1— r—1— r—1t r—1t
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Ejemplo 25: Si f(z) es la funcién del ejemplo 24, entonces lim,_.; o3 f(x) = 2,06. Esta
conclusion se debe a que, para los valores de x suficientemente proximos a 1,03, los valo-
res de la funcién se calculan por la féormula 2z, esté x a la izquierda o a la derecha de 1,03.

Todas las conclusiones obtenidas en esta seccion fueron construidas sobre la base de
la intuicién, pero no tiene porqué ser asi. Uno de los grandes éxitos del calculo ha sido
su capacidad para formular de manera precisa los enunciados relativos a los limites.

3.3. Trabajo Practico: Nocién intuitiva de limite

En los ejercicios 1 a 12 se consideran un ntmero ¢ y la grafica de la funcién f. Utilice
la grafica de f para hallar

(a) Mm f(z)  (b) lim f(z)  (¢) lm f(z)  (d) f(c)

r—c™ r—ct r—c

y=f(x)

/ y=f(x)

-2+ .o

Figura 3.7: Ejercicio 1 con ¢ = 2. Figura 3.8: Ejercicio 2 con ¢ = 3.
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y

y=F(x)

y

1

y=f(x)

Figura 3.9: Ejercicio 3 con ¢ = 3.

14\

Figura 3.10: Ejercicio 4 con ¢ = 4.

y=F(x)

Figura 3.12: Ejercicio 6 con ¢ = 1.

y=f(x)

T
N

/ : e i > :
Figura 3.11: Ejercicio 5 con ¢ = —2.

y

y=f(x)
11
: ) ] . X

Figura 3.13: Ejercicio 7 con ¢ = 1.

\f

Figura 3.14: Ejercicio 8 con ¢ = —1.

Ejercicios 13 y 14: Indique los valores de ¢ para los cuales lim, .. f(x) no existe.



CAPITULO 3. NOTAS SOBRE SUCESIONES Y NOCIONES DE LIMITE 37

y y
| y=f(x)

y=f(x) |

. o ;
t 0 t ¢ é j t t t X ; ; ; 5 ; ; 33 ; X

Figura 3.15: Ejercicio § con ¢ = 3. Figura 3.16: Ejercicio 10 con ¢ = 3.

y y

L T3
y=f(x)
17 ° T
. : : . —t : : T1
0] 2 4 X
/ . . 1 _12 : ) : . — : : X
-2 1

y=f(x)

Figura 3.17: Ejercicio 11 con ¢ = 2. Figura 3.18: Ejercicio 12 con ¢ = —2.

y 3 y

Figura 3.19: Ejercicio 13. Figura 3.20: Ejercicio 14.

Ejercicios 15 a 50: Decida, con razonamientos intuitivos, si existe o no el limite indicado
y calcilelo en caso de existir.
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15.
18.

21.

24.

27.

30.

33.

36.

39.

41.

43.

45.

47.

49.

lim (22 — 1) 16, lin(2— 5x) 7. Jlim
xr— 77_/) ) 1
lim 19 Tl ([z] = 2) 20.  lim B
4
3 22. lim 23 2
x~>1x—|—1 xﬂ0;+16 ) x—»—lgj—|—1
1 , 4T — 2
. 25. 1 , x°—6x+9
56 =3 2. lm———
2
_ — 2
5 r—3 28. lim L 3z + 29. lim T —2
z—3 —6:62+9 =2 x—2 z—2 12 — 3x + 2
lfm = 3. lim (a+ - / 1
2x — 5x? _
T — 34, lim L0 a1
xz—0 X z—3 06 — 21 35. lim
=1 B z—1 r —1
lim . 37. as I 22+ 1
ki oy B
lfm f(z) L z70, 10, lmfe); fla) =4 30 <k
z—0 ’ 3 z = 0. ' z—1 ’ 3, z>1
7 . _ z° y L 7£ 4; ; . - —1'2, x < 0;
lin fa); f(x) = { o iTE e s s@={ T S0
22, 1 <0 ) 2x, x <1;
aljl_r)r%)f() _{1+x x> 0. 44 }:I_)qu(l’), )= 2 +1, r>1
, x racional; , . | 2z, =z racional;
alsli%f( 7); N { 2, 1 irracional. :%:1—{% f@) fx)= { 2, 1 irracional.
. . _ r, x<l , , B 2r, x <1;
i:r%f(x), _{a:—l—Q x> 1. 48. :lclg(l)f(x)’ f(x)_{x—i—l, x> 11.
. V2 +1-42 . Va2 +5—+/30
luq 1 . 50. hr% 3 .
r— xr — T— xXr —

51. (Use calculadora) Dé una estimacion de lim, o sin(x)/z (medido en radianes)
después de calcular el cociente para los valores x = 41, +0.1, +0.01,£0.001.
52. (Use calculadora) Dé una estimacién de

lim
x—0 x

cos(x) — 1

(medido en radianes)

después de calcular el cociente para los valores x = 41, +0.1, +0.01,£0.001.
53. (Use calculadora) Dé una estimacién de

|

rz—1

después de calcular el cociente para los valores x =0.9,0.99,0.999,0.9999 y x =1.1, 1.01,
1.001, 1.0001.



Capitulo 4

Enfoque Continuo de la Teoria del
Limite Funcional en una Variable

4.1. Introducciéon

Entre todos los conceptos que se presentan en el Calculo Infinitesimal, el de limite es
sin duda el mas importante y quizas también el mas dificil. En este capitulo presenta-
mos formalmente la definicién de este concepto utilizando la idea de entorno y entorno
reducido.

4.2. Definicion de limite

Sea f una funcién y ¢ un numero real. No exigiremos que f esté definida en ¢, pero
si que f esté definida en, al menos, un conjunto de la forma (¢ — p,c) U (¢,c + p) con
p > 0. Esto garantiza que podamos hablar de f(z) para todos los z # ¢ que estén “sufi-
cientemente préximos a c”.

Decir que lim, .. f(z) = [ es equivalente a decir que | f(z) — | se puede hacer arbitra-
riamente pequeno con tal que |x — ¢| sea también arbitrariamente pequeno pero distinto
de cero.

De manera mas formal, presentamos la siguiente “definiciéon fundamental”; a la cual
nos referiremos como la definiciéon € — § del limite de una funcion.

Definicién 4.1 (El limite de una funcién). Sea f una funcion definida al menos en
algin conjunto de la forma (¢ — p,c) U (¢,c+p) con p > 0. Luego, lim,_,. f(x) =1 si y
sélo si para cada € > 0 existe un § > 0 tal que si 0 < |x — | < entonces |f(x) — 1] < e.

Las Figuras 4.1, 4.2 y 4.3 ilustran esta definicién.
En general, el § que verifica la condicion de la definicion, depende del ¢ elegido pre-

viamente. No exigimos que exista un unico numero d que “sirva”para todos los € sino,
mas bien, que para cada ¢ exista un 0 que “sirva’para él particularmente.

39
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(0]

Figura 4.2: Una eleccion posible de €. Figura 4.3: Otra eleccion posible de €.

En las Figuras 4.2 y 4.3 visualizamos dos elecciones de ¢, y para cada una de ellas
mostramos un 0 apropiado. Para que un ¢ sea apropiado, en todos los puntos que se
encuentran a una distancia de ¢ menor que 0 (con la posible excepcion del propio c¢) la
funcién debe tomar valores que estén a una distancia de [ menor que €. En la Figura 4.3,
partimos de un £ mas pequeno y tuvimos que usar un ¢ también mas pequeno.

El § de la Figura 4.4 es demasiado grande para el ¢ dado. En particular, los puntos
designados en dicha figura por x; y o no son aplicados por la funcién a distancias de [
menores que €.

Observacidén 4.2. Siempre que se digalim,_.. f(z) = [, se presupone que f(x) esta defini-
da al menos en algin conjunto de la forma (¢ —p,c) U (¢,c+ p) con p > 0.

A continuacién aplicamos la definicion € — § de limite a una amplia variedad de fun-
ciones. A quien no haya usado nunca argumentos del tipo ¢ — § (“Dado ¢, encuentre un
d”), estos le podran parecer algo confusos en un principio. Normalmente se requiere algtin
tiempo para familiarizarse con la idea ¢ —  para definir el limite.
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y

Figura 4.4: Un § demasiado grande.

Ejemplo 1: Demostremos que lim,_,»(2x — 1) = 3.

f(x)=2-3x

o)

Figura 4.5: Grafica del ejemplo 1.
Figura 4.6: Grafica del ejemplo 2.

Sea ¢ > (. Buscamos un numero § > 0 tal que si 0 < |z — 2| < §, se cumple que
|(2z — 1) — 3] < e. Lo primero que tenemos que hacer es establecer una relacién entre
|(2z — 1) — 3| y |x — 2|. En este caso, dicha relacién es sencilla: |(2z — 1) — 3| = |22 — 4| =
2|z — 2|. A partir de ello, es suficiente tomar § = /2 pues de esta manera para aquellos
x € R que satisfagan que |z — 2| < 0, se cumplird que |[(2z — 1) — 3| < e. En efecto:
(22 —1)—=3| =2z —2|<2§ =-e.

Observacién 4.3. En el Ejemplo 1, hemos escogido § = /2, pero podriamos haber es-
cogido cualquier 0 positivo, § < /2. En general, si un determinado 0 resulta apropiado,
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cualquier 0 > 0 mds pequeno también lo serd.

Ejemplo 2: Probemos que lim,_._;(2 — 3z) = 5.

Sea ¢ > 0. Buscamos un ntmero § > 0 tal que si 0 < |z — (—1)| < 0 entonces
|(2—3x) — 5| < e. Para hallar una relacién entre |z — (—1)| y [(2 —3z) — 5|, simplificamos
ambas expresiones: |z — (=1)| = |z + 1] y [(2—3z) = 5| =| — 3z — 3| = 3|z + 1.

Podemos hacer que el miembro izquierdo de la tultima expresiéon sea menor que e
tomando |r — (—1)] < ¢/3. Esto sugiere tomar § = £/3. Veamos que ese ¢ sirve. Si
0 < |z —(—1)] <e/3, entonces 3|x — (—1)| < e con lo que |(2 —3z) — 5| <e.

lcl

ffffff r-----|lcl+e
|
|
! f(x)=IxI
|

————————————— Icl—¢

Figura 4.7: Grafica del ejemplo 3.
Ejemplo 3: Veamos que lim, .. |z| = |¢|.

Sea ¢ > 0. Buscamos un nimero 6 > 0 tal que si, 0 < |x — ¢| < 0 entonces ||z| — |c|| < e.
Puesto que ||z| — |¢|| < |z — ¢| podemos escoger § = . Luego si 0 < |x — ¢| < & entonces
l|z] — ||| < &, lo que demuestra el resultado planteado.

Observacién 4.4. En la demostracion del ejemplo anterior se usé el hecho que ||x| —
lc|| < | — c| lo que proviene de propiedades del valor absoluto tales como a® = |a|?,
ab < |ab| = |a||b|, por lo que

(2 —0)* = 2" — 2zc+c* > |a|* — 2lalle| + |ef* = (|2| — |c])?

De aqui que v/ (|z] — |¢|)? < v/(z — ¢)? por lo que se deduce finalmente el resultado bus-

cado.
Ejemplo 4: Demostremos que lim,_..x = c.

Sea € > 0. Buscamos un nimero § > 0 tal que si 0 < |z — ¢| < J, entonces |z — ¢| < .
Evidentemente, podemos escoger § = .
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y

C+¢

A

0]

Figura 4.8:

y

a+te

A

0]

Figura 4.9: Grafica del ejemplo 5.

Ejemplo 5: Probemos ahora la siguiente igualdad lim,_..a = a.

43

La funcién que esta involucrada aqui, es la funcién constante f(x) = a. Sea ¢ > 0. Tene-
mos que encontrar un nimero 0 > 0 tal que si 0 < |z — ¢| < d, entonces |f(z) — a| < .
Pero |f(x) — a|] = |a — a] = 0 cualquiera sea x. Luego, no importa cual sea el § escogido,
siempre se verificard que |f(x) —a| =0 <e.

Habitualmente los razonamientos ¢ — ¢ se desarrollan en dos fases. En una primera
etapa, realizamos una pequena tarea algebraica, denominada “hallemos un §”. Esta ac-
tividad supone partir de un € > 0 dado y establecer una relacién entre |f(x) —1I| y |z — ¢
de modo tal que, a partir de ella, se pueda elegir claramente el § en funciéon de € de

manera de poder asegurar que |f(x) — | < ¢ cada vez que |x — ¢| < §. La segunda etapa

consiste en demostrar que el § seleccionado sirve para nuestros fines, comprobando que
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Figura 4.10: Grafica del ejemplo 6.

para nuestra eleccién de 6, es cierta la implicacion
O<|z—c|<d=|f(x)—1]<¢

Los dos ejemplos siguientes son mas complicados, pero pueden dar una idea mejor de
cémo hallar un 6.

Ejemplo 6: Consideremos el siguiente limite 1im,_4 /z = 2.

En efecto: Sea e > 0.

Primera etapa: Hallemos un §. Buscamos un nimero § > 0 tal que si 0 < |z — 4| < 0,
entonces |/ —2| < . Intentaremos encontrar ahora una relacién entre |/x —2| y |z —4].
Como estamos trabajando con la funcién f(z) = y/z, debemos considerar = > 0 para que
f tome valores reales. Esto se asegura tomando 0 < 4. Teniendo en mente esta restriccién
para el 9, escribimos

P—d= (VP -2 = (VT4 2)(VE -

Si tomamos valores absolutos al primer y tltimo miembro de las igualdades anteriores,
teniendo en cuenta que |\/z + 2| > 1, para todo = > 0 podemos concluir que |\/z — 2| <
|z —4]|. Esta tltima desigualdad sugiere tomar simplemente 0 = . Pero recordemos ahora
el requisito previo de que ha de ser § < 4. Podemos satisfacer todos los requerimientos
tomando 0 como el minimo entre 4 y €.

Veamos ahora la segunda etapa: la comprobacién de que el § elegido sirve. Sea ¢ > 0.
Escojamos 0 = min{4, e} y supongamos que 0 < |z — 4| < J. Puesto que § < 4, tenemos
que z > 0 y podemos escribir |z — 4| = |\/x + 2||v/z — 2|. Como |\/x + 2| > 1, podemos
concluir que |\/xr — 2| < |z —4|. Al ser |t — 4| < § y § < ¢, resulta que |\/z — 2| < . Con
ésto concluimos que efectivamene lim, .4/ = 2.

Ejemplo 7: Probemos ahora que lim,_32® = 27.

En efecto: Sea e > 0. Hallemos un §. Buscamos un nimero § > 0 tal que, si 0 < [z—3| < 0,
entonces |3 — 27| < e. La relacién que necesitamos entre |z — 3| y |3 — 27| se halla
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i

y
27+¢

27 1

27-¢

Figura 4.11: Gréfica del ejemplo 7.

factorizando el binomio 2% — 27 como z3 — 27 = (x — 3)(z* + 3z + 9). Luego, tomando
valores absolutos
|2° — 27 = |z — 3||2* + 3z + 9 (4.1)

En este punto necesitamos hallar un control de |22+ 3z+9| para los valores de x cercanos a
3. Supongamos en un principio que los valores de x no difieren de 3 en mas de una unidad.
Con esto estamos haciendo una eleccién de §. Veamos dénde nos lleva. Si |z — 3| < 1,
entonces 2 < x <4y

|22 4+ 324+ 9] < |22+ |3z| + |9
|z)? + 3|z| +9
< 16+12+9=237

De (4.1) se deduce que si |z — 3| < 1 entonces
|z® — 27| < 37|z — 3 (4.2)

Si ademds, suponemos que |z — 3| < £/37, obtenemos que |x® — 27| < €. Pero €/37 es
otra eleccién de §. De los dos valores seleccionados, elijamos el mas conveniente, es decir,
aquel que nos asegure todas las deducciones realizadas. Un valor que cumple con este
requisito es ¢ igual al minimo entre 1y £/37.

Comprobemos que este § sirve. Sea ¢ > 0. Elijamos § = min{1,¢/37} y supongamos
que 0 < |z—3| < §. Entonces, |[z—3| < 1y |[z—3| < £/37. Por (4.2), [23—27| < 37¢/37 = ¢.
Luego, lim,_,3 2> = 27.

Existen muchas maneras diferentes de formular un mismo resultado relativo a los
limites. Algunas veces una formulacién es més conveniente que las demés; otras veces es
otra. En cualquier caso es 1util saber que las siguientes formulaciones son equivalentes:
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(7) Vi f(z) =1 (id) Tim,—o(f(x) — 1) = 0

(130) limg—.|f(z) =1 =0 (iv) Ump_o f(c+h) =1

Se deja como ejercicio para los alumnos la demostracién de la equivalencia entre (), (i7),
(1ii), es decir, (i) < (ii) < (iii). Probemos a continuacién la equivalencia entre (7) y (iv).

Proposicién 4.5. (i) lim,_.. f(z) =1 < (iv) limp_o f(c+ h) = L.

Demostracion: Caso (i) = (iv): Si lim,_. f(z) = [, por la definicién 4.1, dado ¢ > 0,
36 >0 tal quesi 0 < |x —¢| < J entonces |f(x) — | < e. Consideremos la siguiente
sustitucion en la definicién anterior: * = ¢+ h (Nétese que no se ha afirmado nada sobre
el signo de h). Luego, dadoe > 0,360 > 0 tal quesi0 < [c+h—c| < d = |f(c+h)—I] < e.
Esto, segun la definicién 4.1, corresponde a lim;, o f(c+ h) = . O

Caso (i) < (iv): Si se parte de que limy,_ f(¢ + h) = [, y se sustituye ¢ + h por x en
la definicién correspondiente, de manera analoga a lo que se hizo en el caso anterior, se
llega rapidamente a la conclusion (). O

Ejemplo 8: Para f(z) = x3 tenemos que

lim, ., 23 = 8, lim, (2% —8) =0

lim, .o |2 — 8| =0, limj,_.o(2+h)* =38

Consideremos ahora las siguientes afirmaciones:

(@) lm f(x) =1 y (b) lim|f(x)] = |l

r—c

y establezcamos relaciones entre ellas. Concretamente, veremos que se verifica que (a) =
(b), mientras que el razonamiento reciproco es falso.

Proposicién 4.6. lim, .. f(x) = [ implica que lim,_.. |f(x)| = |I].

Demostracion: Silim,_,. f(z) =1, dadoe > 0,3 > 0 tal que si 0 < |z —¢| < § entonces
|f(z)—=1| <e. Pero||f(z)|—|l]| <|f(z)—1| <e. Luego ||f(z)|—|l|]| <esi0<|z—c| <.
Asi, segun la definicién 4.1, se tiene que lim, .. |f(x)| = |I|. O

Por otro lado, veamos que lim,_..|f(x)| = || no implica que lim,_,. f(z) = | mediante
un contraejemplo. Sea

B 1, siz € Q (racional);
f(x) = { —1, siz €1l (irracional).
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Entonces |f(z)] = 1V x € R. Luego lim,_..|f(z)| = 1 para cualquier ¢. Sin embargo,
lim,_.. f(z) no existe para ninguna eleccién de c. Probemos esta ultima afirmacion.

En efecto: Primero veremos que el niimero 1 no es el limite buscado, y luego demostraremos
que ningin numero real [ # 1, es dicho limite. Sea ¢ = 1,5. Para cualquier entorno reduci-
do de ¢ que se elija, se cumple que, si 0 < |[xr—c| < §y « € T entonces f(x) = —1 cualquiera
sea el § que se tome. Por lo tanto para esos z es [f(x) =] =|—-1—-1] =2 > ¢ = 1,5.
Luego lim, .. f(z) # 1.

Para probar que ningtin nimero real [ # 1 es el limite de f(z), para cuando z tiende a
un valor ¢ real cualquiera, elegimos ¢ = |1 —[|/2 que es positivo pues [ # 1. En cualquier
entorno reducido de ¢ que se tome, se verifica que: si0 < [z —¢| < dyz € Q, es f(z) = 1.
Por lo tanto, para esas x se tiene que:

fa)—=p -y >l
cualquiera sea el d que se tome. Esto es suficiente para asegurar que la funciéon f no ad-
mite a ningin nimero real distinto de 1 como limite en un punto c real. En consecuencia,
lim, .. f(z) no existe, cualquiera sea ¢ € R.

Nos ocuparemos ahora de las definiciones € — § de los limites laterales. Se trata de
los enunciados € — ¢ habituales, excepto que para un limite por la izquierda, el § debe
emplearse solo del lado izquierdo de ¢ mientras que para un limite por la derecha, el § ha
de emplearse sélo por el lado derecho de c.

Definicién 4.7 (Limite por la izquierda). Sea f una funcion definida al menos en
un intervalo de la forma (c — p,c), con p > 0.

Diremos que lim,_,.- f(x) =1~ (y se lee I~ es el limite de f(z) cuando x se acerca a
¢ por la izquierda y se lo denomina limite lateral izquierdo de f(x)), si para cada € > 0
existe un 0 > 0 tal que si c — 6 < x < ¢ entonces |f(x) — 17| < e.

Definicién 4.8 (Limite por la derecha). Sea f una funcion definida al menos en un
intervalo de la forma (c,c+ p), con p > 0.

Diremos que lim, .+ f(x) =1t (y se lee [T limite de f(z) cuando x se acerca a ¢ por
la derecha y se lo denomina limite lateral derecho de f(x)), si para cada € > 0 existe un
§ >0 tal que sic < x < c+ 0 entonces |f(z) —IT] <e.

Como veremos en el siguiente ejemplo, existen funciones para las cuales estos limites
laterales son distintos. En estos casos, el limite (bilateral) no existe.

Ejemplo 9: Consideremos la funcién

-1, =z <0
1, =>0.

Luego lim,_.o f(x) no existe.
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y

Figura 4.12: Grafica del ejemplo 9.

A partir de la grafica de la Figura 4.12, se observa que los limites laterales de la funcién
f(z) en x = 0son 1y —1, por derecha y por izquierda, respectivamente. Esto se puede
demostrar muy facilmente a partir de las definiciones dadas, ya que la funcién f(z) toma
valores constantes, a uno y otro lado de z = 0; valores que coinciden con dichos limites
laterales. Luego, dado € > 0, cualquiera sea el 6 > 0 que se tome, se puede comprobar lo
afirmado anteriormente.

Veamos a continuacion que no existe el lim,_,o f(z). Para ello probaremos en primer
lugar que el nimero 1 no es el limite buscado. En segundo lugar, veremos que ningin
numero real [ # 1, puede ser dicho limite. Si se verifican las 2 afirmaciones anteriores,
entonces los valores de f no tienen limite en el punto x = 0.

Veamos que lim,_, f(x) # 1. Consideremos £ = 1/2. Cualquiera sea el entorno re-
ducido de cero que tomemos, digamos de radio 6 > 0 cualquiera, contiene puntos x
negativos; es decir, existen x tales que —9 < x < 0. Para estos valores, f(x) = —1. Luego,
|f(z) — 1| > 1/2. Esto es suficiente para afirmar que lim, o f(x) # 1.

Veamos ahora que lim,_o f(z) # [ para cualquier nimero real [ # 1. Para ello consi-
deremos € = |1 —1|/2 que es positivo pues [ # 1. Luego, cualquiera sea el entorno reducido
de cero, digamos de radio 6 > 0 cualquiera, contiene valores positivos. Es decir, existen
puntos z tales que 0 < x < § para los cuales, f(z) = 1. Luego, |f(x) — 1| = |1 —1] > .
Con ello podemos afirmar que ningin numero real [ # 1 es el lim, o f(z).

De ambas afirmaciones, podemos concluir que no existe niimero real que sea limite de
f(x) cuando z tiende a cero. Luego, dicho limite no existe.

Los limites (uni)laterales nos dan una manera sencilla de determinar cuando un limite
(bilateral) existe. La demostracién de este resultado es sencilla, puesto que cualquier ¢§
que sirva para el limite, tambien serd apropiado para los limites laterales y que cualquier
0 que sirva para los dos limites laterales servird para el limite.

Proposicion 4.9.

lim f(z) =l & lim f(r)=1 y lm flz) =1
Demostracion: Caso (=): Si lim,_. f(x) = [, dado € > 0, 3 § > 0 tal que, tanto si
c—d<zx<ccomosic<zx<c+d,se verifica que |f(z) — | < e. Por lo tanto, tenemos
que lim, .+ f(z) =lm, .- f(z) =1. O
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Caso («<=): Silim, ..+ f(z) =1, dado ¢ > 0, 3 ; > 0 tal que si
c<z<c+o=|flr)-l<e (4.3)
Si lim, ..~ f(z) =1, dado € > 0, 3 J5 > 0 tal que si
c—h<zr<c=|flz)-l<e¢ (4.4)

Sea 0 = min{dy, d}. Luego dado £ > 0, veamos que este J sirve.

Consideremos los z tales que 0 < |z —¢| < d y & # ¢. Entonces ¢ — 6 < & < ¢+ 6.
Luego, para los = tales que ¢ — § < x < ¢ se tiene que c — ds < ¢c— 9 < x < ¢y luego por
(4.4) podemos afirmar que |f(z) — [| < e. Para los z tales que ¢ < z < ¢+ 4 se tiene que
c<x<c+d<c+dy de esta manera por (4.3) podemos afirmar que |f(x) — ] < e.
Finalmente hemos probado que cualquiera sea z tal que 0 < |z — ¢| < d, se tiene que
|f(z) — | < e. Luego, lim,_.. f(x) = L. O

4.3. Algunos teoremas sobre limites

Como hemos visto en la ultima seccion, puede resultar tedioso aplicar cada vez el
criterio € — § para calcular el limite de una funcion. A continuacién, veremos algunos
teoremas generales acerca de los limites, a partir de los cuales podremos ahorrarnos buena
parte de ese trabajo repetitivo. Naturalmente, estos teoremas (al menos los primeros) han
de ser demostrados por medio del método € — §.

Empezaremos por demostrar que el limite, si existe, es tnico.

Teorema 4.10 (Unicidad del limite). Silim, .. f(z) = y lim,_.. f(x) = m, entonces
[=m.

Demostracion: Vamos a demostrar que [ = m probando que la hipétesis [ #£ m lleva a
una contradiccién. Supongamos que [ # m. Como lim, .. f(z) = [, sabemos que dado
e=|l—m|/2 > 0 existe 6; > 0 tal que si 0 < |z — ¢| < d; entonces

|l —m|

F@) —1 < (45)
Por otro lado, dado que lim,_.. f(z) = m, sabemos que, con el ¢ anterior dado, existe

dy > 0 tal que si 0 < |z — ¢| < J5 entonces

|l —m|

fl@) = ml < =

(4.6)

Tomemos ahora un ndmero z; que satisfaga 0 < |21 — ¢/ < min{d, d»}. Entonces, por
(4.5) y (4.6) es

|l —m|

2

|l —m|

|f(x1) = 1] < 9

y  [flz) —m[ <
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De esto se deduce que

|l —m| 0= fz)] + [f(21) —m]|
< U= Flz)] + [f(z1) — m]
|l —m| |l —m)|

2 2
|l —m)|

A\

Luego, concluimos que |l —m| < |l —m]|, lo cual es un absurdo. El mismo provino de
suponer que [ # m. Luego | = m. O]

El siguiente resultado constituye una herramienta muy util a la hora de calcular
limites, a partir de otros conocidos.

Teorema 4.11. Silim, .. f(x) =1 y lim,_.. g(x) = m, entonces

(i) limy, ..[f(2) + g(2)] = L+ m
(11) lim,_.[af(x)] = a, pam cada o real

(i) imy [ f(x)g(2)] =

Demostracion: Demostraremos cada item separadamente.
(i) Sea € > 0. Probaremos que existe un § > 0 tal que si 0 < |z — ¢| < § entonces
|(f(z) + g(x)) — (I +m)| < e. Obsérvese que:

((f(2) +g(2)) = (U +m)| =

|(f () = 1) + (9(x) —m)|
< [f(

z) =1+ |g(x) = m| (4.7)

Conseguiremos que |(f(x) + g(z)) — (I +m)| sea menor que ¢ haciendo que |f(x) —
y |g(z) — m| sean ambos menores que £/2.

Dado que lim, .. f(x) = [ y lim,_..g(x) = m, sabemos que existen dos nimeros
positivos, §; y 0, tales que si 0 < |z—c| < &1, entonces |f(z)—1] < teysi0 < [z—c| < &,
entonces |g(z) — m| < ie.

Ahora definamos § = min{d;, do} y observemos que,

1 1
si 0<|z—c| <0, entonces ]f(x)—l|<§5 y |g(a:)—m|<§5

A partir de ello y de (4.7) tenemos que |(f(z) + g(z)) — (I +m)| < e.

Resumiendo, hemos encontrado § = min{dy, d2}, que hace que, si 0 < |z —¢| < § entonces
|(f(z) + g(x)) — (I +m)| < e. Por consiguiente, (i) queda demostrado.

(ii) Para demostrar este item, fijemos un nimero real a cualquiera. Hay dos posibilidades:
a # 0 o bien o = 0. Consideremos ademas un € > 0 dado.
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Si a # 0, tendremos que dado € = ¢/|a| > 0, y puesto que lim,_.. f(x) = [, existe un
d > 0 tal que si 0 < |z — ¢| < 0 entonces |f(z) — | < €. Luego,

af(z) —al| = |aflf(z) -1
< |alg
= ¢ si0<|z—c] <9,

de lo que se deduce que lim, .. o f(z) = al.

Sia=0,
limaf(z) = lm[0f(z)]
= im0
=0
= 01

por ser el limite de una constante igual a la constante misma.
En ambos casos, queda demostrado (ii).

(iii) Empezaremos con un poco de dlgebra:

[f(@)g(x) —Im| = [(f(x)g(x) = f(z)m) + (f(x)m — lm)]
< |f(@)g(x) — f(x)m| + [f(z)m — lm|
= |f@)llg(x) —m| + [m]|f(z) =]
< |f@)llg(@) —m[+ (A +[m])]f(x) =1 (4.8)

Consideremos ahora € > 0. Puesto que lim,_,. f(z) = y lim,_.. g(x) = m, sabemos que

» dado e; = 1 existe un numero ¢; > 0 tal que, si 0 < |xr — ¢| < &; entonces
|f(z) — 1] < &1y por consiguiente para 0 < |z — ¢| < d; se tiene que

f@) = [(flz) =)+
< |f(z) =1+ 1]
< 1+ (4.9)

» dado g3 = ¢/(2 + 2||) existe un niimero ds > 0 tal que si

0<|z—c|l<de=lg(x) —m| < e (4.10)

» dado €3 = ¢/(2 4 2|m|) existe un nimero 3 > 0 tal que si

O<|xr—c|<ds=|f(x)—1I] <e3 (4.11)
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Tomemos 6 = min{dy, da,d3} y observemos que para los z tales que 0 < |z — ¢| < 9,
se verifican (4.9), (4.10) y (4.11). Con ello y (4.8) se tiene que

[f(@)g(x) —lm[ < (1+|l)ez + (1 +[m])es

Con esto queda demostrado (iii) y en consecuencia, el teorema.
O

Los resultados del teorema 4.11 se extienden facilmente (por inducciéon matematica)
a cualquier coleccion finita de funciones en el sentido siguiente:

Silim, . fi(x) =1, Um,_. fo(z) =1, -+, lim,_.. f,(z) = [,, entonces
il/_)Hi [Oélfl(l’) + OZQfQ(Z') —|— s + Oénfn(l')] = Oélll —f- 06212 —f- e + Oénln (412)
y
ilfé [Oélfl(x)%fQ(x) T Oénfn(ﬂﬂ)] = ailiagly - aply (4-13)

Observaciéon 4.12. A partir de estos resultados es facil ver que todo polinomio de la
forma P(z) = a,a™ + - - - + a1z + ag verifica que:

lim P(z) = P(c) (4.14)

r—cC
Demostraremos esta igualdad, sin usar el criterio € — 0. En su lugar, aplicaremos el teo-

rema 4.11 y sus generalizaciones.

En efecto, ya sabemos que lim,_,.x = ¢. Ademds, si k € Z*

lim2* = limazz -z
r—cC xﬁc\w—/

k veces

Como consecuencia de (4.13) para k € Z*, se tiene que

lim 2% = limz limz - - lim 2 = ¢* (4.15)
r—c r—cC r—cC r—cC
N ~~ 7
k veces

También sabemos que lim,_,.ag = ag. Por ello, de (4.12) y (4.15) resulta que:

lim(ap,z"™ + -+ + a12 4+ ag) = a,c” + -+ + arc + ay,

r—C

es decir, lim,_.. P(z) = P(c).

Aplicamos este resultado para calcular los siguientes limites:

lfm,_, (522 — 122 + 2) = 5(1)2—12(1) + 2 = -5
lim, o(142® — 72?2 + 22 +8) = 14(0)° — 7(0)* 4+ 2(0) + 8 = 8
lim, . (223 4+ 2% —20-3) = 2(=12+(-1)?>-2(-1)-3 = =2
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Un caso especial de limite de un producto de funciones es cuando uno de los limites
es cero. En ese caso no es necesario que el otro limite exista.

Teorema 4.13. Si para algin nimero §; > 0, |f(z)] < M para 0 < |x —¢c| < & y
lim, .. g(z) = 0, entonces lim,_.[f(z)g(z)] = 0.

Demostracion: Consideremos € > 0. Si f(x) es idénticamente cero alrededor de ¢, la
conclusion es trivialmente cierta. Luego, si este no es el caso, claramente M > 0. Por
hipétesis se sabe que |f(z)] < M para 0 < |z —c¢| < d1; ademas se sabe que lim,_,. g(z) =
0. Luego, dado € = ¢/M, existe d > 0 tal que si 0 < |z — ¢| < J5 entonces |g(x)| =
lg(x) — 0] < €. Sea 0 = min{dy, d2}; asi para 0 < |x — ¢| < 0 se tiene:

|f(z)g(z) = 0] = [f(z)|lg(z)]
< Mg

= £

En consecuencia, si 0 < |z — ¢| < 0 entonces |f(z)g(x) — 0| < &, con lo que se concluye
que
lim f(z)g(x) =0

r—cC

]

Ejemplo 10: Consideremos las funciones g(x) = z, Vo € Ry f(z) definida como 1 para
los x € Q y como 0 para los x € I (irracionales). Probaremos que lim,_o f(z)g(z) = 0.

En efecto: Ya hemos visto que lim, ..x = ¢, V ¢ € R. En particular para ¢ = 0 es
lim,_,ox = 0.

Por otro lado, de manera analoga a lo realizado en el contraejemplo presentado para
mostrar que el razonamiento reciproco de la proposicion 4.6 es falso, se puede probar
que la funcién f(z) definida més arriba no tiene limite cuando z — 0 (se deja para
los alumnos dicha demostracién). Es decir que lim,_¢ f(z) no existe. Sin embargo, f(z)
es acotada; particularmente lo es en cualquier entorno reducido de cero. Concretamente
cualquiera sea § > 0, se verifica que |f(x)| < 1 siempre que 0 < |x — 0| < 4.

Finalmente, se verifican las hipétesis del teorema 4.13 para las funciones f(z) y g(z).
Por lo tanto, se puede afirmar que lim,_o f(z)g(z) = 0.

A continuacién estudiaremos limites de reciprocos y de cocientes de funciones.

Teorema 4.14. Si lim, ..g(z) = m con m # 0 y g(x) # 0 en las prozimidades de c,

entonces
i 1 1
lim — = —
e g(z)  m

Demostracion: Para g(x) # 0,

‘ L 1] lgl@) —m
(@) m| Jg@)lml
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Puesto que lim, .. g(x) = m, dado € = |m|/2, existe §; tal que si 0 < |z — ¢| < §y,
entonces |g(z) — m| < |m|/2. Luego, si m = |m| > 0y 0 < |x — ¢| < §;, entonces
0< 2 <g(x)<3im. Asi, [g(z)] > ‘m‘ para esos valores de x.

Por otro lado, sim <0y 0 < |z — c| < d; se tiene que 3m/2 < g(x) < m/2 <0, de lo
que se sigue que |g(x)| > |m|/2.

En consecuencia, cualquiera sea el signo de m, si 0 < |x—c¢| < d;, entonces |g(z)| > |m|/2.
De ello, tenemos que ( 57 < | - Luego, para 0 < |z —¢| < 0y es:

m| 2
Hm\ m|?

- —\ ofa) i

Tomemos un ¢ > 0 arbitrario. Nuevamente, puesto que lim, ..g(x) = m, dado & =
(m?/2)e > 0, existe d; > 0 tal que si 0 < |z — ¢| < d; entonces |g(z) — m| < €. Luego,
tomando § = min{d;, d2} se tiene que:

<e

1 1
O<|x—c|<5:>‘———
g(z) m

Ejemplo 11: En virtud del teorema 4.14, podemos afirmar que:

1 1 i 1 1 i 1
1m — = —; 11m ———- = — m — = —.
z—4 12 16" z—223—1 VAR — |:L“| 3

Una vez sabido que los reciprocos no presentan dificultad, los cocientes resultan faciles
de manejar.

Teorema 4.15. Silim, .. f(z) =1 y lim,_..g(x) =m con m # 0 y g(z) # 0 cerca de c,
entonces
flz) 1

lfm 2 — =

a—ec g(x) m

Demostracion: La clave estd en observar que el cociente puede escribirse como un pro-

ducto: o) )
x
— = flr)—.
o@ T
Dado que lim,_.. f(z) =y lim,_., ﬁ = %, la regla del producto (parte (iii) del teorema
4.11) da
lim —f(x) By
g(x) m m

]

Observacion 4.16. Como consecuencia inmediata de este teorema sobre cocientes se
puede ver que si P(x) y Q(x) son polinomios y Q(c) # 0, se verifica que

o P) _ Ple)
2Q) QL)

(4.16)
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En virtud de ello, podemos calcular los siguientes limites:

. 3z—5 _ 6=5 _ 1
limg_s 2241 s

; x3—3z2 __  27T—27 __
lim, 35=5 = 5= = 0

Veremos a continuacién que, cuando la funcion del denominador tiene limite cero, el
resultado es diferente.

[\

Teorema 4.17. Silim, .. f(z) =1 conl # 0 y lim,_..g(z) = 0, entonces lim,_... % no
eriste.

Demostracion: Supongamos, por el contrario, que existe un nimero real L tal que

h’mM:L

e g(2)

Entonces g(x) # 0 para © — ¢; es decir para 0 < |xr — ¢| < 0 para algin § > 0. Luego,

[ =lim f(z) = lim {g(x)@}

Tr—cC Tr—cC g(,jL')

f(z)

= limg(z) lim ——

Tr—c r—c g(gj‘)
= 0L =0
lo cual contradice nuestra hipotesis de que [ # 0. Luego, lim,_... % no existe. l

Ejemplo 12: El teorema 4.17 permite asegurar que los siguientes limites no existen.

it x? i 3x—17 " 5
11m 11m 11m —.
s—lp —1 2527324 y z—0 T

Sily =lim, .. f(x) y Iy = lim, .. g(x), los casos problemadticos en el limite del cociente
f(z)/g(x) se presentan cuando l; = ls = 0 (0 no existen por ser los dos infinitos) y esta
circunstancia se presenta en muchas ocasiones. El siguiente teorema nos ayuda a resolver
algunos de estos casos.

Teorema 4.18. Si f(z) = g(x) en un entorno reducido de ¢, ylim,_.. f(x) = L, entonces
lim, ..g(x) = L.

Demostracion: Si f(z) = g(x) en un entorno reducido de ¢, entonces existe §; > 0 tal que
f(z) = g(x) para 0 < |z — ¢| < §;. Ademads, como lim,_.. f(x) = L, dado ¢ > 0, 33 > 0
(en general funcién de €), tal que si 0 < |z — ¢| < dq, entonces |f(x) — L| < e.

Sea § = min{dy,d2}. Si 0 < |z — ¢| < 0, entonces |f(z) — L| < ey f(z) = g(x),
para esas z. En consecuencia, dado € > 0, 36 = min{d;, d»} tal que |g(x) — L| < € si
0 < |z — ¢| < ¢. Finalmente, concluimos que lim, .. g(x) = L. O
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Presentamos a continuacién ejemplos donde se visualiza la utilidad de este teorema
para el cédlculo del limite de un cociente de funciones cuando los limites de dichas fun-
ciones son ambos cero.

Ejemplo 13: Calculemos los limites que existan:

z x2—z— . 122—31'—4 2
(a) lm,_5 =25, (b) lim, .4 %

7 x+1
(¢) limg—. (222 +72+5)2

En cada uno de los tres casos, tanto el numerador como el denominador tienden a
cero, por lo que hemos de tener cuidado.

(a) En primer lugar factorizamos el numerador:

?—x—6  (x+2)(z—23)

r—3 r—3

Para x # 3 tenemos que
?—1x—6
r—3
es decir que estamos en presencia de dos funciones: f(z) = x +2 y g(z) = (2% —
x —6)/(x —3) que coinciden en todo punto de un entorno reducido de 3 y tales que
lim,_,3 f(x) = 5. Luego, en virtud del teorema 4.18

= (z +2)

2
-6
fm T2 —lim(z +2) =5

r—3 xr — r—3

(b) Obsérvese que:

(22 — 3z — 4)? B [(z+1)(z —4))? B (x+1)%(x —4)2

r—4 N r—4 r—4

Luego, para x # 4
(22 — 3x — 4)*
x—4
Luego, siguiendo el mismo razonamiento que en el item anterior, se ve que se ve-
rifican las hipétesis del teorema 4.18 para las funciones f(z) = (x + 1)*(z — 4) y
g(z) = (z* — 3z — 4)?/(x — 4) y el ntimero L = 0. Finalmente concluimos que,

= (z+1)*(z—4)

. (* =3z —4)2 9 B

S L
(c) Puesto que:

r+1 r+1 r+1

(222 4+T7x+5)2  [2z+5)(z+1)2 (2z+5)%(x+1)?
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se puede ver que, para x # —1

(x+1) 1

(222 4+ Tz +5)2  (2x+5)%(z+1)

En este caso, por el teorema 4.17,

1
lim no existe,
e——1 2z +5)%(x + 1)

y por consiguiente por el teorema 4.18, considerando que este teorema es valido
también para el caso en que L no es finito,

, (z+1)
lim
z——1 (2:E2 + 7z + 5)2

tampoco existe.

El siguiente resultado se conoce como Teorema de la Funcién Intermedia o del encaje
o del emparedado y permite calcular ciertos limites mediante comparaciones con otras
funciones que tienen limites coincidentes.

Teorema 4.19 (Teorema de la Funcién Intermedia o del encaje). Si h(z) <
f(z) < g(x) para todo x en un intervalo abierto de centro c, excepto posiblemente en el
propio ¢, y st lim, .. h(z) = L = lim,_.. g(z) entonces lim,_.. f(x) existe y es igual a L.

Demostracion: Dado € > 0, existen §; y Jy tales que |h(x) — L| < € siempre que 0 <
|z —c| <01y |g(z) — L| < e siempre que 0 < |z — ¢| < ds.
Como h(z) < f(z) < g(x) para todos los x de un intervalo abierto que contiene a c,
excepto posiblemente en ¢, existe d3 > 0 tal que h(z) < f(z) < g(z) para 0 < |z —¢| < Js.
Sea 0 = min{dy, da, d3}. Entonces, si 0 < |z — ¢| < 0, se sigue que para todo x se
verifica que |h(x) — L] < ¢, |g(z) — L] < ey h(z) < f(z) < g(z). Luego, tenemos que
L—ec<h(z) < f(r) <g(x) < L+ ¢, de donde podemos concluir que |f(x) — L] < € si
0 < |z —¢| < 6. Por lo tanto, lim,_.. f(z) = L.
[

Ejemplo 14: Vamos a demostrar que lim,_ . sin(z)/x = 1 mediante un poco de geometria
sencilla y el teorema de la Funcién Intermedia.

En efecto: Para x > 0, préximo a cero tenemos que el drea del tridngulo OAP es igual a
sin(x)/2, el drea del sector circular de radio » = 1 y dngulo central de z radianes es igual
a r?z/2 que es igual a z/2 y el drea del tridngulo OAQ es igual a tan(z)/2 que es igual
a sin(z)/2 cos(x), como puede observarse en la Figura 4.13

Dado que el triangulo OAP esta contenido en el sector circular que a su vez esta con-
tenido en el tridngulo OAQ (y todas las inclusiones son estrictas), tenemos que

1,()<1 -
—sin(z —T
2 2

1sin(x)
2 cos(z)’
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tan x
sen x

\x

1

Figura 4.13: Grafica del ejemplo 14

que es equivalente a

1
R

sin(z) = cos(z)

Tomando los reciprocos resulta

sin(x) <1

cos(x) <
() < =2
Esta desigualdad se ha obtenido para los > 0 préximos a cero. Pero dado que cos(—x) =
cos(z) y sin(—z)/(—z) = sin(x)/(x), la ultima desigualdad también se verifica para x < 0
proximo a cero.

Podemos entonces aplicar el teorema de la Funcién Intermedia o del encaje. Dado que

limcos(z) =1 y liml=1,

z—0 x—0

podemos concluir que
sin(x)

lim

x—0 x

=1.

Observacion 4.20. En esta seccion todos los enunciados se refieren a limites bilaterales.
Aunque no nos detendremos a demostrarlo, todos estos resultados siguen siendo vdlidos
en el caso de los limites (uni-)laterales.

4.4. Limite infinito y generalizacién del concepto de
limite
4.4.1. Limite infinito

En la seccién anterior analizamos y aplicamos la definicién de limite de una funciéon
real de variable real, cuando el mismo es un nimero real. Estudiamos la existencia o no
de estos limites.

La no existencia de limite finito puede deberse a alguno de los siguientes casos:
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(a) Existen limites finitos distintos a derecha y a izquierda de la abscisa de tendencia.
Tal es el caso de la funcién |z|/x en el origen.

(b) La funcién oscila, como sucede en el origen con la funcién sin(7/x).

y x
y y=sen %

o - - - - -]
x

— — — — — —  w|d

Figura 4.15: Grafica de la funcion

Figura 4.14: Gréfica de la funcién |z|/x. sin(r /).

(c¢) O bien, cuando x se aproxima al punto de acumulacion, los valores de la funcién
superan, en valor absoluto, a cualquier nimero prefijado. Para este ultimo caso,
consideremos la funcién f(x) = 1/z, que no tiene limite finito en el origen. Si
prefijamos cualquier € > 0, siempre es posible encontrar un entorno reducido del
punto de acumulacién 0, en el cual los valores correspondientes de la funcién son
mayores, en valor absoluto, que €.

Por ejemplo, si € = 109, |é| > 10°  lo cual equivale a: |z| < %06.

Es decir, 0 < |z — 0] < 1/10° entonces |1/z| > 10°, y en el entorno reducido de 0,
de radio 107, cualquier x del dominio tiene una imagen mayor, en valor absoluto,
que 10°. En general, dado € > 0 basta considerar § = 1/e para que se verifique que:

1
Para cada = tal que 0 < |z —0] <J se tiene que |—|>¢
x

Definicién 4.21. Sea f una funcion definida al menos en algun conjunto de la forma
(a—p,a)U(a,a+p), con p> 0. Una funcion tiene limite infinito en el punto a, si y sdlo
si, para cualquier nimero positivo € existe un nimero positivo 0, tal que si 0 < |[x—a| < §
entonces |f(x)| > e.

En este caso, interesa especialmente ¢ “tan grande como se quiera”, ver (Figura 4.17).
Por convencién, para indicar la situacién anterior, se admite la notacién siguiente:

lim f(z) = o0

r—a
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Figura 4.16: Grafica de la funcién 1/z.

Figura 4.17: La recta x = a se denomina asintota vertical al grafico de f.

El concepto de limite infinito se puede diversificar considerando el signo de los valores
de la funcion:

lim f(z) =400 Ve>0,36>0, talquesi0 < |z —a|l <= f(x) > e (Figura 4.18)

r—a

lim f(z) = —c0o < Ve>0,35>0, tal quesi 0 < |[z—a| < 0 = f(z) < —e (Figura 4.19)

r—a

4.4.2. Generalizacion del concepto de limite

Interesa también considerar una definicion de limite para cada uno de los casos si-
guientes:

1. limite finito para * — +o00

2. limite infinito para r — +oo
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k)
0 a-§ axa+d X

B

Figura 4.18: lim,_,, f(z) = +oc. Figura 4.19: lim,_,, f(z) = —o0.

Sea f una funcién definida en un conjunto no acotado del tipo (—oo, +00), (—o0, ],
[a, +00) 0 (—00,b] U [a,+00). Presentamos las siguientes definiciones para los casos pro-
puestos:

1¢"C'aso: Limite finito en un conjunto no acotado.

(a) Sea f(z) definida al menos en algin conjunto de la forma (—oo, b] U [a, +00)

lim f(z)=l€eR<Ve>0,30 >0 tal queVx en el dominio de fy |z| >0

= |f(x) =l <e¢
(b) Sea f(x) definida al menos en algin conjunto de la forma [a, 4+00)

lim f(r)=1€eR&Ve>0, 30 >0 tal queV z en el dominiode fyz >4

T—+00
= |f(z) -1l <¢
(c) Sea f(x) definida al menos en algin conjunto de la forma (—oo, b]

lim f(zx)=1<Ve>0,30 >0 tal queV x en el dominiode fyx < —0

=|f(x) =l <e

La recta de ecuacién y = [ se denomina asintota horizontal al grafico de la funcién
f(z). De acuerdo con el grafico, se verifica lim,_,  f(z) =1 y lim,,_ f(z) = 1. Asi,
decimos que lim, ., f(x) = [. Obsérvese que, en este caso, debe elegirse el mayor entre
los niimeros § y ¢’ como se puede ver en la Figura 4.20. Si se observa la Figura 4.16,
podemos afirmar segiin lo que acabamos de mencionar que para la funcién f(z) = 1/z se
tiene que:

lim f(z) = lim 1 0.

r—00 r—0o0 U
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y=f(x)

o

|
I
I
I
:
|
== "X
)

Figura 4.20: Gréfica de f y su asintota horizontal.

Esto se probara formalmente en el ejercicio 1 del Trabajo Préactico sobre Limites Infinitos.

2 1
Ejemplo 15: Sea f(z) = ’ +3
x —

Figura 4.21: Grafica del ejemplo 15.

Para calcular lim, .., f(x), es conveniente dividir numerador y denominador por x # 0.

Resulta asi que

241 L 2—2
lim =

Se verifica, ademads, que lim, ., f(z) =2y lim, ., f(z) = 2.
Ejemplo 16: Sea f(z) = ﬁ%ﬁ
Para calcular lim,_, f(z) se puede dividir numerador y denominador por x?

) 2 —4x+3 |, 1-24+3
hm:—:hmx—lxz
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y (X)= x2-4x+3
x2+1
J
1¥ ,,,,,,,,,,, y=1
0| 1 3 X

Figura 4.22: Grafica del ejemplo 16.

Resulta también lim, ., f(z) =1y lim, . f(z) = 1.

Ejemplo 17: Sea f(z) = ==

Para calcular lim, ., f(z) podemos dividir numerador y denominador por va? = |z|.
Como la funcién |z| se define

| = x, siz>0;
| -z, siz<O.

entonces deben calcularse separadamente lim, ., f(z) y lim,_,_, f(x).

Considerando = > 0, resulta

o

, Ja] ) 1 B
lim lim =1
T——+00 1 + ;%_ kp| r—+00 1 + 55 x
Sies x < 0, resulta
o] 1 , ~1 1
lim f(z)= lm [ —%— — — | = lm [——+-]=-1
r——00 Tr— —00 1+ LQ ‘x| Tr— —00 1+ LQ X

29°C'aso: Limite infinito en un conjunto no acotado.

(a) Sea f(x) definida al menos en algin conjunto de la forma (—oo, b] U [a, +00)

lim f(z) =00 < Ve >0, 30 >0 tal que V z en el dominio de fy |z] >

r—00

= [f(x)] > €
(b) Sea f(z) definida al menos en algiin conjunto de la forma [a, +00)

lim f(z) =400 Ve >0, 30 >0tal que V x en el dominiode fy x> ¢

T——+00

= f(x) > ¢
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A
/ o y

77777777

Figura 4.23: Gréfica del ejemplo 17. Figura 4.24: Grafica del ejemplo 18.

(c) Sea f(z) definida al menos en algin conjunto de la forma [a, +00)

lim f(z)=—-0c0< Ve >0, 30 > 0tal que V x en el dominio de fy x > 0

T—-+00
= f(z) < —¢
(d) Sea f(z) definida al menos en algin conjunto de la forma (—oo, b

lim f(z) =400« Ve>0, 35 >0tal que Vz en el dominiode fyxz < -6

= f(x) >«
(e) Sea f(z) definida al menos en algiin conjunto de la forma (—oo, b]

lim f(x) = —oc0o < Ve>0, 36 > 0tal que Vz en el dominio de fy z < —¢

= f(x) < —¢
Ejemplo 18: Sea f(r) =2* + 1

Im (z°+1) =400 y lim (#°+1)=—c0

T—+00 T——00

Luego decimos que lim, ., f(z) = oc.

4.5. Guias de Trabajos Practicos

En esta seccion incluimos los Trabajos Préacticos presentados por los alumnos y que
fueron resueltos por los estudiantes de ambos grupos; con la metodologia correspondiente.
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4.5.1. Trabajo Practico: Calculo de limites a partir de la defini-
cién

1. (a) {Cuadl de los § representados en la Figura 4.25 son apropiados para el € dado?

y
l+e —~
| -~~~ ==-= T
l-¢ 4~ 3
|
|
|
|
(C
o[ o, o=, ¢ |y, cre, X
C-8, cC+J,

Figura 4.26: lim,_.. f(z) = L.

Figura 4.25: lim, . f(z) = (.

(b) {Para cudl de los ¢ representados en la figura 4.26 sirve para el § especificado?

2. Halle, para los siguientes limites, el mayor d que sirva para un ¢ arbitrario dado.

i i 1 1 2
(a) lim 2z = 2 (b) lim 5z = 20 (¢)lim -z =1 (d)lim -z = -

3. Dé una demostracién € — § para los limites siguientes:

(a) h’rri(2x —5)=3 (b) h'n%(Sx —1)=5 (c) lin§(6x —-7)=11
(d) 11’1%(2—5@ =2 (e) h'rr%|1—3x| =5 (f) h’r%|x—2| =0

4. Sea f una funcién de la cual sélo se sabe que

si 0<|z—3|<1 entonces |f(x)—5|<0,1

,Cual de los siguientes asertos es necesariamente cierto?

(a) Si|x — 3| <1, entonces |f(z) — 5| < 0,1

(b) Si |z —2,5| < 0,3, entonces |f(z) — 5| < 0,1
(¢) lim,_3 f(z) = 5.

(d) Si0< |z—3| <2, entonces |f(x) — 5] <0,1
(e) Si0 < |z — 3| <0,5, entonces |f(z) — 5| < 0,1.
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(f) Si0< |z —3| <1, entonces |f(z) — 5] < 1(0,1).
(g) Si0 < |z—3| <1, entonces |f(x) — 5] <0,2.
(h) Si0 < |z —3| <1, entonces |f(z) — 4,95 < 0,05.
(i) Silim,_3 f(xz) =1, entonces 4,9 <[ < 5,1.

5. Supongamos que |A — B| < € para cada ¢ > 0. Demostrar que A = B. Sugerencia:
Suponer que A # B y considerar € = %|A — B|.

6. D¢ los cuatro enunciados de limite equivalentes tomando

7. Demuestre que
lim f(z) =0« lim |f(x)| =0

8. Dé una demostracién € — ¢ de la equivalencia de los enunciados de limite (i) al (iv)

9. (a) Demuestre que lim, .. \/x = \/c para ¢ > 0. Sugerencia: Si z y ¢ son positivos,

se verifica
Jz =

0< |V —+el = NSV

— e~

(b) Demuestre que lim, g+ /7 =

10. Dé una demostracion € — § de los siguientes enunciados

(a) lima2® =4 (¢c) limvz+1=2

r—2 r—3
b limz3 =1 d lim vV3—2=0
1
Tr— r—3"

1, x racional;

. . entonces
0, x irracional.

11.  Demuestre las siguientes proposiciones (a) Si f(x) = {

no existe lim,_.. f(z) para ningin ndimero c.
(b) lim, - f(xz) =1 & limy,_o f(c — |h|) =

() lmy ot f(2) =1 & My fc+|h]) =
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4.5.2. Trabajo Practico: Calculo de limites por propiedades

1. Suponiendo que

lim f(z) =2, limg(z)=—-1, limh(z) =0,

r—cC r—cC r—cC

calcule los limites que existan.

a) lim x) —g(x im x)|? c¢) lim @
(a) lmgc[f(2) —g(x)]  (b) Hma_[f(2)] (¢) Hmg . o)
im M e) lim ﬁ im !
N O Olimechay O
2. Suponiendo que
ifir(ljf(fﬂ) =3, }rl;nig(x) =0, glcl/_)rllh(ﬂi) = -2,
calcule los limites que existan.
(a) lim,_.[3f(z) +2h(z)]  (b) lim, _.[h(z))? (c) lmg_. %
{ 9(x) e) lim 4 im z)]?
(d) Hmy_. ") () lim, ., o (f) lim,..[3 + g()]

3. Si me piden que calcule

, 1 1 1
Iim | - — -
z—4 \x 4 r—4

respondo que este limite es cero puesto que

1 1
lim {———] =0

x—4 | 4

y menciono el teorema 4.11 (sobre el limite de un producto) como justificacion.
Compruebe que el limite es, en realidad, —1/16 y diga dénde me he equivocado.

4. Si me piden que calcule
x4 —12
lim ——,
z—3 r—3
respondo que ese limite no existe puesto que lim, .3(z — 3) = 0 y menciono el
teorema 4.18 (sobre limite de un cociente) como justificacién. Compruebe que el

limite es, en realidad, 7 y diga déonde me he equivocado.
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5.

Calcule los limites que existan

68

. 2
(1) lim 3 (2) 11%(5 ~ 4z)? (3) 1im (z°+3x—7)
(4)  lim 3z — 1 (5)  lin |a® —§ (6 lim2
z—V3
L ooat 4] 32 9) lim (x - é)
M s (®) lm— ~o\" T
10 1§ v trtl . 2—a? (12) h’mﬂﬁ_i_1
(10) ro2 224 20 (11) QI}L% Ax =0 T
x? , x , 1
(13) i (14)  lim —— (15)  limh <1 h)
, 1 . x—2 .o xt—4
0 Jmioep 00 Mmooy )
. (=1 —6)? _x—a T —a?
19 lim —— 20 lim ‘
(19) oo, z+ 2 (20) a—1 1 —x (21) }:lg% (Bx —1)(z* —2
1— L 1— 75 t4 @
22) b2 23)  lim —= ‘ t
(22) P (23) ML (24) mHg
% —1 242t +1 3z 8
{ 26 | {
(25)  Mm-o— (26) a1 (D) xli@4(x+4+x+4
2z 8 2 8 1
{ 9 I -— .ty
(28) a:li>n_l4 (x+4 x+4)( ) ot (x+4 x+4)(30) 11_{%75_ i
t
6. Calcule los limites que existan
, 1 1 , /1 1 1
(a) lim,_4 (E - 1) (b) lim,_.4 _(; - Z) (x — 4)]
, 11 ] 1 1
7. Calcule los limites que existan
) 2+ +12 , 24+ —12
(a) lim, 3 -3 (b) lim,_3 -3
) (22 + x — 12)? ) r? 41— 12
(c) lim, .3 7 _3 (d) Hm, 3 W
8. Suponiendo que f(z) = z? — 4z, calcule los limites
. xz)— f(4 , x)— f(1
(a) lim,_4 % (b) lim,_; %
, z)— f(1 , r)— f(2
(c) lim,_.3 I i_ g( ) (d) lim,_3 J@) = /2) x)— g( )
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9. Exhiba un ejemplo en el que lim,,_..[f(z)+g(x)] exista, sin que existan ni lim,_.. f(z)
ni lim, . g(z).

10.  Exhiba un ejemplo en el que lim,_..[f(z)g(x)] exista sin que existan ni lim,_,. f(z)
ni lim, . g(z).

11. Decida si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique sus respues-
tas.

a) Silim,_.[f(x)+ g(x)] existe, pero lim,_. f(x) no existe, entonces lim,_,. g(x)
no existe.

b) Silim, ..[f(x)+ g(x)] y lim,_.. f(x) existen entonces lim, .. g(x) no existe.
c) Silim, .4/ f(x) existe, entonces lim,_. f(z) existe.

d) Silim,_. f(z) existe, entonces lim, . v/ f(z) existe.

e) Silim, . f(x) existe, entonces lim,_,. ﬁ existe.

) Si f(z) < g(x) para todo = # ¢, entonces lim,_. f(z) < lim,_. g(x).

g) Si f(z) < g(x) para todo z # ¢, entonces lim, . f(z) < lim,_.. g(z)

12. i) Compruebe que

[(f(z) + g(2)) + [f(x) — g(=)]]

DN | —

max{f(z),g(x)} =

ii) Halle una expresién similar para min{ f(z), g(x)}.

13. Sean h(xz) = min{f(z),g9(z)} y H(z) = max{f(z), g(z)}. Demuestre que si

lim f(z) =1 y limg(z) =1,

Tr—cC

entonces lim, .. h(z) =1 = lim,_. H(x) = [. (Sugerencia: Utilice el ejercicio 12).

14.  Suponga que lim,_.. f(z) = [.

i) Demuestre que si [ es positivo entonces f(x) es positiva para todo x # ¢ en un
intervalo de la forma (¢ — 9, ¢+ §), para algin § > 0.
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ii) Demuestre que si | es negativo entonces f(x) es negativa para todo x # ¢ en
un intervalo de la forma (¢ — J, ¢ + J), para algin § > 0. Sugerencia: Utilizar
un razonamiento € — § tomando € = .

15.  Suponiendo que lim, . g(x) = 0 y que f(x)g(z) = 1, para todo x real, demuestre
que lim, .. f(x) no existe. Sugerencia: Suponga que lim, .. f(z) existe y llegue a
una contradiccion.

4.5.3. Trabajo Practico: Limites infinitos

1 1
1. Demuestre que lim, ,o— = o0 y lim,_,.oc — =0
x x

2. Demuestre que lim,_, —— = o0.
x
3. Demuestre que lim,_,o — = +oc.
x
22

1
4. Demuestre que lim,_,q <— ) = —00.

5. Demuestre que lim;,c — = 0.
x

6. Calcule los siguientes limites:

3r—5
]‘, T— 00 bl
(a) lim 5 3
20 +1
1, T—00 o5 o =0
() lim e 53775
(¢) lim 8r — 322 +1
02 — 2+ 4

Va2 + o+ Va2 +1
r+Ve241

Va2 4+ + 1+ Va2 +x

3r+V92 rx+2

(g) h/Inac—>—|—oo

(1) limy oo

322 +5r—1

d)lim,
(dlim, x? =2

3T
Va4 1+a

Va2 + o+ Va2 +1

r+vVarz+1

Va2 +x+ 1+ V2 +

3x+ V912 4+ +2

(H)lim,

(h)Mm,— o

)L



CAPITULO 4. ENFOQUE CONTINUO 71

Sugerencia: en los ejercicios de (f) a (j), divida numerador y denominador por

Va? = |xz|.
7. Calcule los siguientes limites laterales:

(a) Hm, o+ (37) y  lim,_o-(3%),

(b) lim, o+ (e )y lmy o-(e=).

8. Calcule los siguientes limites laterales:

1— 3% 1— 3%
(a) lim, ,o- ——— (b)lim, o+ —,
24 3= 2+ 3%
1 1
z — 92 z — 92
(0) lim, e 22 (@)lim, g 2,
3+ 5= 3+ 5%

donde en (b) se puede dividir numerador y denominador por 3.



Capitulo 5

Enfoque Discreto de la Teoria del
Limite Funcional en una Variable

5.1. Introduccion

Una sucesién de nimeros x,, que converge a c se puede interpretar como un camino en
la recta real que conduce a c. Naturalmente hay muchas sucesiones con esta propiedad.
De forma andloga, hay también muchas sucesiones de nimeros reales que tienen limite
infinito.

Supongamos ahora que tenemos una funcién f que esta definida en un intervalo I,y
que c tiene una de las siguientes caracteristicas:

1. Es un ntumero interior a I.
2. Es un nimero que es extremo de I, aunque [ sea abierto.
3. Es 400, si I no es acotado por la derecha.

4. Es —oo, si I no es acotado por la izquierda.

En cualquiera de los cuatro casos hay sucesiones de niimeros de [ distintos de ¢ cuyo
limite es c. Si elegimos una de ellas, {x,}, podemos obtener también la sucesion { f(z,)}
de las correspondientes imdgenes. ;Qué puede suceder con {f(x,)}? ;Tendra también
limite? ;Qué relacion tiene este limite con f y ¢?

Algunas veces la respuesta es muy sencilla. Por ejemplo, la funcién 22 transforma una
sucesiéon {x,} que converge a un nimero ¢ en la sucesién {z2} cuyo limite sabemos que
es ¢, Si pensamos en la funcién f(z) = sin(1/x), quizd podemos apreciar que para las
sucesiones {x, } de niimeros positivos que convergen a cero el comportamiento de {f(x,)}
puede ser muy diferente.

Para la funcién /zInx por el momento no tenemos medios para saber si es conver-
gente o no la sucesién que resulta al transformar mediante ella una sucesion de ntimeros
positivos que converge a cero.

72
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5.2. Definicion de limite

Cuando afirmamos que f tiene limite en ¢ lo que queremos expresar es que todas las
sucesiones cuyo limite es ¢ se transforman, mediante f, en sucesiones que tienen todas el
mismo limite. En términos completamente precisos esto se formula de la siguiente manera:

Supongamos que f es una funcién definida en un intervalo I, y que ¢ se encuentra en
una de las cuatro situaciones de la secciéon anterior. En los cuatro casos existen muchas
sucesiones de nimeros de I cuyo limite es c.

Definicién 5.1.

[ =1m f(x), (I es el limite de f(x) cuando x tiende a c)
r—cC
significa que cada sucesién de nimeros del dominio de f distintos de ¢, cuyo limite es c,
se transforma mediante f en una sucesion que tiene limite /. Simbdlicamente:
lim, .. f(z) =1V {x,} C Dy tal que lim,_., z, = ¢, con x,, # c se tiene que
lim f(x,) =1

n—0oo

El conocimiento de las sucesiones de ntimeros y de sus propiedades, nos permitira en-
tonces estudiar la nociéon de limite para funciones. Conviene hacer varios comentarios
acerca de la definicién:

[ puede ser un nimero, y también +o0o0 o —oo. Para referirnos al primer caso hablare-
mos de la existencia de limite finito, y de limite infinito en los otros casos. En
consecuencia en estos ultimos, el limite finito no existe.

- Si ¢ es extremo del intervalo (a,b) o [a,b] donde f(z) estd definida, entonces
lim, . f(z) =1 se llama limite lateral.

Sic=aylim,..f(x) =1, entonces I, se llama limite lateral derecho.

Sic=bylim,_.f(x) =ls, entonces ly se llama limite lateral izquierdo.

- Aunque ¢ pertenezca al intervalo I en el que estd definida la funcién, el valor f(c)
no interviene en absoluto, puesto que la definicién se refiere a sucesiones de niimeros
de I distintos de c.

- Cuando se trata de investigar si existe el limite de f(x) cuando z tiende a ¢, conviene
empezar eligiendo una sucesién {x, } de nimeros distintos de ¢ tal que {f(z,)} sea
lo més sencilla posible. Si {f(z,)} no tiene limite, ya hemos terminado: f(x) no
tiene limite al tender x a ¢. Si {f(x,)} tiene limite [, entonces [ es el iinico candidato
posible. Pero para poder afirmar que [ es el limite (finito o infinito) de f cuando x
tiende a ¢, tenemos que estar seguros de que para cualquier otra eleccion de {x,},
en las mismas condiciones resulta también que | es el limite de {f(x,)}.

- Para una funcién f hay muchas maneras de elegir ¢, y f puede tener limite en unos
puntos y no tenerlos en otros.
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Suelen utilizarse las siguientes notaciones:

lim f(x) =1, 6 f(x)—1lcuando x — ¢

r—cC

En algunos casos el limite de una funciéon puede obtenerse muy facilmente. Por ejem-
plo, 5x, 8z, y 7x? tienen las tres limite 0 cuando z tiende a 0. Es decir, cualquiera de
las tres funciones transforma una sucesion {z,} que converge a 0 en otra que también
converge a 0. Pero aun en casos sencillos como éstos la nociéon de limite tiene interés
bajo otro aspecto. La forma de tender a cero cuando x tiende a cero, es distinta para
cada una, y ésto puede ponerse de manifiesto considerando los cocientes entre ellos. El
cociente (5x)/(8x) es la funcién constante 5/8, la cual quiere decir que la funcién (5z) es
constantemente 5/8 de la funcién (8z) aun cuando x tiende a 0 y x # 0. En el caso de
(72%)/(5z), este cociente es igual a (7z)/5, que también tiene limite 0 cuando z tiende a
0. Esto pone de manifiesto que 72 se aproxima a 0 mas rapidamente que 5z, cuando x
tiende a 0. Se sugiere realizar las respectivas graficas para apreciar bien esta circunstancia.

Ejemplo 1: Sea f(x) = k para algiun k € R cualquiera. Probemos, usando la definicién,
que lim,_,.k = k.

En efecto: Sea {x,} convergente a ¢, con z,, # ¢, entonces

lim f(x,)= lim k =k

n—oo n—oo

La ltima igualdad se verifica en virtud de que la sucesién constante {k} converge a k.
Luego, el limite de la funciéon constante es la constante misma para cualquier compor-
tamiento de la variable independiente.

Ejemplo 2: Sea f(x) = z la funcién identidad. Probemos que lim, .. f(z) = ¢, con ¢ € R.
En efecto: Sea {z,,} una sucesién arbitraria que converge a ¢, con x, # c. Entonces
lim f(z) = lim f(z,) = lim z,, =c¢

Ejemplo 3: Sea

Demostremos que lim, o f(z) =1

En efecto: Sea {z,} convergente a 0y z,, # 0, entonces

lim f(z) = lim f(z,) = lim 1 =1

z—0 n— o0 n— o0

Luego, lim, o f(x) = 1. Nétese aqui que, no obstante este resultado obtenido, se tiene
que f(0) = 0.
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o X

Figura 5.1: Grafica del ejemplo 3.

Ejemplo 4: Sea
-1, siz <0;

f(x):{ 1, siz>0.

Queremos demostrar que lim,_, f(z) no existe.

Figura 5.2: Grafica del ejemplo 4.

En efecto: Analicemos el comportamiento por la derecha de cero. Sea {z,} = {55 }. Esta
sucesién tiende a cero para n — oo tomando siempre valores positivos, y ademas x,, # 0.
Es por ello que f(z,) = f(55) = 1, de lo que se deduce que limy, .o f(z,) = 1.

Estudiemos ahora la situacién a la izquierda de cero: Sea {z,} = {—5:}, sucesién
que tiende a cero, cuando n — oo tomando valores negativos y x,, # 0. Luego, f(x,) =
f(—an) = —1. Por lo tanto, lim, ., f(2,) = lim, 1 (—1) = —1.

En consecuencia existen dos sucesiones distintas que tienden a cero, y sus correspon-
dientes sucesiones de valores funcionales convergen a limites diferentes. Esto es suficiente
para asegurar que lim, .o f(z) no existe.

Ejemplo 5: La funcién f(z) = 1/x definida en el intervalo (0,+o00) tiene limite para
cualquier ¢ que pueda considerarse, es decir, para ¢ = 0 (en este caso, el limite es el lateral

derecho), ¢ positivo y ¢ = +00. Los resultados son:

(a) lim, o 1/z = +o0
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(b) lim,_.1/z = %
(c) limyj0o 1/ =0

La justificacién de ellos se basa en propiedades de las sucesiones.

En efecto:

(a) Sabemos que: “Si una sucesién {u,} converge a cero tomando valores positivos
(negativos), entonces la sucesién {u;'} tiende a +o0o (—o0), siendo u, # 0 para
todo n” (teoremas 3.15 y 3.17 respectivamente).

Sea {z,} convergente a cero tomando valores positivos con z, # 0y f(z) definida
en (0, +00). Entonces
1
HH(I) f(z) = lm f(z,) = lim —

n—00 n—oo Ty,
y por la propiedad anterior, resulta

, 1
Iim — = +o0
n—oo Ty,

En consecuencia lim,_.o f(z) = +00, es decir cuando z tiende a cero tomando sélo
valores positivos, f(z) tiende a +00. Este es el caso del limite lateral derecho.

(b) Sabemos que: “Si una sucesién {u,} converge a un nimero u distinto de cero y
cada término de la sucesién es también distinto de cero, entonces {u, '} converge a
{u™'}” (teorema 3.12).

Sea {x,} convergente a ¢ positivo con z, # 0y x, # c. Entonces,

1 1 1
lim — = lim f(z,) = lim — = -
T—c I n—oo n—o00 T, C

en virtud de la propiedad anterior. Luego, lfm, . = = <.

(c) Sabemos que: “Si una sucesién {u,} tiende a +00 (—o0) cuando n — oo, entonces
la sucesion {u, '}, converge a cero tomando valores positivos (tomando valores ne-
gativos), (teorema 3.16).

Sea {y,} una sucesién cualquiera que tiende a +oco cuando n — oo. Entonces

1 1
lim — = lim f(y,) = im — =0

r—-4oco n—oo n—oo yn
por la propiedad anterior (tomando valores positivos). En consecuencia,

lim 1/xz =0.

T—+00
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Ejemplo 6: La funcién de Dirichlet se define en [0, 1] mediante f(x) = 1 si x es racional,
y f(z) = —1 si x es irracional. Esta funcién no tiene limite en ningin ¢ que se elija, pues
siempre se pueden elegir sucesiones con todos los términos racionales o bien todos irra-
cionales que converjan a ¢, de tal manera que {f(z,)} resulta, en primer caso la sucesién
constante {1}, y la sucesién constante {—1} en el segundo.

Ejemplo 7: El limite en 0 de la funcién f(z) = sin(1/x) definida en (0, 1] tampoco existe,
pues se encuentran sucesiones {z,} convergentes a 0 tomando valores positivos para los
que {f(z,)} converge a valores diferentes.

En efecto: Sea {x,} = {1/(7n)}. Esta sucesion tiende a cero tomando valores positivos y
xn # 0, entonces

1 1
lim sin (—) = lim f (—) = lim sin(7n) =0
x—0 x n— oo ™ n—oo

Sea {z,} = {1/(7/2 + 2nm)}. Esta sucesién tiende a cero tomando valores positivos y
para todo n es x,, # 0. Entonces

1 1

Luego, lim, .osin(1/x) no existe para x tendiendo a cero positivamente (limite lateral
derecho).

5.3. Los limites laterales

Algunas veces estudiamos el limite en ¢ de una funcién f que sélo estd definida en
un intervalo (¢,b) o [c,b), a la derecha de c. Entonces es natural que a tal limite lo
denominemos también limite por la derecha. Un sentido andlogo tiene el limite por la
izquierda. Pero aunque f esté definida en (a,b) y ¢ sea un punto interior, el estudio del
limite de f en ¢ puede desdoblarse, considerando por separado las definiciones de f en los
intervalos (a, ¢) y (¢, b), a la izquierda y a la derecha respectivamente, de ¢. Los resultados
que se obtuvieran en ambos casos serian los limites laterales (por la izquierda y por la
derecha) de f en c.

Hay situaciones en las que puede existir uno de los dos limites laterales y no el otro,
o ninguno de los dos, o ambos. Y en este 1ltimo caso pueden ser iguales o distintos.
Solamente cuando los dos existen y son iguales resulta que f tiene limite como funcion
definida a los dos lados de ¢, 1o cual se prueba en el teorema que se presenta a continuacion.

Los limites de f en ¢ por la izquierda y por la derecha se suelen designar f(c¢™) y
f(ct) respectivamente. Para indicar que z tiende a ¢ por la derecha, es decir x — ¢y
x > ¢, se escribe x — ¢T. La notacién © — ¢~ tiene un significado andlogo. La funcién
del ejemplo 4 nos muestra que f(x) tiende a 1 para x — 07,y f(x) — —1 para x — 0.
En consecuencia lim,_ f(z) no existe; sélo existen los limites laterales y son distintos.
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Como ya hemos indicado, los limites (uni)laterales nos proporcionan una manera
sencilla de determinar cudndo un limite (bilateral) existe.

Teorema 5.2. Sea f una funcion definida al menos en algin conjunto de la forma
(¢ —p,c)U(c,c+p), conp>0. Luego,

lim f(z) =1 & h’m+f(x):l y lim f(x) =1

r—c T—C r—c~

Demostracion:

lim f(z) =1 < V{x,}/x, — ¢, z,7#c setiene que lim f(z,) =1

Vi{zp} Jop— ™, 2y F#c = lim, o f(z,) =1,
Vi{z,} Jon—c, zpF#c = lim, o f(z,) =1
& ll'm+ flx)=1y lim f(z)=1

Tr—cC

]

5.4. Propiedades de los limites de una funcién real
de variable real

1. Unicidad del limite finito: Si l;,l; € R y lim, .. f(x) = 1 y lim,_.. f(x) = Iy,
entonces [; = [5.

En efecto: Sea {x,} una sucesién cualquiera tal que x,, — ¢ paran — oo y x, # c.

lim f(x) =104 = lim f(z,) =04

Tr—cC n—oo

lim f(z) =1l = lm f(z,) =10

Tr—cC n—oo

Por la propiedad estudiada para sucesiones que dice: “Si la sucesién {u,} es tal
que lim,, o u, = l; y lim, o u, = ly entonces l; = ly” (teorema 3.5), resulta que
lim,, . f(z,) =l = ls, y como esto se cumple para toda {z,} tal que z,, — cy
T, # ¢, entonces lim, .. f(x) =1} = ls.

2. Conservacién del signo: Si lim, .. f(z) = m con m # 0, entonces existe un en-
torno reducido de ¢ (si ¢ es un nimero), o bien existe un intervalo cerrado y no
acotado (si ¢ es +00 0 —00), donde la funcién conserva el mismo signo que el limite.

En efecto: Sea lim, .. f(x) = m y sea m > 0, entonces para toda {z,} tal que
Ty — CY T, # ¢, se cumple que lim,,_, f(z,) = m, con m > 0; y por la propiedad
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de las sucesiones que dice (teorema 3.6): “Si {u,} converge a u > 0, entonces a
partir de un nimero n € Z* y todos los que le siguen, se cumple que u, > 07,
resulta que a partir de un ntiimero n € Z% y todos lo que le siguen se cumple que
f(z,) > 0, y como esto se satisface para toda {z,} tal que =, — cy z, # ¢
entonces nos asegura que existe un entorno reducido de ¢ (si ¢ es un numero), o
bien un intervalo cerrado y no acotado (si ¢ es +00 0 —o0), en donde f(x) > 0.

De la misma manera se demuestra que si lim,_,. f(z) = m y sea m < 0, entonces
existe un entorno reducido del punto ¢ (si ¢ es un ntmero), o bien un intervalo
cerrado y no acotado (si ¢ es +00 0 —00), en donde f(z) < 0.

3. Conservacién del orden: Si es f(x) < g(z) en las proximidades de ¢ y am-
bas funciones tienen limite cuando x — ¢, es decir existen lim, .. f(x) = I y
lim, . g(z) = Iy entonces lim, .. f(z) < lim, . g(z), con l1,ly € R, es decir I; < l5.

En efecto: Si lim,_.. f(x) = [; entonces para toda {x,} tal que x,, — ¢ paran — oo
y Tn # ¢, se cumple lim,, ., f(x,) = l;. Andlogamente, si lim,_.. g(x) = I entonces
para toda {z,} tal que x,, — c paran — oo y x, # ¢, se cumple lim,, . g(z,) = ls.

Por hipétesis f(x) < g(x) en la proximidad de ¢, entonces existe un entorno reducido
de ¢ (si ¢ es un nimero), o un intervalo cerrado y no acotado (si ¢ es un infinito),

donde f(z) < g(x).

Si {z,} es una sucesién cualquiera tal que =, — ¢ paran — 00 y , # ¢, en-
tonces a partir de un nimero n € Z*, z, pertenece al entorno reducido de ¢ (si
¢ es un numero), o bien x, pertenece al intervalo cerrado y no acotado (si ¢ es
infinito). En consecuencia a partir de un nimero n € Z* se cumple: f(z,) < g(x,)
y iy, oo f(zn) =11 y limy, o0 g(2,) = lo.

Por la propiedad estudiada para sucesiones de nimeros reales que dice (teorema
3.13): “Si u, y v, convergen a u y v, respectivamente, y a partir de un nimero
n € Z% (y todos los que le siguen), se cumple que u, < wv,, entonces u < v”,
resulta 1im,, o f(z,) < lim, . g(x,) y como este razonamiento se cumple para
toda z, — ¢ paran — o0y x, # c entonces lim, .. f(z) < lim,_.. g(x), es decir
I <y

5.5. Limites y operaciones con funciones

Las propiedades relativas a operaciones con sucesiones, nos sirven para conocer di-
rectamente resultados sobre limites de las funciones que se obtienen al operar con otras
funciones.

5.5.1. Suma de funciones

Comenzamos esta seccion con el siguiente resultado
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Teorema 5.3. Silim, .. fi(z) =1 y lm,_.fo(z) =1l conly € R yly € R, entonces
i, —c[fi(z) + fo(z)] = L + 12

Demostracion: Sea {x,} una sucesién cualquiera que converge a ¢ cuando n — o0y

Ty F C.
nlinolo(f1 + f2)($n> = nlirglo(fl(xn) + fZ(xn))7

pero por hipdtesis
ho=lim fi(2) = lm fi(z,) y b =1 fo(z) = lim fo(z,)

Luego, por la propiedad que dice (teorema 3.8): “el limite de la suma de dos sucesiones
convergentes es la suma de los limites de ambas”, resulta

binf (0) + ()] = Jim () + o) = 1+
y como esto se cumple ¥ {z,} / {z,} — ¢, z, # ¢, resulta
i (0) + ()] = i (o) + 1 ()

que es lo que queriamos probar.
m

Cuando alguno de estos limites no es finito, o cuando ninguno de ellos lo es, hay
que analizar el comportamiento de la suma de dos sucesiones en tales casos. Es facil
comprobar que si [; es finito y I3 no lo es, entonces el limite de [fi(x) 4+ fa(x)] es lo, es
decir:

Teorema 5.4. Si lim, .. fi(z) = 1; € R y lim,_.. fo(x) = oo entonces lim,_..[f1(x) +

fa(z)] = oc.

Demostracion: Silim,_.. fi(x) =1 € R = V {z,} que converge a ¢y z, # ¢, se cumple
que lim,, . fi(x,) = l4. Por otro lado: Si lim,_.. fo(z) = co = V {2,,} que tiende a c y
T, # ¢, se cumple que lim,,_, fo(z,) =00y

ilil}:[fl(l’) + fa(x)] = nh_{glo[fl (zn) + fo(wn)]

Por la propiedad que dice (teorema 3.18): “Si {u,} converge a u y {v,} tiende a oo,
entonces {u, + v, } tiende a infinito”, resulta que lim,_..[fi(z) + fo(x)] = oco. O

Por otro lado, si ambos limites son infinitos iguales (los dos 400 o los dos —o0),
entonces el limite de f; + f5 es el mismo infinito. Demostraremos el caso en que los dos
son +o00. La demostracion cuando ambos limites son —oco, es anédloga .

Teorema 5.5. Si lim, .. fi(x) = 400 y lim,_. fo(x) = 400, entonces lim,_.[f1(z) +
fo(@)] = 400
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Demostracion:

lim fi(z) = 400 & V{r,} /2, — cy x, # ¢, secumple que lim fi(z,) = +oo.

r—cC

Analogamente

lim fo(x) =400 & V{z,} /2, —cy x,#c, secumple que lim fo(z,) = +o0.

r—cC

Por otro lado:
lm[ 1(a) + fola)] = lim [fu(ea) + fal@)] V¥ {aa} /a0 = e ¥ 00 £

Por la propiedad estudiada para sucesiones que dice (teorema 3.19): “Si {u,} — +ooy
{vn} — 400, entonces lim,, o (u, +v,) = +00”, resulta que lim,_.[fi(z) + fo(x)] = 400
que es lo que queriamos probar. l

El problema surge si uno de los limites es +00 y el otro —oo. Por ejemplo: ;Cudl es

In(x) * 1—x

de sumar dos nimeros con valor absoluto muy grande, uno positivo y el otro negativo.
A priori no se puede decidir cémo es la suma. Un experimento nos puede ayudar a hacer
una conjetura:

cuando x — 177 Para x préximos a 1 por la derecha se trata

el limite de

Si z es 1,0001, la suma que resulta es 0,5. Situaciones como estas se resuelven de
una manera mas sencilla mediante una técnica que se denomina Regla de L’Hopital que
permite, en el calculo de determinados limites reemplazar a ciertas funciones por otras,
bajo ciertas y determinadas condiciones.

Ejemplo 8: Demostremos los siguientes limites, usando los resultados recién obtenidos:
(a) lim, o(z+2)=4
(b) lim, . o(z —4) = 400
(¢) limy (x4 €%) = 400

(a) Sea f(x) =z y g(x) = 2. Sea {x,} una sucesién cualquiera tal que x,, — 2y x,, # 2.

limz = lim f(z,) = lim z, =2

r—2 n—00 n—-+o0o

Iim 2 = lim ¢g(z,) = lim 2=2
T—2 n—00 n——+00
Luego, en virtud del teorema 5.3
lm[f(z) + g(x)] = h’rr%(:c +2) = lim 2 +1fm2=2+2=4

I—>2
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(b) Sea f(x) =z y g(z) = —4. Sea {z,,} una sucesién cualquiera tal que x,, — +oc.
h’rf xr = h’rﬁp (x) = lim f(x,)= lim x, = +00
h'r+n (—4) = HIJP g(x) = lim g(z,) = lim —4 = —4

Luego, por el teorema 5.4

lim [f(z) 4+ g(z)] = lm [z + (—4)] = +0

xr——+00 T—+00
(c) Sea f(z) =xy g(x) = €. Sea {x,} una sucesién cualquiera tal que z,, — +oc. Por
el ejercicio (b),

lim f(z) =400 y lim g¢g(z)= lim g(z,) = lim ™

T——400 T——400 n—o0 n— o0

y por tratarse de una sucesion exponencial de base mayor que 1, se cumple que esta
sucesion tiende a +o0o. En consecuencia

lim g(z) = lim €* = +o0
T—-+00 T—+00

Luego, segtn lo afirmado en el teorema 5.5:

lim [f() + g(x)] = lim (&+ ") = +o0

T—+00 “+o00

5.5.2. Producto de funciones

Veamos este primer resultado para funciones con limites finitos.

Teorema 5.6. Si lim, .. fi(z) = I y lim, .. fo(x) = ls con Iy y Iy € R entonces
lim, . fi(z) fo(z) = Ll
Demostracion:

glﬂl'_)Hiﬁ(x) =L eR & V{z,}/x,— ¢, z,7# csecumple que nhl& fi(zn) = 1.
Ademas
}cllrifﬂw) =heR & V{z,}/x,— ¢, x,# csecumple que nh—{lolo folan) = lo.
Por otro lado:
glcf_ﬁlifl(w)ﬁ(ﬂ?) = lim filan) fa(xn) VH{zn} [ @p — ¢, x, #c.

Recordemos la propiedad que dice (teorema 3.10): “Si {u,} y {v,} son dos sucesiones
de ntimeros reales que convergen a u y v, respectivamente siendo v y v € R, entonces la
sucesion de nimeros reales {u,v,} converge a uv”. Luego, por esta propiedad, resulta

lm fi(z) fo(x) = lHm fi(2n) fa(2n)
= Jm filea) lin falwn)

= hlp
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Corolario 5.7. Si fi(z) =k con k € R ylim,_.. fo(x) =1, [ € R, entonces
lim fi(x) fo(z) = kl = klim fo(z).
Demostracion: Sea {x,} cualquiera tal que x,, — ¢y x, # c¢. Tenemos que

lim fi(z) =limk =k

r—cC

por ser el limite de la funcion constante, igual a la constante misma. Ademas,

lim fo(z) = lim fo(z,) =1

r—cC n—oo

Luego, por el teorema anterior

}cfg(l:fl(@fz(if) = zlvlinckfz(if) =kl = ]filgifz(x)

Ejemplo 9: Demostremos que lim, .32? = 9 y lim,_4(3x) = 12.

En efecto: Dado que lim,_.3 2% = lim,_.3(x.z) y como lim, ..z = ¢, es decir, lim, 3z = 3,
por el teorema 5.6 sobre el limite del producto de funciones, resulta

limz? =limzlimz =33 =9.

r—3 z—3 z—3

Por otro lado, lim,_,4(3z) es el limite de una constante por una funcién que tiene limite
finito para x — 4. Por el corolario anterior, resulta

lim (3x) :311'Irix:3-4: 12

r—4

Los resultados de los teoremas sobre limite de la suma y el producto de funciones y
su corolario, se extienden facilmente (por inducciéon matematica) a cualquier coleccién
finita de funciones; es decir si

lim fl(SC) = lla lim fz(x) = lg, s 7ll’Hl fn(ac) = ln

conl; e R, 1=1,2,3,--- ,n, entonces
con k; e R,y
lim(fy (@) fale) -~ ()] = ila -1, (52)

A partir de estos resultados es facil ver el siguiente teorema.

Teorema 5.8. Sea el polinomio P(x) = a,z™ + -+ + a1z + ag, con a; € R e i =
0,1,2,3,--- ,n verifica lim,_.. P(z) = P(c), ce R
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Demostracion: Ya sabemos que lim, .z = ¢, para ¢ € R. Aplicando (5.2) a f(z) = «
multiplicada k veces por si misma, obtenemos que lim,_.z* = c*, para cada entero
positivo k.

También sabemos que lim, .. ay = ag. Se deduce entonces de (5.1) que

lim(a,z" + -+ + a12 + ag) = a,c” + -+ + arc + ag

r—cC

es decir, lim,_.. P(x) = P(c).

O
Ejemplo 10:
glcig%(m? — 120 +2)=5(1)> - 12(1) + 2= -5
m(mf — 72 4 22 + 8) = 14(0)° — 7(0)* +2(0) + 8 = 8
xli@l(2x3 +a2? =22 —3)=2(-1)"+ (-1)* - 2(-1) =3 = -2

El siguiente resultado trata el limite de una funcién acotada por otra que tiende a
cero para un determinado comportamiento de la variable independiente.

Teorema 5.9. Si dados c € R y 6 > 0, IM;s > 0 para el cual |f(z)| < Ms para toda x
tal que 0 < |z —¢| <0 ylim,_.g(x) =0, entonces lim,_.. f(z)g(x) =0

Demostracion: Dado un nimero ¢ € R, sea {z,,} una sucesion cualesquiera de ntimeros
reales que converge a ¢y x, # ¢y sea 0 > 0 un numero positivo dado. Luego, 3 N € N
tal que V n > N se verifica que 0 < |z,, — ¢| < 4. Supongamos también que, dados ¢ y
9, existe Ms > 0 tal que |f(x)| < Ms cada vez que x satisfaga 0 < |x,, — ¢| < §. De esta
manera tendremos que

|f(zn)] < M; (5.3)

Por otro lado, dado que lim,_.. g(z) = 0, cualquiera sea la sucesién {z,} que converge a
Cy T, # ¢, se cumple que
lim g(z,) =0 (5.4)

n—oo

Luego, de las ecuaciones (5.3) y (5.4) y de la proposicién de sucesiones que afirma que
(teorema 3.11): “Si {u,} es una sucesién acotada y {v,} es una sucesién que converge a
cero entonces {u,v,} converge a cero”, se tiene que {f(x,)g(z,)} converge a cero. Como
este razonamiento es vélido para cualquier sucesién {x,} que converge a ¢, concluimos
que lim, .. f(z)g(x) = 0.

[

Observacion 5.10. Este teorema se cumple también en el caso en que ¢ sea infinito. El
enunciado y la demostracion son andlogos al caso anterior, siempre que se reemplace el
entorno reducido de ¢ por un dominio no acotado (a,+0o0) o bien (—o0,b).
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Ejemplo 11: Sean g(z) =z, Vz €Ry

B 1, size@Q;
f(x)—{ —1, siz el

Probar que lim,_o[f(z)g(z)] = 0.

En efecto: En el ejemplo 2 de este capitulo, hemos demostrado que lim, ..z =¢, V¢ € R.
En particular, para ¢ = 0. En el ejemplo 6 del mismo capitulo hemos probado que la fun-
cién f(x) dada no tiene limite, cualquiera sea el ¢ que se elija. Pero |f(z)] <1V x € R,
en consecuencia f(x) es acotada en toda x que satisfaga que 0 < |x| < ¢ para todo § > 0.
En consecuencia, por el teorema anterior, resulta que lim,_o[f(z)g(x)] = 0.

Ejemplo 12: Sea h(z) = sin(x), para x € Ry w(x) = 1/z para z > 0. Probemos que

lim [sin(x)(1/x)] = 0.
r—+00
En efecto: La funcién h(x) = sin(z) estd acotada. Concretamente, |sin(x)| < 1 para todo
x € R. Debemos hacer notar que lim, ., sin(x) no existe porque si consideramos dos
sucesiones como por ejemplo {n7} y {(7/2) 4+ 2n7}, que tienden a +oo, las sucesiones
de sus correspondientes valores funcionales: {sin(nm)} y {sin((7/2) + 2nm)}, convergen
a cero y uno respectivamente. Esto es suficiente para asegurar que lim, . sin(x) no
existe. Luego, cuando © — 400, h(z) = sin(z) es acotada, aunque no convergente.
Por otro lado, hemos demostrado en el ejemplo 5 (c) de este capitulo, que

lim 1/z =0.

T——+00

En consecuencia por el teorema anterior resulta que

lfm [Sin(x)} ~0

x——+00 T

Veamos los siguientes teoremas sobre el limite del producto de dos funciones donde
al menos una de ellas tiene limite infinito para un determinado comportamiento de la
variable independiente.

Teorema 5.11. Si lim, .. fi(x) = oo y lim,_.. fo(z) = oo entonces lim,_.. f1(x) fo(x) =
00, ¥y es fdacil discernir seqgun que cada uno de ellos sea +00 0 —0o0.

Demostracion: Si lim,_.. f1(x) = oo entonces para toda {z,} tal que z,, — cy z, # ¢,
se cumple lim,, . fi(z,) = 0o. Andlogamente, si lim,_.. fo(z) = oo entonces para toda
{z,} tal que z,, — cy =, # ¢, se cumple lim,, ., fo(x,) = 0.

Ahora bien, lim, .. f1(z)fo(z) = lim, . fi(z,)fo(zn), ¥V 2, — ¢y x, # c. Por
la propiedad de las sucesiones que dice (teorema 3.20): “Si u, — oo y v, — o0,
UV, — 00 para n — o0”, resulta que lim, .. fi(z,)f2(x,) = 0o y en consecuencia
lim, .. fi(z) f2(x) = 0o que es lo que querfamos probar. O
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Ejemplo 13: Probemos que lim,_.q x% = 4o00.

o1 i 11
Iim — =lim [ ——
x—0 3:2 x—0 \ v X

Estudiaremos los limites laterales. Sea {z,} una sucesién cualquiera tal que x,, — 0" y
x, # 0. Sabemos, por el ejemplo 5, que

, , 1
Iim —=1lim [ — ) = 4+o00
r—0t X n—oo \ Tp,

Luego, por el teorema anterior,

En efecto:

1
Analogamente trabajamos para hallar
1
lim —
ILI(IJl_ 2

Sea {x,} una sucesién cualquiera tal que x, — 0~ y z,, # 0. Tenemos que

, 1 ) 1
lim — = lim [ — ) = —o0,
z—0- T  n—oo \ Ty

que se debe a la propiedad que dice (teorema 3.17): “Si una sucesién {u,} converge a
cero tomando valores negativos, entonces {u, '} tiende a (—o0), siendo u,, # 0 para todo
n”. En consecuencia por el teorema anterior

1 11
lim — = lim (——> = 400 (5.6)
z—0- X z—0" \ T T
De (5.5) y (5.6) resulta
lim 1 = 400
x—0 J,’2

Teorema 5.12. Silim, .. fi(z) =k €R, k #0 y lim,_.. fo(z) = oo entonces
lim f, () fa(2) = oo
y es facil discernir el signo segun que cada uno de ellos sea positivo o negativo.

Demostracion: Silim,_.. fi(z) =k € Ry k #0, y lim,_. fo(x) = oo entonces para toda
{z,} tal que z,, — ¢y z, # ¢, se cumple que lim,, .. fi(z,) =k y lim,, o fo(z,) = cc.

Estudiemos ahora el lim,_.. fi(x) fo(z). Luego, por la definicién de limite presentada,
es

lm f1(z) fo(2) = Hm fi(z,)fo(2n) (5.7)
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donde {z,} es una sucesién cualquiera que tiende a ¢ y z, # c. Por la propiedad que
dice (teorema 3.21): “Si lim, . u, = u # 0 con u € R y lim, ., v, = oo entonces
lim,, o0 upv, = 00", aplicada en (5.7), resulta

ifg(ljfl(ﬂf)ﬁ(x) = lm fi(@n) fa(zn) = 0.

Ejemplo 14: Probemos que lim, ., 22 = +00.

En efecto: Sea fi(z) =2y fo(x) = x. Vimos en el ejemplo 1 que
lim fi(x) =2

T— 00

Por otro lado, en el ejemplo 8 (b) mostramos que

1i = I =
i o) = ln v = e

En consecuencia, por el teorema 5.12, resulta

lim 2z = +o0
T—+00

Para finalizar esta seccién nos resta analizar el caso en que un limite sea cero y el
otro infinito. Por ejemplo, el producto xInx tiene un factor con limite cero y otro con
limite (—o0) cuando z tiende a cero por la derecha. No se puede decir a priori qué pasa
al multiplicar un nimero positivo muy pequeno por otro que tiene valor absoluto muy
grande. El producto e *x? presenta una problemdtica aniloga, esta vez cuando x tiende
a 400, pues el limite del factor e~ es cero y el de 2% es +oo.

Estas situaciones como la del tipo co — oo mencionada en el limite de la suma de
funciones, se resolveran posteriormente mediante la regla de L’Hopital.

5.5.3. Cociente de funciones

El cociente f1/fs de dos funciones se puede definir en los z en los cuales fy(x) es
distinto de cero. No obstante, el limite de f5 en algin punto puede ser cero.

Si [y es el limite de f; cuando x tiende a c y [ el de fo, siendo Iy, I € Ry Iy # 0
entonces [ /5 es el limite de f1/f,. Este resultado se basa en el andlogo para sucesiones
y se demuestra en el teorema que se da a continuacién.

Teorema 5.13. Silim, .. g(x) =m conm # 0 ym € R, entonces lim,_..1/g(z) = 1/m.

Demostracién: Si lim, .. g(x) = m entonces V {z,} tal que z,, — ¢y z, # ¢, se verifica
que lim,,_,o g(z,) = m con m # 0. En particular, dada una sucesién cualquiera {z, }, tal
que r, — ¢y x, # ¢, por teorema de la “conservacién de signo’se verifica que, a partir
de un nimero n € Z* y todos los que le siguen, los valores g(x,) tienen el mismo signo
que m. Ademés por el teorema que dice (teorema 3.12): “Si {u} converge a un nimero
u # 0y cada término de la sucesién es también distinto de cero, entonces {u, '} converge
a u~ ', resulta que 1/g(z,) — 1/m para n — oco. Como este razonamiento se cumple
vV {z,} tal que z, — ¢y x, # ¢, entonces lim,_,.1/g(x) = 1/m. O
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Ejemplo 15: Probemos que

(a) me_g))% = 3

En efecto:

88

(a) Sea f(z) = z. Sabemos que lim, .3z = 3; luego por teorema 5.13 se verifica que

¢ 1 1
hmw_>3 > 3

(b) Podemos escribir

1
lim i = lim {3—1}

r——2 1'2

r——2 X
Sabemos que lim,_, 53 = 3y ademas lim,_, 5 x = —2. En consecuencia por teorema
5.13, se cumple que
L1 1
lim — = —=
-2 2

Luego por teorema 5.6, resulta

) 3
lim — =
z——2 2

(c) Sea f(x) =z — 1. Por teorema 5.3 y teorema 5.6 tenemos que

r—2

lim (2 — 1) = h'r% 2% 4 lim(—1)

r—2

= limzlim z lim z + lim(—1)

r—2 x—2 x—2 r—

= 28 _1=7

La funcién f(z) = 2® — 1 tiene limite finito para x — 2 y éste es distinto de cero.
Luego, por el teorema 5.13 resulta que

lim

1 1

23 —1 7
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(d) Sea

En virtud del teorema 5.6 tenemos que

lim |z| = lim (—1)z = lim (—1) lim = = (—1)(—3) =3

r——3 r——3 z——3 r——3

Como f(x) = |z|, tiene limite finito para x — —3 y éste es distinto de cero, entonces
por el teorema 5.13 resulta que

Una vez visto que los reciprocos no presentan dificultad, los cocientes resultan faciles
de manejar.

Teorema 5.14. Silim,_.. f(z) =1 y lim,_.g(xz) = m con m # 0, entonces
lim f(x)/g(z) = U/m.
siendo [ ym € R.

Demostracion: La clave de la demostracion esta en observar que el cociente puede es-
cribirse como un producto:
f(@) 1

D2 o fa)—

EIRRAATES
con lim, .. f(x) =1y lim,_..1/g(z) = 1/m y m # 0. La regla del producto del teorema
5.6 nos permite escribir

f(@) 11

lim ——= =lim f(zr)—— =1l—=— conm #0
e~ O T T 7
O

Observacion 5.15. Como consecuencia inmediata de este teorema sobre cocientes se
puede ver que si P(x) y Q(x) son polinomios y Q(c) # 0, se verifica que
P(z) _ P(c)

0w Q)

Ejemplo 16: Calculemos los siguientes limites:

i 3r —5H 6—5 1 Coxd — 322 27 — 27
a2 x2+1 441 5 253 1— g2 1—-9

Analicemos el siguiente caso especial de cocientes:
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Teorema 5.16. Si lim, .. f(z) =1 conl # 0,1 € R y lim,_.g(z) = 0, entonces
lim f(z)/g(x) = oo.

El signo de oo se obtiene a partir del signo de | y del signo con que g(x) tiende a cero
para T — c.

Demostracion: Supongamos, por el contrario que existe un nimero real L tal que
ltm f(x)/g(x) = L

Entonces g(x) es distinta de cero en un entorno reducido de ¢. Por otro lado, en virtud
del teorema 5.6

[ = ilir(l:f(ac) = ilmg(l')% = lim g(x) lim Y oL =0

—c

lo cual contradice nuestra hipdtesis de que [ # 0. O]

Corolario 5.17. Si lim,_.. f(z) = o0 y lim, .. g(x) = 0 con g(z) # 0 en un entorno de
¢, entonces lim,_,. f(x)/g(z) = co.

La demostracién de este corolario queda como ejercicio para el lector interesado (Su-
gerencia: Utilizar los teoremas 3.15 y 3.17 y luego el teorema 5.11).

Ejemplo 17:
(a) Demostraremos que lim, ., 2*/(z — 1) = oo
En efecto: lim,_,; 22 = 1, lim,_,; 2 — 1 = 0, pero si analizamos los limites laterales

de este ultimo vemos que lim, .;+(x — 1) = 0% y lim, ;- (z — 1) = 0~. De esta
manera,

. P
lim =400 y lim = —00
z—1tx — 1 r—1— T —
Entonces,
.
lim = 0
a—1x —1

(b) Probaremos que lim, »(3z — 7)/(2? — 4) = o

En efecto: lim, _»(3z—7) =6—7 = —1y lim,_.o(z?—4) = 0 pero lim, o+ (2% —4) =
0" y lim,_»- (22 —4) = 0~. Luego,

3r—7 . 3 —=T
=—00 y lim

g —|—OO
T—27 5132 —4

lim
z—2t+ 12 — 4

Entonces,
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(c¢) Veamos que lim, ,05/z = 0o

En efecto, lim, o5 = 5, y lim,_,ox = 0, y teniendo en cuenta que lim,_,o+ z = 0"
y lim,_,o- x = 07, se deduce que

5) )
lim — =400 y Ilim — =-o0
z—0t T z—0- T
Entonces,
lim — = o0
x—0

(d) Demostremos que lim, ., (1/z + 3)/(1/2%) = 400

En efecto: Vimos en el ejemplo 5 que lim,_, , o % = 0%. En consecuencia

lim [(1/z)+3]= lim 1/z+ lim 3 =3.

T—-+00 r——+00 T——+00

Ademas,

lim 1/2% = lim
T——+00 T——400

(1/z)(1/x) = ($Erllw 1/z)( im 1/z)=0".

T——+00

Entonces,
(1/x +3)

lim L2 =
oo (122

El resultado que presentamos a continuacion trata el limite del cociente de dos fun-
ciones cuando el dividendo es una funcién con limite finito y el divisor es otra con limite
infinito para la misma tendencia de variable independiente.

Teorema 5.18. Silim,_.. fi(x) =11, ; € R y lim,_. fo(x) = oo, entonces
lim f1(x)/ f>(z) = 0.
La forma de converger a cero depende del signo de ly y del signo de oc.

Demostracion: Silim,_. fi(x) = [y, entonces para cualquier sucesién {x,,} tal que z,, — ¢
y &, # ¢, se cumple que lim,,_., fi(z,) = 11, [ € R. Por otro lado, si lim,_.. fo(z) = 0o
entonces para toda {z,} tal que x,, — cy x, # ¢, se cumple que

lim fy(z,) = 00 (5.8)
Por la propiedad estudiada para sucesiones que dice (teorema 3.16): “Si x,, — +00 (—00)
entonces z;1 — 07 (07 )resulta en (5.8): lim,, .. fo(,) = 0o, entonces lim,, [ fo(z,)] ! =
0 (el signo con que [fo(x,)] ! tiende a cero depende del signo de o). Luego,

lim = lim [fa(z,)] ' =0

T—C f2 (5(]) n—00
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para cualquier sucesién {x,} tal que x,, — ¢, con n — oo y x,, # ¢. En consecuencia por
el teorema 5.6 del “limite del producto de funciones”, resulta que

i | 205 ~ o 5 =0 =0

]

Ejemplo 18: Probemos que lim,_,_, —4/(2z + 1) = 07 (tiende a cero tomando valores
positivos).

En efecto: Llamemos f(z) = —4 y g(x) = 2z + 1. Sabemos que lim,_,_(—4) = —4 y,
siguiendo la demostracién del ejemplo 8 (b), se tiene ademas que lim, . .,z = —o0. Por
ello y en virtud de los teoremas 5.4 y 5.12, tenemos también que lim,_,_, g(x) = —oc.
Luego, por teorema 5.18 1im, .o, f(z)/g(x) = 07 pues tanto el numerador como el de-
nominador, toman valores negativos a medida que x tiende —oc.

Los casos problematicos en el limite del cociente de dos funciones se presentan cuando
ly y Iy son ambos cero o ambos infinito, y esta circunstancia se presenta en muchas
ocasiones. El siguiente teorema nos permite resolver algunas de estas situaciones.

Teorema 5.19. Supongamos que f y g son dos funciones coincidentes sobre un entorno
reducido de ¢ sic € R o en un intervalo cerrado y no acotado sic es oo y que lim,_,. f(x) =
l. Entonces lim, . g(x) = .

Demostracion: Si lim,_.. f(z) = [, entonces para cualquier sucesién {z,} tal que =, — ¢
para n — 00 y &, # ¢, se cumple que lim,_,~ f(z,) = . Como f(x) = g(z) para toda
x de un entorno reducido de ¢ o bien en un intervalo cerrado y no acotado (—o0,al o
bien [b, +00), resulta que a partir de un n € Z* es f(z,) = g(z,) luego lim, . f(z,) =
lim,, o g(x,) = [. Entonces, lim,_.. g(z) = [, que es lo que queriamos probar. O

Antes de continuar con los ejemplos, debemos recordar lo que afirmamos desde el
principio: a la hora de tomar el limite cuando x tiende a un nimero dado ¢, no importa
que la funcién esté o no definida en el ntimero ¢, ni tampoco qué valor pueda tomar en
dicho punto en caso de estar definida. La tnica cosa que importa es el comportamiento
de la funcién en un entorno reducido de ¢ (si ¢ es un nimero), o el comportamiento de la
funcién en un intervalo cerrado y no acotado (si ¢ es infinito).

Ejemplo 19: Los siguientes ejemplos muestran de qué manera el teorema 5.19 resuelve
situaciones como las descriptas antes. Probemos que

o2 —dx+4
hm—:
rx—2 ;U—Z

0

En efecto: En x = 2, la funcién no esta definida. Tanto el numerador como el denominador
valen cero. Pero esto no importa a los fines de calcular el limite. Para todo x # 2 es

?—dr+4  (z—2)

= (x —2
r— 2 xr— 2 (x )
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Como lim,_»(x — 2) = 0, entonces por teorema 5.19 se cumple

2 —dr+4
g Z lim(x —2) =0
r—2 x—2 r—2

Ejemplo 20: Calculemos los siguientes limites siempre que ellos existan:
(i) lim, 3(2®> —x —6)/(z — 3)
(i) lm, 4(2? — 3z —4)*/(z — 4)

(i) Hm, . y(z +1)/(22* + Tz + 5)?

En efecto: En cada uno de los tres casos, tanto el numerador como el denominador tien-
den a cero, por lo que hemos de tener cuidado.

(i) En primer lugar, factorizamos el numerador:

?—x—6  (r+2)(z—23)

r—3 r—3

Para x # 3 es

2 —x—6
b 2
——3 (x +2)

Sabemos que lim, .3(x + 2) = 34+ 2 = 5. Luego, por el teorema 5.19,

lim(z® —x — 6)/(z — 3) = lirré(x+2) =5

r—3

(ii) Observemos que para toda = # 4

(22 — 3z — 4)? @+ 1) (2 - 4)]?

o = p— = (x+1)*(z —4).

Como lim, _4(z + 1)%(z — 4) = lim, 4(x + 1)*lim,_4(z — 4) = 25 - 0 = 0 resulta,
por teorema 5.19 que

lim (2 — 3z — 4)%/(z — 4) = lim[(z + 1)*(z — 4)] = 0.

r—4 x—4
(iii) Puesto que

(x+1) B (x+1) B (xr+1)

(222 + Tz +5)2  [2z+5)(x+1)]2  (20+5)%(x + 1)

se puede ver que, para x # —1,

(x+1) 1

(222 4+ Tz +5)2  (2x+5)%(z+1)
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Como por el teorema 5.16

1
Ii -
1 Qe 152+ 1)

resulta que, por el teorema 5.19, es

lim (x+1) = 00
e——1 (222 + T +5)2

Presentaremos a continuacion tres ejemplos donde tanto el numerador como el de-
nominador tienen limite infinito.

Ejemplo 21: Calculemos el lim, (2% + 3z + 2)/(z + 1).

Observemos que para x # 0

¥
¥

(2% + 3z + 2) L+ 4+ 2
@+1) 4L
1+24+ %
TS

Como

3 2 1 1
7z _ 7’ _ J’-
x£$“+g+ﬁ*4-yaka(;+ﬁ>—0
por el teorema 5.16 es,
1edy2
lim ——*—*% =+
rotee ot

De esta manera, por el teorema 5.19 se tiene que

243z 42 1+24+ %
h/mwzﬁm 1$1$2:+oo

Ejemplo 22: Determinemos el lim,_, o (z +4)/(z — 2z + 1).

Puesto que para x # 0

(@+4) _ Fty gt
@-2+D) B-B+L 1-3+%
Como, por teorema 5.14
1 4
, i i 0
por el teorema 5.19 resulta
1w r+4
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Ejemplo 23: Encontremos el valor del limite lim,_, o (22* + 32® — 1)/(4a* — 22 + 7)

Observemos que si z # 0

(4ot —224-7) 4zt 22 4

(224323 1) (B4 Ly 243 1
I 4-L4 X

Como por teorema 5.14 es

entonces por el teorema 5.19 se tiene que

L (22t +323-1) 1
lim P
T——+00 (4%4 —x? 4+ 7) 2

El siguiente teorema nos permite analizar ciertos limites cuyos valores no se pueden
deducir facilmente a partir de las propiedades dadas anteriormente.

Teorema 5.20 (Propiedad Sandwich o Teorema de la Funcién Intermedia).
Sean f, g y h tres funciones reales definidas en un intervalo I cerrado y acotado excepto
quizds en el punto x = ¢ € I. Supongamos ademds f(z) < g(z) < h(x), Vo € I excepto
posiblemente en ¢ y que si lim,_.. f(x) = lim,_. h(x) = [. Luego lim,_,.g(x) = L.

Demostracion: Sea {x,} una sucesién cualquiera tal que x, — ¢y z, # c¢. Como por
hipétesis se cumple que: ¢ € Ty f(x) < g(x) < h(z) ¥V x € I, excepto quizds en = = ¢,
entonces a partir de un valor n € Z* se cumple que f(z,) < g(z,) < h(z,).

Como lim,_.. f(x) = lim,_.. h(x) = [ entonces, por la definicién de limite, se cumple
lim, o f(x,) = lim, o h(z,) = [. Por la “Propiedad Sandwich”para sucesiones de
nimeros reales resulta que lim,,_ g(z,) = [.

Como este razonamiento se verifica para toda {x,} tal que =, — ¢y z, # ¢, resulta
que lim, .. g(z) = (.

0]

Observacion 5.21. El teorema vale en el caso que I es cerrado y no acotado y ¢ es
infinito; en este caso, la demostracion es andloga a la anterior.

Ejemplo 24: Estudiemos lim, oz sin(1/z).

En efecto: La funcién f(z) = zsin(1/z) estd definida en todo = # 0. Si z — 0T entonces
1/x — 400y |sin(1/z)| < 1. Multiplicamos miembro a miembro por x > 0 y resulta
—z < zsin(1/z) < z. Como el limite conserva la relacién de orden, se deduce que

lim (—z) < lim xsin(1/z) < lim « (5.9)

z—0t z—0t rz—0t

Luego, por la “Propiedad del Sandwich”, resulta que lim, .o+ zsin(1/z) = 0.
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Por otro lado la funcion f es par pues cualquiera sea x en el dominio de f se cumple que
f(=z) = (—z)(—sin(1/z)) = zsin(1/z). Luego, f(x) = f(—x) V = € Df; en consecuencia
f(z) = xsin(1/z) es simétrica con respecto al eje X = 0. Entonces lim, - zsin(1/z) = 0.
Como ambos limites laterales son iguales, resulta que lim, .z sin(1/z) = 0.

Ejemplo 25: Vamos a demostrar que lim,_q sin(z)/x = 1 mediante un poco de geometria
sencilla y el teorema de la Funcién Intermedia.

En efecto: Para x > 0, préximo a cero tenemos que el darea del tridngulo OAP es igual a
sin(z)/2, el area del sector circular de radio r = 1 y angulo central de x radianes es igual
a r?z/2 que es igual a z/2 y el drea del tridngulo OAQ es igual a tan(z)/2 que es igual
a sin(x)/2 cos(x), como puede observarse en la Figura 5.3

Q

P
j%d

tan x
sen x

\x

1

Figura 5.3: Gréfica del ejemplo 25

Dado que el triangulo OAP esté contenido en el sector circular que a su vez esta con-
tenido en el tridngulo OAQ (y todas las inclusiones son estrictas), tenemos que

1.()<1 <1sin(x)
—sin(zx —r < =
2 2 2 cos(x)’
que es equivalente a

T 1

=< sin(z) = cos(z)’

Tomando los reciprocos resulta

sin(x)

cos(x) < < 1.

X

Esta desigualdad se ha obtenido para los > 0 préximos a cero. Pero dado que cos(—z) =
cos(x) y sin(—z)/(—z) = sin(x)/(z), la ultima desigualdad también se verifica para x < 0
préximo a cero.

Podemos entonces aplicar el teorema de la Funcién Intermedia o del encaje. Dado que

limcos(z) =1 y HII(l]l =1,

rz—0
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podemos concluir que
. sin(x
lim (z)

x—0 x

=1.

A continuacién vemos como resolver con el enfoque discreto un limite particular de la
funciéon raiz cuadrada.

Ejemplo 26: Estudiemos el lim,_ g+ /2,

Dado que
lim 2z = lim z'/2,

z—0t z—07F

. . . o 1/2 C
estudiar el lim,_.o+ v/ equivale a estudiar lim,,_, :cn/ , para toda sucesion {z,} tal que

x, — 07 y z, # 0. Por el teorema 3.25 estudiado en sucesiones: “sucesion que es potencia
de otras dos”, resulta que

?

limy, o0 1/2
lim (z,)"? = [h’m a:n}

n—oo n—oo

cualquiera sea la sucesion {x,} tal que x,, — 07. Luego, lim,_o+ v/7 = lim,, o (2,)/? =

0Y/2 = 0.

5.6. Trabajos Practicos

La primera guia de ejercicios sobre el limite funcional, correspondiente a la verificacién
de éstos usando la definicién dada con el enfoque discreto, es exactamente la misma que la
exspuesta en 4.5.1 realizando las modificaciones correspondientes en los enunciados. Los
problemas sobre limites infinitos (seccién 5.3.3) fueron tratados, algunos de ellos, como
ejemplos en las notas de sucesiones (seccién 2.1) y en las del limite funcional mediante el
enfoque discreto. Ademas, debido a que el tratamiento del limite infinito via sucesiones
no ofrece mayores dificultades que en los casos finitos, se tomé la decisién de incluir los
ejercicios sobre el calculo de limites usando las propiedades y limites infinitos, en una sola
guia de Trabajos Practicos.

5.6.1. Trabajo Practico: Calculo de limites a partir de la defini-
cién

Como dijimos antes, esta coincide con la presentada en 4.5.1.

5.6.2. Trabajo Practico: Calculo de limites por propiedades y
limites infinitos

1. Suponiendo que lim,_.. f(z) = 2, lim, . g(x) = —1 y lim,_,. h(z) = 0, calcule los
limites que existan
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im z)— gz im x)]? c) lim @
(a) imyc[f(z) —g(x)],  (b) ima—c[f(x)],  (c)] v 2)’

=
—

z)

d) lim,_.. —=, e) lim,_,. —, Hlim, . ———m+—

(Dt ) H ey D e g o)
Suponiendo que lim,_.. f(z) = 3, lim, . g(z) = 0 y lim,_.. h(z) = —2, calcule los
limites que existan

) ) 5 ) h(z)
(a) lim,_..[3f(x) + 2h(x)], (b) lim,_.[h(z)]?, (c) lim, . P

, 9(z) 4 , )
d) lim,_,. —=, e) lim,_,. , f) lim,_.[3 + g(x
(@) lime— 95 (© iy s (D) limanaf3 + o)

Si me piden que calcule

o (L1 1

respondo que este limite es cero puesto que

1 1
i ——— | =
xlgﬁll <CL’ 4) 0

y menciono el teorema sobre limite de un producto como justificacién. Compruebe
que el limite es en realidad —1/16, y diga dénde esta el error en mi afirmacién.

Si me piden que calcule
L P —12
lim ———
z—3 z—3
respondo que el limite finito no existe puesto que lim,_3(z — 3) = 0 y menciono el
teorema sobre el limite de un cociente donde el denominador tiende a cero, como
justificacién. Compruebe que el limite es, en realidad, 7 y diga donde estuvo el error.

Calcule los limites siguientes

: 2
(1)  lim3 (2)  lim(5 —4o)* (3)  lim (a® +32-7)
r—2 r—
2
4 lim 3|z —1 5 lim |2? -8 ., oxt+1
Y 3| | R | 6) Mm%
, € 4 9
7 1 { — = , x4+ ax+1
v RO Dl S T
1) lim 2= ] "
S (1)l — (12)  lim
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, 1
(13)  lim ——— (14)  lmh(1—4) (15)  lmA(l+ )
, xr—2 2 _ 4 ; IQ —x—6 2
(16) hr% P (17) h’r% * 5 ) (18) hm2 ( P )
T— — xr— xr — T——
2 2 1
, T —x T —2x 1 -
19) 1 { { b
(19 lm T (20) Mm@V maT L
1- L t+ 2 3
, X , . , a0 —1
(22)  limo— S (23)  lim- +% (24)  lim =
3w 8 x 8 t+ 7
2 Ii 2 1i — 27 1i L
3r — 5 3r — 95 20 + 1
2 29 {
( 8> I_{I_POO 20 + 3 ( ) :c—lEloo 2v+ 3 (30) zl—lf-&{loo 2 —=3r+5
5 _2r+3 3z2 4+ 5x — 1 — 32
(31) lim :EZ—:E—'— (32) lim %;—m (33) ik 8z —3dr"+1
3 —Ba 1 e e 027 — 20 4 4
. x , z 2z — 1
34 lim —— 35 lim —— ¢
SO Ny e L Ny b S CO RN T B
20 — 1
37 lim ——
(37) r——oo \/dx? +x —x
A2 1 2
(38)  lim Vi + o +1+ Va2 +u
e=too /922 + 1+ 24 3z
4x? 1 2
(39) m Va2 +r+1+ Va2 +x

VIrZ 4+ +2+ 3z

Sugerencia: en los ejercicios (34) a (39) dividir numerador y denominador por v z? =
jz].

Tr——00

Calcule los siguientes limites laterales

(a) lim,_g+ (31/7), lim,_q- (31/%),
(b) limg o+ (671/1)7 lim, o~ (671/36)7

Suponiendo que f(x) = 23, calcule los limites que siguen

(a) lim,_, 1) = 13) (2:?{ (3), (b) lim, , 7#) —12) @:g (2)
(c) lim, s w (d) lim,—, w

En los ejercicios del 8 al 13 cuando hacemos referencia de la existencia de limite,
nos referimos a la existencia de limite finito.

Muestre mediante un ejemplo, que lim,_..[f(x) 4 g(z)] puede existir sin que existan
ni lim, . f(z) ni lim,_. g(x).
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9.

10.

11.

12.

13.

Muestre, mediante un ejemplo, que lim,_..[f(z)g(z)] puede existir sin que existan
ni lim, . f(z) ni lim, . g(z).

Decida si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) Silim,_.[f(z)+g(x)] existe en reales, pero lim,_.. f(z) no existe en R entonces
lim, .. g(z) no existe en R.

b) Silim,_..[f(z) + g(x)] y lim,_. f(x) existen en R, entonces lim,_..g(x) no
existe en R.

Silim, ../ f(z) =1 € R, entonces lim,_,. f(z) existe en R.
Si lim, . f(x) existe, entonces lim, ./ f(x) existe.

c

S

)

(@)

Si f(z) < g(x) para todo x # ¢, entonces lim, .. f(z) < lim,_. g(z).

~

)
)
1
) Silim, .. f(x) existe en R, entonces lim, .. —— existe en R.
)
)

g) Si f(x) < g(x) para todo = # ¢, entonces lim,_.. f(x) < lim,_. g(x).

Compruebe que

() max{f (), g(x)} = (1/2) ([f (z) + g(2)] + |f(x) — g(x)])

(ii) Halle una expresién similar para el min{ f(z), g(x)}
Sean h(z) = min{f(x),g(x)} y H(x) = méx{f(z),g(x)}. Demuestres que si

lim f(z)=1€R y limg(z)=1,

r—cC r—cC
demuestre que lim, .. h(x) = lim, .. H(x) = L.

Suponiendo que lim, . g(xz) = 0 y que f(x)g(z) = 1 para todo x real, demuestre
que lim, .. f(z) no existe en el conjunto de los niimeros reales. (Sugerencia: suponga
que lim, .. f(z) = € Ry, deducir una contradiccion).



Capitulo 6

Equivalencia de Definiciones de
Limite de una Funcion Real de una

Variable Real

6.1. Definiciones equivalentes

Ya hemos dicho varias veces que la nocion de limite de una funciéon f en un punto
¢, sirve para dar un significado preciso al hecho de que f(z) se acerca a un determinado
valor, digamos L, cuando x se aproxima a c.

Existen varias maneras de definir este concepto. En los capitulos 4 y 5 se presentaron
y estudiaron dos definiciones de esta nocion de limite a partir de cada una de las cuales se
dedujeron algunas propiedades que nos permitieron realizar el calculo de éstos de manera
mas sencilla. Recordaremos aqui estas definiciones, dandoles un nombre propio a cada
una de ellas para poder diferenciarlas. A continuacion, probaremos que ambas son equi-
valentes.

En ambas definiciones, f es una funcién real a variable real, definida sobre al menos
un conjunto de la forma (¢ — p,¢) U (¢,c + p), con ¢ € Ry p > 0. La primera de las
definiciones que se presenté en el capitulo 4, seccién 2, a la que nos referiremos como la
definicion de limite € — ¢, se enuncia de la siguiente manera:

Definicién 6.1 (de limite ¢ — §). Diremos que L es el limite (¢ — ) de f(x) cuando
x tiende a ¢, si y solo si para cada € > 0, existe un 6 > 0 (en general, funcion de €), tal
que si 0 < |z —c| < 6, entonces se verifica que |f(x) — L| < e.

Otra manera de presentar el concepto de limite funcional es la que se trabajé en el
capitulo 5, seccién 1, a la que nos referiremos como la definicion de limite por sucesiones,
la cual se enuncia de la siguiente manera:

Definicién 6.2 (de limite por sucesiones). Diremos que L es el limite (por sucesiones)
de f(x) cuando x tiende a c, si y solo si toda sucesion de nimeros del dominio de f (Dy),
distintos de ¢, cuyo limite es ¢, se transforma mediante f en una sucesion que tiene limite

L.

101
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Simbdlicamente, se expresa de la siguiente manera: L es el limite (por sucesiones) de
f(x) cuando x tiende a c, si y solo si V{x,} C Dy, con x, # c y lim, oz, = ¢, se
verifica que lim,,_, f(x,) = L.

Presentaremos a continuacién el resultado que demuestra la equivalencia entre las dos
definiciones enunciadas.

Teorema 6.3. L es el limite ¢ — 6§ de f(x) cuando x tiende a c, si y sélo si L es el limite
por sucesiones de f(x) cuando x tiende a c.

Demostracion: Caso (=): Supongamos que L es el limite ¢ — § de f(z) cuando z tiende
a c. Entonces, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que si

O<l|zr—c|<éd=|f(x)—L|<e.

Sea {z,} una sucesién cualquiera de nimeros en Dy distintos de ¢, que converge a c.
Luego, dado el 6 > 0 antes mencionado, podemos afirmar que existe un valor N € N tal
que 0 < |z, — ¢| < § para todo n > N. Asi, |f(x,) — L| < e para todo n > N; es decir
que la sucesién {f(x,)} converge a L. Como este razonamiento se cumple para cualquier
sucesion {x, } que converge a ¢, entonces concluimos que L es el limite por sucesiones de
f(x) cuando z tiende a c. O

Hemos probado entonces, que si L es el limite ¢ — § de f(x) cuando z tiende a c,
entonces L es el limite por sucesiones de f(x) cuando x tiende a c.

Caso («<): Supongamos ahora que L es el limite por sucesiones de f(z) cuando x tiende
a c. Entonces, toda sucesion de nimeros del dominio de f, distintos de ¢, cuyo limite es
¢, se transforma mediante f en una sucesion que tiene limite L.

Fijemos un numero real positivo ¢ arbitrario. Se trata de probar la existencia de
un 6 > 0 tal que |f(z) — L| < ¢ para todo = que verifique 0 < |z — ¢| < 4. Esto se
demostrara por reduccién al absurdo. Es decir, supongamos que existe un € > 0 para
el cual, cualquiera sea el § > 0 que se tome, existe al menos un z € Dy que verifica
0<|zr—c|l<dyparaelcual |f(z)— L| >e.

Consideremos ahora la sucesion formada de la siguiente manera: para cada n € N, se
elige ,, € Dy tal que se cumpla

1
0< |z, —¢] <— y |f(z,) — L] > e.
n

Ya sabemos que tales x,, existen por la suposicion que hicimos anteriormente, tomando
d = 1/n. Asi, claramente se tiene que lim, .., 2, = ¢. Sin embargo, para esta misma
sucesién se verifica que |f(z,) — L| > ¢ para todo n, lo que constituye un razonamiento
absurdo pues contradice la definicién de L como el limite por sucesiones de f(z) cuando
x tiende a c. Luego, se concluye que L es el limite € — 0 de f(z) cuando z tiende a c.

Con esta ultima conclusion, queda demostrada la equivalencia de ambas definiciones.
m
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Hay un resultado andlogo si ¢ es 400 (y otro paralelo si ¢ es —o00). Para estudiar
la equivalencia de las definiciones para este caso donde ¢ es +oo, presentamos sendas
definiciones:

Definicién 6.4. Sea f(z) definida al menos en algin conjunto de la forma [a,+00).
Diremos que L es el limite (¢ — ) de f(x) cuando x tiende a +o0o si y sdlo si dado
e >0, 36 > 0 (en general funcion de €), tal que si x > §, entonces |f(x) — L| < e.

Definicién 6.5. Sea f(x) definida al menos en algin conjunto de la forma [a,+00).
Diremos que L es el limite (por sucesiones) de f(x) cuando x tiende a +oo si y sdlo
si para toda sucesion de nimeros del dominio de f(x) que tienda a +oo se transforma
mediante f en una sucesion que tiene limite L.

Teorema 6.6. L es el limite ¢ — 0 de f(x) cuando v — +o0 si y sdlo si L es el limite
por sucesiones de f(x) cuando x — +00.

Demostracion: Caso (=): Suponemos que L es el limite ¢ — ¢ de f(z) cuando x — +o0.
Entonces dado € > 0, existe 6 > 0 tal quesiz > § = |f(x) — L] < e.

Sea {z,} una sucesién cualquiera de nimeros en Dy, que tiende a +o00. Luego, dado
el 0 > 0 antes mencionado, existe un valor r € N tal que x,, > 0 para todo n > r. Para
estas x,, se verifica que |f(z,,) — L| < € por la hipdtesis realizada. Es decir que la sucesién
{f(x,)} converge a L conforme n tiende a oo. Como este razonamiento se cumple para
cualquier sucesion {z,} que tiende a +oo, entonces concluimos que L es el limite por
sucesiones de f(x) cuando x tiende a +o0. O

Hasta aqui hemos probado que si L es el limite € — § de f(z) cuando = tiende a +o0,
entonces L es el limite por sucesiones de f(z) cuando z tiende a +o0.

Caso (< ): Supongamos ahora que L es el limite por sucesiones de f(x) cuando x tiende
a +o00o. Entonces, toda sucesién de numeros del dominio de f cuyo limite es +oo, se
transforma mediante f en una sucesién que tiene limite L.

Sea € un numero positivo. Se trata de probar la existencia de un 0 > 0 tal que
|f(z) — L| < € para todo x > 0. Esto se demostrard por reduccién al absurdo. Es decir,
supongamos que existe un € > 0 para el cual, cualquiera sea el 6 > 0 que se tome, existe
al menos un = € Dy, con x > §, para el cual |f(x) — L| > e.

Consideremos ahora la sucesién formada de la siguiente manera: para cada n € N, se
toma un z,, € Dy que cumpla z,, > ny |f(z,) — L| > . Ya sabemos que tales z,, existen
por la suposicién que hicimos anteriormente, tomando 6 = n. Asi, claramente se tiene que
lim,, o0 T, = +00. Sin embargo, para esta misma sucesion se verifica que |f(z,) — L| > ¢
para todo n, lo que constituye un razonamiento absurdo pues contradice la definicién de
L como el limite por sucesiones de f(z) cuando z tiende a +o0. Luego, se concluye que
L es el limite € — 0 de f(x) cuando x tiende a +o0.

Con esta ultima conclusién queda demostrada la equivalencia de ambas definiciones.

[]
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Observacion 6.7. La determinacion de 6 que corresponda a € en los términos de las
propiedades anteriores, no siempre es facil. El problema se resuelve rdpidamente si lo-
gramos encontrar una relacion apropiada entre | f(x) — L| y | — ¢|, como se ilustra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 1: Demostraremos, usando la definicién 6.1 de limite e—4, que lim,_4 (1 + ;) =
3.

En efecto: Consideremos ¢ > 0 dado. Trabajamos en este ejemplo con los datos f(z) =
1+ x/2, c=4y L=3. Con ellos, podemos establecer las siguientes relaciones:
x e —4] 1
x)—Ll=|14=-=-3|=——==|z—(|.
fa@) 1=+ 2 -3 =T = e
A partir de ésto, cualquier nimero § que elijamos con la condicién que 0 < § < 2¢,
nos permitird afirmar que para cualquier z que cumpla 0 < |x — ¢| < ¢, se verifica que
|f(z) — L| < e. Y con ello obtenemos la conclusién buscada.

(0} 4-2¢ 4 442¢ X

Figura 6.1: Grafica del ejemplo 1.

El ejemplo que se presenta a continuaciéon muestra que hay pruebas de existencia de
limites finitos que van mas alla de las técnicas propuestas en cada enfoque metodologico,
y en las que se pone a trabajar a pleno la creatividad y el conocimiento de herramientas
matematicas utilizadas.

Ejemplo 2: Consideremos la funcién f(z) definida en el intervalo (0, 1) que toma el valor
0 para los z irracionales y si, x es racional, digamos = p/q, con 0 < p < ¢, p y ¢ primos
entre si, el valor de la funcién es f(zr) = 1/¢. Afirmamos que esta funcién tiene limite
cero en cualquier punto, es decir lim,_.. f(x) = 0 para cualquier ¢ € [0, 1].

En efecto: Estudiaremos la existencia de tal limite para un ntimero ¢ € [0, 1] cualquiera
dado, usando la via de las sucesiones.

Si consideramos las sucesiones {z,} de nimeros irracionales del (0, 1), distintos de
¢ que convergen a c, resulta que {f(z,)} es particularmente simple, puesto que es la
sucesién constante {0} cuyo limite es cero. De esta forma, debido a la unicidad del limite,
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el inico candidato posible para ser el limite de f en ¢, es cero. Pero para que asi suceda, se
requiere probar que para cualquier sucesién {z, } de numeros del intervalo (0, 1) diferentes
de ¢ que converja a ¢, verifica que {f(x,)} converge a 0.

La situacién més desfavorable que se podria presentar es la de la sucesién {z,,} formada
por todos términos racionales, ya que los numeros irracionales del (0,1) no suponen
inconveniente alguno en orden a que el valor correspondiente de f es cero. Asi pues,
consideremos una sucesién {z,} que converge a ¢ de la forma x,, = p,/q, # c. De esta
forma, la sucesién {f(x,)} tiene la forma

1 1 1
QI7QZ’ ’Qn

Probaremos que estos valores tienden a cero. Para ello, consideramos un ¢ > 0 dado e
intentaremos determinar un nimero r» € N para el cual se verifique que

| f(z,,) — 0] _ 1 <e Vn>r
n
Dado que € esta fijo y por el hecho que =, — ¢y x, # ¢, cada g, no puede repetirse
infinitas veces, pues de ser asi la sucesién {z,} tendria infinitos nimeros iguales, pero
distintos de c¢. Esto contradirfa la convergencia de {z,} a ¢. Ademds, como ¢, € N, sélo
habra un nimero finito de denominadores diferentes que sean menores o iguales que 1/e.

Por todo ello, podemos afirmar que existe un nimero r € N para el cual 0 < ¢, < 1/¢
para 1 <n <r. Luego, tendremos que ¢, > 1/¢ para todo n > r.

Finalmente, hemos encontrado r € N tal que |f(z,) — 0| < € para todo n > r. Como
ademds, todo el razonamiento previo se hizo para cualquier nimero ¢ € [0, 1], concluimos
que lim,_,. f(x) = 0 para cualquier ¢ € [0, 1].

Conviene observar que, por ejemplo, el limite de f en 2/3 es cero, mientras que
f(2/3) =1/3.

El ejemplo que terminamos de describir tiene un interés tedrico y sirve para reflexionar
sobre el significado de la nociéon de limite. Pero fundamentalmente nos preguntamos,
., Cémo se encuentra un § que corresponda a € en este caso?

6.2. Limites infinitos

Hemos presentado los teoremas de equivalencia de las definiciones de limite finito. De
forma analoga los limites infinitos se caracterizan mediante definiciones del mismo tipo
que las establecidas para el caso finito. Omitiremos las corresponientes demostraciones
de los siguientes teoremas de equivalencia, ya que son muy similares a las demostraciones
anteriores. Presentamos a continuacion sendas definiciones de limite oo:

Definicién 6.8. Sea f una funcion definida al menos en algun conjunto de la forma
(c—p,c)U(c,e+p), conc € R yp > 0. Diremos que oo es el limite ¢ — § de f(z)
cuando x tiende a ¢ si y solo si dado € > 0, 30 > 0 (en general funcion de ), tal que si
0 <|z—c| <, entonces |f(x)| > €.
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Definicién 6.9. Sea f una funcion y sea ¢ un nimero real. Sea f(x) definida al menos
en algun conjunto de la forma (c—p,c)U(c,c+p), conp > 0. Diremos que oo es el limite
por sucesiones de f(x) cuando x tiende a ¢ si y sdlo si para toda sucesion de nimeros del
dominio de f, distintos de c, cuyo limite es ¢, se transforma mediante f en una sucesion
que tiene limite co.

El siguiente resultado establece la equivalencia entre las dos definiciones dadas. Se su-
giere, al lector interesado, intentar realizar las demostraciones correspondientes, siguiendo
los razonamientos utilizados en la prueba del teorema 6.3 y teniendo en cuenta las defini-
ciones 6.8 y 6.9.

Teorema 6.10. co es el limite ¢ — § de f(z) cuando z tiende a ¢ si y sdlo si o es el
limite por sucesiones de f(z) cuando z tiende a c.

Alentamos al lector a adaptar las definiciones anteriores para los casos de limite oo
cuando la variable independiente z tiende a +00 (0 —00), y a enunciar y demostrar la
equivalencia de tales definiciones.



Capitulo 7

Procesamiento Estadistico de la
Informacion Obtenida en las dos
Instancias de Evaluacion

7.1. Introducciéon

Recordemos que el objetivo principal de este trabajo es el de evaluar el grado de
asimilacién del concepto de limite funcional, cuando éste es presentado mediante dos
definiciones basadas en enfoques diferentes, tal como puede verse en el capitulo 2.

Teniendo en cuenta la experiencia adquirida en varios anos de ensenanza de las no-
ciones de limite con el enfoque clasico y el estudio que hemos realizado de estas nociones
a partir de sucesiones de nimeros reales, formulamos las siguientes conjeturas:

Hipdtesis I: El grado de aprendizaje y manipulacion de la definicién de limite funcional
real de una variable real, que los estudiantes de primer ano de 2005 de la carrera Profeso-
rado de Matematica de Concordia logran, es mayor cuando dicho concepto se les ensene
mediante el enfoque discreto (es decir, por medio de sucesiones de nimeros reales), que
cuando ellos internalizan la definicién de limite funcional a partir del enfoque clasico.

Hipotesis II: Los estudiantes de primer ano de 2005 de la carrera Profesorado de
Matematica de Concordia, alcanzan un grado de aprendizaje y manejo de las propiedades
y corolarios de las nociones de limite funcional real a partir de sucesiones de ntimeros
reales, que es igual al grado de asimilacién que éstos logran de dichas propiedades cuando
la transposicion didactica de ellos se efectiia por medio del enfoque continuo € — 9.

Para analizarlas, realizamos un estudio estadistico de test de hipdtesis. Para ello, se
llevé a cabo la experiencia descripta en el capitulo 2, con alumnos de primer ano de
la carrera Profesorado en Matemaética, durante el cursado del primer cuatrimestre de la
asignatura Anélisis Matematico I. Los treinta y dos alumnos fueron separados en dos
grupos homogéneos, a los que se les impartio la teoria del limite funcional, basados en
cada una de las definiciones presentadas.

Consideramos a cada grupo como dos muestras independientes de tamano n; y no,
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extraidas respectivamente de las poblaciones 1 y 2 en este caso coincidentes: primer ano de
la carrera de Profesorado de Matematica. Estos dos grupos muestrales son independientes
puesto que los individuos del Grupo 1, llamado “Sucesiones”no estaban en ninguna forma
apareados o equiparados con miembros correspondientes en el Grupo 2, denominado
“e —0”. Se supone que ensenamos en cada una de dichas poblaciones el tema propuesto
con el enfoque correspondiente.

Como fuera descripto en el capitulo 2, evaluamos, en dos oportunidades, el nivel de
aprendizaje y manipulacién tanto de la definicién correspondiente como de las propiedades
de los limites funcionales. Estos resultados fueron empleados para realizar el analisis
inferencial que nos permitio, junto con el seguimiento continuo de los alumnos, arribar a
las conclusiones que se exponen al final del trabajo.

7.2. Analisis de la Hipotesis I

Para estudiar la Hipotesis I estadisticamente, nos basamos en los resultados de la
primera evaluacién, comin a ambos grupos, si bien cada uno empled para la resolucion
de los ejercicios, la definicién del limite funcional correspondiente. Estos resultados, co-
rrespondientes a cada grupo, constituyen las 2 muestras independientes que se utilizan
para el analisis.

Exploramos las dos muestras utilizando los métodos descriptivos. En cada una de ellas,
investigamos el centro, la variacion, la distribucion y los datos distantes. Trabajamos con
los softwares Statgraphics Statistical System, version 5.1 y Statdisk 9.5 y generamos los
siguientes resultados:

= Estadisticos descriptivos para ambos conjuntos de datos, incluyendo el tamano
muestral (n), la media aritmética muestral () y la desviacién estdndar muestral

(S).

= Graficos de caja de ambos conjuntos de datos, hechos en la misma escala para que
puedan compararse. El principal valor de éstos se encontraba en la impresion visual
que proporcionaban como instrumento para explicar los resultados de una prueba
de hipdtesis, asi como la verificacion de las suposiciones.

= Histogramas de ambos conjuntos de datos de modo que las distribuciones puedan
compararse.

» Identificacion de cualquier dato distante.

Presentamos a continuacién los resultados obtenidos en la primera evaluacién. Recor-
damos que en ésta sélo evaluamos el grado de asimilacion y manipulacién de la definicién
trabajada, cuestién fundamental que fue estudiada estadisticamente y cuyo resultado,
junto al seguimiento continuo realizado a los estudiantes de cada grupo durante el de-
sarrollo de la experiencia, nos permitié determinar el grado de cumplimiento real de la
Hipotesis I planteada al comienzo del trabajo.

Grupo 1, (Sucesiones): 7-9—-10-9-9-8-9-10—-10-7—-7—-8—-8—-10—6
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| | Grupo 1: (Sucesiones) | Grupo 2, (¢ —9) |
Variable: 7910998910107788106 |66555656577744
Sample size 15 14
Average 8.46667 5.57143
Median 9 5.5
Mode 9 )
Geometric mean 8.36846 5.48355
Variance 1.69524 1.03297
Standard deviation 1.30201 1.01635
Standard error 0.336178 0.271631
Minimun 6 4
Maximun 10 7
Range 4 3
Lower quartile 7 )
Upper quartile 10 6
Interquartile range 3 1
Skewness -0.364106 0.0314015
Standarized skewness | -0.575702 0.0479666
Kurtosis -0.959523 -0.932508
Standarized kurtosis | -0.75857 -0.712214
Coeff. of variation 15.3781 % 18.2422 %
Sum 127 78

Cuadro 7.1: Salida de Statgraphics

Grupo 2, (¢ —-0):6—-6—-5—-5—-5—-6—-5—-6—-5—-T7T—-7T—-7—4—4

El procesamiento informatico para este primer conjunto de datos asociados a la eva-
luacion de la Hipoétesis 1, arrojo los resultados que presentamos en el cuadro 7.1.

En las Figuras 7.1 y 7.2 se muestran los histogramas correspondientes a cada grupo.
En la Figura 7.3 se presentan los diagramas de caja respectivamente.

Con la intencion de explorar los dos conjuntos de datos, vemos que las medias mues-
trales son diferentes. Los histogramas sugieren que las poblaciones tienen distribuciones
que son aproximadamente normales, y los graficos de caja parecen mostrar una diferencia
con respecto a la media.

En efecto, los tres valores que divididen a los datos muestrales, acomodados en orden
creciente, en cuatro grupos con aproximadamente el 25 % de los puntajes de cada uno de
ellos son los denominados primer, segundo y tercer cuartil y que se exhiben en el cuadro
7.2.

En la primera muestra (grupo “Sucesiones”), el valor minimo es 6 y el méaximo 10.
Ademas el valor que separa el 50 % inferior de los valores ordenados del 50 % superior,
es (92 = 9. En consecuencia el 50 % de las calificaciones de esta muestra estdn entre 6
y 9 puntos. Observamos que en la muestra “Sucesiones”el valor ()3 coincide con el va-
lor maximo de dicha muestra, por lo tanto el 75% de los alumnos del Grupo 1 obtuvo,



CAPITULO 7. PROCESAMIENTO ESTADISTICO 110

10.00

6.00 -
5
8.00 -
’ 4

4.00

6.00 -
3
4
4_ -
00 . 200 4 2
2.00 -
]

0.00 : : : ‘ ‘

0.00 T T T T 1 3 4 5 6 7 8
5 6 7 8 9 10 1

Figura 7.1: Histograma correspondiente el Figura 7.2: Histograma correspondiente el
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Figura 7.3: Diagrama de caja correspondiente a ambos grupos.

en la primera evaluacién, una calificacién entre 7 y 10 puntos. Sélo el 25 % restante de
los estudiantes de esta muestra fueron calificados con un puntaje entre 6 y 7 puntos.
Esto nos dice que los estudiantes del grupo “Sucesiones”lograron, en general, muy buen
nivel de aprendizaje y manejo de la definiciéon de limite funcional real de una variable real.

En la segunda muestra, es decir “c — 0”, el minimo de los datos es 4 y el méximo 7;
y luego de ordenar en forma creciente las puntuaciones de dicha muestra, resulta que el
50 % de los datos es menor o igual que Q2 = 5,5 y mayor o igual que 4; el otro 50 % de
los datos es mayor o igual que este ultimo valor ()2 y menor o igual que 7. Observamos
que el 50 % central de la informacién ordenada, corresponde a una puntuacién entre 5 y
6 puntos. Un 25 % del resto de los estudiantes del Grupo 2 fue evaluado con notas entre
6 y 7 puntos y el otro 25 % obtuvo una calificacién en dicha prueba entre 4 y 5 puntos.

| | Q1] @2 [ Qs
Grupo 1 (Sucesiones) | 7 | 9 | 10
Grupo 2 (e —9) 5 55| 6

Cuadro 7.2: Primer, segundo y tercer cuartil
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Esto manifiesta que los estudiantes de este grupo, en general, alcanzaron un grado de
comprension y manejo de la definicién del limite funcional real de una variable real, que
fue inferior al logrado en este mismo tema por los estudiantes del grupo “Sucesiones”.

Para determinar si hay valores muestrales que estan muy lejos de la mayoria de los
datos, calculamos en cada una de las muestras ordenadas la diferencia entre (3 y @1,
es decir, la longitud del intervalo al que pertenece el 50% central de la informacién
ordenada de cada muestra. Esta diferencia es de 3 puntos y de 1 punto para el Grupo
1 y el Grupo 2 de datos, respectivamente. Observamos que en cada muestra todos los
datos mayores que ()3 y menores que ()1, se hallan de estos dos ultimos, a una distancia
menor que 1,5(Q3 — @1). Como consecuencia de ésto, resulta que no hay, en sendos
conjuntos de calificaciones, valores muestrales ubicados muy lejos de la mayoria de los
datos; lo que nos permite afirmar que no hay datos distantes en las dos muestras. Esto
nos dice, desde el punto de vista de la experiencia realizada, que en sendos grupos no
hubo evaluaciones aplazadas. Observamos que los estudiantes de los dos grupos lograron
calificaciones mayores o iguales a cuatro, lo cual significa que los dos grupos de alumnos
considerados, en su totalidad han, por lo menos, comprendido las cuestiones basicas
y elementales de la definicién estudiada. Ademas esta ausencia de datos distantes en la
segunda muestra, manifiesta que ningin estudiante del grupo “c —9”logré una calificacion
de 8, 9 o 10 puntos, lo cual estd comprobado porque la maxima calificacion alcanzada
por algunos estudiantes de este grupo fue de 7 puntos.

En sintesis, el andlisis exploratorio anterior manifesté que el grupo “Sucesiones” tuvo
menos dificultades, en cuanto al aprendizaje de la definicién de limite funcional real de
una variable real, que los alumnos del grupo “c — ¢”en la internalizacién de dicha defini-
cién.

Posteriormente, estudiamos el grado de asimetria de cada una de las muestras, y apli-
camos a cada una de ellas un test de normalidad para investigar si las mismas procedian
o no de poblaciones normales. Esto, después, nos permitié decidir, junto con otras ca-
racteristicas de la muestra, el tipo de test de hipdtesis que correspondia aplicar para el
estudio de la Hipotesis 1.

Se puede ver que en la caja del Grupo 1 hay un cierto sesgo, lo cual motiva a un
estudio mas exhaustivo para determinar si se trata o no de poblaciones con distribuciones
normales.

En efecto, interesa particularmente los coeficientes de asimetria y Curtosis estandariza-
dos, que pueden utilizarse para determinar si la muestra procede de una distribucién
normal. Los valores de los estadisticos fuera del rango —2 a +2 indican alejamiento signi-
ficativo de la normalidad que tenderia a invalidar cualquier test estadistico con respecto a
la desviacion normal. Estos estadisticos, para este caso particular que estamos estudiando
se presentan en el cuadro 7.3.

En este caso, el valor del coeficiente de asimetria estandarizado esta dentro del rango
esperado para los datos de una distribucion normal. Analogamente ocurre con el coefi-
ciente de curtosis estandarizado. No obstante ello, realizamos para cada muestra el test de
Kolmogorov-Smirnov para verificar si cada una de las muestras proviene de una distribu-
ciéon normal. Estos contrastes obtuvieron los siguientes resultados, los cuales se presentan
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’ \ Coef Asimetria Stand \ Coef Curtosis Stand ‘

Muestra 1 -0.576 -0.759
Muestra 2 0.048 -0.712

Cuadro 7.3: Coeficientes de asimetria y Curtosis

’ \ D \ Valor p ‘
Muestra 1 | 0.192293 | 0.135326
Muestra 2 | 0.213024 | 0.0711533

Cuadro 7.4: Resultados del test de Kolmogorov-Smirnov

en el cuadro 7.4

Luego, concluimos, con un nivel de confianza del 95%, que la muestra 1 “Suce-
siones”tiene procedencia de una distribucién normal, y la muestra 2 “c — §”también
proviene de una distribucién normal con el mismo nivel de confiabilidad.

A los efectos de estudiar formalmente la Hipdtesis I tuvimos en cuenta entonces que,
con un nivel de confiabilidad del 95 %, las poblaciones de las que proceden sendas muestras
son normales, las variaciones poblacionales desconocidas y los tamanos de las muestras
son pequenos, es decir, menores o iguales a 30. Suponiendo ademas que las varianzas
poblacionales son iguales, aplicamos el procedimiento de prueba que compara las medias
de las dos distribuciones de probabilidad de los datos poblacionales, denominado “test t
para la diferencia entre dos medias poblacionales”.

Para ello, debido a que el test mencionado requiere la igualdad de las varianzas pobla-
cionales, estudiamos previamente este hecho. Concretamente probamos la supocision so-
bre la igualdad de las varianzas o? y o2 correspondientes a las poblaciones 1 y 2 respec-

tivamente. Probamos la hipotesis
2
791
2
02

Hy:ol =05 — =1

(las poblaciones tenian igual varianza) contra la alternativa

2

g
Hl;af7éa§<:)a—§7é1
2

(las poblaciones tenian varianza distinta).

En efecto: Recordemos los siguientes datos muestrales, los cuales se presentan en el cuadro
7.5 donde S? y S2 son las variancias muestrales obtenidas de las dos muestras aleatorias
independientes de tamano n; y no tomadas de las poblaciones 1 y 2 respectivamente.
Si las dos poblaciones se distribuyeron normalmente y la hipotesis nula era supuesta-
mente verdadera, entonces el estadistico de prueba correspondiente es
_ Sioy _ S}

— Q2.2 Q2
Syo1 Si
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| ln| = | & |
Muestra 1 | 15 | 8.467 | 1.695
Muestra 2 | 14 | 5.571 | 1.033

Cuadro 7.5: Datos muestrales

’ F \ Valor p ‘
| 1.64113 [ 0.37944 |

Cuadro 7.6: Valores arrojados por Statgraphics

el cual tiene una distribucién F con (n; — 1) y (ne — 1) grados de libertad para el
numerador y el denominador respectivamente. Consideramos nivel de significacion de la
prueba a = 5%. La salida que arrojé el software Statgraphics se presenta en el cuadro
7.6.

Este resultado nos permitié concluir que no habia razones suficientes para suponer
que las varianzas de ambas poblaciones fueran distintas.

Deseamos probar la hipdtesis que dice que las distribuciones de probabilidad de las dos
poblaciones que estamos estudiando tienen el mismo valor medio, contra la alternativa
que afirma que estos valores medios son distintos, con un nivel de significacion de la
prueba de 5 %.

Planteamos la hipotesis nula Hy, frente a la alternativa H; de la siguiente manera:

Hoy:pr=po o pp—pr=0

(El grado de asimilacién y manipulacién, que logran los estudiantes de primer ano de
la carrera Profesorado de Matematica, de la definicién del limite funcional real de una
variable real cuando esta definicién se ensena mediante sucesiones de niimeros reales, es
igual al grado de aprendizaje que estos estudiantes alcanzan de dicha definicién, cuando
se realiza la transposicion de ella con el enfoque clésico).

Hy:py#Fpp o pyp—pe#0
(Con el enfoque discreto en la ensenianza de la definicién del limite funcional de varia-
ble real, los alumnos de primer afio de la carrera Profesorado de Matematica de la ciudad
de Concordia, logran un grado de aprendizaje de dicha definicién diferente al grado que
ellos alcanzan cuando internalizan la definicién del limite funcional con el enfoque con-
tinuo).

Recordemos los datos muestrales que se presentan en el cuadro 7.5. A partir de ellos,
el estadistico de contraste, bajo Hy : 1 = po, sigue una distribucion ¢ de Student con
(ny + ng — 2) grados de libertad:

(Tr —72) — (1 — po2)

(nl—l)Sf—l—(ng—l)S% l —|— l
ni+ng—2 n1 n2

T = ~ t(n1+n2—2)
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’ t \ Valor p ‘
| 6.64091 | 3.98309E-07 |

Cuadro 7.7: Valores arrojados por Statgraphics

El nivel de significacién que utilizamos en esta prueba es de 5%. El software Stat-
graphics arrojo los resultados que se presentan en el cuadro 7.7.

Este primer resultado manifiesta que existe suficiente evidencia para sustentar la ase-
veracién que hay una diferencia entre las medias poblacionales. Esto, referido a nuestra
experiencia significa que existe una diferencia en el grado de asimilaciéon y manipulacion
de la definicién de limite funcional, cuando ésta es ensenada con un enfoque discreto
frente a otro continuo.

Por otro lado, el intervalo de confianza para la diferencia entre la media de la dis-
tribucién de probabilidad de la poblacién correspondiente a la muestra 1 (Sucesiones), y
la media de la distribucién correspondiente a la muestra 2 (¢ — d), es

[ — pz € [2,0007;3,78978]

con un nivel de confianza del 95 %. En consecuencia podemos afirmar, que p; — e > 0, 0
sea i1 > fio con el 95 % de confiabilidad. Estos resultados junto con el anélisis exploratorio
realizado a sendos conjuntos de datos, nos permitio decir que:

“Con el enfoque discreto en la ensenanza de la definicién de limite funcional real, los
estudiantes de primer ano de la carrera Profesorado en Matematica de la cuidad de Con-
cordia, logran un nivel mayor de comprension y manipulacién del concepto que cuando
estos alumnos internalizan la definiciéon del limite funcional con el enfoque continuo”.

Cabe senalar que los resultados obtenidos a partir de este ultimo test de hipotesis y del
intervalo de confianza, nos permitieron determinar desde el punto de vista cuantitativo
el grado de cumplimiento de la “Hipdtesis I” planteada al principio.

7.3. Analisis de la Hipoétesis 11

En esta seccién analizamos, interpretamos y procesamos los resultados obtenidos de la
segunda evaluacién. Recordamos que en esta instancia medimos el nivel de comprension
y manipulacién de las propiedades y corolarios de las nociones del limite funcional real
de variable real, presentadas estas propiedades con un enfoque distinto en cada grupo.
Con los datos muestrales estudiamos estadisticamente el grado de cumplimiento de la
Hipotesis 11.

Presentamos las calificaciones correspondientes a cada grupo, las que son consideradas
como las dos muestras independientes sobre las que estara basado el siguiente analisis:

Grupo 1, (Sucesiones): 10-9-9-8-9-8—-8-8—-7—-7—-6—-6—-5—-5—-5—6
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| | Grupo 1: (Sucesiones) | Grupo 2, (¢ —9)
Variable: 10998988877665556[99888677666544
Sample size 16 14
Average 7.25 6.64286
Median 7.5 6.5
Mode 8 6
Geometric mean 7.07604 6.4392
Variance 2.6 2.70879
Standard deviation 1.61245 1.64584
Standard error 0.403113 0.439869
Minimun 5 4
Maximun 10 9
Range 5 )

Lower quartile 6 6

Upper quartile 8.5 8
Interquartile range 2.5 2
Skewness -0.0272604 -0.173774
Standarized skewness | -0.044516 -0.265444
Kurtosis -1.19123 -0.880681
Standarized kurtosis | -0.972639 -0.672631
Coeff. of variation 22.2407 % 24.7761 %
Sum 116 93

Cuadro 7.8: Salida de Statgraphics

Grupo 2, (¢—-0):9-9-8-8-8-6—-7-7—-6—-6—-6—-5—-4—14

Estudiamos estos datos en forma anéloga a la realizada para la primera evaluacién. En
primer lugar exploramos las dos muestras utilizando los métodos descriptivos. En cada
una de las dos muestras, investigamos el centro, la variacién y la distribucion. Generamos
con el software ya mencionado, los siguientes resultados: estadisticos descriptivos para
ambos conjuntos de datos, graficos de caja e histogramas que se presentan en las figuras
7.4, 7.5y 7.6 correspondientes a las muestras 1 y 2 respectivamente.

Con la intencién de analizar los dos conjuntos de datos, vemos que las medias mues-
trales tienen una ligera diferencia. Los histogramas sugieren que las poblaciones tienen
distribuciones que son aproximadamente normales, y las graficas de cajas parecen mostrar
ausencia de marcadas diferencias.

En efecto, los tres valores que dividen a los datos muestrales acomodados en orden
creciente, en cuatro grupos con el 25% de los puntajes en cada uno de ellos son los
denominados primer, segundo y tercer cuartil. Sus valores pueden observarse en el cuadro
7.9.

En la primera muestra, es decir el grupo “Sucesiones”, el valor minimo es 5 puntos, y
el maximo 10 puntos. Ademads el valor que separa el 50 % inferior de los valores ordenados
del 50 % superior, es Q2 = 7,5. En consecuencia, el 50 % de las calificaciones de este grupo
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Figura 7.4: Histograma correspondiente al Figura 7.5: Histograma correspondiente al
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Figura 7.6: Diagrama de caja correspondiente a ambos grupos.

estuvieron entre 5 y 7,5 puntos, y el otro 50 % entre 7,5 y 10 puntos. Ademaés el grafico
de caja nos indica que el 75 % de los estudiantes del Grupo 1 (Sucesiones) alcanzé entre
6 y 10 puntos, y el 25% restante entre 5 y 6 puntos. Esto nos manifiesta que la mues-
tra “Sucesiones”logrd, en general, muy buen nivel de aprendizaje de las propiedades y
corolarios de las nociones del limite funcional real de una variable real.

En la segunda muestra, es decir “e—¢”, el minimo de los datos es 4 puntos y el maximo
9 puntos. Luego de ordenar en forma creciente las puntuaciones de dicha muestra, resulta
que el 50 % de los datos fue menor o igual que Qo = 6,5 y mayor o igual que 4. El otro
50 % de la informacién es mayor o igual que este ultimo valor ()5 y menor o igual que 9.
Observamos que el 75 % de las calificaciones obtenidas por los estudiantes de la muestra
2 “e — ¢”en esta segunda evaluacién, fue mayor o igual que 6 puntos y menor o igual que
9 puntos. Sélo el 25 % restante de estudiantes obtuvo entre 4 y 6 puntos. Esto manifiesta
que el Grupo 2, en general, alcanzé buen nivel de aprendizaje y manipulacién de las

| [ Q1| Q2 [ Qs |
Grupo 1 (Sucesiones) | 6 | 7.5 | 8.5
Grupo 2 (¢ — §) 6 |65 8

Cuadro 7.9: Primer, segundo y tercer cuartil
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’ \ Coef Asimetria Stand \ Coef Curtosis Stand ‘

Muestra 1 -0.045 -0.973
Muestra 2 -0.265 -0.673

Cuadro 7.10: Coeficientes de asimetria y Curtosis

’ \ D \ Valor p ‘

Muestra 1 | 0.179083 | 0.235689
Muestra 2 | 0.152342 | 0.606516

Cuadro 7.11: Resultados del test de Kolmogorov-Smirnov

propiedades y corolarios de las nociones estudiadas.

Este andlisis exploratorio, efectuado a sendas muestras de la segunda evaluacion rea-
lizada a los alumnos de primer ano de la carrera Profesorado en Matematica de la ciudad
de Concordia, nos revel6 que en general, no hubo entre los estudiantes de los dos grupos,
diferencias notables en cuanto al grado de comprensiéon y manejo de las propiedades de
las nociones de limite funcional real, cuando estas propiedades fueron ensenadas mediante
el enfoque discreto en el grupo “Sucesiones”, y con la metodologia clasica en el grupo
“e—97.

Posteriormente, estudiamos el grado de asimetria de cada una de las muestras, y
aplicamos a cada una de ellas un test de normalidad para investigar si estas muestras
procedian o no de poblaciones normales. Esto, después nos permitié decidir, junto con
otras caracteristicas de la muestra, el tipo de test de hipdtesis que correspondia aplicar
para el estudio de la Hipotesis II.

En efecto, observamos media, mediana y moda. Podemos decir que no existen dife-
rencias significativas entre ellas, dentro de cada muestra. Analizamos el coeficiente de
variacién que son, en ambos casos, menores que 0,5, lo cual nos dice que la media de cada
grupo representa muy bien a la distribucion de valores de la que proviene. Nos interesamos
particularmente por los coeficientes de asimetria y curtosis estandarizados, que pueden
utilizarse para determinar si la muestra procede de una distribucién normal. Los valores
de estos estadisticos fuera del rango de —2 a +2 indican alejamiento significativo de
normalidad. Para este caso que estamos estudiando, los estadisticos se presentan en el
cuadro 7.10.

En este caso, el valor del coeficiente de asimetria estandarizado para cada una de
las muestras esta dentro del rango esperado para los datos de una distribucién normal.
Lo mismo sucede con el valor del coeficiente de curtosis estandarizado. La impresién
que tuvimos luego de este andlisis, es que las muestras provienen de poblaciones aproxi-
madamente simétricas, y que no existe razén inmediata para cuestionar la hipdtesis de
normalidad. Luego, realizamos para cada muestra el contraste Chi-cuadrado y el test de
Kolmogorov-Smirnov para verificar si cada una de las muestras provenia de una distribu-
cién normal. Estos contrastes se realizaron con el software Statgraphics version 5.1, y los
resultados obtenidos se presentan en el cuadro 7.11.

Luego concluimos, con un nivel de confianza de al menos un 95 %, que la muestra 1
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| n] 7T [ S |

Muestra 1 | 16 | 7.250 | 2.600

Muestra 2 | 14 | 6.643 | 2.709

Cuadro 7.12: Datos muestrales

(Sucesiones) proviene efectivamente de una poblacién que se distribuye en forma normal.
Anélogamente ocurrié con la muestra 2 (¢ — ¢§); es decir esta iltima muestra proviene de
una poblacién de datos que, segin el test anterior, se distribuyen normalmente con un
nivel de confianza de al menos un 95 %.

A continuacién estudiamos la Hipdtesis II ya planteada. Teniendo en cuenta que, con
un nivel de confiabilidad de al menos un 95 %, las poblaciones de las que proceden sendas
muestras son normales, las variancias poblacionales son desconocidas y los tamanos de
muestras son pequenos y, suponiendo ademas que las varianzas poblacionales son iguales,
aplicamos entonces el procedimiento de prueba que compara las dos medias poblacionales
denominado “test t para la diferencia entre dos medias poblacionales”, el cual compara
las medias de las dos distribuciones de probabilidad de los datos poblacionales.

Primero, probamos la suposicién sobre la igualdad de las variancias o y o3 corres-
pondientes a las poblaciones 1 y 2 respectivamente y posteriormente realizamos el test
para comparar las medias poblacionales.

Para ello debemos probar la hipdtesis

0_2
1
Hy:0l=0e 2L

1 2 2
03

=1

(las poblaciones tienen igual varianza) contra la alternativa

2
(o}
Hl;gf7éa§<:>a—;7é1
2

(las poblaciones tienen varianzas distintas).

De los datos muestrales que se presentan en el cuadro 7.12

S? y S2 son las variancias muestrales obtenidas de las dos muestras aleatorias inde-
pendientes de tamano n; y ny tomadas de las poblaciones 1 y 2 respectivamente.

Si las dos poblaciones se distribuyen normalmente y la hipétesis nula fuese supuesta-
mente verdadera, entonces el estadistico de prueba seria

2 9 2
_ 5oy _ St
2.2 Q2
Syoi Si

el cual tiene una distribucién F con (n;—1) y (ne—1) grados de libertad para el numerador
y el denominador respectivamente. Consideramos un 5% de nivel de significacién de la
prueba. El software utilizado arrojé los resultados que se presentan en el cuadro 7.13.
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’ F \ Valor p ‘
 0.959838 | 0.929834 |

Cuadro 7.13: Valores arrojados por Statgraphics

Luego, a partir de estos resultados, concluimos que no hay razones suficientes para
suponer que las varianzas de ambas poblaciones son distintas.

Seguidamente procedimos con la prueba de hipdtesis formal para comparar las dos
medias de las distribuciones poblacionales.

Deseamos probar la hipdtesis que afirma que las distribuciones de probabilidad de
las dos poblaciones en estudio tienen el mismo valor medio, contra la alternativa que
asegura que estos valores medios son distintos, con un nivel de significacién de la prueba
del 5%. Supusimos, por las pruebas realizadas anteriormente, que las dos poblaciones
estdn normalmente distribuidas con igual varianza.

Planteamos la hipotesis nula Hy, frente a la alternativa H; de la siguiente manera:

Ho:pp=p2 o pr—p2=0

(El grado de asimilacién y manipulacién, que logran los estudiantes de primer ano de
la carrera Profesorado de Matematica, de las propiedades y corolarios del concepto de
limite funcional real cuando estos se ensenan mediante sucesiones de niimeros reales, es
igual al grado de aprendizaje de dichas propiedades cuando se realiza la transposiciéon de
ellas con el enfoque clésico).

Hy:py#Fpp o pyp—pe#0

(Con el enfoque discreto en la ensenanza de las propiedades y corolarios de la nocién
de limite funcional, los alumnos de primer ano de la carrera Profesorado de Matematica
de la ciudad de Concordia, logran un grado de aprendizaje diferente al grado que ellos
alcanzan cuando internalizan estos resultados con el enfoque continuo).

Los valores obtenidos a partir de las dos muestras se presentaron en el cuadro 7.12.
El estadistico de contraste, bajo Hy : 1 = po, sigue una distribucién ¢ de Student con
(ny + ng — 2) grados de libertad:

(71 —72) — (1 — p2)
\/(n1—1)s§+(n2—1)s§ 1,1

ni+ng—2 ni ng

T —

~ t(nl +no —2)

El nivel de significacién que utilizamos en esta prueba fue del 5%. Concretamente,
el estadistico de la prueba correspondiente a estas muestras tiene una distribucién t de
Student con (16 + 14 — 2) = 28 grados de libertad. Los puntos criticos sobre el eje T,
entrando a la tabla con area 0,025 y 28 grados de libertad, son T} = 2,048 y T, = —2,048.
Y sus transformados, sobre el eje T; — %, son:

—1)52 -1)82 |1 1
Tz\/(nl e )2\/_"'——0—0:01‘ 1=1,2
n1+n2—2 ny U]
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’t \ Valor p ‘
| 1.01904 [ 0.316911 |

Cuadro 7.14: Valores arrojados por Statgraphics

Reemplazando los valores correspondientes, se obtuvo que ¢; = 1,22037 y ¢ = —1,22037.

En consecuencia, la region critica esta formada por los valores de T; — T, mayores que
1,22037 o menores que —1,22037. Dado que (T1 —Z2)eps = 7,250—6,643 = 0,607 puntos, no
es posible rechazar la hipdtesis nula. Esto es, con un nivel de significacion de 0,05, no tene-
mos evidencia fuerte que permita concluir que el grado de aprendizaje de las propiedades
y corolarios de las nociones de limite por medio de sucesiones de niimeros reales, es di-
ferente al grado de asimilacion de dichas propiedades cuando éstas son ensenadas por
medio del enfoque clasico € — 9. Luego, concluimos que, con un nivel de significacion del
5% los estudiantes de primer ano de la carrera Profesorado de Matemética de la ciudad
de Concordia, logran un grado de aprendizaje y manejo de las propiedades y corolarios
de las nociones del limite funcional real de variable real por medio de sucesiones reales,
que es igual al grado de asimilacion que estos estudiantes alcanzan de dichas propiedades
cuando la transposicion didactica de ellas se efectud por medio del enfoque clasico. Este
resultado, obtenido a partir de la realizacién de la prueba t de hipdtesis para medir la
diferencia entre las medias poblacionales, nos permitié evaluar, desde el punto de vista
cuantitativo, el grado de cumplimiento de la Hipdtesis II propuesta al comienzo de esta
experiencia.

Simultaneamente al analisis antes expuesto, estudiamos las dos muestras mediante el
uso de la herramienta informatica, con lo que corroboramos los resultados antes obtenidos.

Presentamos, en primer lugar, el intervalo de confianza del cociente de las varianzas
0? y 02, con un nivel de confiabilidad del 95 %.

Cociente de Varianzas (07 /03): [0,3144;2,8074]

Dado que este intervalo incluye al valor uno, la hipétesis de varianzas iguales, hecha para
la prueba t, quedd justificada.

En segundo lugar presentamos el intervalo de confianza para la diferencia entre las
medias bajo la hipdtesis, recién probada, de varianzas iguales, con un nivel de confiabilidad
del 95 %.

Diferencia entre Medias (3 — p2): [—0,6136; 1,8279]

Finalmente exhibimos los resultados de la prueba de hipdétesis para la diferencia entre
medias, con un nivel de significacién de la prueba del 5 %, cuyos valores obtenidos pueden
observarse en el cuadro 7.14.

Puesto que la prueba de hipétesis y el intervalo de confianza para la diferencia entre
medias utilizaron la misma distribucién y el mismo error estandar, resultaron equivalentes
en el sentido de que permitieron obtener como resultado las mismas conclusiones. En
consecuencia, la hipétesis nula de p1 = po (0 g3 — pe = 0) se probé determinando que el
intervalo de confianza incluye al cero. En efecto, el procedimiento de prueba de hipdtesis
indicé que no fue posible rechazar la hipdtesis que decia:
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“El grado de asimilaciéon y manipulacion de las propiedades y corolarios de las no-
ciones del limite funcional real de una variable real cuando éstas son presentadas didacti-
camente mediante sucesiones de niimeros reales, es igual al nivel de aprendizaje que logran
los alumnos cuando dichas propiedades son transpuestas didacticamente por medio del
enfoque continuo € — §”.

Esta conclusién estaba ratificada por el intervalo de confianza para la diferencia entre
medias con varianzas iguales, presentado anteriormente, ya que teniamos una confianza
del 95% que el intervalo de —0,61 a 1,83 realmente contenia el valor verdadero de p; —
io. En este caso observamos que el cero pertenece a dicho intervalo, con un 95% de
confiabilidad, lo que prueba el resultado del test de hipétesis.



Capitulo 8

Conclusiones

Los resultados obtenidos a partir del analisis y procesamiento estadistico de las eva-
luaciones de cada grupo, y del seguimiento a los estudiantes durante el transcurso de la
experiencia, nos permitieron obtener las conclusiones que se presentan a continuacion.

Es evidente que para desarrollar el tema limite funcional real con el enfoque discreto,
fue necesario que los estudiantes asimilaran previamente las definiciones y las propiedades
fundamentales de sucesiones numéricas. En caso contrario no hubiese sido posible lograr
el aprendizaje y la manipulacién de las nociones de limite bajo ese enfoque, tanto de la
definicién como de sus propiedades y corolarios.

No podemos decir que un enfoque metodolégico fue mejor que otro. Pero, en un punto
fundamental que fue el trabajo con la definiciéon del limite funcional, hubo diferencias.
Los dos grupos lograron comprender el significado de lo que representa la existencia del
limite funcional real de una variable real. Pero llegado el momento de probar un limite
mediante la definicién, el grupo € — ¢ tuvo, en general, inconvenientes en el razonamiento
l6gico formal que permitia hallar ¢ en funcién del ¢ dado.

Se pudo observar, durante el desarrollo de las clases y también en la primera eva-
luacion, que los estudiantes del grupo € — § razonaban incorrectamente cuando usaban
la implicacién logica. Esto ocurrié fundamentalmente en el célculo del valor § > 0 que,
en general, dependia de ¢ fijado. También se pudo notar, que este grupo de alumnos no
llegé a asimilar el hecho que existieran varias condiciones o restricciones que se debian
cumplir en forma simultdnea, las cuales permitian encontrar el valor J que servia para
la demostracién posterior, es decir un valor de d que fuese suficiente para la prueba del
limite propuesto. En consecuencia podemos decir que la tarea que supone fijar un € > 0
y hallar un 6 > 0, en general funcion de ese €, para que después se pueda, a partir de la
desigualdad 0 < |z — ¢| < ¢ llegar a probar que |f(z) — | < &, atn después de finalizado
el primer cuatrimestre, no se habria logrado en su totalidad.

En el caso del grupo Sucesiones no hubo tal inconveniente, porque para probar limites
por la definicion, en ejercicios sencillos, se utilizaron en forma frecuente el limite de la
funcién idéntica y de la funcién constante, ademéas de las propiedades de las sucesiones
de nimeros reales. Como dijimos al comienzo, sin la asimilaciéon y manipulaciéon de las
definiciones y propiedades referentes a sucesiones de nimeros reales, hubiese sido real-

122
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mente imposible desarrollar las nociones del limite funcional con ese enfoque. En general,
la ensenanza de las nociones de limite funcional real de una variable real con el enfoque
discreto, no presento grandes inconvenientes. Las dificultades mayores se encontraron en
la transposicion didéactica de sucesiones de niimeros reales, al comienzo de la experien-
cia. El mayor esfuerzo se realizé en ese momento especificamente cuando se manejaban
en forma simultanea dos o mas limites de sucesiones numéricas. Concretamente, cuando
tenfamos una sucesion que era una operacién aritmética entre otras dos. Alli debiamos
encontrar los valores enteros positivos para los cuales, la definicién del limite de cada una
de las sucesiones intervinientes se verificaba. Y a partir de ellos, probar finalmente el com-
portamiento de la sucesion original. Esta dificultad se presenté también en el desarrollo
de las propiedades y corolarios mediante el enfoque continuo, precisamente cuando tuvi-
mos que trabajar con varios limites funcionales al mismo tiempo, y debiamos encontrar
el dominio de la variable independiente donde todas las condiciones se verificaban a la vez.

El resultado de la segunda evaluacion manifestd que, en general, los estudiantes de los
dos grupos, no tuvieron dificultad en la manipulacion de los enunciados de las propiedades
y corolarios de las nociones internalizadas, para validar razonamientos y calcular limites,
siempre que estos existan.

Por otro lado, en cuanto a la prueba de la no existencia de limite finito, debemos decir
que el enfoque discreto resultd ser directo, porque es suficiente probar que dos sucesiones
de valores funcionales no tienen el mismo limite para igual comportamiento de la variable
independiente (z,, — c¢) para asegurar que el limite funcional real no existe. En cambio
para probar la no existencia de limite finito por medio del enfoque clasico, debemos de-
mostrar que existe un € > 0 para el cual, cualquiera sea el § > 0 que se tome, existe al
menos un “z”que pertenece al dominio de la funcién que verifica 0 < |z — ¢| < d y para
las cuales |f(xz) — ] > €. Como ejemplo de lo dicho anteriormente, presentamos en las
notas tedricas de sendos enfoques, la prueba de la no existencia de limite de la funcién
|z|/x para cuando x — 0.

Debemos senalar que, en los ejercicios de mayor complejidad presentados a cada grupo
al finalizar el tema, en los que los alumnos debieron mostrar proposiciones si éstas eran
verdaderas y presentar contraejemplos si ellas eran falsas, pudimos observar que las difi-
cultades para decidir la verdad o falsedad de una proposiciéon fueron independientes del
enfoque con que se realizé la transposicién didactica del tema. La intervencién del docente
como orientador y guia del razonamiento de los alumnos permitio que estos puedan probar
algunas proposiciones y hallar contraejemplos de otras. A través de estos planteamientos
se pretende desarrollar en los alumnos capacidades como: inducir, conjeturar, experimen-
tar, analizar, rectificar los propios errores, sintetizar, demostrar, siempre bajo la tutela
del profesor.

Para finalizar, decimos que el objetivo de esta experiencia se ha logrado porque hemos
podido evaluar el grado de asimilacion del concepto del limite de una funcion real de va-
riable real presentado mediante un enfoque discreto frente a otro continuo. La asimilacion
de las nociones mediante el enfoque discreto fue réapida. Los alumnos lograron manipu-



CAPITULO 8. CONCLUSIONES 124

lar las propiedades de sucesiones numericas, y en consecuencia se sintieron a gusto con
el tema tanto en las pruebas de limite por definicion como en el calculo de ellos por
medio de sus propiedades y corolarios, pudiendo desarrollar inclusive diferentes resulta-
dos de limites infinitos. Por otro lado, la asimilacion de las nociones ensenadas mediante
el enfoque clésico fue lenta, los estudiantes ain cerca de la finalizacion del dictado de
la materia, sentian que no podian manejar con soltura la definicién cuando se trataba
de probar limites por medio de ella, precisamente cuando debian hallar un 6 que fuera
apropiado para la demostracién posterior. Debido a que el tiempo empleado en el pro-
ceso de ensenanza-aprendizaje de la definicién € — ¢ de limite finito fue mas prolongado,
dejamos a cargo de los estudiantes del grupo correspondiente, la lectura e internalizacién
de las propiedades de limites infinitos, a partir de la bibliografia recomendada y bajo la
direccion de la profesora titular de la asignatura.

En cuanto al manejo de resultados tedricos, es decir la manipulacion de enunciados
referidos a las propiedades y corolarios de las nociones estudiadas, en general, no hubo
diferencias significativas entre los grupos. Por el contrario los dos manifestaron, a través
de la resolucién de los ejercicios propuestos y resueltos durante la clase y la evaluacién,
haber logrado la internalizaciéon de los contenidos. En consecuencia, con todo lo dicho
anteriormente, podemos afirmar que se han cumplido plenamente las dos hipotesis for-
muladas antes de la realizacion de esta prueba metodolégico didéactica.

Para finalizar, concluimos esta experiencia con el siguiente resultado:

Mediante el enfoque discreto en la ensenanza de las nociones del limite funcional real
de una variable real, los estudiantes de primer ano de 2005 de la carrera Profesorado de
Matemadtica de la ciudad de Concordia, logran un grado de asimilacion y aprendizaje de
esas nociones que es superior al que ellos alcanzan cuando internalizan estos contenidos a
partir del enfoque cldasico. En efecto, el razonamiento riguroso y formal que estos estudian-
tes llevan adelante tiene menos dificultades y obstdculos cognitivos cuando las nociones
son transpuestas diddcticamente con la metodologia discreta.

A partir de ahora seguiremos estudiando nuevas alternativas pedagdgicas para la
ensenanza y el aprendizaje de tan arduo y profundo concepto, a los efectos de poner al
alcance de los estudiantes, que por primera vez tienen contacto con el calculo, enfoques
metodologicos formales y rigurosos y al mismo tiempo con un nivel asequible para la
internalizacién de las nociones, abriendo asi la posibilidad de nuevas propuestas didacticas
fundamentadas en el analisis de los procesos cognitivos involucrados en el aprendizaje de
este tema.



Capitulo 9

Anexo

9.1. Primera Evaluacion

En esta evaluacion pretendemos medir sélo el grado de asimilaciéon y manipulacién
de la definicién de limite funcional real de una variable real, donde la misma ha sido
ensenada por medio de dos propuestas pedagodgicas diferentes.Para ello los estudiantes
deben probar los siguientes limites funcionales reales mediante la definicién que cada
alumno ha estudiado.

1. lim,_3 (22 +1)=7

2. lim, 4 (—2?+5)=-11

9.2. Segunda Evaluacién

En esta evaluacion pretendemos medir el grado de asimilacion y manipulacion de las
propiedades y corolarios de la definicién de limite funcional real de una variable real,
donde las mismas fueron abordadas desde dos enfoques metodologicos distintos. Para tal
fin, los estudiantes deben resolver los ejercicios propuestos a continuacién.

. . , 2 _ ;. . .
1. Si me piden que calcule lim,_,3 £ ;33127 respondo que el limite finito no existe, o

d4 infinito, puesto que lim,_.3 (x — 3) = 0, y menciono el teorema sobre el limite de
un cociente donde el denominador tiende a cero como justificacién, comprobar que
el limite es en realidad 7 y diga donde me he equivocado.

2. Calcular y justificar aplicando propiedades

w lim, o |z% — 4]

2—x?

u ll/mm*ﬁ e

w lim, .y 43%
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