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I CONSOLIDACION DE CONCEPTOS

Aproximar, dice la Real Academia Espafiola en su Diccionario de la
Lengua, significa "Obtener un resultado tan cercano al exacto como sea
necesario para un propésito determinado"

Ese es, exactamente, el tema de esta Guia. Obtener resultados tan
cercanos al exacto como sea necesario con el propésito de trabajar con
funciones sencillas en lugar de hacerlo con funciones complicadas. Pero,
¢qle clasificacién es esta? (Acaso se trata de nuevas categorias de
funciones? ¢Cudles son las sencillas? ¢Cudles son las complicadas?

Algunos ejemplos permitirdn entender el concepto.

La funcién y = sen(x) no es complicada para nadie. Sin embargo, la
funcién y = x es mds sencilla que la funcién seno. De hecho, para calcular
algin valor de la primera, lo primero que se piensa es en la necesidad de
consultar una tabla de valores de la funcién seno, problema absolutamente
inexistente para la segunda, ya que, dado x = xo de inmediato es yo = Xo. ¢Y?
Simple, si se recuerda que la funcién seno y la funcién arco son infinitésimos
equivalentes en un entorno del origen de coordenadas, en ese entorno se
podrd tomar sen(x) = x porque la aproximacion es tan cercana al valor
exacto como algln problema de ingenieria lo requiere.

Esto no es para nada trivial. En fisica se estudia el péndulo. El modelo
matemdtico del mismo es una ecuacion diferencial de segundo orden donde
aparece un sen(f) donde 6 es el dngulo que forma la vertical con el
desplazamiento lateral del hilo que sostiene la "lenteja" que forma el
péndulo. Esa ecuacién diferencial no tiene solucion analitica (como ocurre
con la mayor parte de las ecuaciones diferenciales que se presentan en la
prdctica). Sin embargo, los colegas de fisica dicen "para dngulos 6 pequefios
- ¢les gusta 6°30" o 7°?, mds no - la funcién sen(6) puede ser reemplazada
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por 0 y entonces si, la ecuacién diferencial tiene solucion analitica, es una
ecuacion lineal de segundo orden cuya solucién exacta es de fdcil obtencidn.

Un paseo por el laboratorio de fisica, con péndulo, cronémetro,
guardapolvo y demds enseres de un experimentador, permitird ver las
diferencias entre un péndulo apartado 5° de la vertical y soltado para que
oscile y otro experimento apartdndolo 60° de la vertical y librado a oscilar
y, sobre todo permitird ver y medir lo que significa "aproximar"

Un cable pesado, o mejor, una cadena, sujetada por sus extremos a
una misma altura y a distancia d, hace "panza". Esa panza, cuando el
problema se estudia matemdticamente corresponde a un coseno hiperbélico,
funcion cuya forma es llamada "catenaria" precisamente por ese motivo.

La catenaria, una vez dibujada, huele a pardbola, razén por la cual el
coseno hiperbdlico parece posible sea aproximado por una pardbola. Pero
¢qué pardbola? ¢de qué grado? écon qué error? . Estas y otras preguntas
serdn contestadas en el desarrollo de esta GEP. Pero se adelanta, el coseno
hiperbdlico puede ser aproximado, con error cada vez menor, por las
siguientes pardbolas:

2

X
ch(x) ~1+—
() i
2 4
ch(x) ~1+ © + 2
2 24
2 4 6
ch(x)z1+x—+x—+x—
2 24 720

Los siguientes grdficos dan prueba de ello.

La catenaria
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La catenaria superpuesta a la primera pardbola
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En un entorno del origen, la aproximacién parece buena, luego
empeora en forma creciente.

La catenaria y las dos primeras pardbolas de aproximacién

La aproximacién mejora significativamente.

Aproximacion con las tres pardbolas

La tercera sdlo se aprecia por el tono mds fuerte de la catenaria.
Para muchas aplicaciones, esto es mds que suficiente y puede ser
reemplazada por el polinomio de sexto grado con economia operativa.



Encontrar este tipo de aproximaciones y estimar su error es motivo
de todo lo que sigue.

Sucesion de funciones
Una sucesion de funciones es una aplicacién del conjunto N (o, a

veces, No ) en un conjunto U de funciones, de tal forma que, a cada nimero
natural n le corresponde una y sélo una funcién denominada un(x).

{un 00} = 00,1, (), U5 (6)...., U (0),...
Por ejemplo, la sucesidn
=2 3 x4 x5 XKL
Esta sucesién de funciones se transforma en sucesiones numéricas
(GEP11) cuando se le asignan valores numéricos a x. Esas sucesiones pueden

ser convergentes o divergentes.

Por ejemplo, la sucesion anterior en x = 1/2; en x =1y en x = 2 se
transforma en las sucesiones numéricas:

BISEHES

{o"}={2.4816,32,64,128,...}

La primera es convergente a O, la segunda es convergente a 1y la
tercera es divergente.

El conjunto de valores de x que hacen que las sucesiones numéricas
resultantes sean convergentes, se denomina campo de convergencia de la
sucesion de funciones.

Ademds, para todo x tomado en el campo de convergencia, la sucesion
numérica resultante converge a un valor real. Queda asi establecida una
aplicacién donde a cada x del campo de convergencia le corresponde un valor
humérico, es decir queda establecida una funcién.




Se escribe

limu, (x) = u(x)

y deberia estar claro que una sucesion de funciones, cuando converge,
converge a una funcion.

Por ejemplo, la sucesidn {x“} converge en el intervalo [0,1] a la funcién
5> () = {(1) Xvii [0,1)
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La sucesion { } converge en el intervalo [0, «) a la funcién

1+X
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Se observa que las sucesiones estdn formadas por funciones
continuas pero que la funcion a la que convergen, en ciertos puntos, no son
continuas.

Obsérvese que la influencia del intervalo en la que se realiza el
estudio fiene un peso decisivo en esa materia. En efecto, si en el primer
ejemplo se toma el intervalo [0,1) la sucesion converge a la funcién continua
f(x) = 0 {ATENCION ila diferencia estd en un paréntesis y en un corchetel}.

En el segundo ejemplo la convergencia es hacia la funcién continua
f(x) = O en el intervalo [0,1) y hacia la funcion continua f(x) = 1 en el
intervalo (1, ) {De nuevo, asunto de [ y/o de )}

Este tipo de problemas requieren definir muy ajustadamente el
significado del término "converge".
Convergencia puntual

La sucesidén de funciones {u,(x)} converge puntualmente a la funcién
u(x) si

u,(x)-u(x) <&,e>0 tomando n>N=N(eX)

Es decir, si la diferencia en valor absoluto entre el término genérico
de la sucesion de funciones y la funcion limite se puede hacer tan pequefia
como se quiera (g¢) con tal de tomar el indice n mayor que un valor N que
depende de ¢ y del punto x en el que se estudia la convergencia.

Por ejemplo, la sucesion de funciones {x”} en [0,1] converge a la
funcién u(x) = O pero

x“—0‘<e,g>0 =>x"<e¢ :n>|n(€)=N(5,x)
In(x)

‘un (X) - U(X)‘ =

Esto indica claramente que, cuanto mds cerca se esté de 1, mayor
serd el valor del indice a partir del cual el término genérico satisfaga la
desigualdad planteada.

En cambio, si el estudio se realiza en el intervalo [0,1) basta con
tomar



>M:N(8), O<v<l1
In(1-v)

para que, desde un dnico valor de n en adelante, e independientemente del
punto considerado, simultdneamente en todos los puntos se satisfaga la
desigualdad. Esto lleva, de manera natural al concepto de

Convergencia Uniforme

La sucesién de funciones {u,(x)} converge uniformemente a la funcién
u(x) si

u,(x)—u(x)<e,e>0 tomando n>N=N(e)

Es decir, si la diferencia en valor absoluto entre el término genérico
de la sucesion de funciones y la funcién limite se puede hacer tan pequefia
como se quiera (g¢) con tal de tomar el indice n mayor que un valor N que
depende solamente de ¢ y no de x. Y esto ocurre simultdneamente para
todos los puntos del intervalo.

. . sen(nx) .
Por ejemplo, la sucesion {———! converge uniformemente a la
n

funcién f(x)=0 en [0, =] como puede apreciarse en el grdfico siguiente.

{sen(nx)}_}o
n U

En cambio, la sucesién {sen"(x)} no converge uniformemente en ese

intervalo, pero si lo hace en los intervalos [0, ©/2); (n/2, =] y, en ellos
converge a la funcion f(x)=0. También en este caso, una representacion

grafica ayuda a entender ese comportamiento.
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Segln el criterio de Cauchy, la convergencia es uniforme cuando

u,(x) —u, (x| <e,e>0 nm>N,=N(e)

es decir, cuando la diferencia, en valor absoluto entre dos términos de la
sucesion de funciones puede hacerse tan pequefia como se quiera con tal de
tomarlos mds alld de un valor de su indice que solo dependa de ¢y no de x.

Segln el criterio del supremo, la convergencia es uniforme cuando
lim {sup Hun(x) - u(x)\]}: 0

es decir, si la mds pequefia de las cotas superiores de la diferencia entre el
término genérico de la sucesion y la funcion a la que esta converge tiende a
cero.

Desde el punto de vista geométrico, la convergencia uniforme
significa que, desde un cierto valor de n en adelante, cada uno de los
términos de la sucesién de funciones se mantiene dentro de un e-tubo
construido con la funcion limite u(x) como guia o “eje".

u(x)

Un(x)




Esta caracteristica puede ser utilizada para analizar el tipo de
convergencia de una sucesién de funciones. Por ejemplo, la sucesién ya
tratada {sen”(x)} converge a la funcidn

0 [O,E)
{sen”(x)}—>u(x): 1 x:%
0 (5]

Si en intervalo [0, =] se traza una horizontal con ordenada O < e« 1, el
valor de la funcion correspondiente a x = n/2 (1) queda fuera del ¢ tubo
construido con eje coincidente con el eje x . La convergencia no es uniforme
en ese intervalo.

La convergencia uniforme permite demostrar que si las funciones
u,(x) son continuas en el intervalo en el que se hace el estudio y ademds

U, (0} u(x)
entonces u(x) es una funcién continua.

Serie de funciones

Dada una sucesién de funciones {u,(x)} se forma a partir de ella una
nueva sucesion de funciones, definida de la siguiente forma:

S1(X) = uy(x)
S,(X) =u (x) +u,(x)
S3(X) = Uy (X) + U, (X) + uz(x)

S, (X) = Uy (X) + U, (X) + U(X) +... + Uy (X) = kZ:q,Ulk(X)

La sucesién de funciones {S,(x)} se denomina serie de funciones.



Si la sucesién {S,(x)} es convergente puntualmente se escribe:

lims, ()= () = 3.u, ()

Si la sucesién {S,(x)jes uniformemente convergente la serie de
funciones es uniformemente convergente a la funcién f(x). Entonces

S U (%)

k=n+1

[f(x)=S,(x)|=

<&

Cuando n > N(g) simultdneamente para todo x en el intervalo en que se hace
el estudio. En otros términos, la convergencia es uniforme si

-0 si n— o

S 0, (%)

k=n+1

sup| f (x) - S, (x)| = sup

a<x<b as<x<b

Test de convergencia uniforme

Una serie numérica Y m, es una serie dominante de una serie de
k=1

funciones Y u, (x)si [u, (X)|<m,,Vk,Vx e[a,b].
k=1

Criterio M de Weierstrass

Si para una serie de funciones definida en [a,b] existe una serie
dominante convergente, la serie de funciones converge uniformemente en el
intervalo dado.

. .~ sen(kx .
Por ejemplo, la serie Z% converge uniformemente en todo el
k=1

o0

M /7 . . 1 . 1
eje real porque estd dominada por la serie numérica convergente > PR
k=1

Serie de potencias

Las funciones mds "sencillas", sin duda, son las funciones potenciales
del tipo f,(x)=a,(Xx—X,)". Una expresion de la forma



D a, (X —X,)"
n=0

se denomina serie de potencias. El nimero real a, es el coeficiente n-esimo
y el punto xo es el centro del desarrollo. Por comodidad, dado que un cambio
de variable lo permite, casi siempre se trabaja con xo = O con lo cual las
series de potencias tienen este aspecto.

S n 2 3 k
Doax" =ay +aX+a,x’ +ax’ +..+ax +..
n=0

En cierto sentido, parecen un polinomio de infinitos términos, pero
hay que ser muy cuidadoso con este tipo de generalizacion porque unos
cuantos problemas delicados deben ser aclarados antes de afirmarlo.

Se enuncian algunos de ellos:

¢Convergen las series de potencias?

¢A qué convergen?

¢Cual es el campo de convergencia de las series de potencias?

¢Qué tipo de convergencia tienen, puntual o uniforme?

¢Se pueden derivar como se puede derivar un polinomio?

¢Se pueden integrar como se puede integrar un polinomio?

Se trata a continuacion de ir respondiendo estos -y tal vez otros
interrogantes- relacionados con las series de potencias.

La serie de potencias ) x" converge en el intervalo I=(-1,1) dado que,
n=0

por simple division resulta

1
1—:1+x+x2+x3+x4+...+x“+...
- X

Cualquier valor de x € I, la serie representa a la funcidn, es decir, su
suma coincide con el valor de la funcién en ese punto.



Para x = 0 esto es obvio, para x = 0,5 resulta

1
0.5

=1+05+05°+05+05*+05° +..=2

por ser serie geométrica de primer término 1y razon q = 0.5.

En los extremos del intervalo el andlisis debe ser mds fino. En efecto,
en x = -1 resulta

! =1=1—1+1—1+1—1+1—1+1—... =1-)+(1-)+(1-1)+(1-D+..=0
1-(-1) 2
1 i ) :;:1—1+1—1+1—1+1—1+1—... =1+(-1+D)+(-1+)+(-1+D) +(-1+1) +...

¢Qué resulta? Nuevas preguntas, como, por ejemplo ¢se puede aplicar
la propiedad asociativa? En alguna época de la larga historia del estudio de
las series, algunos cuyo nombre es mejor olvidar optaron por el promedio
entre ambos "valores" y dictaminaron la convergencia a 1/2 iAsombrosol!

En x = 1 resulta

=1+1+1+1+1+1+1+1+1+...

1
1-1

ol

de un lado, una expresién carente de sentido, del otro una serie divergente.

Fuera del intervalo, x = 2, por ejemplo, aparece un valor
perfectamente definido para la funcion y una serie divergente. La serie no
representa a la funcidn.

1 _
1-2

1+2+4+8+16+32+64+128+...
Los siguientes grdficos muestran como evoluciona la aproximacion en

I a medida que aumenta el grado del polinomio que se utiliza en lugar de la
serie.



Polinomio de grado cero

Polinomio de primer grado

Polinomio de segundo grado

Polinomio de tercer grado

Polinomio de cuarto grado
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Obsérvese cémo, en el entorno del origen la aproximacion es cada vez
mejor y que, a medida que se acercan los extremos del intervalo, la
aproximacion disminuye. Fuera del intervalo de convergencia, directamente
no hay aproximacidn.

Otros ejemplos que serdn oportunamente estudiados son la serie
0 n 0

X :
Z—I convergente en I= (-0, ») y la serie Y n!x" convergente en un solo
= nl -
n=0 n=0

punto, xo = 0

Algunas preguntas quedan contestadas: cuando convergen, las series
de potencias convergen a una funcién, la convergencia se da en un intervalo,
en todo el eje real o en punto.

Si convergen, la convergencia es uniforme

Por lo siguiente: sea ) a,(x—X,)" una serie de potencias convergente.
n=0

Si se toma r > 0y es Cx-xoC < r y la sucesion anr" estd acotada, la serie es
absolutamente convergente. En efecto

:anr”((x_f(’)njﬁ M((X_:(o)n]
r r

donde M es la cota. La serie M Z((X_rnXO)) es geométrica con razén q <1
n=0

0<

a, (X - Xo)n

que opera como dominante convergente. Por el criterio M de Weierstrass la
serie de potencias converge uniformemente.

En base a esto, se denomina Radio de Convergencia a




R= sup{x —~ xo\/ian(x —X%,)" = S}
n=0

SiR>0elintervalo I = (xo - R, Xo + R) se denomina Intervalo de
Convergencia

Entonces, resumiendo.
Cuando convergen, las seres de potencias convergen a una funcion

Las series de potencias convergen en un punto, en un intervalo finito o
en un intervalo infinito

En el intervalo de convergencia, la convergencia es uniforme

Calculo del radio de convergencia

Para calcular el radio de convergencia de una serie de potencias
puede utilizarse la férmula de Cauchy - Hadamard. (iCauchy, si nuevamente
Cauchy!).

Para cada x X I = (xo - R, X0 + R) la serie de potencias es una serie
numérica convergente. Por serlo, debe ser

lima/a, (x—x,)"| <1 :!mﬁ\(x—xo)\ <1

1 .
llamando R =~ resulta que la serie es convergente en

limla,|
n—o0

(x—%,) <R
Si R = 0, la serie converge en un punto y su suma es ap

Si R Yo la serie converge en todo el eje real

Si R es un nimero real cualquiera, la serie converge en (xo - R,
Xo + R)




Debe notarse especialmente que el radio de convergencia depende
exclusivamente de los coeficiente numéricos de la serie y no de la variable
de la misma.

: . &x x> x° x“
Por ejemplo, la serie Z—_1+ +—+_—+..+——+.. converge en
~ | 123 k!
todo el eje real. Por lo siguien‘re.
n"-/2 N2y 27mn

—Iim - ©

_7_I|mA/ _Ilmn
||mn ‘ n—o n—w n— e
nN—o0

en consecuencia, la serie converge en todo el eje real (se ha utilizado la
formula de Stirling para aproximar el factorial)

En cambio, la serie D nIx" =1+ x+2x* +3x* +41x* + .. +kIx" + ... solo
n=0

converge en xo = 0, por lo siguiente.
=limny

=limn =0
||m n—o n—oo n~>oo nzn

Si, en lugar del criterio de Cauchy se aplica el criterio de D' Alembert
para el andlisis de convergencia, el radio de convergencia resulta

nl

-

Derivacion e integracion de series de potencias.

Se pueden demostrar dos propiedades fundamentales de las series de
potencias dentro de su campo de convergencia.

Derivacidn

Las series de potencias pueden ser derivadas término a término.

(Zw:an(x - Xo)nJ = inan(x - Xo)m1



aplicando en forma reiterada se tiene

o

. 0)
[Zan(x - xo)”j =Y n(n=(n-2)..(n =k +1)(x — %)™

Integracion

Las series de potencias pueden ser integradas término a término

I:(gan(x— xo)”jdx = nZi;an.[:(x— X,)" dx

Las respectivas demostraciones hacen uso de la convergencia
uniforme dentro del campo de convergencia.

Esto es extremadamente Util para encontrar alungas series de
potencias. Por ejemplo, por simple division se tiene que, para -1 < x <1

1

% =1-X24+x = xP X=X X -
+X

Integrando término a término se tiene

3 XS X7 X9 Xll XlS

X
arctg(x)=x-—+———+——-—"—+——...
3 5 7 9 11 13

en el mismo intervalo anterior -1<x <1



Serie de Taylor

Se ha llegado, por fin, al punto donde se puede hacer la pregunta
clave en este tema. Aqui va.

Dada una funcion infinitamente derivable en un intervalo éexiste una
serie de potencias que la represente?

Corresponde aclarar, CON MAYUSCULAS, qué quiere decir que una
serie REPRESENTA A UNA FUNCION. La aclaracién es pertinente porque
en la mayoria de los casos en que se efectia esa pregunta en un examen, la

mayoria de las respuestas podrian formar parte de una antologia del
disparate.

UNA SERIE DE POTENCIAS REPRESENTA A UNA FUNCION,
SIMPLEMENTE, CUANDO, PARA CADA PUNTO DEL CAMPO DE

CONVERGENCIA, LA SUMA DE LA SERIE ES IGUAL AL VALOR DE LA
FUNCION EN ESE PUNTO.

Supdngase que esa serie existe. Entonces serd

F(X) =D a,(Xx=X)" =ay +a;(X— X)) +8,(X = X)) +85(X = X,)° + 8, (X = X)* +...
n=0

f/(x) =D na, (x—X,)"™" =a, +28,(X = X,) + 385 (X = X,)? + 48, (X — X)° +...
n=1

de estas igualdades se deduce que

a = f ™ (x,)
" n!



De inmediato se tiende a pensar, con injustificado optimismo, que se
puede escribir, sin mds

pero el entusiasmo cae en picada cuando se considera, por ejemplo, la
siguiente funcidn

1
f(x) = e ¥ x>0
0 x<0

que tiene derivadas de todos los drdenes en el origen y ivalen cero (0)!
(verificarlo). Entonces, la formula

solo se cumple en xo = 0 y ho hay aproximacién a la funcion.

¢Cudl es entonces, el problema?
El problema queda en evidencia cuando se escribe la serie de la
siguiente manera

(n) (m ST
D i N O

Para que la serie de potencias represente a la funcion es necesario
que

['e] (n)
Zf('x‘))(x—xo)”—w n— o

n=m+1

como ya ha sido dicho y, para demostrar eso es necesario hacer lo siguiente:

Suponer la existencia de una funcion q(x) tal que

o) N f(n)( Xo) n, A(X) o yma
Z (X =X%)" nz;, | (X=X%)" + (m+1)!(x Xy)



lo que equivale a decir que

c f(n)(xo) n _ q( ) m+1
Z mo 7 )‘( 1)'( %)

Se crea una hueva funcién de la siguiente manera

m (n)
FO=100-2 0 F o= 0 oo -
F(x)— (&)~ (5)( LA P O OO P S (LB L

il 2! 3 T (m+1)!

pero esta funcion en &=x, y en &= x vale 0. Por lo siguiente

m_f(n)
)= 1002 P 0 = A0 ()™ =0

por la definicién hecha al principioy en & = x

£(x)

FOO= 100 09— O

2I (X _ X)2 _ f '"(X)

3 q(x) m+1
(x—x) —...—( 1)'( X)™ =0

(x=x) -

Como la funcion es continua y vale O en los extremos del intervalo
[X0,x] en por lo menos un punto intermedio se debe cumplir el teorema de
Rolle F'(c) = 0. Derivando queda

F/()=—t" —f”l(fg)(X—éHff)—f;(f)(X—é)2+f”(é)Z(X—é)—
G LG PV LT f(g)m s, A0 +)
g T k- - B g =gt SO Doy

Tgualando a cero queda

L UMD g

~ f m+l(§) (X
m! (m +2)!

de donde, en un punto intermedio u sera

a(x) = ™ (u)



Finalmente

m (n) m+l
f(X) ; f ( 0) (X ) ( (]/:)l?( )m+l

si la derivada de orden m+1 estd acotada es inmediato que, para m Y el
segundo término del segundo miembro tiende a cero y entonces, ahora si

f (”)(Xo)

F)=Y

n=0

(X=%,)"

es el desarrollo en serie de potencias de la funcidn f(x), desarrollo que se
conoce como Serie de Taylor mientras que

f m (,u) ( )m+l
(m+1)!
se conoce como término complementario de Lagrange.

Distintas formas de la Serie de Taylor

Se presentan a continuacién distintas formas en que puede
presentarse la Serie de Taylor

0 (n)
(09=3 " Yo -y

n=0

m (n) (m+1)
r09=3 " U8 e f(m g?( )™

n=0

La segunda forma, de fundamental importancia en las aplicaciones,
como se verd mds adelante.

Haciendo x = xo + h resulta

51000

n=0

f(x, +h)

m_ £ (n) f (m+1) m_ £ (n)
f(X0+h)=§ f n(!xo) h" + (m+§-;;ll) _Z f (X )hn O(hn+1)



O(h™!) representa un infinitésimo de orden n+1

Esta forma resulta muy Gtil para analizar el comportamiento de la
funcién en un entorno de xo. De hecho, el andlisis completo de mdximos,
minimos y puntos de inflexion puede hacerse, con ventajas, con esta
expresion. También es muy usada en cdlculo numérico para establecer
aproximaciones numéricas a las derivadas.

Una variante se presenta también en este caso cuando el término
complementario de Lagrange se escribe en la forma de Cauchy

L0 PR Kl YD R SO
(m+1)! ’ (m+1)!

Cuando se toma Xo = O, se tiene la llamada Serie de Mc Laurin

f(x) :i f(n)(o) X" = £(0)+ f'(0) <t f7(0) 2 f"(0) e f(k)(o)

Xk + O(Xk+1)
~ 1 21 3 k!

donde O(x!) indica un infinitésimo de orden k+1

Por ejemplo, para calcular el desarrollo en serie de Mc Laurin de la
funciény = sen (x) se debe hacer

f (x) = sen(x) f(0)=0
f'(x) = cos(x) f'(0)=1
f"(x) = —sen(x) f"(0)=0
f"(x) = —cos(x) f"(0)=-1
f""(x) = sen(x) f""(0)=0
f"""(x) = cos(X) f""(0)=1

Entonces es (el término de séptimo grado ha sido afortunadamente
estimado)



A continuacidn se representan grdficamente distintas aproximaciones
a la funcion considerada mediante su desarrollo en serie de Mc Laurin a
efectos de que se aprecie definitivamente el sentido conceptual de
aproximacion.

Aproximacién de primer grado sen(x) = x. Se observa la coincidencia
de valores en el enforno del origen. Recordar que, en ese punto ambas
funciones son infinitésimos equivalentes.

Aproximacién de tercer grado sen(x)= x - x*/3!. Se aprecia como el
polinomio se adapta a la forma de la funcion senoidal. Mds alld de x = 1.2 las
diferencias son notorias y crecientes.

Aproximacién de quinto grado sen(x)x x - x*/3! + x°/5l. La adecuacién
del polinomio a la funcién senoidal es cada vez mejor, notdndose ahora
discrepancias desde x = 2 en adelante.

10F ~

o5 \ S

. \ 05
\\\‘




Aproximacion mediante el polinomio de séptimo grado
sen(x)=x-x3/31+x°/51-x”/7\. Las discrepancias son apreciables en los

entornos de n y -n, pero "pequefias”

10+

05

05

10+

Con el mismo procedimiento se pueden encontrar los siguientes

desarrollos en serie de Mc Laurin

ala-1)..(x—n+1)

a
( jx” =l+aX+..+
n

:;o(_l)n—l . X2 XS
log(1+ x) = X"=x—-"—
gL+ x) Zl X >t 3
© 2 3
exzzlx”:l+x+x—+x—+
“~nl 21 3

. (_1)n 2n+1 X X
0= 2 ana g e
-1 n - 2 4
cos(x):z((zn))! X :1—);! ):u_

o0

*Q*kE*x  * _ 2n+1
arcsen(x):zl 3*5*..*(2n-1) x

L ox4%G* *on 2n+1
S (_1)n 2n+1 X3 X5

arctg(x) = X =X—-——+—-
90 §2n+1 35

integracion)

o X" +../x <1
. X <1
XeR

xeR
xeR

= x+1x3 +ix5 +...|x|£1
6 40

X <1 (ya hallada por



Analisis del error

En las aplicaciones es necesario estimar el error que se comete
cuando, en lugar de la serie representativa de la funcion, se utiliza la suma
de sus primeros m términos - conocida en ocasiones como polinomio de
Taylor- mds un resto.

El error es, en estos casos, una estimacion de la cota del término
complementario de Lagrange o de Cauchy.

Por ejemplo, la serie de Mc Laurin para e* es

2 3 4 © n

X x° X X
eX:1+X+—+—+—+...:E— xeR

203 4 ~ p

Siendo operativamente imposible trabajar con infinitos términos, se
hace

203 4 Ll &g &g & n o5l

donde se ha escrito el término complementario seglin Lagrange y segin
Cauchy. Si se desea calcular el valor de e mediante el polinomio de cuarto
grado escrito se toma x = 1y resulta como cota del error

o
e 5. 3 0025
5| 120

Habiéndose estimado que, en todos los casos es e < 3

1 = o7 = 2,7916666...
24 24

e ;1+1+1+1+
2 6
con un decimal exacto.

Con un término mds en la aproximacidn, la cota del error T es
0.0041666... y, el valor aproximado es 2,7166666...



Operaciones con Series de Taylor y Mc Laurin.

Dadas dos funciones cuyas respectivas series de potencias se
conocen, las siguientes proposiciones son vdlidas

f(x)=> ax" f(kx) => a k"x" f(x")=> ax™
n=0 n=0 n=0
f()£g(x)=2 (a, £b,)x"
n=0
o0 0 0 k
f(x)g(x) :(Zanx”j(anx"] =>cx" ¢ =>ab =>ab,
n=0 n=0 k=0 n+m=k n=0
Sélo han sido expuestas las propiedades para desarrollos de Mc
Laurin porque mediante un adecuado cambio de variables los desarrollos de

Taylor pueden llevarse a esa forma.

Esas propiedades habilitan, por ejemplo a calcular el desarrollo en
serie de potencias de la funcién y = sen?(x) elevando al cuadrado la serie

3 5 7 9 2
sen?(x) =| X — o+ o - Xy A N SN 12 x® —
33 5 7 9 3 5 (3!)

Las operaciones a realizar son pesadas, el término general es de
dificil expresién y, por dltimo, corresponde sefialar que el campo de
convergencia no necesariamente coincide con el de la o las funciones
originales.




II EJERCICIOS A RESOLVER, PREFERENTEMENTE EN CLASE.

01  Detferminar el radio de convergencia de las siguientes series de

potencias
X x> x3 x4
01 — + — + ...
1*2 2%*22 3%23 4*)*
* * * * * *
02 1—x2+gx4—1 3 5xG 1%3*5 7x8—...

+
1*2 1*2*3 1*2*3*4

03 5+£x2+—x3+ix“+£x5+...
1
04 —x—-—x"+-—2Xx —4—x +

05 1+—+—+—+—+

213 4 5
2 3 4 5
06 1-X X X X
200 3 4 5
2 3 4 5
07 x- XX X

2 3 4 5

1x> 1*3 x* 1*3*5 x°
08 1+> -+ — et
22° 2*42° 2*%4*62

I I I I
09 1+£x+ 2 X2 + 3 X3 + 4 x* +
10 100 1000 10000

10 1- e X+ X o X X -
5*10 6*10 7*10 8*10




02 Idem

. n! 2n S n
o 25(3*5*m*(mm+nj ¢ 02 Ynliz-1)

n=0

03 Snrfenlle 04 32
én (sen ﬁ]x n71?x
05 Yy 06 2 x
=1 o N!
0 3n . o0 (_:I_)n N
0 0]
7 ;Mn X 8 HZ:; Sogn X

o9 >Ny 10 in!(x)
03 Idem

2 3 4
o1 (x-1) (x-1) +(x—1) _(x-1) L
1*2 2*3 3*4 4*5

(x-2) , (x-2° _ (x=2)" _ (x-2)’

02
3 2*3? 3*3° 4*3"

2

1 3 3, 5 5, 7 .
03 E(X+2)+?(X+2) +§(x+2) +?(X+2) +...

04 2 3(x+1)2—4925(x+1)4+6937(x+1)6—...
4 42 43

06 ——(x=-3)+ X —3)° + X—3)° +...
e KT g (3 g (3

04  Desarrollar en potencias de (x-2) las siguientes funciones
01  3x*-5x*+2x+8 02  4x*+3x®-2x*-x

03 6x* —3x*—=x>+15 04  —-9x>+4x*-7x*+9



05  Desarrollar las funciones del ejercicio anterior en serie de Mc Laurin
y explicar el resultado.

06  Desarrollar por la férmula de Taylor, con cinco términos no nulos y

término complementario de Lagrange, las siguientes funciones.
01 f(x) =sen(x) x :% 02 f(x)=cos(x) x= %

03 f(x)=sh(x) x=1 04 f(x)=ch(x) x=-1
05  f(x)=In[sen(x)] x= 23”06 f(x) =In[cos(x)] x= —%

07  Desarrollar por la férmula de Mc Laurin, con tres términos no nulos y
término complementario de Lagrange, las siguientes funciones.

01 f(x) =sec/z? + X 02 f(x) =th(1-x°)

03 f(x)= Ch(mj 04 f(x)= arctg(x_lj
x—-1 X+1

08 Desarrollar en serie de Taylor, en un punto genérico x = a las
siguientes funciones y determinar su campo de convergencia.

01  f(x)=-/x 02  f(x)=In(x)
03 f(x) =i 04 f(x) = sen(x)
05  f(x)=sh(x) 06 f(x)=e

09  Desarrollar en serie de Mc Laurin las siguientes funciones

01 y=¢e" 02 y=e" 03 y = sen(x)

04 y=cos(x) 05 y=ch(x) 06 y = sh(x)



10

11

12

13

Desarrollar en serie de Mc Laurin las siguientes funciones vy
representar en un mismo grdfico las funciones y sus cuatro primeras
aproximaciones segln el desarrollo obtenido.

01 y=sen(2x) 02 y= sh@j 03 y=¢?

04 y =cos(3x) 05 y= ch@j 06 y =sen(x + %)

Desarrollar en serie de Mc Laurin la funcion f(x) = Ln(1+x), determinar su
campo de convergencia y, en base a ella, hallar los desarrollos y campos de
convergencia de

01 y=Inl-x) 02 y=In1-x*)03  y=In(1-3x)

04 y = In[m) 05 y= In(l_xj 06 y =In(1+ 2x)
1-x 1+x

Efectuar los desarrollos de y = (1+x)™ e y = (1-x)", determinar su radio de
convergencia y, en base a ellos, desarrollar las funciones

01 y=1+x° 02 y=1-%°

1 1

03 =
Yoy x> -1

Tomando como base desarrollos conocidos, hallar los primeros términos
del desarrollo en serie de potencias de las siguientes funciones

01 y = sen’(x) 02  y=cos’(x)
03  y=sh?*(x) 04 y=ch’(x)
05 y = xcos(x) — sen(x) 06 y =e“sen(x)
07 y =tg(x) 08 y = cth(x)
09 y= nd+x) 10 y=th(x)

1+ sen(x)



14  Derivar los desarrollos de las siguientes funciones y verificar que los
resultados obtenidos son los desarrollos de sus derivadas.

01 y=sen(x) 02 y=cos(x) 03 y = ch(x)
04 y = sh(x) 05 y=In(1+x) 06 y=In(1-x)
15 Verificar los siguientes limites empleando series

2 2
o1 lim sen(x“) —sen<(x) 1

x—0 X4 3
02 lim9X=x_1
x—0 X 3

03 lim—— =16

04 lim e +sen(x)—1:
x>0 e* —sen(x) —1

1

Inl+x)

0 -
0 x>0 % —cos(X)

16  Resolver empleando series, las siguientes ecuaciones trascendentes.
Indicar si los resultados son exactos o aproximados.

01 cos(x) = 2 —ch(x)

1+x

02 In(l) = 2sen(x)

03 arcsen(x) = arcsh(x)

17  Empleando tres términos del desarrollo en serie de potencias que sea
conveniente, calcular los siguientes ndmeros y acotar el error.

01 sen(14°) 02 cos(27°)

03  arctg(0.03) 04 008



