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Prélogo

Como docentes, realizamos permanente y sistematicamente acciones que tienden a mo-
tivar, gestionar, asistir, implementar, contextualizar, redirigir y redimensionar las realizaciones
didacticas en el aula, pensando en nuestros alumnos y atendiendo a la planificacién, los
contenidos, los materiales, los medios o recursos con los que contamos o los que podamos
generar. Hacemos una revision critica y de fortalecimiento de nuestra propia gestién educati-
va. Miramos retrospectivamente el camino recorrido y detectamos errores, falencias, debili-
dades y vacancias. Pero también miramos prospectivamente hacia otras direcciones para
poder mejorar las situaciones existentes. Integramos el disefo flexible del curriculum con los
materiales y recursos disponibles; la factibilidad del uso de los medios tecnolégicos con el
fortalecimiento del proceso de ensefanza y aprendizaje; la coherencia interna y manifiesta
de la cétedra con la ordenanza de la carrera, la institucion y la calidad educativa; la coheren-
cia externa con los criterios y estandares de acreditacién en los que estamos inmersos.

De este ejercicio continuo de revision, blsqueda y solucién, surge la necesidad de contar
con materiales didacticos apropiados que puedan ser compartidos por docentes y alumnos.
Creemos ademas, que estos materiales que son producidos y generados por los propios
docentes de la céatedra y revisados por los estudiantes, pueden favorecer de manera espe-
cial la integracion de conceptos y procedimientos disciplinares con la resolucion de proble-
mas de la especialidad.

La mirada critica y permanente de los hechos que ocurren en el aula, el proceso de acre-
ditacién de la carrera Ingenieria en Sistemas de Informacién de la UTN Santa Fe, la finaliza-
cién del proyecto de investigacion “Secuencias Didacticas en Matematica y Tecnologias
Basicas” (PID 25/0106) que forma parte del programa “Tecnologia Educativa y Ensefanza
de la Ingenieria” de la Universidad Tecnolégica Nacional, la blUsqueda permanente de
estandares para mejorar la calidad educativa, la participacion de docentes jovenes que
estan doctorandose en el CONICET, son algunas de las motivaciones que incidieron mas
fuertemente para llevar a cabo esta nueva edicion.

Pensamos en un texto dirigido a estudiantes de los primeros niveles de estudios superio-
res, tales como ingenierias, licenciaturas y tecnicaturas con orientaciones en las ciencias de
la programacion y la computacion. Por ello, hemos acotado y recortado los contenidos dis-
ciplinares priorizando los aspectos pedagdégicos y didacticos acerca del saber ensefiando,
por sobre el saber cientifico. El texto ofrece numerosos ejemplos con detalles aclaratorios y
suficientes problemas para resolver, que ponen de manifiesto la integracion y abundancia de
aplicaciones de la logica, los métodos del conteo, las variables discretas, las estructuras
algebraicas finitas, la teorfa de grafos y la teorfa elemental de los nimeros enteros en las
ciencias de la computacién. Hemos dedicado tiempo a las lecturas complementarias, a las
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actividades para la comprension y a las aplicaciones no rutinarias. En todo momento inten-
tamos favorecer la resolucién de situaciones problematicas, la participacion activa, la
blUsqueda de alternativas propias y la toma de decisiones razonadas. Los ejercicios y pro-
blemas seleccionados permiten afianzar el material teérico de cada seccion, enlazar ideas
con temas desarrollados anteriormente y favorecer la reflexion, la sintesis y la apertura a
nuevos interrogantes.

Nuestra primera convocatoria es “trabajar activamente en el aula” y la segunda es alentar
la participacion para que “cada estudiante se comprometa con su propio aprendizaje”.

Caracteristicas de la organizacion del texto

El texto es una verdadera introduccion a un curso de Matematica Discreta y se lo puede
desarrollar a lo largo de un semestre con una carga horaria aulica de seis horas semanales.
Para una propuesta cuatrimestral, de dieciséis semanas, es aconsejable alguna seleccion de
contenidos.

En cada capitulo hemos introducido contenidos conceptuales, procedimentales y actitu-
dinales y seleccionado una aplicacién o una lectura complementaria.

Dividimos el texto en ocho capitulos. En el capitulo 17 hacemos una introduccién a la légica
proposicional clasica e incluimos una lectura complementaria relativa a las demostraciones
en matematica. Los algoritmos estan escritos en pseudo cédigo y hemos unificado su nota-
cion y estructura dadas inicialmente, a lo largo de todo el texto. No pretendemos, que el
lector disefie un algoritmo; el objetivo es evaluar una proposicién, seguir un algoritmo y de-
cidir qué tarea resuelve. Su lectura es opcional y lo recomendamos para los estudiantes
interesados en las areas de programacion y computacion.

En el capitulo 2 presentamos distintas opciones y estrategias para contar colecciones fini-
tas de objetos y ofrecemos una aplicacidon para determinar cuantas comparaciones son
necesarias realizar para ordenar una lista finita de numeros, utilizando distintos métodos:
burbujas, seleccién e insercion. Es importante el trabajo planteado con los nimeros combi-
natorios y sus propiedades.

En el capitulo 3, introducimos la teorfa de nimeros, hacemos un primer estudio sobre la
divisibilidad, los nimeros primos y compuestos, el teorema fundamental de la aritmética y el
algoritmo de la divisién entera; utilizamos congruencias enteras para resolver ecuaciones y
problemas. Usamos el principio de induccidon matematica para probar propiedades referidas
a los enteros positivos. Mediante este principio probamos que algunos algoritmos propues-
tos resuelven correctamente ciertas tareas para cualquier nimero natural dado.

En el capitulo 4 estudiamos las relaciones de recurrencia y una aplicaciéon a la generacién
de numeros aleatorios. En especial desarrollamos las relaciones de recurrencia lineales de
primer y segundo orden, con coeficientes constantes, homogéneas y no homogéneas. En
las lecturas complementarias proponemos dos temas: un desarrollo sobre las funciones
recursivas y una relacion muy interesante que se genera entre los nimeros de Fibonacci y el
algoritmo de Euclides.
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En el capitulo 5 revisamos una buena cantidad de ejemplos para introducir estructuras al-
gebraicas: grupos, anillos, cuerpos y algebras de Boole. Utilizamos los axiomas y propieda-
des de las &lgebras booleanas para simplificar expresiones de la aritmética booleana. Las
funciones booleanas escritas en su forma normal conjuntiva o disyuntiva, permitiran a los
jévenes continuar con otro curso mas avanzado en arquitectura de las computadoras. Fi-
nalmente, en la lectura complementaria, nos referimos a la codificacion y decodificacion de
mensajes.

En el capitulo 6 hacemos una presentacion de digrafos y grafos, con el disefo de algorit-
mos Yy referencias a temas previos, poniendo énfasis en arboles de refutacion de férmulas de
la l6gica proposicional, en arboles con raiz, binarios, completos, etc. Damos algunas defini-
ciones en forma clasica y otras en forma recursiva. Es un tema con amplias aplicaciones en
la investigacion de operaciones, optimizacion de recursos y evaluacion de la performance de
sistemas informaticos.

En el capitulo 7 presentamos una aplicacion de la teorfa de digrafos: el estudio de auté-
matas. Damos numerosos ejemplos de maquinas de estado finito y de aquellas que son
reconocedoras de un lenguaje. Luego trabajamos con la simplificacién de estas maquinas,
para optimizar los estados internos que poseen.

En el capitulo 8, abordamos la ldgica de primer orden, ampliando los contenidos dados
en el capitulo 1. En este momento ya contamos con numerosos ejemplos desarrollados a lo
largo del texto que aseguran una rapida familiarizacién con la presentacion formal que el
tema requiere.

En cada capitulo aparecen actividades, lecturas, preguntas y observaciones. Las activi-
dades estan intercaladas dentro de los desarrollos teéricos. La adopcion de la palabra “pro-
blema” debe entenderse en un sentido muy amplio; en algunos casos representa un ejerci-
cio rutinario; en otros, un ejercicio no rutinario o un “verdadero problema” y esta clasificacion
dependera mucho del interés y de los conceptos matematicos que posean nuestros lecto-
res. Consideramos prioritario resolver todas las actividades.

En todos los capitulos incluimos problemas complementarios y ejercicios de opcion
multiple. Para el abordaje de los problemas complementarios es aconsejable la consulta con
el docente. A veces, éstos tienen como objetivo hacer una revision global del contenido pero
en otras oportunidades pretendemos dar nuevas propuestas para que el estudiante pueda
avanzar en temas mas complejos. Los ejercicios de opcion multiple son sintetizadores de
contenidos desarrollados.

Sobre el final del texto proporcionamos respuestas y/o sugerencias para resolver la ma-
yoria de los problemas que figuran dentro de las actividades. Nuestra propuesta finaliza con
una adecuada cita de la bibliografia consultada, donde es posible encontrar las demostra-
ciones de la totalidad de los teoremas y nuevos ejercicios y problemas para resolver.

Esperamos satisfacer las expectativas de nuestros lectores y en especial las de nuestros
estudiantes. Es nuestro deseo poder mejorar este material y para ello necesitamos conocer
las distintas opiniones de todos aquellos que quieran hacernos llegar sus observaciones.
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Logica Proposicional

Capitulo 1
Légica Proposicional

1.1 Introduccién

En este capitulo haremos inicialmente un acercamiento intuitivo a la Légica Proposicional
y continuaremos més formalmente con su sintaxis y semantica. Avanzaremos con la identifi-
caciéon de reglas y procedimientos que nos permitiran decidir si los argumentos utilizados
son validos o no, y finalmente mostraremos aplicaciones y métodos para obtener demostra-
ciones. Usaremos estos contenidos muy frecuentemente para justificar parte del trabajo
matematico que desarrollaremos a lo largo del texto.

La palabra légica tiene sus raices en Grecia, derivando de logos, que significa palabra,
tratado, idea, principio, pensamiento o razén; y del término ica que significa, relacionado a o
relacionado con; entonces la l6gica puede ser asociada con /o relacionado al pensamiento o
a la razon.

La inclusién de la Logica Proposicional no es arbitraria. Varios y buenos motivos justifican
su insercion como contenido de un texto de Matematica Discreta. El primero, porque consti-
tuye un buen ejemplo al cual nos referiremos cuando aprendamos Algebras de Boole. El
segundo, porque facilitara la introduccién al aprendizaje de la Logica de Primer Orden, que
desarrollaremos mas adelante y el tercero porque tiene muy interesantes aplicaciones en las
ciencias de la computacion (esta enumeracion no es jerarquica). Usaremos la Légica Propo-
sicional para modelar y simplificar circuitos légicos y para comprender procesos de decision
en la lectura y seguimiento de algoritmos.

La Légica Proposicional y la Logica de Primer Orden o Légica de Predicados forman parte
de las Logicas Clasicas y constituyen el sustento de la Programacién Logica. El razonamien-
to légico se emplea en matematica para demostrar teoremas; en ciencias de la computacion
para verificar si los programas son correctos o no, en las ciencias fisicas y naturales, para
obtener conclusiones de experimentos; en las ciencias sociales y en la vida cotidiana, para
resolver una increible cantidad de problemas. Nos referiremos a la Logica Proposicional
Clasica con la abreviatura LPC y utilizaremos LPO para denotar la Logica de Primer Orden.

La LPC es una importante rama de la Matematica que se formaliza en el siglo XIX. Se atri-

buye a Aristoteles (384-322 a.c.) el primer estudio sistematico y formal del razonamiento
l6gico y el empleo del término Logica para referirse al estudio de los argumentos o a la ver-
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Matemética Discreta

dad en la ciencia. El filbsofo y matematico aleman G. W. Leibniz (1646-1716) ha realizado
importantes contribuciones durante el siglo XVIl y fue G. Boole (1815-1864), quien la redes-
cubre y extiende su desarrollo. Enfoques méas modernos se deben a G. Frege (1848-1925);
A. N. Whitehead (1861-1947) y B. Russell (1872-1970), entre otros matematicos.

1.2 El lenguaje

En el desarrollo de toda teorfa (matematica o no) se hacen afirmaciones en forma de ora-
ciones. En la evaluacién numérica que se realiza en las computadoras, en el analisis del
lenguaje desde el punto de vista légico, en la construccion, prueba y verificacion de progra-
mas computacionales, interesa un tipo especial de oraciones a las que daremos el nombre
de proposiciones. Intuitivamente, las proposiciones son oraciones o afirmaciones que tienen
un unico valor de verdad: o son verdaderas o son falsas. Son proposiciones: “el triangulo es
un poligono de tres lados”; “Avatar y Titanic fueron dirigidas por James Cameron”; “2010 es
un ano bisiesto”; “El matematico G. Boole fallecié en 1964”.

Es decir, las proposiciones son oraciones que asumen alguno de estos dos valores: ver-
dadero o falso (pero no ambos simultdneamente). Las siguientes afirmaciones son ejemplos
de proposiciones: “1 es un nimero primo”, “8 es multiplo de 27, “En el idioma esparnol, las
vocales son a, e, i, 0, u”, “El identificador ‘A5matdis’ es vélido en el lenguaje Pascal’, “La
garza es un mamifero” y sus valores de verdad son “falso”, “verdadero”, “verdadero”, “ver-
dadero” y “falso” respectivamente. Estas proposiciones se llaman primitivas o atémicas, ya
que no pueden descomponerse o subdividirse en partes méas simples. La LPC no asigna los
valores de verdad (verdadero o falso) a cada proposicién atémica. Estas ya tienen un valor
asignado cuando se las analiza I6égicamente. La proposicion “El identificador ‘A5matdis’ es
valido en el lenguaje Pascal” es verdadera porque asi lo establecen las reglas que tiene el
Lenguaje Pascal para aceptar a una sucesion de caracteres alfanuméricos como un identifi-
cador. La proposicion “La garza es un mamifero” es falsa porque las Ciencias Biolégicas asf
lo han establecido.

En este analisis solo tendremos en cuenta oraciones que puedan clasificarse como ver-
daderas o falsas; no nos interesan aquellas que se refieran a una opinion individual, por
ejemplo, “creo que el espiritu de la resoluciéon es perjudicar a la prensa independiente”;
“creo que mi profesor se equivoca”; “estimo que es necesario un cambio en la politica agro-
pecuaria”; también quedaran excluidas las oraciones imperativas, tales como “Vete a la
cama” o “Cierra la puerta”, asi como las oraciones interrogativas “¢Quieres ir al cine?”,
“éVienes a cenar?” o las exclamativas “iComo llueve!”, “iQué calor!”, etc. Mas adelante tra-
bajaremos con expresiones del tipo “x es mayor o igual que y”; “x® + y? = z?"; “x es nimero
par”, pero hasta el momento, no son proposiciones.



Logica Proposicional

A partir de las proposiciones primitivas podemos obtener nuevas proposiciones, llamadas
compuestas, combinandolas por medio de operadores logicos llamados conectivos. Una
propiedad basica es que la verdad o falsedad de la proposicién compuesta depende de la
verdad o la falsedad de las proposiciones primitivas o atémicas que la componen.

La LPC da un modelo matematico para los razonamientos que pueden hacerse en base a
distintas formas de operar con las proposiciones. Este modelo matematico nos ayuda a
comprender mejor las formas basicas del pensamiento racional. Para ello debemos tener en
cuenta dos aspectos de la LPC: la sintaxis o gramatica, que especifica qué secuencias de
simbolos se consideran férmulas bien formadas y la semantica, que permite interpretar las
formulas y asignarles su verdad o falsedad.

En matematica, en logica clasica y en ciencias de la computacion, un lenguaje formal es
definido a partir de un conjunto (finito o infinito numerable) de simbolos y de reglas que per-
miten operar esos simbolos. El concepto mas primitivo es el de simbolo; son simbolos: a, b,
/, 0, 3, *, i. Consideraremos como alfabeto un conjunto no vacio y finito de simbolos; por
ejemplo, son alfabetos £, = {0, 1, *, ~} 0%, = {a, b, ¢} (Z se lee sigma). Con los simbolos
del alfabeto podemos formar cadenas de simbolos o palabras; éstas contienen un nimero
finito de simbolos del alfabeto. Pero, {cémo formamos las palabras? El conjunto de las re-
glas que permiten formar las palabras del lenguaje se llama /a gramatica formal (o sintaxis). A
una cadena de simbolos formada de acuerdo a una gramatica dada se la llama una férmula
bien formada (palabra, formula bien definida o simplemente férmula) del lenguaje. Hablar de
un lenguaje formal definido a partir de los simbolos de un alfabeto, es analogo a hablar del
conjunto de todas sus férmulas bien formadas. A diferencia de lo que ocurre con el alfabeto
(que debe ser un conjunto finito) y con cada férmula bien formada (que debe tener una lon-
gitud también finita), un lenguaje formal puede estar compuesto por un nimero infinito de
formulas bien formadas.

Por ejemplo, dado el alfabeto ¥, = {a, b, ¢}, y la graméatica que permite identificar las
formulas bien formadas como aquellas que utilizan cantidades iguales de simbolos a y b,
entonces, algunas férmulas bien formadas del lenguaje generado a partir de £, son: ab, bca,
¢, cacbcacbc, cababbabac, bbbaaa, ccc, etc.; el lenguaje formal es el conjunto de todas las
formulas bien formadas. Un caso especial de formula bien formada para este ejemplo es la
cadena vacia. Esta cadena vacia la simbolizaremos como A (lambda) y no contiene simbolos
del alfabeto; en este caso tiene cero simbolos ay b.

Para algunos lenguajes formales existe una semantica formal que puede interpretar y dar
significado a las formulas bien formadas del lenguaje. Sin embargo, una semantica formal
no es condicidn necesaria para definir un lenguaje formal, y eso es una diferencia esencial
con los lenguajes naturales.

Siel alfabeto es = = {p, g, A, (, )} Yy las Unicas reglas de la sintaxis son:

i) p, g son férmulas.
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Matemética Discreta

i) Si my n son férmulas entonces (MAan) es una férmula.

Entonces son férmulas: p, g, (pAPR), (PAQ), ((PAG)A(gAP)), ((QAQ)AQ), etc.

La semantica permite dar significado a estas férmulas. Podemos interpretarlas, y al inter-
pretarlas les asignaremos un valor de verdad. Por ejemplo:

p: “2 es nUmero par”; g: “3 es nimero impar”; A: “y” , luego interpretamos a (pAg) como
“2 es nUmero par y 3 es nimero impar”. Esta interpretacién convierte a p, g, (pPAQ) en propo-
siciones.

Resumiendo, en LPC debemos considerar dos aspectos importantes: por un lado tene-
mos la sintaxis (0 gramatica) que es la parte que especifica las secuencias de simbolos del
alfabeto que estan bien definidas o bien formadas y es la que define las férmulas del lengua-
je. Por otro lado estéa la semantica, que interpreta las férmulas, dandoles un significado que
permite decidir su valor de verdad (verdadero o falso).

1.3 Sintaxis

Cada lenguaje formal tiene simbolos propios y una sintaxis, es decir una especificacion ri-
gurosa de las secuencias de simbolos que estan permitidas. Asi, la sintaxis comienza con
una especificacion del alfabeto del lenguaje, esto es, el conjunto de simbolos con los cuales
se construyen secuencias bien formadas. Veamos a continuacion las definiciones sintacticas
correspondientes a la LPC.

Definicion 1.1

El alfabeto > = {p, |, =, A, Vv, =, >, (, )} de la LPC consiste en un conjunto no vacio y
finito de simbolos, que describimos a continuacion:

i) Variables proposicionales: p, p|, p||. p| ||, ... Para mayor simplicidad las indicaremos
comop,=p;pP;=p|;p,=pPl||, etcosimplemente p, g, r, s, etc. Usaremos las Ultimas
letras de nuestro abecedario para las variables proposicionales. Indicaremos con Var al con-
junto de variables proposicionales.

i) Conectivos légicos: —, A, v, =, <.

i) Simbolos auxiliares: (, ). Estos simbolos se llaman de agrupacion.

A cada posible conjunto de variables proposicionales corresponde un alfabeto diferente;
es decir, las variables proposicionales son simbolos propios de cada alfabeto; pero cada
alfabeto de la LPC tiene los mismos cinco conectivos y los mismos simbolos auxiliares; es
decir, los conectivos y los simbolos auxiliares son simbolos comunes para todos los alfabe-
tos de la LPC. Usando los simbolos del alfabeto, podemos formar secuencias de simbolos.
El conjunto de secuencias bien formadas (férmulas) se define como sigue:

Definicion 1.2
Una férmula bien formada (o simplemente fédrmula), que indicaremos con fbf, se define re-
cursivamente como:
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i) Una variable proposicional es una fbf.

ii) Si 6 (leemos theta o tita) es una fbf, =6 es una fbf.

i) Si 6y ¢ (leemos phi, fi) son férmulas bien formadas (en adelante, fbfs) entonces tam-
bién son fbfs (0 A @), (B v @), (6 > @)y (0 <> o)

iv) Una sucesiéon o cadena de variables proposicionales, conectivos o simbolos del alfa-
beto es una fbf si y sélo si puede obtenerse mediante un nimero finito de aplicaciones de
las reglas i), ii) v iii).

Indicaremos con Form al conjunto de todas las férmulas.

Ejemplo 1

Si el conjunto de variables proposicionales es: Var = {p, q, r}, entonces son férmulas bien
formadas p, =g, ((pv g) =), (P A (g vr)), entre otras. La formula mas simple es un atomo.
Las variables proposicionales son atomos y son fbfs. Las formulas que no son atomos, por
ejemplo —p, (p v ), se llaman férmulas compuestas.

Las siguientes no son férmulas bien formadas dado que no pueden ser “generadas” apli-
cando un numero finito de veces, las reglas dadas:

a) (p), porque los paréntesis deberian quitarse.

b) p v g, no es férmula porque, estrictamente hablando, deberia encerrarse por parénte-
sis de acuerdo a la regla iii) de la definicion.

c) (p v gvr), noes una férmula, dado que la ubicacion de los paréntesis no esta de
acuerdo con la definicion.

d) (p v (g A > 1)), la secuencia “A =" no puede ser generada por las reglas de la defini-
cién de sintaxis dada.

e) ((p v q) & ——p —0), faltan paréntesis. Hay lugares donde se pueden insertar pares
de paréntesis en esta secuencia para convertirla en una férmula.

Por ejemplo, ((p v @) <> (—=—p —q)), ((p v g) <> =(=p —q)), (((p v ) <> =—P) —Qq) son
formulas.

Ejemplo 2

La cadena de simbolos (p v (g — 1)) es una fbf. Puede obtenerse aplicando un ndmero
finito de veces las reglas i) vy iii).

En efecto: p, g, r € Vary luego son fbfs por i); como gy r son fbfs, entonces (g — r) es fbf
por iii) y finalmente como p y (q — r) son fbfs entonces (p v (q — r)) es fbf nuevamente por

i)

Definicién 1.3

El lenguaje proposicional L dado por el alfabeto ¥ es el conjunto de todas las formulas
(bien formadas) que pueden construirse partiendo de los simbolos del alfabeto. Esta defini-
cioén justifica que identifiguemos al lenguaje L con Form, que es el conjunto de sus férmulas.
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Si el alfabeto 3, y el alfabeto X, son diferentes, es decir, si el conjunto de atomos perte-
necientes a X, es diferente del conjunto de atomos pertenecientes a >, luego el lenguaje
proposicional dado por Y, es diferente del lenguaje proposicional dado por >.,. Podemos
observar que un lenguaje proposicional es siempre un conjunto infinito, aln cuando el con-
junto de variables proposicionales del alfabeto pueda ser unitario.

Actividad 1

Problema N°1: Sea X = {*, &} un alfabeto. Las siguientes reglas definen las fbfs:
i) * es una férmula.
i) Si X es una férmula, &X'y *X también lo son.
i) X es una formula si y sélo si se la puede obtener aplicando un nimero finito de veces las
reglas anteriores.

1.1) Escribe tres expresiones que no sean férmulas y tres expresiones que lo sean.

1.2) Decide si cada expresion es 0 no es, una férmula. En caso de serlo muestra la suce-
sién de reglas aplicadas para obtenerla:
a)* b) ***& c) & d) &&& e) &&*

1.3) ¢Como caracterizarias las fbfs con tus propias palabras?

Problema N°2: Sea Y. = {a, b, *} un alfabeto. Las siguientes reglas definen las fbfs:
i) Las formulas del lenguaje contienen un simbolo a y un simbolo b.
i) En cada férmula, a aparece antes que b.
iii) X es una férmula si y sélo si se la puede obtener aplicando un nimero finito de veces las
reglas anteriores.
2.1) Escribe tres expresiones que no sean férmulas y tres expresiones que lo sean.
2.2) Para cada una de las siguientes expresiones, decide si es 0 no una férmula:
a) * b) a*b c) ab d) ba e) *a***b

Problema N°3: Decide si las siguientes expresiones son formulas de la LPC. Justifica.
(Asumimos que el lenguaje consta de un alfabeto donde Var = {p, g, r, s})

3N (pvag —>r 3.3) (=P —>p) >0

32)(pv(@—>n)—>9) 3.4) (pv—(@nar)

1.4 Semantica

En la seccién anterior identificamos el lenguaje proposicional definido sobre un alfabeto
dado con el conjunto de férmulas bien formadas que se pueden construir partiendo de ese
alfabeto. En esta seccion definiremos la semantica de este conjunto. Es decir el significado
que adquiere una formula. Trataremos a las férmulas como proposiciones, como enunciados
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a los que se puede asignar uno de los valores de verdad “verdadero” o “falso”. En adelante,
al referiros a “proposiciones” haremos referencia a férmulas con significado.

1.4.1 Informalmente

Una férmula puede ser o verdadera o falsa, dependiendo de la verdad o falsedad de las
formulas mas simples que son sus componentes.

Por ejemplo, la verdad o falsedad de (p v g) depende de los valores de verdad de sus
atomos p y g. Asi, podemos determinar la verdad o falsedad de una férmula recurriendo a
los valores de verdad dados por alguna interpretacion de sus &tomos. A continuaciéon vamos
a explicar informalmente cémo las férmulas de la LPC adquieren sus valores de verdad, es
decir, vamos a ver como las interpretamos.

i) Consideramos una férmula de la forma —6, donde 6 es una férmula arbitraria. El conec-
tivo usado “—" se llama negacién. Decimos que la férmula —0 (se lee no tita) es verdadera si
la férmula 0 es falsa y que la férmula —6 es falsa si la férmula 0 es verdadera. La siguiente
tabla, llamada tabla de verdad ayuda a la comprension de lo expresado, donde escribimos 0
para indicar que la proposicion es falsa y 1 para indicar que es verdadera:

Tabla 1.1

0 -0
0 1
1 0

Este conectivo se usa para modelar la palabra “no” de nuestro lenguaje cotidiano. Es po-
sible utilizar otras expresiones como nunca, jamas, no es cierto, es falso que, sin, carece de,
etc. Siendo p: “Juan es simpético”, entonces —p: “Juan no es simpético” o bien —p: “Juan
es antipatico”.

Por ejemplo, si interpretamos a “p” como “Ldégica Proposicional es uno de los temas de
Mateméatica Discreta”, entonces “—p” es “Légica Proposicional no es uno de los temas de
Matematica Discreta”. En este caso “p” admite como valor de verdad el verdadero mientras
que “—p” tiene como valor de verdad el falso. Otra interpretacion para “p” puede convertirla
en una férmula falsa, tal es el caso para p: “2 es nUmero impar”; luego —p sera “2 es nime-
ro par” que es verdadera.

i) Consideramos ahora la férmula de la forma (6 A ¢), siendo 0 y ¢ férmulas arbitrarias. El
conectivo “A” se llama conjuncion y la férmula (0 A @) se lee 0y ¢ (tita y fi). Una férmula del
tipo (6 A @), es verdadera sélo cuando ambas, “0” y “¢” son verdaderas. Esto es analogo al
uso de la palabra “y” del lenguaje usual. Es posible usar otros conectivos con el mismo sig-
nificado tales como pero, €, aunque, aln cuando, sin embargo, ademas, mientras que, etc.
La oracion “La palabra ‘los’ es un articulo mientras que ‘ante’ es una preposicion” es verda-

dera, mientras que la oracién “2 es nimero primo y 3 es nimero par” es falsa. La oracion
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“ingresé a la Universidad aunque no aprobé el examen de fisica” admite como modelo la
formula (p A —q), siendo p: “ingresé a la Universidad” y g: “aprobé el examen de fisica”.

La Tabla 1.2 expresa los valores de verdad de la conjuncién (6 A ¢) mediante su corres-
pondiente tabla de verdad.

Tabla 1.2
0 9 (6~ 9)
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

La expresion “10 es multiplo de 2 y de 6” es falsa porque es la conjuncion de las proposi-
ciones atdmicas: “10 es multiplo de 2", que es verdadera, con la proposicion: “10 es multiplo
de 6", que es falsa. La proposicion compuesta “10 es un mdltiplo de 2 y de 5” es verdadera
porque es la conjunciéon de proposiciones atémicas verdaderas.

La conjuncion aparece como el primer conectivo l6gico que es un operador binario, ya
que para poder definir la férmula (0 A @) se necesitan dos fbfs. Estas pueden tener valores
de verdad “0” o “1”, por lo que necesitamos describir lo que ocurre en cada caso. En la tabla
de verdad, la lista de los cuatro pares de asignaciones de verdad posibles para “6” y “9” se
puede hacer en cualquier orden. Sin embargo, preferimos que adhieran al orden aqui pro-
puesto porque es el que usaremos a lo largo del texto.

“Trabajo despacio pero sin pausas” es una conjuncién donde explicitamente no esta la
‘y”. Existen oraciones donde la “y” no tiene un uso conjuntivo, por ejemplo en: “Pedro y Juan
son primos”; “Valeria y Juan son hermanos”; “Ana y Rosalia son cunadas”. Estas expresio-
nes relacionales seran tratadas en LPO mientras que en LPC solo pueden ser operadas
como los atomos p: “Pedro y Juan son primos”, g: “Valeria y Juan son hermanos” y r: “Ana 'y
Rosalia son cufadas”.

i) Continuamos con una férmula de la forma (6 v ¢), siendo 0 y ¢ férmulas arbitrarias. El
conectivo “v” se llama disyuncion (incluyente) y la férmula (0 v ¢), se lee 6 o ¢ (tita o fi). La
formula del tipo (0 v @), es falsa sélo cuando ambas, “0” y “¢” son falsas. Esto es analogo al
uso de la palabra “0” del lenguaje usual. Son disyunciones oraciones como “La demostra-
cién puede hacerse por el método directo o por el absurdo”; “El problema puede resolverse
en forma iterativa o recursiva”.

Es posible usar otros conectivos con el mismo significado tales como “y/0”. Esta disyun-
cién es incluyente, en el sentido siguiente: la formula del tipo (0 v @) es verdadera cuando al
menos una de las formulas resulta verdadera; es decir es verdadera si 6 es verdadera; si ¢
es verdadera o si 0 y ¢ son ambas verdaderas.

La Tabla 1.3 describe en forma tabular la disyuncion (6 v ¢):
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Tabla 1.3

0 © v o)
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

“El programa utilizado es errdneo o la salida fue mal seleccionada” es la disyuncién entre
“El programa utilizado es erréneo” con “la salida fue mal seleccionada”.

En la expresion “Mi mascota esté viva o muerta”, la “0” es excluyente, en el sentido que la
verdad de una de ellas excluye la posibilidad de verdad en la otra; si la proposiciéon p:“mi
mascota esta viva” es verdadera, entonces la proposicion g: “mi mascota esta muerta” es
falsa. Esta “0” excluyente puede ser marcada en el lenguaje diario al decir “Mi mascota esta,
o viva 0 muerta”. Mientras que en la expresion “Soy profesora o alumna” la o es incluyente
dado que la proposicion verdadera r:“soy profesora” no excluye la posibilidad que s:“soy
alumna” también pueda ser verdadera. Ejemplos similares son “Juan es mayor o menor de
edad” con una o excluyente mientras que en “me comunico por teléfono o fax” se trata de
una o incluyente.

Debe quedar claro que el alfabeto del lenguaje de la LPC no cuenta con un conectivo que
represente a esta disyuncién excluyente. Sin embargo vamos a crear un simbolo para este
‘0 exclusivo”, también llamado “diferencia simétrica”, que se denotara por (0 v ¢) y que lee-
remos como “o0 0 0 ¢”. Mas adelante justificaremos esta introduccién cuando identifiqguemos
los valores de verdad de la férmula (0 v @) con exactamente los mismos valores de verdad
de la formula (6 A —¢) v (=6 A ¢)). La fbf (6 v ¢) es verdadera si una o la otra, pero no
ambas férmulas son verdaderas.

La formula “10 es multiplo de 2 o de 5” es verdadera (disyuncioén incluyente). Mientras que
la proposicion “O 10 es multiplo de 2 0 10 es multiplo de 5” es falsa (disyuncién excluyente).

Son férmulas disyuntivas: “Juan nacié en 1982 o en 1983”; “5 > 2”; “Por la mafana, con-
curro a la Facultad o resuelvo problemas de Matemética”; “Desayuno mate o café”;

“Juan compraré o una chomba o un jeans”.

La Tabla 1.4 interpreta todos los valores de verdad ((6 A —¢) v (¢ A —6)). La Tabla 1.5

sintetiza los valores de verdad de la formula (6 v o).

Tabla 1.4
00| =0]=¢|©®r=0)|(=010) | (61 =0)v(=610)
0|0 1 1 0 0 0
01 1 0 0 1 1
110 0 1 1 0 1
1111 0 0 0 0 0
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Tabla 1.5
9 ) (®vo9)
0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Con el objeto de no confundir los simbolos utilizados precedentemente, llamaremos dis-
yuncién a “(8 v ¢)” y diferencia simétrica o disyuncion excluyente a “(6 v ¢)”.

Existen renglones donde estas tablas coinciden. Numerosos ejemplos tomados de la ma-
tematica nos muestran estas coincidencias. Cuando decimos “5 = 0” estamos hablando de
una proposicion verdadera porque la expresion “5 = 0” se traduce, en términos de opera-
ciones logicas, como “5 es mayor que 0” o “5 es igual a 0”; en este caso, la disyuncién pue-
de pensarse como incluyente o excluyente y en cualquiera de ellos, la férmula es verdadera
porque solo la proposicién “5 es mayor que 0” es verdadera.

iv) En la formula de la forma (6 — ¢), siendo 0 y ¢ férmulas arbitrarias, encontramos el co-
nectivo “—" que se llama implicacion vy la férmula (6 — ¢) se lee si 6 entonces ¢, si 6 luego
¢ 0 bien, ¢ si 6 . Es verdadera en todos los casos, excepto donde “6” es verdadera y “¢” es
falsa. (No se pretende que una férmula verdadera implique una férmula falsa). Es verdadera
la féormula “si 3 + 4 = 8, entonces 4 + 5 = 10", aunque “3 + 4 = 8"y “4 + 5 = 10" son
falsas; es falsa la formula “si 3 + 4 = 7, entonces 4 + 5 = 10”. Podemos observar que la
formula de la forma (6 — ¢) es verdadera toda vez que 0 sea falsa, sin importar la interpreta-
cién de ¢. La férmula “0” se denomina hipdtesis, antecedente o premisa de la implicacion, y
“¢” se denomina conclusion o consecuente de la implicacion.

En el lenguaje diario escuchamos oraciones que se modelan mediante implicaciones: “Si
paga con débito, hacemos descuento”; “Pido un taxi, si te demoras”; “Si bebe alcohol, no
conduzca”; “Desconectaremos todos los electrodomésticos, si continla esta tormenta”; “Si
una botella contiene acido, deberia colocarse una etiqueta de advertencia”; “Siempre que
una botella contenga acido, deberia llevar una etiqueta de advertencia”; “Es necesario colo-
car una etiqueta de advertencia para las botellas que contienen acido”.

La Tabla 1.6 muestra la tabla de verdad de la implicacion (6 — ¢).

Tabla 1.6
0 (CE=X0)]
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1
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Si el antecedente es verdadero, entonces el valor de verdad del condicional es igual al va-
lor de verdad del consecuente y si el antecedente es falso el valor del condicional es verda-
dero. Son verdaderas las expresiones: “si el semaforo esta en rojo, los autos se detienen”;
“si 5 es ralz del polinomio p(x) entonces p(5) = 0”; pero las siguientes expresiones son fal-
sas: “si 22 = 4, entonces la suma de los angulos interiores de un triangulo es 360°"; “si el
General San Martin cruzé los Andes, entonces el General Manuel Belgrano leyé Rayuela, de
J. Cortazar”. Cuando operamos formulas con este conectivo, no es necesario que haya una
relacion causal entre ellas. Escribimos “(0 — ¢)” tanto si “0” y “¢” estan relacionadas como
causa-efecto, como si no lo estan. Veamos |o mencionado en el parrafo anterior en los si-
guientes ejemplos, en los cuales no existe tal relacion causa-efecto y sin embargo le pode-
mos asignar un valor de verdad a la férmula. En efecto, “Si 5 < 3 entonces Richard Johnson-
baugh escribio el texto Matematicas Discretas” es verdadera porque su antecedente (5 < 3)
es falso, mientras que “Si 3 < 5 entonces 8 es multiplo de 5” es falsa porque “3 < 5” es ver-
dadero y “8 es multiplo de 5” es falso.

En el lenguaje diario, la hipdtesis y la conclusion en una implicacion estdn normalmente
relacionadas. Muchas veces escuchamos expresiones como “Si apruebo Mateméatica Dis-
creta y Algebra y Geometria Analitica, entonces puedo sentarme a estudiar Algoritmos y
Estructuras de Datos” o bien “Si tengo dinero entonces saldré de vacaciones”, que mues-
tran una relacion de causa efecto. Pero expresiones como “Si el arbol tiene tres hojas enton-
ces la pared es azul” o bien “Si miro television entonces 2 < 1" que no tienen sentido en el
lenguaje diario, sf lo tienen desde el punto de vista de la logica.

v) En la férmula de la forma (8 <> ¢), siendo 0 y ¢ férmulas arbitrarias, el conectivo <> se
llama equivalencia, bicondicional o doble implicacién vy la férmula se lee 0 si y sélo si ¢, 0
bien, 6 es equivalente a ¢. La férmula de la forma (6 <> ¢) es verdadera precisamente cuan-
do “0” y “e” tienen el mismo valor de verdad.

Por ejemplo: "5 < 3 siy sélo si 2 < 1” es una férmula verdadera porque ambas proposi-
ciones atémicas “5 < 3" y “2 < 1” son falsas, mientras que “5 > 3siy solosi2 < 1" es
una proposicién falsa porque tienen distintos valores de verdad las proposiciones atémicas
“5 > 3" (verdadera) y “2 < 1” (falsa) que la forman.

La Tabla 1.7 muestra la tabla de verdad del bicondicional.

Tabla 1.7

0 0)
1

o |O |@
o

0
0
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Ejemplo 3

a) Construyamos la tabla de verdad para la férmula 6 = (g A (—r — p)). La Ultima columna
de la Tabla 1.8 corresponde a los valores de verdad de 6, mientras que las primeras colum-
nas muestran como se va construyendo la tabla teniendo en cuenta cada una de las inter-
pretaciones posibles de sus atomos. Observamos que al contar con 3 variables proposicio-
nales, existen 2° = 8 interpretaciones posibles, es decir, existen 8 posibles renglones que
muestran todos los valores de verdad que pueden asumir las 3 variables proposicionales

dadas.
Tabla 1.8
plajr|ori(cr>p)| 6=(@Qa(zr—>p))
olo|o] 1 0 0
ojof1]o0 1 0
o[1]o] 1 0 0
o[1]1]o0 1 1
1]0]0] 1 1 0
1]0[1] 0 1 0
1{1]0] 1 1 1
1]11]1] 0 1 1

b) Los valores de verdad de la férmula (((6 — @)A(e — 0)) <> (0 <> ¢)) se muestran en la
siguiente tabla.

Tabla 1.9
0]10|0>9) | (9—6) | (6o @)A(p—6) | (0 9) | (6 9)rlp > 6)) & (6 ¢))
0|0 1 1 1 1 1
0|1 1 0 0 0 1
110 0 1 0 0 1
11 1 1 1 1 1

¢) La construccion de la Tabla 1.10 nos muestra los valores de verdad de la férmula:

((pva)a~(pArq)) < (peQq).
Tabla 1.10

=

P (Pva) | (PA9) | ~(PA9) | (PvAA=(PAD) | (Pq) | (((PvA) A =P A ) © (P q)
ojo| © 0 1 0 1 0

01| 1 0 1 1
1]o] 1 0 1 1

o (O

0
0
0
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Antes de iniciar la formalizacion del trabajo precedente, podemos sintetizar las definicio-
nes de los valores de verdad de las férmulas estudiadas, siendo 0 y ¢ férmulas arbitrarias
(recordemos ademas que el simbolo v no es sintactico):

Tabla 1.11
010|060 |(0Aq) [ OVve)|[(O—>¢) | (O 9)| OV
ofo| 1|1 0 0 1 1
of1|1]o0 0 1 1 0 1
11001 0 1 0 0 1
111101 0 1 1 1 1 0
Actividad 2

Problema N°1: Para cada oracién identifica las variables proposicionales y escribe una
formula para formalizarla en LPC.

1.1) Si no hay control de natalidad, la poblacion crece. Pero si la poblacién crece aumen-
tara el indice de pobreza.

1.2) La construccién de programas se basa en argumentos racionales y parece razonable
aplicar técnicas de comprobacién formales.

1.3) Si Andrea gana las Olimpiadas Internacionales de Informatica, todos la admiraran y
ella ganara una beca para estudiar en la Universidad; pero si no gana, todo su esfuerzo fue
en vano.

1.4) Juan sabe o C, o Pascal, o Prolog, y disfruta trabajando con la gente. De otro modo,
él no serfa un programador destacado.

1.5) Si el costo de las utilidades crece o se niega la requisicion de fondos adicionales, en-
tonces compraremos una nueva computadora si y sélo si, podemos mostrar que los recur-
sos de cémputo son, en efecto, insuficientes.

Problema N°2: Construye una tabla de verdad para cada una de las férmulas:
21) (p—>(pva)

22)(p—>@—>r)
23) ((p—>0q) <)
2.4) ((p—>a) A (@ > —p))
25)(PA(p—>a)—a

2.6) (pAa)—>p)

27 (p—=>a)Aa@—>1)) > (P —>1)

Problema N°3: Si el valor de (p — q) es falso, épuedes completar la siguiente tabla?:

P | a (Prq) -p -q (zpv —q) (P> —q) ((Prg) v —q)
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Problema N°4: Responde las preguntas de los siguientes ftems 'y justifica las respuestas.
4.1) El valor de verdad de la formula (p —> q) es falso. ¢Cuél es el valor de verdad de la
formula ((—p v —q) = q)?
4.2) Sabiendo que exactamente dos de las tres variables proposicionales p, g, r, son ver-
daderas, écual es el valor de verdad de la siguiente proposicion?
(((=pArag) AN v(PA=a)AT) vV (PA(QA )

Problema N°5: Determina todos los valores de verdad, si es posible, parap, g, r, syt de
modo que las siguientes férmulas sean falsas.

51) ((PAra)ar) = (svh)
52) (PArg)an) —(=rv =)

Problema N°6: Una férmula 6 de tres variables proposicionales r, s, t, toma el valor 0
cuando s tiene el valor 1y la variable r no tiene el valor 1. En los demés casos toma el valor
1. Completa la tabla de verdad de la formula 6.

Problema N°7.: Sean 0 y ¢ formulas. Si llamamos a la féormula (6—¢) como implicacion di-
recta, la férmula (p—0) se llama reciproca de (80— ¢); la implicaciéon (—0——¢) es su
contraria, mientras que (—¢@— —0) es su contra reciproca. Se dice que las implicaciones
reciproca, contraria y contra reciproca son implicaciones asociadas a la directa. Veamos
algunos ejemplos:

a) Si la proposicién directa es “Si estudio 8 horas diarias entonces apruebo mis exame-
nes”, las implicaciones asociadas son:

Reciproca: “Si apruebo mis exdmenes entonces estudio 8 horas diarias”.

Contraria: “Si no estudio 8 horas diarias entonces no apruebo mis examenes”.

Contra reciproca: “Si no apruebo mis examenes entonces no estudio 8 horas diarias”.

b) Si la proposicion directa es “Si se me hace tarde para ir a la Facultad entonces no tomo
la linea XX”, las implicaciones asociadas son:

Reciproca: “Si no tomo la linea XX entonces se me hace tarde para ir a la Facultad”.

Contraria: “Si no se me hace tarde para ir a la Facultad entonces tomo la linea XX”.

Contra reciproca: “Si tomo la linea XX entonces no se me hace tarde para ir a la Facul-
tad”.

Para cada caso, escribe las implicaciones asociadas a la dada:

7.1) Sila ruta de Rosario a Bs. As es peligrosa, viajo de dia.

7.2) Si los indices de produccion y de exportacién de Argentina aumentan entonces
aumenta el ingreso per capita de sus habitantes.
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Problema N°8: En cada enunciado identifica las proposiciones atdmicas. Escribe en forma
simbdlica y en lenguaje coloquial las proposiciones reciproca, contraria y contra reciproca
de cada una de las implicaciones directas dadas a continuacion:

8.1) Si el programa esté bien escrito y bien documentado entonces es muy probable que
satisfaga las normas de calidad.

8.2) Andrés no es honesto si recibi¢ el telegrama de la empresa.

8.3) Si no estoy equivocado, ella conducia un coche rojo y habfa un hombre sentado a su
lado.

1.4.2 Interpretaciones

Ahora formalizaremos la explicacién que dimos en la seccion anterior. Un concepto fun-
damental en semantica es el de Interpretacion. Cada interpretacion define qué formulas del
lenguaje son falsas y cuales son verdaderas. Los valores de verdad son dos: falso o verda-
dero, y pueden ser indicados con 0 o 1; off u on; no o si, F o T, respectivamente. Nosotros
hemos usado 0 (falso) y 1 (verdadero). Vamos a definir inicialmente una interpretacion (o
valuacién) para las variables proposicionales y luego haremos lo propio para las restantes
formulas.

Definicién 1.4

Sea Var el conjunto de atomos del lenguaje L.

Una interpretacion es una funcién de Var en {0, 1}, que asigna a cada elemento de Var un
Oount.

Una interpretacion puede ser explicitamente identificada por el subconjunto de atomos de
Var que tienen como imagen 1. Bajo esta representacion cada interpretacion se identifica
con los atomos de Var a los que se ha asignado un 1.

Ejemplo 4

Si Var = {p, q, r}, una interpretacion |, puede estar dada por I,= {p}, esto significa que p
tiene como imagen 1 mientras que gy r tienen como imagen 0. Otro ejemplo es |, = {p, q},
donde p y g tienen como imagen 1 mientras que r tiene como imagen 0, es decir |,(p)=1;
l,(@)=1; 1,(r)=0; una nueva valuacion, es |, = {p, q, r} donde todas las variables proposicio-
nes tienen como imagen el 1.

La siguiente tabla muestra estos ejemplos de interpretaciones:

Tabla 1.12
Ejemplos de Interpretaciones | p | q | r
L = {p} 0
l,={p. g} 11110
l;={p, q,r} 1111
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Observaciones:

1. Si el conjunto de atomos tiene 3 elementos, es decir Var = {p, g, r}, como cada uno de
ellos puede ser 0 0 1, existiran 2% = 8 interpretaciones: {}(donde todos los atomos tienen
como imagen 0, {p}, {a}, {r}, {p, a}, {p. r}, {qa, r}, {p. g, r} (donde todos los atomos tienen
como imagen 1. De esta manera, cada rengléon de la tabla de verdad es una interpretacion.
La interpretacién {} es el primer renglén y los valores de verdad de todas las variables son 0;
la interpretacion {p} corresponde al renglén donde los valores de verdad de las variables
son 1, 0, 0, respectivamente; la interpretacion {p, g} corresponde al renglén donde las va-
riables proposicionales p, g, r tienen como iméagenes 1, 1, 0 respectivamente.

Si el conjunto de atomos es n, entonces sera posible definir 2" interpretaciones.

2. Usualmente trabajaremos con un conjunto finito de atomos. Cuando demos una férmu-
la asumiremos que el conjunto de atomos del lenguaje coincide con el conjunto de atomos
usado en el ejemplo, salvo que lo indiquemos explicitamente de otra manera.

3. Indistintamente, usaremos los vocablos interpretacion o valuacion.

4. El valor de verdad de los atomos no depende del valor de verdad que tengan otros
atomos de L, es decir, la férmula (p A q) es verdadera cuando ambas p y g lo son y no de-
pende del valor de otros atomos r, s, t que puedan formar parte del conjunto Var de L. El
valor de verdad (0 o 1) de una féormula depende completamente de los valores de verdad de
los &tomos que intervienen y de los conectivos utilizados.

A continuacién vamos a extender la definicidon de interpretacion (o valuacion) para el caso
de las férmulas definidas en L.

Definicion 1.5

Sea | una interpretacion. Sea Form el conjunto de formulas de L. Una valuacion bajo una
interpretacion |, es cualquier funcién v, de Form en {0, 1}, que satisface las siguientes reglas:

v.1) v(p,) = I(p,) para cada variable proposicional. Es decir, cuando la férmula es una va-
riable proposicional, su valuacién coincide con la asignacién que le hace la interpretacién.

v.2) Siendo ¢ y p férmulas arbitrarias, se define la valuacién de una férmula 6 como si-
gue:

Tabla1.13 a)
9 0=—¢ | 0=(prp) | O=(ovp) | O=(p—p) | O=(pep)
0 1 0 0 1 1
01 1 0 1 1 0
110 0 0 1 0 0
11 0 1 1 1 1

Dicho de otra manera:
Se define el valor de verdad de una férmula 6 bajo | como una funcion valuacién v,(0) de la
siguiente manera:
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a) Si 0 es una variable proposicional entonces el valor de verdad de 0, v,(0), es la imagen
(0 0 1) que le corresponde a la variable proposicional bajo la interpretacion |.

b) Si 6 es de la forma —¢ entonces v,(0) = 1 siv,(¢) = 0 yVv,(0) = 0siv(p) = 1.

c) Si 0 es de la forma (¢ A p) entonces v,(0) = 1 siv(e)=1 yv(p) =1y Vv(6) = 0encual-
quier otro caso.

d) Si 8 es de la forma (p v p) entonces v(0) = 0 siv(p)=0 yv(p) =0y v(0) =1 en cual-
quier otro caso.

e) Si 6 es de la forma (¢ — p) entonces v(0) = 0sivi(p) =1 yvp) =0y v(O) =1en
cualquier otro caso.

f) Si 0 es de la forma (¢ <> p) entonces v,(0) = 1 si (@) = vi(p) ¥ V(0) = 0 en cualquier
otro caso.

Ejemplo 5

a) Sea Var = {p, q, r} y J una interpretacion dada por J = {q}. La valuacion de la férmula
0 = (p A (g —r)) bajo esta interpretacion es v,(0) = v,(p A (Q ——r)) = 0 porque v,(p)= 0.
Sin embargo, bajo | = {p} la valuacion de la férmula es 1 porque v, (p) = 1y v, (g —»—r) = 1
dado que v,(q) = 0.

b) Veamos las valuaciones de las férmulas 0,=(¢ —(¢ A p)) ¥ 0,=(¢ A(—¢ A p)) para cada
una de las posibles valuaciones de las férmulas ¢ vy p, esto es:

Tabla 1.13 b)
Valuaciones | ¢ | p | (ovp) |0, = (¢=>(@vp)) | =@ | (m9Ap) [0, = (pa(=0@Ap))
v, olo| o 1 1 0 0
v, of1] 1 1 1 1 0
Vs 110| 1 1 0 0 0
v, 111] 1 1 0 0 0

Podemos notar que independientemente de las valuaciones que tengan ¢ y p, la féormula
0, es siempre verdadera mientras que la férmula 0, es siempre falsa. La tabla sugiere pen-
sar la existencia de férmulas verdaderas bajo toda interpretacion; de férmulas falsas bajo
cualquier interpretacion y de féormulas cuyos valores de verdad dependen de cada interpre-
tacion.

Observaciones:

1. Sean ¢ y p férmulas arbitrarias; la formula ® = ((¢ A —p) v (p A —@)) sera identificada
como (¢ v p), es decir como la disyuncién excluyente de ¢ y p. Si 6 es de la forma (¢ v p)
entonces v(B) = 0 si v(e) = v(p) y v(0) = 1 en cualquier otro caso. A partir de este momen-
to vamos a incorporar y usar el simbolo v (o excluyente) como un conectivo binario aunque
sepamos que no es un simbolo del lenguaje de la LPC.
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2. Existen otras maneras que permiten interpretar las formulas. Veamos una de ellas en la
siguiente definicion. Aunque no lo probemos, 1.5y 1.6 son definiciones equivalentes.

Definicion 1.6
Sea | una interpretacion y Form un conjunto de férmulas. Interpretamos inicialmente los
conectivos unarios (—) y binarios (A, v, —, <>, v) por las tablas:

- Al O] 1 v]0]|1 — |01 < |01 0|1
0 |1 0/0]0 00| 1 0 (11 0| 1]0 0|1
1|0 1101 1011 1101 1 (0|1 111]0

o (K

Luego toda funcién v, de Form en {0, 1} que satisface las siguientes reglas es una valua-
cion:

v.1) v(p,) = I(p,) para cada variable proposicional. Es decir, cuando la férmula es una va-
riable proposicional, su imagen coincide con la asignaciéon que le hace la interpretacion.

v.2) Si 0 es de la forma —¢ entonces v,(—¢) = —v(9).

v.3) SiB es delaforma (p*p), donde *e {A,v,—, <>, v}, luego v, (0*p)= v(p)*v,(p).

Ejemplo 6

Sea Var = {p, q, r} e | = {p}, una interpretacion.

Entonces la valuaciéon de la formula 6 = (p A (g ——r)) bajo esta interpretacion se puede
obtener de acuerdo a los siguientes pasos: v(0) = v(p A (g =) = v(p) A V(g ——r) =

vi(P) A (v(@) = (=) = viP) A (@) = ~viln) = 1(p) A (I(g) — —I(N) = 1.

Ejemplo 7

Sea Var = {p;, P, Ps}-

a) Sea 0 la formula 6 = (p, = (p, v —p,)). Aplicando las reglas v1), v2) o v3) de la defini-
cién precedente obtenemos que v(0) = v(p,) = V(P, v —Rs) = V(p;) = (V(p,)v —Vv(py)). Para
completar la valuacién de la férmula, necesitamos conocer la interpretacion (valuacion) de
las férmulas atdbmicas que la componen. Por ejemplo, siendo v(p,)=0, v(p,)=1 Yy v(ps)=1
obtenemos que v(0)=1. La férmula es verdadera bajo esa interpretacion. Esta interpretacion
no es la Unica que hace verdadera a la férmula. Toda interpretacion donde p, asuma el valor
0 hara que la valuacion de 6 sea verdadera. Diremos que la férmula es satisfacible cuando
una valuacion la hace verdadera.

b) Sea ahora la férmula ¢ = —(p,;v —p,). Bajo la misma valuacion definida en a) se verifica
que V(e) = V(P 7pg) = T (v(py)v v(ps))= 1.

c) Sea S un subconjunto de Form formado por las férmulas dadas en a) y b). S = {0, o¢};
existe una valuacion (definida en a)) tales que v(p,) = 0, v(p,) = 1y Vv(p;) = 1 que hace ver-
daderas a todas las férmulas de S, luego diremos que el conjunto de férmulas S es satisfaci-
ble.

Estos ejemplos nos llevan a las siguientes definiciones.

30



Logica Proposicional

Definicion 1.7

Sea 0 una férmula y sea | una interpretacion. Se dice que 6 es verdadera bajo | si su valor
de verdad es 1. Cuando 6 es verdadera bajo |, se dice que | satisface a 0; o0 que 0 es satis-
facible por |. Escribiremos que | satisface a 6 como I= 0. Se dice que 6 es falsa bajo | si su
valor de verdad es 0. Cuando 6 es falsa bajo |, se dice que | no satisface a 6.

Actividad 3

Problema N°1: Sea Var = {p, q}. Decide cudl es la valuacion de la férmula bajo cada in-
terpretacién dada:
1)o=(P—aA=09;k={pa}
(P—a)A—a);l={p}
(P—a)A—a9);l={q}
( ) )

= (
(
(
(P—=a) A=) ;L={}

2)0 =
3)0 =
4) 0 =

Problema N°2: Sea Var = {p, q, r}. Decide, para cada caso si | = 6.
2100=((p—a)Ar—q —n;l={p a}

r—=(p—a)A—q); L= {p}
(r—=>=nNvp—a)A—a9);lL={a}

(p—=a) A=) on;l={}

2)0 =
2.3) 0
4)0

1.4.3 Modelos. Férmulas satisfacibles. Formulas tautoldgicas

Usualmente el valor de verdad de una férmula depende de las interpretaciones; bajo al-
gunas interpretaciones la férmula es verdadera; bajo otras, la formula es falsa. Si el valor de
verdad de una formula es 1 bajo alguna interpretacion particular |, se dice que | es modelo
para la formula.

Definicion 1.8

Sea 0 una férmula y sea | una interpretacién. | es un modelo para 0 si | satisface a 0; se
dice también que 0 tiene a | como modelo.

Definicion 1.9

Una formula 6 se llama tautologia si todas las interpretaciones son modelos para la férmu-
la. Se utiliza el simbolo T, para denotar cualquier tautologfa. Cuando una férmula es tautolog-
fa vamos a anotar = 6.

Una férmula se llama contradiccion, insatisfacible o inconsistente si es falsa para todas las
interpretaciones posibles. Se utiliza F, para designar toda contradiccion. Una contradiccion
no tiene interpretaciones que sean modelos.

Una proposicion loégica que no es una tautologia ni es una contradiccion se denomina
contingencia. Una contingencia es satisfacible pero no es tautologia. Esto significa que exis-
tirda alguna interpretacion | para la cual v(0) = 1y alguna interpretacién J donde v,(0) = 0.
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El método mas directo, hasta el momento, para determinar si una férmula es una tauto-
logia (contradiccion) es mediante su tabla de verdad. Sitodas sus filas producen un “1” (“0”)
en la Ultima columna se trata de una tautologia (contradiccion); si algunas filas producen “1”
mientras que otras producen “0” se trata de una contingencia.

Ejemplo 8

a) Leamos la siguiente tabla:

Tabla 1.14
p “plO=—(Prg) [e=(-(Pra)va)| p=(PAr~P) |o=(pPVv—P)
00| 1 1 1 0 1
0f1] 1 1 1 0 1
1(0| 0 1 1 0 1
11| 0 0 1 0 1

Contingencia Tautologia Contradiccion | Tautologia

Pueden enunciarse algunas conclusiones:

i) La interpretacion | = {} (primer rengléon) es un modelo para 6, ¢, . Las féormulas son
satisfacibles porque esta interpretacion las hace verdaderas.

ii) El conjunto de férmulas S, = {0, ¢, ®} es satisfacible bajo | = {} porque todas las
formulas de S, tienen a | como modelo.

i) Todas las interpretaciones para Var = {p, g} hacen verdadera a ¢, luego ¢ es tautolog-
fa. Estas mismas interpretaciones hacen falsa a p, luego p es una contradiccion.

iv) El conjunto de formulas S, = {0, ¢, p, o} es insatisfacible porque no es posible encon-
trar una valuacion (interpretacion) que sea un modelo para todas las féormulas de S.,.

b) La férmula (pv —p) es tautologfa porque toda interpretacion es modelo para la formula.
Bajo cualquier interpretacion, o p o —p es verdadera.

Todas las interpretaciones |, = {} e |, = {p} son modelos para la férmula. Es decir:

p|—-pP|o=(PV —p)
of 1 1
110 1

c) La férmula (((6 — @)A(e — 0)) <> (0 <> ¢)) es tautologia.
d) Laformula (((pv g) A —~(p A Q) < (p <> Q)) es insatisfacible.

Definiciéon 1.10
Sea S un conjunto de férmulas, S < Form y v una valuacion. Diremos que una valuacion v

satisface un conjunto S de férmulas, si v(p)=1 para toda ¢ €S. Es decir, la valuacion es
modelo para S si es modelo para todas las férmulas de S.
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Ejemplo 9
Sea S = {(p—Qq), (g—r)}. Busquemos una valuacion que satisfaga a S.
Tabla 1.15

plajr{(P—a)|@—>r)
ojlojo| 1 1
0l0]1 1 1
o|1]o] 1 0

La valuacion I(p) = 0; I(g) = 0y I(r) = 0, es decir | = {} satisface al conjunto S porque to-
da férmula de S es verdadera para esta interpretacion. El hecho de encontrar un renglén de
la tabla donde todas las férmulas de S sean verdaderas nos garantiza que el conjunto de
formulas S es satisfacible. La interpretacion | = {} es modelo para todas las formulas de S.
Esta interpretacion no es Unica. La interpretacion J = {r} es también modelo para las férmu-
las de S.

Definicion 1.11
Un conjunto de férmulas se dice satisfacible si existe una valuacion que satisfaga a todas
las férmulas del conjunto e insatisfacible en caso contrario.

Ejemplo 10

a) El conjunto vacio es satisfacible; toda valuacion satisface al conjunto vacio.

b) El conjunto {(pAq), —(pAQ)} es insatisfacible. También lo es {p, (p—q), —~p}, porque
no existe una valuacion que satisfaga simultaneamente apy —p.

c)SeaS={=(p—>0q); PAr-Qq); - (pP—>q) (—rAp?}. Ses satisfacible bajo la inter-
pretacion | = {p}. Esta interpretacion es la Unica que hace verdaderas simultaneamente a
todas las formulas de S. En efecto, como v(—r A p) = 1 entonces v(p) = 1y v(r) = 0; para
que v(—(p — q)) = 1 entonces v(p — g)= 0y como v(p) = 1, luego v(qg) = 0.

Para esta interpretacion | = {p} las restantes formulas de S son verdaderas.

Ejemplo 11

SeaScForm, S = {p, (qvr), (@—r)}tyseanl, = {p, r}, L = {p, q, r}, I; = {p, g} inter-
pretaciones definidas en Var = {p, g, r}. Las interpretaciones |, e |, satisfacen las formulas
de S, luego son modelos de S. La interpretacion |, hace falsa a la formula (g—r), luego no
es un modelo para S.

S es un conjunto satisfacible de férmulas porque al menos una interpretacion hace a to-
das sus formulas verdaderas.

La tabla 1.16 ayuda a leer lo expresado.
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Tabla 1.16

=

plajri@vn|@—n

De lo dicho anteriormente, resulta sencillo verificar que:

Propiedad 1.1
Un conjunto finito y no vacio de férmulas es satisfacible si y sélo si la conjuncién de todas
las formulas del conjunto es satisfacible.

Demostracion:

La propiedad brinda un procedimiento efectivo para determinar si un conjunto de férmulas
es satisfacible o no: hacemos la conjunciéon de las férmulas del conjunto y luego podemos ir
construyendo la tabla de verdad de esta conjuncion hasta obtener una fila que en la Ultima
columna tenga un 1. Si existe tal fila el conjunto de férmulas es satisfacible. Si en todas las
filas de la conjuncion (Ultima columna) figura sélo el 0 el conjunto es insatisfacible.

Ejemplo 12

El conjunto S = {(p > q), (—p — q)} es satisfacible.

Por ejemplo, las interpretaciones |, = {g} e l,= {p, q} satisfacen a S ya que ambas satis-
facen la conjuncion da las férmulas dadas, es decir ((p — ) A (—p — q)) es verdadera bajo
l, e l,.

Tabla 1.17

PlAd|p>qg|-p—>qg|(P=>a) A(-p—>q)
ojo| 1 0 0
01| 1 1 1
1]0] © 1 0
111 1 1 1

Si bien la construccién de tablas de verdad es un procedimiento aceptable para determi-
nar si una férmula o conjunto de féormulas es o no satisfacible porque se hace en un nimero
finito de pasos, este nimero puede ser muy grande y el método impracticable. Por ello, mas
adelante y utilizando estructuras de arboles describiremos otro procedimiento para determi-
nar si un conjunto finito y no vacio de férmulas es o no es satisfacible; tal procedimiento
puede generalizarse para el célculo de predicados, lo que no ocurre con las tablas de ver-
dad.
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Concluyendo:

Una férmula es o satisfacible o insatisfacible. Un subconjunto de las formulas satisfacibles
son aquellas que se llaman tautologias, que siempre son verdaderas para cualquier interpre-
tacion I.

Férmulas insatisfacibles

Foérmulas satisfacibles

Férmulas
tautolégicas

TEOREMA 1.1
Una férmula es tautoldgica (o valida) siy sélo si su negacion es insatisfacible.

Demostracion:

Si 0 es tautoldgica, toda interpretacion es un modelo para 0, luego v,(0) = 1 para toda |.
Por lo tanto 0 = —v(0) = v,(—0) para toda |. Luego, no existe una interpretacién que sea un
modelo para —6, de donde —6 es insatisfacible.

Actividad 4

Problema N°1: En cada enunciado, identifica las proposiciones primitivas, escribelo en
forma simbdlica, construye la tabla de verdad para cada férmula e indica si tal enunciado es
una tautologia, una contradiccion o una contingencia.

1.1) Si Juan estuvo ayer en el partido, necesita dormir. Juan no necesita dormir. Por con-
siguiente no fue al partido.

1.2) Si el programa para resolver el problema es eficaz, entonces no tiene error. El pro-
grama es eficaz. Por lo tanto, no tiene error.

1.3) Si los programas tienen errores légicos, no funcionan correctamente. Si no funcionan
correctamente entonces no son eficaces. Por lo tanto, los programas que tienen errores
l6bgicos no son eficaces.

1.4) Si Agustin no cumple con el horario de trabajo, sera despedido. Agustin fue despedi-
do. Por tanto no cumplié con el horario de trabajo.

1.5) Si en el mes de abril estamos en otofio entonces se caen las hojas, pero abril perte-
nece al otofo y no se caen las hojas.

Problema N°2: Sean p, g variables proposiciones.

2.1) Muestra que la férmula ((p v @) A (—p A —@)) es una contradiccion.
2.2) Muestra que (—(p — q) <> (P A —Q)) es una tautologia.

35



Matemética Discreta

Problema N°3: Justifica que las siguientes formulas son tautologias:
3.1) (—p v = —p), siendo p una variable proposicional.
32) ((p—>q) v ~(p—Qq)), siendo p, g variables proposicionales.

Problema N°4: Dados los siguientes conjuntos de férmulas, decide cuales son satisfaci-
bles y cuéles insatisfacibles. Justifica la respuesta.
)S={=p.(P—aq) (@-0r}
42)S={=q (p—>a)}
43)S ={(p—>@—>n), (=p—> 1. (p> ~a)}
)S ={(p<q), (7p—> ~0q), (p > ~9)}
Problema N°5: Decide si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas:
5.1) Si una fbf no es tautologia, su negacion lo es.
5.2) Si una fbf no es satisfacible, su negacion lo es.
5.3) Si un conjunto de fbfs es satisfacible, cada variable proposicional lo es.

Problema N°6: Demuestra que las siguientes fbfs son tautologias:
6.1) (p—(a— p))

6.2) ((p—(g—1))—((p—a)—(p—r)))

6.3) (p—a)=(=g——p))

Problema N°7: Dadas las siguientes férmulas o conjuntos de férmulas del célculo propo-
sicional, decide si son o0 no son satisfacibles. Si son satisfacibles, da una valuacién que las
satisfaga

7.1) (P
(o4

P

= (Po=> Po)) = (P11 v Py))

7.2) (P1 = (P1A P2) v ((Ps A7 P3) v (Po = Pu)))
7.3) {( (TP Ag)}

74){(p~q) (mpva)}

75){(p—>0a), (pva), ~q}

76){p—>0a), (@->1), (r—>s) (p—>9)}

7.7) {( -

7.8) {(

7.9) {(

P

pAg

= =

;
p—q), N, (r—s), (oA —s)}
pva,Pv@an), (- -n}

p—q) (pArg)—r), (@ —p)}

Problema N°8: Decide si las siguientes férmulas son tautologias, contradicciones o con-
tingencias. Para las contingencias halla una valuacion que las satisfaga y otra que no las
satisfaga.

8.1) (m(Pov P1) = (P2 Po) v (P1—> P2)))

8.2) =((P1 >Ps) = ((P2=>Ps) = ((P1 v P2) = P3)))

8.3) (((P1—=p2) = P1) = P1)
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8.4) (== (P AP vV Ps) = PJ)
8.5) ((p1v —P1) Vv (P2 7Py)

1.4.4 La implicacion y la consecuencia légicas

Un importante concepto que vamos a explicitar es el de consecuencia loégica. Una férmula
¢ es consecuencia logica de un conjunto S de férmulas si la verdad de todas las férmulas de
S implican la verdad de ¢. Seguidamente, vamos a formalizar estos comentarios.

Definicion 1.12

Sea S un conjunto de férmulas y ¢ una formula.

Se dice que ¢ es una consecuencia légica de S si toda interpretacion que es un modelo
de S es también un modelo para ¢. Podemos escribir esto como Sk ¢. A veces diremos
que S implica Iégicamente a ¢ o simplemente que S implica a ¢.

Dicho de otra manera, ¢ es consecuencia légica de S si toda interpretacion | que hace
verdadera a todas las férmulas de S, también hace verdadera a o.

Es decir, siv(8) = 1 paratoda 6 € S, entonces v(p) = 1.

Indicaremos Con S = {¢ € Form / S ¢} al conjunto de las consecuencias de S. El con-
junto Con S puede ser infinito.

En particular si S = {6} podemos escribir 0= ¢ 0 bien 6 = ¢ y leemos 6 implica (16gi-
camente) a ¢, en cualquier caso.

Ejemplo 13

a) Sea S = {p;, P, Ps}.

Luego ((pi A p2) A Ps) € Con S; (pyA p) € Con S (p;— p2) € Con S; (P A—p,)e Con S;
(po——ps)e Con S.

b) Sea S = {(pAq), (p—T1)}. Las férmulas p, g, r € Con S.

c) Se verifica que (p A (p—0q)) |: g. En efecto, v(p) = 1; como ademas v(p—q)=1, enton-
ces necesariamente v(g)=1; por lo que toda interpretacidon que hace verdaderas a las férmu-
las py (p—q) también hace verdadera a g.

Escribimos también (p A (p—q))= q.

dplEpipE@AREPIEPAPYVA) PPV (EAQ) ;PP A @ v-Q), etc. Es decir
{p:eApP);(PAPva); PV (EAg);(Pal(dv—a)}estaincluido en Con {p}.

Observaciones:

1. Si S = {}, Con S es el conjunto de las tautologias porque toda valuacion satisface al
conjunto vacio.

2. El simbolo implicacion “—” es sintactico. El valor de verdad de la férmula “(6—¢)” de-
pende de una particular interpretacion.
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3. La consecuencia légica o implicacion légica * |: " es un concepto semantico. Esta defi-
nido en término de todas las interpretaciones: “e|= ¢@” si toda interpretacion que es modelo
para 6 también es modelo para ¢.

4. Incorporamos el simbolo “=". La expresion “0 = ¢" que se lee “si 6 entonces ¢” 0 “0
implica ¢” es usada en la prueba de teoremas y significa que la verdad de 6 es suficiente
para la verdad de ¢ o bien que la verdad de ¢ es necesaria para 0.

Definicion 1.13

Sean S,y S, dos conjuntos de férmulas. Luego S, es consecuencia légica de S, y escri-
bimos S, |: S, si S, |:(p para toda formula ¢ € S,. También podemos decir que S, implica
(lbgicamente) a S,.

Ejemplo 14

a) Sean S, = {(p—q), (q—n}tyS, = {(p—r)}. Las interpretaciones donde las férmulas
de S, son verdaderas son I,= {p, q, r}; l,= {q, r}; l,= {r}; I,= {} y todas ellas son modelos
para S,. Luego S, |=S,.

b) Sean S; = {(pvQq), (—1), (p—>n}tyS, = {(rvt)}. Dejamos a cargo del lector verificar
que S, |= S,. Nosotros lo haremos mas adelante.

TEOREMA 1.2 (Teorema de la Deduccion)

Sea S un conjunto de férmulas y 6 y ¢ férmulas arbitrarias.

Luego SU{6}|=¢ siysdlosi S |=(6—¢).

También podemos enunciarlo asf: ¢ € Con(Sw{0}) siy sélo si (0—¢) € Con S.

Demostracion:

Sea ¢ € Con(Su{0}) entonces toda valuacién v que satisface a SU{0} también satisfa-
ce a ¢. Sea v una valuacién que satisface a S y que no satisface a (06— ¢), entonces
v(0—@)= 0 de donde v(p) = 0y v(0) = 1. Esta valuacion v satisface a SU{0} pero v(p) = 0,
entonces ¢ ¢ Con(Su{e}), lo que es una contradiccion con lo dicho al comienzo de nues-
tra demostracion.

Suponemos ahora que (6—¢) € Con S. Es decir, toda valuacién que satisface a S tam-
bién satisface a (0—¢). Sea v una valuacidon que satisface a SU{6}. Luego satisface a to-
das las formulas de Sy también satisface a 0, es decir, v(0) = 1. Probaremos que v(¢p) = 1.

Como v(—0)=0, luego v(p)=v(@)v v(—0)=v(0—¢) = 1. La férmula (0—¢)e Con S.
Entonces ¢ € Con (S u{0}).

Observacion:

Como corolario del teorema de la deduccion, surge que para todo par de férmulas 0, ¢
se tiene que {0} |:(p Si y solo si |= (6—¢), es decir, siy solo si (0—¢) es una tautologia. O
bien, ¢ € Con {6} siy sélo si (0—¢) € Con {} siy sélo si (6—¢) es tautologia.
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Ejemplo 15

Sean 0, ¢, p férmulas. Veamos que (0 —¢)—((¢ —p)—(0 —p))) es una tautologia.

Para demostrar que |: (6 >0)—((¢ —p)—(6 —p))), vamos a escribir una estructura de-
ductiva equivalente, utilizando el teorema de la deduccién. Son equivalentes:

I= (0 =)= ((¢ —p)—(6 —p)))

(0 =)= (0 —p) =0 —p))

{(0 —0).(p —p)}|= (6 —p)

{6 —>9), (9 —p), O} |]=p

Mostraremos esta Ultima implicacion légica. Sea v cualquier valuacion que satisfaga al
conjunto, luego v(0) = 1; para que v(6 — ¢)=1 debe ser v(p)=1. Tomando ahora v(p) = 1y
sabiendo que v(p —p)= 1, necesariamente v(p) = 1.

Ejemplo 16

La Tabla 1.18 muestra que ((p > @) A (—p — Q)) |= g. Observamos que toda interpreta-
cion que es modelo para ((p — g) A (—p — q)) también es modelo para g.

O bien ((p = ) A (—p —>0)) [=qsiysolosi |=(((p—> ) A (~p— ) > 0).

Tabla 1.18

PlAalp—og|-p—oaql((P=>a)Ar(mp—a) | (P—>d) A(=p—>q))—>d)
olo| 1 0 0 1
ol1] 1 1 1 1
1]0] o 1 0 1

111 1 1 1 1

Remarcamos que en los casos donde 0 implica légicamente a ¢ decimos que “0 es condi-
cion suficiente para ¢” 0 que “@ es condicidn necesaria para 0” o bien “0 sélo si ¢” 0 “@, Si 0”.

Ejemplo 17

a) En la proposiciéon “Si un triangulo es equilatero entonces es isdsceles”, la proposicion
“es triangulo equilatero” es suficiente para la proposicion “es triangulo isésceles”.

b) En la propiedad de los nUmeros naturales que se expresa: “Para que la suma de varios
nUmeros impares sea un numero par debe existir un nimero par de sumandos impares”, la
proposicién “un nimero par de sumandos impares” es condicion suficiente para que “el
resultado de la suma sea par”.

c) Y refiriéndonos a ejemplos sobre formulas y conectivos 16gicos, la proposicion “(p A q)
es verdadera” es suficiente para la proposiciéon “(p v ) es verdadera”; analogamente, la
proposicion “(0 — ¢) es falsa” es condicion suficiente para la proposicion “0 es verdadera y
¢ es falsa”.

d) Sean a, b nimeros reales, “a = b” es condicién suficiente para “a® = b*”.

Pero “a® = b® no es condicién suficiente para “a = b”.
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TEOREMA 1.3
Para todo conjunto de férmulas S, S C Form y para toda férmula 6, se tiene que S |= Osiy
sélo si SuU{—0} es insatisfacible.

Demostracion:

6 e Con S si y solo si toda valuacion que satisface a S también satisface a 6 si y sélo si
toda valuacion que satisface a S verifica que —v(0) = v(—0) = 0 si y sélo si toda valuacion
que satisface a S no satisface a —6, es decir, Su{—0} es insatisfacible.

Observacion:
Tomando S = {} en el teorema anterior, resulta que una férmula 6 es una tautologia si y
so6lo si —0 es insatisfacible (como ya hemos desarrollado).

1.4.5 La equivalencia légica

Definicion 1.14

Dos formulas 0 y ¢ son Idgicamente equivalentes si tienen los mismos modelos, es decir,
si para toda interpretacion |, los valores de verdad coinciden; es decir v,(0) = v,(¢) para toda
interpretacion.

También podemos decir que dos formulas 0 y ¢ son légicamente equivalentes si'y sélo se
verifican 6 |= O] |= 0. Se expresa 0 < ¢ 0 bien 8= ¢ y se lee 6 es equivalente a ¢ o bien 6
si'y sélo si .

Similarmente dos conjuntos de férmulas S, y S, se dicen ldgicamente equivalentes si 'y
sélosi S |=S,yademas S, |= S;.

La Tabla 1.19 muestra los valores de verdad para “(—mp v )"y “(p = q)”. Observamos
que las férmulas “(—=p v Q)" y “(p — q)” tienen exactamente los mismos valores de verdad.
Luego son equivalentes y escribimos (—p v q) < (p — Q).

Tabla 1.19
PlA[~P|(-pva)l|(p—>q)
0jof 1 1 1
0l1] 1 1 1
1]o] 0 0 0
1{1] 0 1 1

Veamos una relacién entre la equivalencia logica y las tautologias.

TEOREMA 1.4
Si 0y ¢ son férmulas arbitrarias, entonces 6 < ¢ siy sélo si |= B 09).
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Demostracion:

0 < ¢ siysolosify e tienen los mismos modelos siy sélo si

Toda interpretacion es modelo para 0 y ¢ o es modelo para =0y —¢ siy sélo si
Toda interpretacion es modelo para (6 <> ¢) siy s6lo si |: (00).

Observaciones:

1. El simbolo “«>” es sintactico. El valor de verdad de la formula “(6<>¢)” depende de una
particular interpretacion.

2. La equivalencia légica es un concepto semantico. Estéa definido en término de todas
las interpretaciones: “0l=¢” y ‘o |=9”, es decir, toda interpretacién es modelo para 0 si y
solo si es modelo para ¢.

3. Incorporamos el simbolo “<”. La expresion “0 < ¢” que se lee “0 es equivalente ¢” 0
“0 si y sélo si ¢” es usada en la prueba de teoremas y significa que la verdad de 0 es sufi-
ciente y necesaria para la verdad de ¢ o0 bien que la verdad de ¢ es suficiente y necesaria
para 6.

Ejemplo 18

a) La proposicion p es légicamente equivalente a p porque |= (p < p).

b) La proposiciéon p es l6égicamente equivalente a ——p porque |: (P ——p).

c) Los conjuntos de formulas S; = {p, =g, (pv N}ty S, = {(rvp), (—rv —=q), p, (p——0)}
son equivalentes. En efecto, veamos que tienen los mismos modelos. Sea | una interpreta-
cién que satisface a la conjuncion de férmulas de S, luego I(p) = 1; 1(gq) = Oy el valor de r
puede ser 0 o 1. Luego S, tiene dos interpretaciones I, = {p} e I, = {p, r} que son modelos
para todas sus formulas. Dejamos a cargo del lector verificar que ambas interpretaciones
son los Unicos modelos que tiene S,. Otra forma de hacerlo es construyendo la tabla de
verdad.

Tabla 1.20

Pla|r|—=q|=r|(pvr)|(=rv=q) | (P—=a) | (PA=g)A(pVvN)) | ((((rvp)A(=rv=Q))AP)A(P——0))
0jlojo] 1 |1 0 1 1 0 0

olol1] 1|0 ]| 1 1 1 0 0

0/1]0] 0|1 0 1 1 0 0

o110 o] 1 0 1 0 0

1{0]o] 1 |1 1 1 1 1 1

10|11 ]o | 1 1 1 1 1

1]/1]0] 0 |1 1 1 0 0 0

111 ofo]| H 0 0 0 0

Las Ultimas dos columnas muestran que las conjunciones de las férmulas de S, y de S,,
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tienen los mismos valores de verdad y en consecuencia las interpretaciones que satisfacen a
las formulas de S,, estoes |, = {p} y I, = {p, r} también satisfacen a S, y viceversa.

Ejemplo 19
Veamos que se verifica esta equivalencia l6gica: = (p v q) < (—p A —q). Lo que significa
demostrar que |=(—(p v Q) > (—p A —0)).

Tabla 1.21
pPlajpva|—(va)|~P|=A|(=pAr—q) | (=(pVva) < (=pA—q))
0jlo] o 1 11 1 1
ol1] 1 0 110 0 1
1]o] 1 0 0|1 0 1
11] A 0 0]o0 0 1

A lo largo del curso usaremos numerosas equivalencias légicas. A continuacién expone-
mos una lista de férmulas que son légicamente equivalentes. Son sencillas pero muy impor-
tantes y es conveniente verificarlas. Sean 0, ¢ y p féormulas; se verifican:

Tabla 1.22

1 |-—-0<0 Ley de la doble negacion o
Ley de Involucién
o | "OVve)= (70A ) Leyes de De Morgan
~OAg) & (70v 9
3 |[Ove)=(pvo) Leyes conmutativas
OAr9) = (9A0)
4 |[Gvievp)=(©Vve)vp) Leyes asociativas

OA(pap) = (6A09) Ap)

5 [Ovierp) = (®ve)aBvp) Leyes distributivas
OAlevp)= (A v(OAp)

6 Eg v g; < g Leyes idempotentes
NCRSS

7 Eg v ?o; < g Leyes de identidad
ATy &

g |Ov-0eT,

Leyes inversas
OA—0)=F,

g |OVvT)eT,

Leyes de dominacién
OAF) < F,

10 Eg v Eg A (p;; < g Leyes de absorcién
A Vo) e

Notemos que la férmula (0 v Fy) < 0, nos dice que la valuacion de la disyuncion (0 v Fy)
depende so6lo de la valuacion de la formula 6. Observemos también que (6 v —0) es siempre
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una tautologia.

Salvo la ley de la doble negacién, estas leyes parecen agruparse de manera natural en
pares de férmulas y esto da origen a nuevas ideas. Observa los pares de férmulas numera-
dos desde 2 hasta 10 en la tabla precedente y los cambios de simbolos que implican. Este
problema seré tratado mas adelante, cuando estudiemos Algebras de Boole. Las algebras
de Boole constituyen una generalizacién de los resultados desarrollados hasta aqui.

Ejemplo 20

Sean S; = {(pvAq), (@-t), (p—n)}y S, = {(rvt)}. Veamos que S, |: S,. Esto equivale a
demostrar que {(pvq), (—t), (p—>n} |:(rvt). Como |=((rvt) — (—r—t)), vamos a
demostrar que {(pvQq), (g—1), (p—>r)}|:(ﬂr—>t). Por el teorema de la deduccion es equiva-
lente a demostrar que {(pvQq), (g—1), (p—r)} v —r |:t. Sea | cualquier interpretacion que
hace verdadero el antecedente. Luego v(—r)=1 y en consecuencia v(r)=0. Como
v(p—r)=1, entonces v(p)=0; dado que v(pvqg)=1 entonces v(g)=1. Finalmente como
v(g—t)=1 yv(g) =1 entonces se deduce que v(t)=1.

1.4.6 Sintesis semantica

Es importante que revisemos algunas fbfs, a modo de fijacién de los aprendizajes. Por
ejemplo, las siguientes expresiones logicas son tautologias, es decir, son verdaderas bajo
toda interpretacion. Sean las férmulas 6, ¢ y p, luego se verifican las siguientes implicacio-
nes (=) o equivalencias légicas (<):

aAOAB>9)=0 d) (0 @) = (0A9) Vv (70A—9)
b) (60— )= (—0Vvo) e) " (0—>09) =0
c) (0—=¢) A (e —p))=(0—p) f) =0 —>9)=—0

Veamos el caso e). Sabemos que una implicaciéon es siempre verdadera, excepto en un
Unico caso, aquel donde el antecedente es verdadero y el consecuente falso. Luego, esta
implicacion sera tautoldgica siempre que probemos que admitiendo un antecedente verda-
dero el consecuente también lo es; es decir que no existiran casos en que pueda concluirse
algo falso si el antecedente es verdadero.

Sea entonces | cualquier interpretacion tales que v(—(0 — ¢))= 1, entonces v, (6 — ¢) =0,
de donde v,(0) = 1y v,(¢) =0. Como v,(0) = 1, luego (—(0 — ¢) — 0) es tautologia, como
querfamos probar. Ademas al ser v,(¢) = 0, entonces v,(—¢) = 1 con lo que tenemos de-
mostrado que f) es también una implicacion ldgica (o tautologia).

Argumentos de este tipo son Utiles para continuar probando las siguientes implicaciones
por lo que recomendamos no usar tablas de verdad.

Otras implicaciones o equivalencias légicas son:
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9) (mon(0—>09)=—06 NO—=>9)AO—>p)= 0> (prp)
h) (0AOVve)=0 K (O A @)= p)= (60— (¢0—p)
NOVOA(O=>p)r(0—=p))=p DO =) = (OA=0)>F

El enunciado k) es un caso particular del Teorema de la Deduccion.

También es una implicacién légica el reciproco del Teorema de la Deduccién. Por lo que
(OA9)—>p)= (0> (9—p)).

En efecto:

(OAg) > p) = (TOAP) vp) & (7OV —0) vp) = (TOV (7o V) < (76 V(e —p)
< 0> (9> p)).

Es importante atender a la equivalencia I) que utilizaremos habitualmente en Matematica
para justificar una demostracion por “reduccion al absurdo”; F, es cualquier contradiccion,
equivalente a (6 A —0), por ejemplo.

Finalmente, recordamos la equivalencia (6 — ¢) < (—¢ — —0), entre el condicional direc-
to con su contra reciproco. Muchos teoremas en Matematica utilizan esta equivalencia para
justificar la “demostracién por contraposicion”.

Actividad 5

Problema N°1: Sean p, g proposiciones. Demuestra las siguientes equivalencias:
11) (Pp—>a)=(=pva

1.2) (p—=>a)Ar(@—>p) < (Peq)

1.3) (pv g = ((PA—q) v (7P AQ)

14 (pva)e((Pva)r—(PAaa)

1.5) (P < (PArg Vv (=pA Q)

= T = =
o~ o~ o~ —

Problema N°2: Sean p, g proposiciones. Demuestra las equivalencias l6gicas:
21) (p—>a < (—g—> —p).

22) (@—>p) = (—p— —a).

23) ((pAQg) —>1) < (p—(q—1). (Caso particular del teorema de la deduccion).

Problema N°3: Simplifica las proposiciones siguientes, si es posible:

3N (Pva)v(=pAa—a)

32) (Ton (Tov (P v =a) V1)) A (=P AP)

3.3) (Ty—> Fy)

3.4) =(=(rAp)v(ana(=rv—p))

Problema N°4: Escribe cada enunciado en forma simbdlica y determina uno equivalente al
dado, en lenguaje coloquial.
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4.1) No es verdad que, si el software falla entonces la causa es el error de sintaxis.

4.2) Si la ruta de Rosario a Bs. As es peligrosa entonces viajaré de dia.

4.3) Si los indices de produccion y de exportacidon de Argentina aumentan entonces
aumenta el ingreso per cépita de sus habitantes.

4.4) En secciéon alumnado de la Facultad me dijeron: Cursas las asignaturas por la ma-
NAana o por la tarde, pero no en ambos turnos.

Problema N°5: Sean 0, ¢ y p fbfs. Prueba las siguientes afirmaciones:
51) {(~¢ —>6), (=0 v p), (mo >—p)} =0

52 {0 AQ)}=0:{0Ar)}]=0

5.3){(0v ), (70 v p)}=(oVp)

Problema N°6: Escribe 5 formulas que pertenezcan al conjunto Con {p, (p < —a)}.

1.4.7 Conectivos adecuados

En esta seccién trabajaremos con férmulas escritas en términos de proposiciones atémi-
cas. Pero no se pierde generalidad ya que los resultados se extienden para féormulas. La
formula (p — q) es légicamente equivalente a (—p v q). Luego, conociendo el significado
de los conectivos negacion (—) y disyuncion (v) no se necesitaria la definicion del conectivo
implicacion (—), dado que la implicacion se puede expresar en términos de negacion y dis-
yuncion.

En la tabla siguiente observamos una equivalencia entre el bicondicional y la conjuncién
de dos condicionales, es decir: (p <> q) < ((p > 9) A (Q > p)).

Tabla 1.23
Pla|l(e—d |@=p) [(P=a)r(@=p) | Ped|((P2>a)r@—>p)) o (peq)
0]0 1 1 1 1 1
0]1 1 0 0 0 1
1]o] o 1 0 0 1
111 1 1 1 1 1

Esto sugiere que también el bicondicional puede ser expresado usando negaciones, con-
junciones y disyunciones. Estos ejemplos muestran que es posible reducir el nimero de
conectivos logicos que requiere nuestro alfabeto, ya que “—" y “<>” pueden expresarse en
términos de negaciones, conjunciones y disyunciones.

Finalmente, podemos expresar que dado un conjunto de conectivos, se dice que es ade-
cuado si a partir de sus elementos pueden definirse todos los demas conectivos. El conjunto
{—, A, v} es adecuado.

En consecuencia, toda férmula del LPC puede ser construida a partir de este conjunto
adecuado de conectivos.
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Enefecto ® > @)=(—0v @), 0> 0)=0 > Q) A(@—>0)=(—0Vv @) A (V)
Es posible demostrar que {—, A}, {—, v}, {—, >} son conjuntos de conectivos adecua-
dosy que noloson {—}, {A, v}, {—, v}

1.5 Convenciones para simplificar la notacion

En general, las formulas de la LPC requieren de paréntesis para estar sintanticamente
bien construidas. A efectos de simplificar las notaciones y de limitar el nimero de paréntesis
requeridos por estas definiciones sintacticas, vamos a hacer nuevos acuerdos sobre su uso,
siempre que no sean causales de ambigUedades o confusiones.

En lo sucesivo, para simplificar la notacién omitiremos los paréntesis exteriores al escribir
formulas. Escribiremos (p v ), como p v g; analogamente, escribiremos (p — g) como la
implicacién p — g. Anotaremos p A (g v 1) en lugar de (p A (g v 1)). En este caso, mantene-
mos los paréntesis en (q v r). Al quitarlos obtenemos la expresién p A g v r que se torna
ambigua.

Surge el primer problema: équé sentido le vamos a asignar a p A q v r?, élo tiene? Si; pero
debemos priorizar el orden en que se van ejecutando las operaciones légicas. Por ejemplo,
en la proposicién p A g v r, équé conectivo resolvemos primero?

Para el caso p — g — r, éen qué orden ejecutamos las operaciones indicadas? Podemos
pensaren (p — ) - r oenp — (q—r), pero inmediatamente surge la cuestién de analizar
los valores de verdad que se obtienen en cada caso, éson los mismos? Veamos los criterios
que vamos a aplicar para determinar el orden de evaluacion de los operadores.

Reglas de prioridad

Al trabajar con fbfs, hemos decidido eliminar los paréntesis exteriores de las férmulas para
simplificar su escritura. Esta simplificacién, en general, no ocasiona ambigledades; por
ejemplo, al escribir (p v (g A 1)) > s no caben dudas que nos estamos refiriendo a la fbf
(Pv(@an)—>s).

Para simplificar ain mas la escritura de las fbfs, es decir, para eliminar de ellas una mayor
cantidad de paréntesis sin dar lugar a confusiones, introducimos las llamadas reglas de
prioridad o precedencia.

Dichas reglas establecen una prioridad para los conectivos, 1o que nos permiten recons-
truir univocamente a toda fbof que se le hayan suprimido los paréntesis no necesarios, de
acuerdo a estas reglas.

La conexion — (operador unario) tiene siempre la prioridad mas alta.

Para los restantes conectivos (operadores binarios), la prioridad mas alta se le da a A,
seguida por v, —, <> en ese orden.

Al decir prioridad mas alta hacemos referencia a que, si no aparecen paréntesis, inferimos
que en la construccion recursiva de la férmula primero se negaron todas las variables propo-
sicionales a las que antecede el conectivo —, después se realizaron todas las conjunciones
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que aparecen indicadas, luego las disyunciones, luego las implicancias y por Ultimo las
equivalencias.

Al escribir la expresién p — g A t, y tener en claro que estamos trabajando con fbfs,
hacemos referencia a la fof (p — (g A t)) ya que el conectivo A tiene prioridad sobre el co-
nectivo —. Como « tiene la prioridad mas baja, la expresion p <> g — r debe ser entendida
como la fbf (p <> (g - 1)).

Al escribir la expresidon p — =g A rv s <> —t, y tener en claro que estamos trabajando con
fofs, hacemos referencia ala fbf ((p — ((mg Ar) v 8)) <> —t).

Si en una expresion los conectivos tienen el mismo orden de precedencia, la evaluacion
de tales expresiones se realiza de izquierda a derecha. Por ejemplo la expresion p - q — r
hace referenciaa ((p — q) — ).

Por otra parte, si queremos hacer referencia a una fbf que en su construccion recursiva se
haya invertido alguno de los érdenes supuestos por las reglas de prioridad, no podemos
eliminar todos los paréntesis sino que debemos dejar los que indican la precedencia en la
construccion.

Para hacer referencia a la fbfs ((p A (r v s)) <> t) podemos eliminar algunos paréntesis te-
niendo en cuenta las reglas de prioridad y simplemente escribir p A (r v s) <> t; sin embargo
no podemos eliminar todos los paréntesis y escribir p A r v s <> t porque esta expresion
hace referencia a la fof ((p A1) v s) < 1).

El uso de corchetes
Otro abuso de notaciéon que utilizaremos consiste en la sustitucion de paréntesis por cor-
chetes. Asi, la fof ((p A (r v 8)) <> t) puede escribirse como [p A (rv s)] <> t.

Actividad 6
Problema N°1: Demuestra que {—, A}, {—, v}, {—, =} son conjuntos adecuados de co-
nectivos.

Problema N°2: Considera las siguientes formulas bien formadas:

2.1) (p— (g—1)

2.2) (mp — ~(9—1)

2.3) (pva

Encuentra férmulas equivalentes a ellas que usen soélo los conectivos:

a) {= A} ) {=, v} ) {~ =}

Problema N°3: Sean p, g, 1, t variables proposicionales:

3.1) Mediante la insercién de paréntesis (y corchetes), indica el orden en que se ejecutan
los conectivos de acuerdo a lo establecido por las reglas de precedencia.

apaqg —p P)pargqvrepat
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3.2) Elimina los paréntesis en los casos en que sea posible, de acuerdo a lo fijado por las
reglas de precedencia.

a)(pra)—>(p—>1) c)((PA(p—a)—0a

B) (PAQ) v (re>p)at) d) (pArq)v(mpA—0)

1.6 Redes de Conmutacion

A continuacion desarrollaremos una aplicacion importante de la légica proposicional en la
construccion y simplificacion de redes de conmutacion.

Una red de conmutacion esta formada por cables e interruptores que conectan dos termi-
nales T, y T,. Si un interruptor esta abierto, entonces no pasa la corriente por él vy lo indica-
remos con un “0”, mientras que un “1” indicara que el interruptor esta cerrado y por consi-
guiente pasa la corriente por él.

En la Figura 1.1, dada a continuacién, expresamos distintas formas de colocar los inter-
ruptores. En a) existe sélo un interruptor indicado con la letra “p” mientras que en las redes
b) y ¢) se tienen dos interruptores (independientes), que indicamos como “p”y “q”.

Para la red de b), la corriente pasa de T, a T, si alguno de los interruptores p, q esta ce-
rrado. Aquf los interruptores estan en paralelo y este esquema se puede representar median-
te la proposiciéon “p v q”. La red de c) necesita que los dos interruptores p, g estén cerrados
para que la corriente circule de T, a T,. Aqui los interruptores estan en serie y esta red se
representa por la proposiciéon “p A q”.

Los interruptores de una red no tienen por qué actuar independientemente unos de otros.
‘=p” esta cerrado

(]

Estos se acoplan de manera que “p” esta abierto (cerrado) si y sélo si,
(abierto) simultaneamente.

Figura 1.1
P
T, T, T, T, T, T,
g
a) b) c)
Ejemplo 21

La Figura 1.2 muestra una red de conmutaciéon y nuestro objetivo es simplificarla. Esto
significa analizar la posibilidad de obtener otra red equivalente a la dada con menor cantidad
de interruptores y/o conexiones.
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La red de la Figura 1.2 se expresa como ((p A Q)v ((mp A —=Qq) v Q)

Figura 1.2
g
- -
T T
1 —|p —|q 2
g
Aplicando las equivalencias l6gicas obtenemos:
PAq VvI(-pAa-q) vda] JUSTIFICACION

< Parq vI(zpva) a(=qva)]

Ley distributiva de v respecto de A

< PAq) vI[(zpva) AT

Ley inversa de v

< (PArg)v(zpvq)

Ley del elemento neutro o identidad de A

< [pParg)valv —p

Leyes conmutativa y asociativa de v

< Qv —p)

Ley de absorcién

La red simplificada se expresa como (q v —p) y aparece dibujada en la siguiente figura.

Figura 1.3

Ejemplo 22

La red de la Figura 1.4 a) se representa por:

P

((pAat)v(ra(tv—=q)))A—-tAa(—rvt)
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Figura 1.4 a)
P t
.—
T, t
r
—-q

Usando las leyes logicas, se simplifica esta proposicion, de la manera siguiente:

(A v(rAaltv—=q))) A=ta(-rvi)

JUSTIFICACION

S (PAta D) vIAltyv g At)A(rvit)

Ley distributiva de A sobre v

S ((p AR Vv(ra(tv—g)a-t))Aa(rvit)

Ley inversa (t A "t < Fy)

S (Fv (ra((BAat)v((mgat))))Aa(orvit)

Ley dominacién Ay distributiva

Sra(Fov(—mga-t))a(—rvt)

Ley identidad v
Leyinversa (t A "t Fy)

S (rA=gat)a(—orvt)

Ley identidad v

S(Aa=g At Ar)v(ra—g Aot At)

Ley distributiva de A sobre v

< Fyv Fy Ley inversa A
Ley dominacion A
< Fy Ley idempotente

Entonces, ((pAat)v(ra(tv—qg)))a—-t A(—-rvt) < F,, ylared de la Figura 1.4.b)
es equivalente a la red original. La red de conmutacién simplificada queda representada
como lo indica la figura 1.4 b) por dos terminales T, y T,, y un interruptor abierto. Esto signifi-
ca que cuando el terminal T, de la figura 1.4 a) recibe un estimulo eléctrico, éste nunca llega

aT,.
Figura 1.4 b)
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Ejemplo 23
Si consideramos la red de la siguiente figura:
Figura 1.5 a)
— s
t -
L r— s— —t
— —a
T T,
=t

Esta red se representa por (tA((ras)v(rasa—t)))v —t. Usando las leyes logicas,
se simplifica esta proposicion, de la siguiente manera:

tA((TAS)V(IAS A—t))) vt JUSTIFICACION
< (L A(ras))vt Ley de absorcién
< v DA(ras)v ) Ley distributiva de v sobre A
S Toa(ras)v ) Ley inversa
S (ras) vt Ley identidad de A

Entonces, (tA((ras)v(rasa—t)))v -t < (ras)v —t, esdecir, lared de la figura
1.5 b) es equivalente a la red original.
Figura 1.5 b)

La ventaja de haber simplificado la red de la figura 1.5 a) reside en el hecho de que la red
de la figura 1.5 b) tiene solo tres interruptores, cuatro menos que la red original.

Actividad 7
Problema N°1: Dada la siguiente red de conmutacion:
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L p— r ]

1.1) Indica para que combinaciones de interruptores todo estimulo eléctrico que recibe T,
se propaga por laredy llega a T..

1.2) Simplifica la red.

1.3) Grafica la red obtenida en el ftem anterior.

Problema N°2: Completa la columna justificacién, indicando la ley utilizada:

tAltv-)Aa(sy “hA(svr JUSTIFICACION

Sta(sv t)a(sv

S (tas)via D)) A(sv

S (tas)vR)A(svD)

< (tAS)A(sv)

S tAsSAS) Vv (EASAT

S (tAas)viEasAD

< tas

Problema N°3: Dada la siguiente proposicion légica:
SArpalsap) v vipv —p) At
3.1) Dibuja la red de conmutacién que modela.
3.2) Simpilifica la proposicion légica.
3.3) Dibuja la red de conmutacion que modela la proposicion légica simplificada.

Problema N°4: Sea [(—s v (rAp)v N A=S]v (7sSv (SAT)

4.1) Disefia un circuito que represente la expresion simbdlica dada.

4.2) Encuentra una red de conmutacién que sea equivalente a la original mediante la sim-
plificacion de la expresion simbdlica dada.
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Problema N°5: Sea (pvagvnNa(Ev tvog)a(pv -tvr)

5.1) Disefia un circuito que represente la expresion simbdlica dada.

5.2) Encuentra una red de conmutacién que sea equivalente a la original mediante la sim-
plificacién de la expresion dada.

5.3) Dibuja la red simplificada.

Problema N°6: Dada la siguiente red de conmutacion

6.1) Escribe la expresion l6gica que representa la figura dada.
6.2) Simplifica la expresion obtenida.

6.3) Grafica la red simplificada.

-r

P g
—q
— I———m
T, o T,
t —q

Problema N°7: Indica los pasos seguidos y las leyes logicas utilizadas para justificar la si-
guiente simplificacion:
pAl(ma—=>(ran)v 2[av(ras)v(rams)]]ep

Problema N°8: Dada la siguiente red, simplifica y dibuja una equivalente:

— P — p q
= q L P — =
T1 q -p T2
L -p___|

1.7 Predicados, relaciones y cuantificadores. Primer acercamiento a la LPO.

Tanto en matemética como en las ciencias de la computacién aparecen muy a menudo
expresiones relacionales o predicados del tipo “x < 4”, “y*> 9" *| x | > 0", “x < 0 mientras

quey>0", "x2y", “ABC es triangulo rectangulo”, “Marfa es hermana de José”. Tales expre-
siones relacionales o predicados expresan propiedades de un objeto o relaciones entre obje-
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tos. Se convierten en proposiciones légicas que tienen valores de verdad 0 o 1 cuando se
reemplaza a las variables x, y por valores constantes o cuando se cuantifica. Tomando x = 2
en “x < 4” obtenemos la proposiciéon verdadera “2 < 4” mientras que six = 5, “5<4” es una
proposicion falsa; “todo x es menor o igual que 4” es falsa, mientras que “existe un nimero
real cuyo cuadrado es mayor o igual que 9” es verdadera.

Estas expresiones relacionales juegan un papel importante en estructuras de decision que
pueden aparecer en algunos lenguajes de programacion y se pueden manipular como pro-
posiciones logicas aunque no lo sean. Mas adelante, en LPO, formalizaremos y estudiare-
mos en detalle estos predicados. Por ahora, veamos informalmente algunos ejemplos.

Ejemplo 24
a) Trabajaremos en el conjunto de los nUmeros reales. Las expresiones p(x): “| x | = 2"y
q(x): “x = 2 v x = —2” son expresiones relacionales o predicados. En este ejemplo seran

trabajadas como proposiciones.

Sean p: ‘| x| =2"yq “x=2vx=-2" Laimplicacién p — g es una tautologia que se
expresa diciendo “Si el valor absoluto de un nimero real es 2 entonces dicho nimero es 2 o
es su opuesto —2”. Aqui decimos que “p es condicidn suficiente para g” o bien que “q es
condicién necesaria para p”. La implicaciéon g — p es también una tautologia, de donde “q
es condicién suficiente para p” o bien que “p es condicién necesaria para q”. Luego pode-
mos concluir que p es condicidn necesaria y suficiente para g.

b) Sean p: “x*= 4"y q: “x = 2". La implicacién p — g no es una tautologia dado que para
la sustitucion x = — 2, p es verdadera mientras que g es falsa. Luego no podemos hablar de
condiciones necesarias y suficientes.

Sin embargo, la implicaciéon g — p es una tautologia que se expresa diciendo “Si un
numero es 2 entonces su cuadrado es 4”, de donde “q es condicion suficiente para p” o
bien que “p es condicién necesaria para g”.

¢) Mencionamos el hecho de que existen oraciones que contienen una o mas variables y
no son proposiciones. Oraciones como “x es un nimero mayor que 5”, “el cubo del nime-
ro x es el nimero y”, “z es solucion de la ecuacion x*+ x —1 = 0" no son proposicio-
nes. Tales expresiones se convierten en proposiciones légicas cuando se reemplaza a la(s)
variable(s) por un valor correspondiente al dominio donde se encuentra(n) definida(s).

Si en la oracién “x es un nUmero mayor que 5” elegimos como dominio de la variable x el
conjunto de los nUmeros naturales. Sustituimos x por 2 y obtenemos la proposicion “2 es un
nuimero mayor que 5" que es falsa, mientras que si x es igual a 6, la oraciéon “6 es un
numero mayor que 5” es una proposicion verdadera.

Notar que es necesario especificar a x para determinar la verdad o falsedad de la expre-
sién “x es un nimero mayor que 5”.

d) Es importante indicar la pertenencia de x un dominio D. En la expresién “x € Ny x es
un ndmero par”, x representa una variable en el conjunto de los nimeros naturales que es su
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dominio de definicion y el predicado P(x): x es un nimero par, representa la propiedad rela-
tiva al objeto x.

e) En la expresion: “x* + x — 1 = 0, donde x € R”, el predicado Q(x): “X* + x — 1 = 0” ex-
presa un atributo o propiedad de la variable x, y la expresiéon x € R indica que el dominio
para x es el conjunto de los nimeros reales.

Estas expresiones no son proposiciones, pero se pueden convertir en proposiciones. Una
forma de hacerlo es sustituyendo las variables por alguna constante perteneciente al domi-
nio. Mas adelante, estudiaremos detalladamente este tema.

1.7.1 El dominio de las variables

Veamos en el siguiente ejemplo el rol del dominio al que pertenecen las variables. La ver-
dad o falsedad de una expresion puede depender del dominio al que pertenezcan las varia-
bles.

Ejemplo 25

Consideremos la expresion Q(z): “z es solucion de la ecuacion x* + x — 1 = 0.

En “z es solucién de la ecuacién x2 + x — 1 = 0, donde z € Z”, que puede ser expresada
como “z es una solucion entera de x* + x — 1 = 0", observamos que para cualquier valor
entero “a” que tome la variable z, resulta Q(a): “a es solucién de la ecuacién x>+ x — 1 = 0”
es una proposicion siempre falsa. Por ejemplo, son proposiciones falsas Q(-5), Q(0), Q(3).

En cambio, si elegimos como dominio el conjunto de los nimeros reales la sustitucion de

z por 0 es Q(0): “O es solucion de la ecuacion X + x — 1 = 0", que es una proposicion falsa;

V5 -1-45

perosiz = _1_7 resulta que Q(T) es una proposicién verdadera.

1.7.2 {Cémo se obtienen proposiciones?

Veremos dos formas para obtener proposiciones a partir de los predicados.

Forma 1: Sustitucion

La variable se reemplaza en el predicado por una constante perteneciente a un dominio o
universo dado. Esto significa que la eleccion de la constante es importante, y que debemos
atender ademéas al dominio o universo al cual pertenece.

Ejemplo 26

Consideremos la siguiente expresion en dos variables:

S(x,y): “Los nimeros x—3, y + 2, x—y, 2x—y son numeros positivos, x e Z,y € Z".
Cada una de ellas aparece mas de una vez. Cuando sustituimos una de las letras x por una
constante de nuestro conjunto dominio o universo, convenimos en sustituir todas las apari-
ciones que hace esta letra x en la expresion. De esta manera si x = 3 entonces S(3, y) resul-
ta:
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S@3,y): “Los nimeros 0,y + 2, 3-y, 6 —y son nUmeros positivos, y € Z”.

Andlogamente a x, cuando se sustituye la letra y por un valor constante, la sustitucién
afecta a todas sus apariciones. En efecto, six = 3 e y = 5 entonces:

S(3, 5): “Los numeros 0, 7, -2, 1 son nlmeros positivos” es una proposicion falsa.

Notemos que para obtener una proposicion es necesario sustituir todas las variables por
un valor perteneciente al dominio.

Las Expresiones Relacionales o Predicados se operan ldgicamente como si fuesen propo-
siciones, obteniéndose nuevas expresiones relacionales. Es decir, si P(x) y Q(X) son expre-
siones relacionales, también lo son:

=PX); QX APX); QX v PX); PXx) — Q(x).

Por sustitucion, estas nuevas expresiones relacionales también se convierten en proposi-
ciones cuyos valores de verdad dependen de los valores de verdad de las proposiciones
que las componen. Es decir, algunas sustituciones producen proposiciones verdaderas y
otros reemplazos producen proposiciones falsas.

Ejemplo 27

a) La negacion de R(x): “x es un nimero que es un cubo perfecto, x e N” es la expresion
—R(x): “x es un nimero que no es un cubo perfecto, x € N” o bien “no es cierto que el nlme-
ro x sea un cubo perfecto, x € N”.

b) La negacion de T(x,y): “xes divisor de y,x e Ney e N” es la expresion —T(x, y):
“xnoesdivisordey,x e N e y e N" 0 bien “no es cierto que x es divisordey,x e N e y €
N”.

c) U(x): “x es un nUmero mayor que 5y x es un cubo perfecto, x e N” resulta de la conjun-
cién de:

P(x): “x es un nimero mayor que 5, x € N”

R(x): “x es un nimero que es un cubo perfecto, x e N”.

d) S(x, y): “Los nUmeros x — 3,y + 2, x—y, 2 X —y son ndmeros positivos, x e Z,y € Z,
puede pensarse como la conjuncion de cuatro proposiciones,

P(X): “el nimero x — 3 es un nimero positivo, x € Z”.

Q(y): “el nUmeroy + 2 es un nimero positivo, y € Z”.

R(x, y): “el niUmero x —y es un ndmero positivo,x e Z,y € Z".

T(x, y): “el nUmero 2 x —y es un numero positivo,x e Z,y € Z".

e) Al reemplazar x por 3 e y por 5 en d), obtenemos las proposiciones:

P(3): “el nUmero 0 es un nUmero positivo”.

Q(5): “el nlmero 7 es un nUmero positivo”.

R(3, 5): “el nUmero —2 es un nlimero positivo”.

T(8, 5): “el nimero 1 es un nimero positivo”.

Luego S(3, 5) = P(3) A Q(5) A R(3, 5) A T(3, 5), es una proposicion falsa, pues P(3) y
R(3,5) son dos proposiciones falsas.

56



Logica Proposicional

f) Ahora, si reemplazamos x por 10 e y por 2 en S(x, y) del item d) obtenemos la proposi-
cién S(10, 2): “Los numeros 7, 4, 8, 18 son numeros positivos”. Parax = 10 e y = 2 obte-
nemos una proposiciéon verdadera P(10) A Q(2) A R(10, 2) A T(10, 2) porque las proposicio-
nes

P(10): “el nUmero 7 es un nimero positivo”

Q(2): “el nimero 4 es un ndmero positivo”

R(10, 2): “el nUmero 8 es un nimero positivo”

T(10, 2): “el nUmero 18 es un nUmero positivo”, son todas verdaderas.

Ejemplo 28

Ahora, si reemplazamos las variables x e y por cualquier valor entero en W(x, y): “Los
nimeros x — 3, y + 2, x—y, 2 x—Yy son nimeros enteros”, como la adicion, la sustraccion y
la multiplicaciéon de nimeros enteros es otro nimero entero resulta que, W(a, b): “Los nume-
rosa-3, b+ 2,a-b,2a-b son nimeros enteros” una proposiciéon siempre verdadera.

Hemos visto en los ejemplos que podemos construir expresiones de manera que, cuan-
do se sustituyen las variables por algunos o todos los valores pertenecientes al dominio,
resulta una proposiciéon verdadera; cuando se sustituyen las variables por algunos o todos
los valores pertenecientes al dominio, resulta una proposicion falsa.

Forma 2: Cuantificacion
Otra forma de obtener proposiciones a partir de expresiones relacionales es introducien-
do el uso de simbolos, denominados cuantificadores.
Diariamente solemos escuchar este tipo de oraciones:
Todos los ingresantes a la Universidad deben completar su ficha médica.
Todas las materias tienen cursado anual.
Algunas materias tienen cursado cuatrimestral.
Existen alumnos que disfrutan estudiando.
Estas frases “Todos los ingresantes.....”; “Algunas materias......” indican la frecuencia con
la cual todos o algun sujeto de un dominio cumplen una propiedad.
“Para algun x”, “Para algunos x, y”, “Para todo x”, “Para todos x, y” aparecen como cuan-
tificadores de las expresiones proposicionales. Los ejemplos precedentes justifican una
segunda forma de obtener proposiciones a partir del uso de estos cuantificadores: el exis-

tencial “Para algin x” y el universal “Para todo x”.
Cuantificador Existencial:

Se escribe “3Ix” y se lee de distintas maneras: “Para algun x se verifica”, “Existe un x tal
que” o “Para al menos un x se verifica”.
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Por ejemplo, si en la oracion “Existen alumnos que disfrutan estudiando” representamos a
un alumno con la letra x y con P(x) a “x disfruta estudiando”, podemos escribir esta oracion
en forma simbdlica usando el cuantificador existencial de la siguiente forma: “3Ix P(x)”.

Cuantificador Universal:

Se escribe “vx” y se lee de distintas maneras: “Para todo x se verifica”, “Para cada x se
verifica” o “Para cualquier x se verifica”.

Por ejemplo, si en la oracion “Todos los ingresantes a la Universidad deben completar su
ficha médica” representamos a un ingresante con la letra x, al dominio (Universidad) con la
letra U y con R(x): “x debe completar su ficha médica”, podemos escribir esta oracion en
forma simbdlica usando el cuantificador universal y expresarla como “vx (xeU — R(x))".
Cuando el dominio se define previamente, como en este caso, podemos escribir “vx R(x)”.

La expresion en dos variables “3x 3y S(x, y)” se lee “Para algunos x, y se cumple S(x,
y)"y la expresion “Vx Yy S(x, y)” se lee “Para todos x, y se verifica S(x, y)”.

Cuando las expresiones proposicionales estan cuantificadas (existencialmente o univer-
salmente) tienen un valor de verdad y se convierten en proposiciones.

3Ix P(x), es verdadera si existe al menos un elemento a, que pertenece al dominio, tal que
P(a) es verdadera.

3x P(x), es falsa cuando P(a) es falsa para cualquier a del dominio.

vx P(x), es verdadera cuando P(a) es verdadera para cualquier sustitucién de x por un su-
jeto a del dominio.

vx P(x), es falsa cuando al menos se encuentre una sustitucion de x por un sujeto a del
dominio tal que P(a) es falsa.

Ejemplo 29

Sean las expresiones relacionales P(x), Q(x) y R(x), donde en todos los casos, x se en-
cuentra en el conjunto de los nimeros enteros.

P(x): x> 2 QX): | x| =2 RX):x*— 5x+6=0
a) Ix P(x) es verdadera ya que si x se reemplaza por 3, P(3): 3 > 2 es una proposicion
verdadera.
b) Vx P(x)
que P(0): 0 > 2 es una proposicion falsa.
c) Ix (P(x) A Q(x)) es una proposicion verdadera ya que existe x = 2 tal que P(2):2>2
y Q(2): | 2 | = 2 es verdadera porque es la conjuncion de proposiciones verdaderas.

d) Vx (R(x) - P(x)) es una proposicion verdadera ya que: si x se sustituye por 2 o0 3, en-
tonces las proposiciones R(2), R(3), P(2) y P(3) son verdaderas, y por consiguiente
R@2) - P(2) y R(3) — P(3) resultan verdaderas. Si x se sustituye por cualquier valor ‘a’ distin-
to de 2 y 3, la proposicion R(a) — P(a) resulta siempre verdadera pues el antecedente del
condicional es siempre falso.

es falsa porque existe una sustitucion para x, por ejemplo, x = 0 donde ocurre
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1.7.3 Negacion de expresiones relacionales cuantificadas

Decimos que R(x) implica I6gicamente a P(x) cuando la proposicion Vx (R(x) - P(x)) es
verdadera. En simbolos: Vx (R(x) = P(x))

Dos expresiones relacionales U(x) y V(x) son légicamente equivalentes cuando todas las
proposiciones bicondicionales U(a) «<» V(a) son verdaderas para cada sustitucion de x por un
elemento a del universo. En simbolos: Vx (U(X) < V(x))

Las expresiones cuantificadas son proposiciones, luego podemos negarlas y obtener
nuevas proposiciones.

La negacién del Cuantificador Existencial se expresa: —3x F(x) < Vx —F(x). Esta nega-
cién se lee: Todo x es tal que no verifica la expresion relacional F(x).

La negacion del Cuantificador Universal se expresa: —Vx F(x) < 3x —F(x). Esta negacién
se lee: Existe algun x que no verifica la expresion relacional F(x).

Ejemplo 30

Proponemos a continuacién varios ftems que muestran como usar y expresar la negacion
de expresiones cuantificadas.

a) Dada Vx (x e Z§ — x> 0). Esta proposicion es verdadera.

Sunegaciones —Vx (x e Z{ »x>0) < 3Ix (x e Z§ Ax<0); proposicién que es falsa.

b) La proposicion: “Existen ecuaciones de primer grado con coeficientes enteros cuyas
soluciones no son enteras” es verdadera, ya que la ecuacién 2 x — 3 = 0 tiene como solu-
cion x = 3/2. Su negacion: “Todas las ecuaciones de primer grado con coeficientes enteros
tienen soluciones enteras” es una proposicion falsa.

c) La proposicion: “Todos los nimeros enteros son multiplos de tres” es falsa. Su expre-
sion, en simbolos, es Vx F(x), siendo F(x): x es un nimero entero multiplo de tres. Su nega-
cién es una proposicion verdadera que se expresa como: “Existen nldmeros enteros que no
son multiplos de tres” y en simbolos: 3x —F(x).

d) La negacion de la proposicion Vx (F(x) - G(x)) es 3x —(F(x) » G(x)) que es logica-
mente equivalente a 3Ix (F(x) A ~G(X)).

e) La negacion de la proposicion Vx (F(x) A G(x)) es 3x =(F(x) A G(X)) y es légicamente
equivalente a Ix (—=F(x)v =G(x)).

f) 73Ix (FX) v G(X)) < Vx ~(F(X) v G(X)) & VX (=FX) A 7G(X)).

1.7.4 Expresiones que contienen mas de un cuantificador

Vamos a aclarar el significado de expresion cuantificada cuando aparecen dos cuantifica-
dores.

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 31

Dadas dos matrices A, B de orden m x n, se verifica la propiedad conmutativa para la adi-
cién de matrices que puede expresarse como:
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VA VB (A+B = B+A). Pero también puede expresarse asi: VB VA (A+B = B+A).

Definicion 1.15

Si P(x, y) es una expresion relacional en dos variables x, y entonces la proposicion Vx Vy
P(x, y) es légicamente equivalente a la proposicion Vy Vx P(x, y). De aqui que podamos
escribir que: Vx Yy P(x, y) < Vy VX P(x, y)

Podemos simplificar la notacion y escribir que:Vx Yy P(x, y) < VX, y P(x, y)

Ejemplo 32

Para el universo de las matrices de orden n x n, existen matrices A, B que verifican AB =
B A. En textos de Algebra podemos encontrarnos con la expresién ‘“existen matrices de
tamano n x n que conmutan”. Esta proposicién puede expresarse asi: 3A 3B (AB = B A).
Pero también puede expresarse como: 3B3A (AB = B A).

Definicién 1.16

Si P(x, y) es una expresion relacional en dos variables x, y entonces la proposicion 3x 3y
P(x, y) es légicamente equivalente a la proposicién 3y 3Ix P(x, y) y podemos escribir que: 3x
3y P(x, y) < Jy Ix P(x, y). Cuando trabajamos con el mismo cuantificador podemos simplifi-
car la expresion y escribir 3x 3y P(x, y) < 3x, y P(X, y).

Cuando formulamos una proposicion con cuantificadores distintos debemos tener espe-
cial cuidado porque no sucede lo mismo que en el caso anterior. Estudiaremos las proposi-
ciones Vx dy P(x,y) y 3Ix Vy P(x, y). La proposicion Vx 3y P(x, y) hace referencia a que
“para cada x seleccionado existe un y tal que P(x, y)". Es asi que, cada valor seleccionado
para la variable x produce una eleccion de la variable y. La proposicion 3x Vy P(x, y) se
refiere a que “existe un valor de x paratodos los y tales que P(x, y)”.

Ejemplo 33

Cuando decimos “para cada nimero entero x existe un entero y tal que x+y =y+x=0",
nos estamos refiriendo a que “para cada nimero entero x existe un entero y, tal que y = —x,
que satisface x + (-x) = (%) + x = 0".

Si ahora consideramos la expresion 3x Vy (x +y =y + x = 0), que se lee “existe un ente-
ro x tal que para todos los enterosy, x +y =y + x = 0”, es falsa ya que una vez elegido un
entero x, por ejemplo, x = 2 el tnico valor de la variable y que satisface la igualdad es -2.

Del ejemplo concluimos que, en general, la proposicidon Vvx 3y P(x, y) no es légicamente
equivalente a la proposicion 3x Vy P(x, y).

Ejemplo 34

Cuando utilizamos la proposicion 3x Yy P (x, y) nos estamos refiriendo a “que existe un
Unico valor de x para todos los valores de y tales que se cumple P(x, y)”. El uso de esta
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proposicion lo vemos cuando enunciamos la propiedad de existencia del elemento neutro de
la suma en los enteros:
“Existe un elemento 0 € Z tal que paratodo x € Zse cumple que 0 + x =x + 0 = x.

Actividad 8

Problema N°1: Sean las expresiones relacionales: P(x): x <2, Q(x): x (x — 1) = 0. ¢(Cuéles
son los valores de verdad de las proposiciones dadas si el universo es el conjunto de los
nUmeros enteros no negativos?

1.1) =P(1) 1.4) =[P(0) A Q(2)]
1.2) P(0) A Q(0) 1.5) P(5) - Q(2)
1.3) P(2) A Q(2) 1.6) P(5) = —Q(2)

Problema N°2: Considera las siguientes definiciones:
a) f: A— B es una funciéon de A en B si se cumplen estas dos condiciones:
i) todo elemento de A tiene imagen en B.
i) si dos elementos cualesquiera de A son iguales, sus imagenes también lo son. Esto
se escribe como: Para cada elemento de A su imagen es Unica.
b) f: A— B es una funcién de A en B. Decimos que f es inyectiva si y sélo si para dos ele-
mentos distintos cualesquiera de A sus imagenes también lo son.
2.1) Traduce al lenguaje simbdlico las definiciones dadas.
2.2) Investiga la definicion de funcién sobreyectiva o suryectiva. Traduce esta definicién al
lenguaje simbdlico.

Problema N°3: Dado el siguiente enunciado: “Si el producto de dos numeros reales cua-
lesquiera es cero entonces alguno de ellos es cero”.

3.1) Expresa simbolicamente el enunciado.

3.2) Escribe simbdlicamente y coloquialmente las proposiciones reciproca, contraria y
contra reciproca de la dada.

Problema N°4: Dada la expresion relacional A(n): n® —n 'y el universo de n que es el domi-
nioD = {n:n e N A1<n<20}, coloca el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

4.1) ¥vn (A(n)>0) 4.4) An (A(n + 1) = A(n))
4.2) ¥vn (A(n) £ A(20)) 4.5) vmvn (Am)=A((n), meD
4.3) 3n (A(n) = 0) 4.6) Vm vn (m=#n — A(m) #A(n)), me D

Problema N°5: Expresa la negacion de las proposiciones dadas:

5.1) Ix (F() — (P() A Q(x))
5.2) vx ((F(9) v Q(x)) > S(x)

5.3) ¥x (P(X) A (Q(X) — R(x))

—
—
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Problema N°6: Analiza el uso de los cuantificadores en los siguientes enunciados vy justifi-
ca el valor de verdad en cada uno:

6.1) 31 ¥x (x 1= 1x =x) en el universo de los nlimeros enteros.

6.2) Vx 3y (xy =y x = 1) en el universo de los nUmeros racionales.

Problema N°7: Escribe en forma simbdlica cada enunciado, niega la expresién simbdlica y
expresa en forma coloquial dicha negacion.

7.1) Todos los miembros del equipo de Futbol de Argentina son grandes jugadores de
futbol.

7.2) Algunos alumnos no regulares de matematica discreta no aprobaron el Ultimo parcial
de la asignatura.

7.3) Una condicion suficiente para que f sea integrable es que f sea continua.

7.4) Algunos lenguajes libres de contexto no son lenguajes regulares.

Problema N°8: Escribe en forma coloquial la propiedad referida a nimeros naturales: vn
eNA+2+3+4+..+n=n(n+1)/2).

1.7.5 Formas implicitas de los cuantificadores

En numerosas ocasiones y aln en numerosos textos de Matematica escuchamos o lee-
mos frases de este tipo:

Los nimeros naturales multiplos de seis son multiplos de dos.

Siay b son nimeros reales entonces a® + b*>0

El 2 es igual a la suma de los cuadrados de dos nUmeros naturales.

Estas frases éson proposiciones o expresiones relacionales?. En ellas, el uso del cuantifi-
cador es implicito en lugar de explicito. Ellas son proposiciones que estan expresadas infor-
malmente. Si colocamos los cuantificadores en forma explicita escribimos:

Todos los nimeros naturales multiplos de seis son multiplos de dos.

Siay b son nimeros reales cualesquiera entonces a2 + b?>0

Existen dos nUmeros naturales tales que 2 es igual a la suma de sus cuadrados.

Simbdlicamente podemos expresar las proposiciones cuantificadas como:
VX (xeNAXx=6m, meN))—>(x= 2nneN)

vavb ((@eRAabeR)— (@ + b?>0))

ImanmeNAneNA 2 = m?+ nd).

1.7.6 Los dominios finitos. Interpretaciones para los cuantificadores

Para interpretar una frase cuantificada, ésta debe tener la informacion suficiente para de-
terminar si es verdadera o es falsa. £Qué necesitamos tener como informacién para estable-
cer si la frase es verdadera o es falsa, cuando el dominio es finito? Veamos un ejemplo.
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Ejemplo 35

En la frase “Todos los alumnos han aprobado Matemética Discreta” en primer lugar se
necesita saber quienes son los alumnos y también conocer quienes han aprobado y quienes
no. Analicemos las posibles interpretaciones de Vx P(x) en donde P(x) es la expresién rela-
cional relativa a x: “x ha aprobado Matematica Discreta” y supongamos que hay tres alum-
nos A, By C. Asi, P(A) significa “A ha aprobado Matemética Discreta”. Si Ay B han aprobado
y C no aprobo tenemos la siguiente tabla:

La frase Vx P(x) es falsay decimos que Vx P(x) es verdadera si P(A), P(B) y P(C) son
todas verdaderas. En general la expresion Vx P(x) es verdadera si dado un conjunto finito de
n elementos D = {d,, d,,..., d,}, las sustituciones P(d,), P(d,),..., P(d,) son todas verdaderas.
Por lo tanto:  ¥x P(x) =P(d,) A P(d,) A..A P(d,).

Siguiendo con la interpretacion de la misma frase diremos que 3 x P(x) es verdadera si
existe al menos un x para el cual P(x) es verdadera. Teniendo en cuenta que en el ejemplo
previo el alumno A aprobd Mateméatica Discreta, esto es suficiente para que 3x P(x) sea
verdadero. En consecuencia, Ix P(x) = P(d,) v P(d,) v...v P(d,).

Con estas equivalencias podemos negar los cuantificadores y obtener otras equivalen-
cias. En efecto,

—Vx P(X) = =(P(d;) A P(dy) A...A P(d) =—=P(d,) v =P(d,) v...v =P(d,) = 3x =P(X).

1.8 Las expresiones relacionales en los algoritmos

Es objetivo de este apartado conocer como se utilizan las expresiones relacionales en el
desarrollo de algoritmos. Es éste, ademas, el mejor momento para estudiar las instruccio-
nes basicas que aparecen en distintos segmentos de algoritmos.

Comenzaremos por definir el concepto de algoritmo.

1.8.1 Algoritmo

Un algoritmo es una secuencia finita de sentencias descriptas paso a paso para realizar
alguna tarea.

En la vida cotidiana empleamos diversos procedimientos que son algoritmos en un senti-
do informal. En matematica también usamos algoritmos como el siguiente que calcula la
inversa de una matriz cuadrada.

Sea A una matriz de orden nxn, inversible.

Algoritmo: Calculo de la inversa de una matriz cuadrada.
Paso 1: Calcular det (A).
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Paso 2: Obtener la matriz adjunta de A, Adj A.

Paso 3: Escribir la inversa de A como A = ! AdjA

det (A)

Los algoritmos son muy utilizados en la Ciencia de la Computacién como una forma mas
simple y operativa de describir procesos de calculos que pueden ser muy complejos, con
el objetivo de resolver problemas que generalmente pueden expresarse en términos compu-
tacionales.

La idea béasica de un algoritmo es la de realizar una tarea (debe ser eficaz), describir un
proceso de manera clara e inequivoca (debe ser preciso), definir la secuencia de pasos
requeridos para llevar a cabo la tarea, es decir, debe especificar los pasos en orden (debe
ser ordenado). En ciencias de la computacién se exige ademas que un algoritmo sea finito
en los siguientes sentidos:

a) El nimero de pasos debe ser finito, o sea, el algoritmo debe terminar en algin momen-
to.

b) Cada paso debe requerir sélo un tiempo finito y recursos de cémputo finitos.

1.8.2 Variables e Instrucciones

La mayoria de las computadoras constan de cuatro componentes principales: dispositi-
vos de entrada, dispositivos de salida, unidad central de proceso (UCP) o procesador, y la
memoria interna.

Los dispositivos de entrada permiten la comunicacion entre la computadora y el usuario.
Como lo indica su nombre los dispositivos de entrada sirven para introducir datos (informa-
cién) en la computadora para su proceso. Dispositivos de entrada son: teclados, lapices
opticos, lectores de codigos de barra, mouse (ratdn), etc.

Los dispositivos de salida permiten representar los resultados (salidas) del proceso de los
datos. Los dispositivos de salida son: pantalla o monitor, impresoras, trazadores graficos
(ploters), reconocedores de voz, etc.

La unidad central de proceso (Central Processing Unit, CPU) dirige y controla el proceso
de informacién realizado por la computadora. La CPU procesa o manipula la informacion
guardada en memoria y también puede almacenar los resultados de estos procesos en
memoria para su uso posterior.

La memoria interna o simplemente memoria se utiliza para guardar informacioén. Siempre
gue una nueva informacién se almacena en una posicion, se destruye cualquier informacion
que en ella hubiera y no se puede recuperar. La direccién de una posicion de memoria es
permanente y Unica, el contenido puede cambiar mientras se ejecuta el programa. Para
referirnos a las celdas de memoria le asociamos un nombre. Una referencia a una celda de
memoria que puede cambiar el valor durante la ejecucién de un programa, la llamaremos
variable.
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Una variable es, en realidad, una posicién de memoria con nombre, el nombre de la posi-
cién se llama Nombre Variable y el valor aimacenado en la celda de memoria se llama Valor
de la variable. Los nombres de las variables (identificador) responden a reglas de formacion
de acuerdo al lenguaje que se utiliza, por ejemplo en el lenguaje Pascal Versiéon 7.0, los
identificadores pueden tener una longitud (significativa) de hasta 63 caracteres y deben
comenzar siempre con una letra y estar seguidos de hasta 62 simbolos que pueden ser
letras o digitos, y no puede contener blancos y si el simbolo *_”

Podemos pensar a las variables como celdas, cajas 0 buzones, cada una de las cuales

tiene un nombre y contiene un valor. Por ejemplo: son nombres o identificadores de variables
los siguientes:

A AB A4C2 cuenta Suma_Posiciones Contador

Las operaciones realizables se llaman “Sentencias Ejecutables” o “Instrucciones” (especi-
fican operaciones de calculos aritméticos y entradas/salidas de datos) y su realizacion se
llama “Ejecucion”. La instruccion de “asignacion” se utiliza para asignar (almacenar) valores
o variables. La operacion de asignacién se escribe con cualquiera de los siguientes formatos
(segun el lenguaje en el que se esté trabajando):

Variable < expresion; variable : = expresion; variable = expresion;

Observacion:
Consideraremos el caracter “;” como elemento separador de sentencias y el simbolo “:="
para identificar las asignaciones.

Ejemplo 36

Consideramos la ejecucion de las siguientes asignaciones

a) Cuenta .= 1;

b) Suma := Contador + 1;

c) Ab:=Ab + 2;

Una instruccion de asignacion expresa que primero se evalla la expresion de la derecha
del simbolo y el resultado se almacena en la variable que figura a la izquierda del simbolo de
asignacion.

El ejemplo 36 a) indica que se almacena el valor 1 en la variable Cuenta. El item b) indica
que: al valor almacenado en la variable Contador se le suma uno y el valor resultante se
almacena en la variable Suma; el valor almacenado en la variable Contador no resulta afec-
tado por la asignaciéon. La asignacion del item c) a diferencia de las anteriores, al contenido
de la variable Ab le suma dos y el resultado lo almacena en la variable Ab, eliminando el
valor anterior de Ab (el valor anterior se pierde).

Pueden combinarse varias sentencias para realizar tareas méas complejas. Esto consiste
en expresar un conjunto de sentencias organizadas en forma secuencial, que se ejecutara
una detrés de otra segun el orden de su escritura, de izquierda a derecha y de arriba hacia
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abajo. Una secuencia de sentencias es una coleccion de sentencias que se ejecutan conse-
cutivamente.

Ejemplo 37

Sea la secuencia de asignaciones:

A= 2

A:=A+5

Al ejecutar esta secuencia, primero se realiza la primera asignacién, que almacena 2 en la
variable A. Posteriormente se ejecuta la segunda asignacion, que almacena en la variable A
el valor 7.

Es obvio que, en este ejemplo, la segunda asignacion destruye el contenido anterior de la
variable A y lo actualiza (cambia 2 por 7). También queda claro que el orden de las senten-
cias es fundamental.

Graficamente, podemos visualizar la siguiente situacion.

A A:=2 A=2+5
7? 2 7
Actividad 9

Problema N°17: Investiga como se forman identificadores validos en los siguientes lengua-
jes de programacioén: Pascal, C++, ADA.

Problema N°2: Indica los valores de las variables A, B'y C, luego de ejecutarse la siguiente
secuencia de sentencias.

A:=5

B:= 8§
C:=2*A-B,
C:= C-A

B:= A+ C;
A= B*C;
B:= B-1,

1.8.3 Operaciones entrada/salida

Los datos se pueden almacenar en memoria asignandolos a una variable con una sen-
tencia de asignacién como las que vimos con anterioridad o con una sentencia de lectura.
La sentencia de lectura es la mas indicada si se desea manipular diferentes datos cada vez
que se ejecuta el programa. La lectura de datos (operacion de entrada) permite asignar valo-
res desde un dispositivo de entrada (por ejemplo, un teclado o una unidad de disco) a distin-
tas variables.
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Asi mismo a medida que se realizan calculos en un programa, puede necesitarse visuali-
zar los resultados. Esta operacion se conoce como operacion de salida o escritura.

En los algoritmos, las instrucciones de entrada/salida escritas en lenguaje natural (sin in-
dividualizar un dispositivo de entrada/salida determinado) son:

Read(lista de variables entrada)

Write(lista de variables salida)

Ejemplo 38

Si se desea leer el valor de una variable A desde un dispositivo de entrada se indica:

Read(A)

En caso de necesitar leer el valor de mas de una variable, por ejemplo A y B, podemos
optar por cualquiera de las siguientes maneras:

a) Read(A) b) Read(A,B)
Read(B)

Si optamos por b) tenemos que tener en cuenta que cuando se lee mas de una variable
en una misma sentencia éstas se separan con una coma, y que en el momento de ingresar
los valores de las mismas se debe respetar el orden en que se piden, en nuestro ejemplo el
primer valor que ingrese le sera asignado a A y el segundo a B.

Ejemplo 39

Si deseamos ingresar el nimero de documento (NroDcto) y edad (Edad) de una persona
la sentencia serfa:

Read(NroDcto, Edad)

Al ejecutarse se debe introducir

22624536 27 <enter>

De no respetar el orden de las variables de la lista de variables de entrada, es decir si in-
troducimos: 27 22624536 <enter> estariamos ingresando datos de una persona cuyo
numero de documento es 27 y tiene 22624536 anos.

Ejemplo 40

Veamos la secuencia de sentencias y el resultado de la ejecucion de cada una de ellas:
Sentencias Resultado

Write(‘esto es un ejemplo’) esto es un ejemplo

Wr/'te(‘********’) *hkkkkkkKk

A:=1;B:=2;, C:=4;

materia:= ‘Matematica Discreta’;

Write(A) 1
Write(C) 4
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Write(A,B,C)

Write('A’)

Write('A’, 'B’, 'C))
Write('A’, *','B’, ", 'C))
Write(‘Curso.’, materia)
Write(‘el valor de A es.’,A)

Actividad 10

Problema N°1: Indica qué visualizarian las siguientes sentencias de ser incorporadas

124

A
ABC
ABC

Curso: Matematica Discreta

el valor de Aes:1

como instrucciones finales de la secuencia del problema N°2 de la actividad anterior:

1.1) Write (A)

1.2) Write ('El valor de B es:’, B, 'y el valor de C es:’, C)

Problema N°2: Completa el siguiente cuadro, si la ejecucion de las acciones es secuen-

cial:

Contenido de las variables

Accidn A

B

Suma

Visualiza

A:= 2, B:= 4; Suma:=0;

Suma:=A+ B,

Write(A)

Write(Suma)

Suma := (A+1)*B;

B := Suma;
Write (B)
A:=B+4;

Problema N°3: Escribe una secuencia de sentencias que permitan leer un nimero, multi-

plicarlo por 2 y escribir el resultado obtenido.

Problema N°4.: {Cuales son los resultados visualizados por el siguiente bloque de senten-
cias, si los datos proporcionados son 5y 8 para Ay B, respectivamente?

Read(AB)
M:=6;
C:=2*A-5B
C:=C-M;
B:=A+C-M;
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A =B*M;
Write(A)

B :=B-1;

Write(B, *’,C)

1.8.4 Operadores aritméticos

Los algoritmos evallan expresiones aritméticas, l6gicas, expresiones relacionales, etc.
donde las variables y constantes numéricas o alfanuméricas, se combinan o transforman
utilizando operaciones y funciones adecuadas. Los lenguajes de programacién definen los
operadores que manipularan estos datos. A continuacién describiremos algunos de ellos.

Operador Aritmético Nombre Funcion
+ Suma Calcula la suma de dos valores
- Resta Calcula la diferencia de dos valores
* Multiplicacion Calcula el producto de dos valores
/ Division real Calcula el cociente real de dos valores.
div Division entera  Calcula el cociente entero de dos valores ente-
ros.
mod Resto entero Calcula el resto o residuo positivo de la divisién

de dos valores enteros.

Estos operadores se combinan con las variables y/o constantes dando lugar a las expre-
siones aritméticas, como por ejemplo: 3+ 4 *5mod 6, 3/4 —6.

Podemos observar que en la conformacién de las operaciones bésicas encontramos dos
partes: el operador y los operandos.

Un operador es un simbolo, definido en el lenguaje, que indica la operacién que se reali-
zard, y los operandos son los datos sobre los cuales se efectuara la operacion.

Decimos que una operacion es binaria si opera con dos operandos y es unaria si lo hace
con un so6lo operando. Son ejemplos de operaciones binarias: la suma, resta, multiplicacion,
division entera, resto entero.

El orden de evaluacién de los operadores aritméticos es el siguiente:

Los operadores *, div, mod y /tienen la misma prioridad y se evallan de izquierda a de-
recha. Por ejempo: 10mod 2 *7 = (10mod 2) *7 =0*7 =0

Los operadores +, —tienen la misma prioridad pero menor la de los operadores anterio-
res. Porejemplo: 2 + 5mod3divd =2 + (5 mod 3) divd) =2 + 2divd) =2+ 0 =2.

Sobre el conjunto de los enteros, los lenguajes de programacion incluyen dos funciones
denominadas: Pred y Succ que devuelven el valor anterior y el posterior del dado,
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respectivamente. Por ejemplo, el Pred(67) es 66y el Succ(80) es 81. Observar que Pred y
Succ son funciones unarias.

Ejemplo 41

Evaluemos algunas expresiones sencillas:

6*2=12 67-99 =-32 Succ (89) = 90
7+15=22 Pred (45) = 44 Pred (0) = -1

A continuacion analizaremos mas en detalle los operadores div y mod.

Si x es un entero e y es un entero positivo, se define x div y como el cociente entero de la
division de x por y (con resto no negativo).

El dividendo puede ser positivo, negativo o nulo, mientras que el divisor debe ser un ente-
ro positivo.

Por ejemplo:

6div2=3 5dv1=5 8div3=-3 19div25=0 17div5=3

Si x es un nimero entero e y es un entero positivo, se define x mod y como el residuo (no
negativo) de la division entera de x por y. Este resto es siempre un entero no negativo y me-
nor que el divisor.

Por ejemplo:

6mod2=0 5mod1=0 -8mod12=4 25mod5=0 19mod2 =1

Notar que div y mod operan solo con datos enteros.

Ejemplo 42

Analicemos algunas situaciones referidas a los operadores div y mod.

a)6div3=2.

b) -75 div 6 = -3, porque de este modo el resto, 3, resulta positivo. Pensemos en el
hecho de que -15 = (-3) * 6 + 3.

c) 23.0 div 6 da mensaje de error de tipo de dato, porque 23.0 es un tipo de dato real.

d)7div3=0 8mod2 =0y 177mod 3 = 2.

e) =5 mod 3 da como resultado 1, porque -5 = (-2) * 3 + 1.

f) =10 mod 5 es 0, porque —10 = (-2) * 5.

1.8.5 Operadores légicos

Las expresiones l6gicas pueden combinarse para formar expresiones mas complejas uti-
lizando los operadores légicos: not, and, or.

La operacion not (no) actlia sobre una sola proposicion simple u operador, y simplemente
niega (o invierte) su valor. La operacion and (y) combina dos proposiciones simples y produ-
ce un resultado TRUE (verdadero) sélo si ambos operandos son verdaderos. La operacion or
(o) es verdadera cuando al menos uno de los operandos lo es. El orden de evaluacion de los
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operadores l6gicos es el siguiente: not, and, or. Estos operadores fueron estudiados en las
secciones anteriores.

1.8.6 Operadores relacionales
Un operador relacional se utiliza para comparar dos valores. Ellos son:

Operador Significado
= Igual
< Menor que
<=0 < Menor o igual que
> Mayor que
>= 0 > Mayor o igual que
<> Diferente

Ejemplo 43

(5 +7) =12 es verdadero.

(6-12mod 2) > 4 esverdadero ya que 6 es mayor que 4.
not(2 < 6) es falso ya que 2 es menor que 6.
(3>1)and (2 > 3) esfalsoyaque (2 > 3)es falso.

(83> 1)or(2>3) esverdaderoyaque (3 > 1) es verdadero.
(3> 1)and (2 < 3) es verdadero.

not('A'="B’) es verdadero ya que ‘A’='B’ es falso.

(5mod?2) =0 esfalsoyaqueb5mod?2=1.

(5 <5) ornot(2 < 5) es falso.

Reglas de precedencia

Con expresiones aritméticas o relacionales mas complejas es preciso establecer priori-
dades en la evaluacion de los operadores.

El nivel de precedencia de todos los operadores vistos hasta el momento es el siguiente:

1.0)

2. not

3. * / div mod and

4. + - or

5 = <> < <= > >=
Ejemplo 44

Considerando las siguientes asignaciones: Si .= True, No := False, Grande := 7, Peque-
Ao ;= 3, lainstruccion:
a) Write (not Si or No) tiene como salida False.
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b) Write (No and not No) produce False como salida.

c) Write (Pequenio + Grande mod Pequeno > Pequerno div Grande) produce la salida
True.

d) Resultado := Si or No and not No or Si, asigna a Resultado el valor True.

Los operadores div y mod en los algoritmos
Las operaciones div y mod resultan Utiles a la hora de especificar condiciones en los algo-
ritmos. Veamos algunas de ellas en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 45

a) La expresion X mod 2 = 0 nos permite expresar que el nimero X es par.

b) Para expresar que el nimero X es divisible por 10, podemos emplear la expresion 16gi-
ca: Xmod 10 = 0.

c) Para expresar que el nUmero Y es impar y menor que 100, podemos utilizar:
(Ymod 2 = 1) and (Y < 100).

d) Para expresar que el nimero X, menor que Z, es multiplo de 4, usamos la expresion
l6gica: (X < Z) and (Xmod 4 = 0).

e) Para expresar que el nimero X es multiplo de Y, usamos: Xmod Y = 0.

f) Para comprobar si en un ndmero X, positivo y de méas de 3 cifras, la cifra de la unidad
de mil es multiplo de Y, podemos emplear la expresion légica:

(X >1000) and ( (X div 1000 mod 10 mod'Y) = 0).

Este ultimo ftem nos muestra como podemos usar el div y el mod para evaluar si una de-

terminada cifra del nimero cumple una propiedad especffica.

Actividad 11

Problema N°1: Completa los resultados de la siguiente operatoria:
1.1)

5mod 2 = 134 mod 10 = -5mod 3 = 22mod 5 =
—13mod 2 = 65mod 15 = 2mod 5 = 27 mod 10 =
1.2)

5div2 = 134 div 10 = —5div3 = 22divs =
-13div2 = 65div15 = 2divs = 27 div 10 =

Problema N°2: Determina el valor de las siguientes expresiones si A =2,B =6, C = 3,
T = True, F = False.

21) not(A<B) and(B<>0) or (A= B-4)

22) A+2*B-B/C+7

23) Tand (B <> (A + 4)) ornot F
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Problema N°3: Para las asignaciones Si.= True, No := False, Grande := 10, Peque-
Ao := 6, determina cuales de las siguientes expresiones son legales y, en este caso calcula
su valor.

3.1) Si and Grande mod Pequenio.

3.2) not Grande — 1 <> Pequefio + 1.

3.3) Grande mod Pequerio and Si or not(Si).

3.4) (Pequeno = Grande) or Si and No.

Problema N°4: Utiliza paréntesis para indicar el orden de evaluacion correcto de los ope-
radores en las siguientes expresiones:

41)2-89*12+ 3

4.2) Succ(45) * 6 + 46 mod 3 div 8

4.3) 98 * (4 div 2) mod 3

4.4) Succ(-28 + 2 *3 + 25 mod 5)

4.5) -6 mod 2 + 5647 div 8

Problema N°5: Evalla las siguientes expresiones:
51)9div5 -5*7 +23mod 2

5.2) (=35 + 27 * 3) mod 3 div 6

5.3) -8963 div 10 mod 10

5.4) 2—Pred(3*4mod 5 *7)

1.8.7 Estructuras de Control

En esta seccion estudiaremos otras sentencias presentes en los algoritmos. Estas sen-
tencias nos muestran las distintas formas en que los algoritmos pueden tomar decisiones y
controlar sus propias acciones. Comenzaremos analizando la estructura de control denomi-
nada de “decisién o seleccidon” y continuaremos por estructuras de control iterativas, tales
como las estructuras “WHILE”, “FOR”, “REPEAT":

| - Estructura de decision o de seleccion
Esta instrucciéon permite decidir si se ejecutan o no ciertas sentencias. Esta instruccion
condicional tiene el siguiente formato:

IF  (expresion légica) THEN
Sentencial
ELSE
Sentencia2
ENDIF

Esta estructura de control permite optar por una u otra sentencia a ejecutar de acuerdo al
valor que tome la expresion logica (condicién). Primero se evalla la expresion légica, si esta
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toma el valor verdadero (true) se ejecutara la Sentencial, en caso contrario, es decir si toma
el valor falso (false), se ejecutaréa la Sentencia2.

Ejemplo 46
Sea la expresion l6gica P(X): X > 0 y consideramos las siguientes sentencias,
A =0
Read (X)
IF (P(X)) THEN

A=A+ 4

ELSE

A:=A*5

ENDIF

Si el valor que esta almacenado en X es positivo entonces, al valor contenido en la va-
riable A se le suma 4y si el valor que esta almacenado en X es negativo o cero, al valor con-
tenido en la variable A se lo multiplica por 5.

Ejemplo 47
SeaP(X)Y): (X > 0)and (Y > 0) y la secuencia:
Read (X, Y)
Resultado := 0;
IF (P(XY)) THEN

Resultado := Xmod Y;

ELSE

Resultado := X *Y;

ENDIF

Si ejecutamos cada una de las instrucciones de este trozo de programa después de in-
gresar, por ejemplo, para Xel2 ypara Y el 5, el valor final de la variable Resultado es el
resto de dividir 2 por 5, esto es, 2. Pero, si ejecutamos cada una de las instrucciones
habiendo ingresado -5 para X, 5 para Y, el valor final de la variable Resultado es el producto
-25.

Podemos notar ademéas que la asignacion Resultado := 0 podria haber sido cualquier
otra sin que por ello se modifique el valor final de la variable Resultado.

Omisién de la clausula ELSE

En algunos casos se desea que una determinada sentencia (instruccién) se ejecute si una
condicién es verdadera y no realizar sentencia alguna en caso de que sea falsa. Este es el
caso en el que se omite la clausula ELSE.

Ejemplo 48

Siendo P(X): X mod 2 = 0y la secuencia de sentencias,
Read (X)
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IF (P(X)) THEN

Write(X, ‘'es mdltiplo de 2’)
ENDIF
Write (‘termind la secuencia’)

Si seingresa 4 para X, la salida es: 4 es multiplo de 2, termind la secuencia.
En cambio si se ingresa 5 para X, la salida es: termind la secuencia.

Actividad 12

Problema N°1: Las variables enteras M y N reciben los valores 2 y 5 respectivamente, du-
rante la ejecucion de cierto programa en lenguaje Pascal. Durante la ejecucion del programa
se encuentran los siguientes enunciados sucesivos o instrucciones secuenciales. ¢Cuéles

son los valores de M y N después de ejecutar cada uno de estos enunciados?
1.1) IF (M-N = 5) THEN

M:=M-2;
ELSE
N:=N-2
ENDIF
1.2) IF((2 *M = N) and (N div 4 = 1)) THEN
N:=4*M-3
ELSE
N:=N-2
ENDIF
1.3) IF((N < 8) or (Mdiv 2 = 2)) THEN
N:=2*M,
ELSE
M:=2*N;
ENDIF
1.4) IF (M < 10) and (N div 6 = 0)) THEN
M:=M-N-5
ENDIF
1.5) IF((2*M = N) or (N Div 2 = 1)) THEN
M:=M+5;
ENDIF

Problema N°2: Para cada segmento de programa contenido en los ejercicios siguientes,
determina el nimero de veces que se ejecuta el enunciado X ;= X + 7.

2.1y 1:=1;
IF ((1<2)or(l>0) THEN
X:=X+1;
ELSE
X=X+ 2
ENDIF
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202) :=2;
IF (1< 0)and (I>1)or(l =3) THEN
X:=X+1;
ELSE
X:=X+2
ENDIF

Problema N°3: Escribe una secuencia de sentencias que permitan leer un nimero N e in-
dicar si es mayor que 10 o negativo, visualizando un mensaje en ese sentido.

[l - Estructuras de control iterativas

Como muchos inventos que ahorran trabajo, lo que mejor hacen las computadoras es
realizar tareas repetitivas. Las manipulaciones repetitivas de datos tienen un patrén, y éste
puede aprovecharse estableciendo una estructura de control repetitiva adecuada.

El proceso de ejecutar repetidamente el mismo bloque de instrucciones, efectuando las
mismas acciones en el mismo orden se denomina ITERACION.

Una secuencia de sentencias que se ejecuta varias veces es un ciclo, y el acto de ejecu-
tar repetidamente esos enunciados se denomina iteracion. La idea es establecer un ciclo
que se ejecute repetidamente mientras se siga cumpliendo alguna condicién, o que se eje-
cute un nimero preestablecido de veces, 0 que se ejecute hasta que alguna condicion ter-
mine la repeticién. Una sentencia iterativa también se denomina bucle. Los lenguajes de
programacion, en general, cuentan con tres estructuras de control repetitivas:

La estructura WHILE

Esta estructura se puede describir en espafol diciendo “mientras se cumpla la condicién
establecida, sigue repitiendo esta tarea”.

Es una instruccion iterativa que engloba una secuencia de sentencias que se escribe una
sola vez. El formato es:

WHILE  (expresion légica) DO
Secuencia de Sentencias
ENDWHILE

Cuando la sentencia WHILE se ejecuta, primero se evalla la expresion logica (condicion).
Si ésta es falsa, ninguna sentencia perteneciente al cuerpo del bucle se ejecuta y el progra-
ma continlia en la siguiente instruccion después del bucle. Si la expresion ldgica es verdade-
ra se ejecuta la secuencia de sentencias definidas dentro del bucle (es decir el cuerpo del
bucle) y se evalla de nuevo la expresion légica.

Este proceso se repite mientras que la expresion loégica permanezca verdadera. Cuando
ésta sea falsa la instruccién WHILE concluye y el programa continla en la instruccién inme-
diata siguiente.
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Ejemplo 49
Consideremos la expresion logica P(X): X > 0y la secuencia
Read (X)
Suma :=0;
WHILE (P(X)) DO
Suma := Suma + X mod 10;
X:= Xdiv 10;
ENDWHILE
Analizamos las siguientes situaciones:
1) Supongamos que X es positivo, por ejemplo X = 34, entonces:
P(34) es verdadero, luego, a Suma se le asigna el valor 4 y a ‘X’ se le asigna el valor 3.
P(3) es verdadero; luego, a Suma se le asigna el valor 4 + 3 = 7y a ‘X’ se le asigna 0.
Como P(0) es falso, termina el ciclo. El cuerpo del bucle se ejecutd dos veces.
2) Supongamos que X es nulo (X = 0), entonces:
P(0) es falso, de modo que las instrucciones que se encuentran dentro del ciclo no se
ejecutan, y el algoritmo continda con la instruccion inmediata siguiente al ciclo. Lo mismo
ocurriria para X < 0.

Ejemplo 50
Siendo P(I, N) : <N, consideramos la siguiente secuencia,
N =5
I :=0
X =0
WHILE (P(l, N)) DO
X:=X+2
[ :=1+1
ENDWHILE
Si realizamos un cuadro con los valores de las variables que intervienen en el mismo ten-

dremos que:

N | X

Valores iniciales 5 0 0
Iteracion 1 5 1 2
Iteracion 2 5 2 4
Iteracién 3 5 3 6
Iteracion 4 5 4 8
Iteracién 5 5 5 10
Iteracion 6 5 6 12

El ciclo de instrucciones fue ejecutado seis veces y los valores finales de X e | son res-
pectivamente 12 y 6. La estructura WHILE puede ejecutar el conjunto de instrucciones, nin-
guna, una o mas veces.
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La estructura REPEAT

A veces requerimos por o menos una iteracion de un proceso que debe continuar hasta
que ocurra algun acontecimiento, y para ello se necesita una estructura ciclica que siempre
realice, por lo menos, una vuelta, probando al final del ciclo si es preciso realizar otra itera-
cién. Tales estructuras se denominan ciclos con la prueba al final y generalmente se instru-
mentan con la estructura:

REPEAT
Secuencia de Sentencias
UNTIL (expresion légica)

La sentencia REPEAT especifica un bucle condicional que se repite hasta que la expresion
l6gica se hace verdadera.

La expresion logica se evalla al final del bucle después de ejecutarse el cuerpo del bucle.
Si la expresion es falsa, se repite el bucle. Si es verdadera el programa contintia con la si-
guiente sentencia a UNTIL.

Ejemplo 51
Vamos a determinar los valores finales de las variables de la siguiente secuencia, consi-

derando que P(B): B > 50;
A:=1;
B:= 0
REPEAT
B:=2*A-2
A:=A+3
UNTIL (P(B))
Un cuadro similar al del ejemplo previo nos puede resultar bastante Util para tener la in-

formacién deseada:

A | B Condicién

Valores iniciales 1 0

Iteracion 1 4 0 Falsa
lteracion 2 7 6 Falsa
Iteracién 3 10 [ 12 | Falsa
lteracion 4 13 |18 | Falsa
Iteracién 5 16 |24 | Falsa
lteracion 6 19 [30 | Falsa
Iteracion 7 22 |36 | Falsa
lteracién 8 25 |42 |Falsa
Iteracion 9 28 |48 |Falsa
Iteracién 10 31 54 | Verdadera
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La estructura FOR

En muchas ocasiones se puede desear un bucle que se ejecute un nimero determinado
de veces. Esta estructura se utiliza cuando se identifica que un conjunto de sentencias se
debe ejecutar un nimero finito de veces.

Secuencia de Sentencias
ENDFOR

El ciclo FOR requiere la especificacion de la cantidad de veces que se deben ejecutar di-
chas sentencias. Para ello es necesario que se especifique un valor inicial y un valor final
para controlar el ciclo; las iteraciones de esta estructura se controlan por una variable cuyo
valor representa a un contador y se denomina variable de control o variable de indice.

Explicitamente la estructura se describe:

FOR (variable de control := valor inicial) TO (valor final) BY (incremento) DO
Secuencia de Sentencias
ENDFOR

Cuando se ejecuta la sentencia FOR a la variable de control se le asigna el valor inicial; al
llegar a la sentencia ENDFOR se verifica si el valor de la variable de control incrementada
segun lo indique incremento es menor o igual que el de la variable final; en caso afirmativo,
se incrementa el valor de la variable de control, y vuelve a ejecutarse el bucle hasta que la
evaluacion antes indicada resulte falsa.

Ejemplo 52
En este ejemplo se omite el valor de incremento, pues se supone que el mismo es uno.
FOR Control : = 1 TO5DO
Write(‘aa’)
Write("bb’)
ENDFOR
Al ejecutarse visualizara: aabbaabbaabbaabbaabb. Notemos que la variable de control

(Control) se incrementa automaticamente en uno.

Ejemplo 53
La secuencia de instrucciones,
FORI:=1TO 10DO
IF (Imod 2 = 0) THEN
Write(l)
Write(* )
ENDIF
ENDFOR
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Al ejecutarse visualizara los nimeros pares menores que 11: 2 4 6 8 10 vy la variable
de control, |, dentro del ciclo, tomara los valores: 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8,9, 10.

Observacion:

En los casos en que las sentencias controladas se ejecuten hasta que ocurra una deter-
minada situacion, se debe utilizar WHILE o REPEAT.

Hemos mostrado como se puede descomponer un nimero para luego observar si una
determinada cifra cumple o0 no cierta propiedad.

A menudo, en la practica, se presentan situaciones mas complejas. La resoluciéon de las
mismas requiere del disefo y ejecucion de un algoritmo. El siguiente ejemplo nos ilustra
algunas de estas situaciones.

Ejemplo 54
Para determinar la cantidad de cifras de un entero positivo N que satisfacen alguna pro-
piedad, se requiere de los siguientes procesos simples: descomponer el nimero en cada
una de sus cifras y controlar cada una de ellas determinando si cumple o no con la propie-
dad solicitada. Ademés se debera contar los casos en que se verifique el cumplimiento de
dicha propiedad.
De modo general, el algoritmo debe realizar las siguientes tareas:
Algoritmo Contar Cifras_con Propiedad
Comenzar
Repetir
Mirar cada cifra
Determinar si la cifra satisface la propiedad
Si la satisface, se debera contar
Hasta controlar todas las cifras.
Informar resultado
Fin.
a) El siguiente algoritmo determina la cantidad de cifras pares que posee un entero positi-

vo N.
Algoritmo Contar _Cifras_Pares
BEGIN
Read(N)
Resultado := 0, X:=N;
WHILE (N <>0) DO
IF ((Nmod 10)mod 2 =0) THEN
Resultado := Resultado + 1;
ENDIF
N := Ndiv 10;
ENDWHILE
Write(‘El nimero °, X, * posee ’, Resultado,  cifras pares.’)
END
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b) El siguiente algoritmo determina la cantidad de cifras multiplo de tres que posee un

numero entero positivo N.
Algoritmo Contar Cifras_MdltiploDeTres
BEGIN
Read(N)
Resultado := 0; X:=N;
WHILE (N <>0) DO
IF ((Nmod 10) mod 3 =0) THEN
Resultado := Resultado + 1;
ENDIF
N :=Ndiv 10;
ENDWHILE
Write("El nimero °, X, * posee ’, Resultado, ' cifras multiplo de tres.’)
END

En general, para disenar un algoritmo que determine la cantidad de cifras de un entero
positivo N que son multiplos de algin nimero entero positivo Y, debemos introducir dos
modificaciones en los algoritmos anteriores: ingresar el nimero Y, es decir, debemos agre-
gar la instruccion de entrada Read(Y), y luego modificar la sentencia de la estructura IF por la

expresion (N mod 10) mod Y = 0). El algoritmo resulta:
Algoritmo Contar_Cifras_MdltiploDeY
BEGIN
Read(N, Y)
Resultado := O;
WHILE (N <>0) DO
IF ((Nmod 10) modY = 0) THEN
Resultado := Resultado + 1;
ENDIF
N:=Ndiv10;
ENDWHILE
Write(‘El nimero N, posee ’,Resultado, ' cifras que son multiplos de ’, Y)
END

Actividad 13
Problema N°1: Sigue los siguientes trozos de programa informando los valores finales de
las variables y las veces que se ejecuta cada ciclo.
1.1) 1:=1;, X:=0;
WHILE (I <15) DO

X:=X+1I
[:=1+1;
ENDWHILE
12)A:=1;, B:=1;
REPEAT
B:=2*B-A
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A=A+2

UNTIL (B <-25)

1.3) [:=1;

J:=1;

WHILE ((I <2and J<5)or(l +J=5)) DO
l:=1+2;
J:=Jd +71;

ENDWHILE

Problema N°2: Para cada segmento de programa, determina el nimero de veces que se
ejecuta la instruccion X:= X + 1
210 1:=1;
WHILE (1 <3) DO

X:=X+1;
=1 +1,
ENDWHILE

22) 1:=1;

WHILE ((I > 0)and (I <4)) DO

IF (1 <2) THEN
l:=1+1,

ELSE

[:=1+2

ENDIF;

X:=X+1;

ENDWHILE
23) 1:=1;

X:i=1;

WHILE ((1 > 0) and (1 < 4)) or (I = 0) DO
X:=X+1,
[:=(+1)mod 2;

ENDWHILE

24) I:=1; X:=0;

WHILE (I < 0) DO
l:=1-1;
X:=X+1,

ENDWHILE

Problema N°3: Para cada segmento de programa, determina el nimero de veces que se
ejecuta la instruccion X:= X+ 1
3.1) FORI:=1TONDO
FORJ:=1TONDO
X:=X+1;
ENDFOR
ENDFOR
3.2) FORI:=1TONDO
FORJ:=1TO! DO
X:=X+1;
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ENDFOR
ENDFOR
3.3) FOR/: = 1TONDO
FORJ:=1TONDO
FORK:= 1TONDO
X=X+ 1;
ENDFOR
ENDFOR
ENDFOR
3.4) FOR | := 1 TON-1DO
FORJ:=NTOI+1BY -1 DO
X:i= X+1;
ENDFOR
ENDFOR

Problema N°4: Sea X es un numero real. Considera la siguiente secuencia:
Read(X)
IF (X >1800) THEN
Y:=X + 0.02(X-1800.0);
ELSE
Y:=X+0.03X;
ENDIF
Write(Y)

Explicita los valores de Y para
4.1) X = 1200 4.2) X = 1800 4.3) X = 2000

Problema N°5: Un segmento de programa contiene un lazo REPEAT-UNTIL estructurado

como sigue:
REPEAT
UNTIL ( (P(X) and Q(Y)) or not R(W,T) ),
donde:
PXX): X <> 0; QY):Y>0 RWT):W=>0)and (T=3);
Determina si concluye o no el bucle para las siguientes asignaciones de las variables X,
Y, W, T.

51) X=7, Y=2 W=2 T=3
52) X=0, Y=1, W=-=2 T=2
53) X=0, Y=-5 W=1 T=3
54) X =1 Y=-5W=1 T=3
55) X=0, Y=1, W=7 T=4

Problema N°6: Las siguientes instrucciones se encontraron en un trozo de un algoritmo,
X:=0;
Y = O,'
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WHILE (X <10) DO
X:=X+1;
Y=Y+ X
ENDWHILE
Y:=Y/2
Write(Y)
6.1) Explicita el valor final de Y.
6.2) Explicita el valor final de Y si a X se le asigna al principio el valor 10.
6.3) En cada situacion anterior, determina las veces que se ejecuta el ciclo WHILE 'y expli-
ca la tarea que realiza este trozo de algoritmo.

6.4) Escribe un trozo de algoritmo que realice la misma tarea utilizando la estructura
FOR....TO....BY.....DO.

Problema N°7: Declara la tarea que resuelve el siguiente algoritmo. La instruccion Read (
L{J) ), cond =1,2,.., N tiene el efecto de permitir ingresar una lista de valores numeéricos,
de a uno por vez. L(1) es el primer valor de la lista, L(2) es el segundo y L(N) es el enésimo
valor de la lista. En este caso la lista contiene N nimeros enteros.

BEGIN

S .= 0; Read (N)
FORJ:=1TONDO
Read L(J)
S:= S+ LY,
ENDFOR
P:=S/N;
Write(S, N, P)
END

Problema N°8: Declara la tarea que resuelve el siguiente algoritmo, sabiendo que N € Z*:
BEGIN
F:=1; Read (N)
IF (N=1)or(N=0) THEN
F:=1,
ELSE
J:=2;
WHILE (J <N) DO
F:=F*J,
J=J+1;
ENDWHILE
ENDIF
Write(N, F)
END

Problema N°9: Sigue los algoritmos siguientes y completa la tabla adjunta con los valores

de las variables y de la expresion condicional. Informa cual es la tarea que realiza cada algo-
ritmo.

84



Logica Proposicional

9.1) N es un ndmero natural. Sugerimos que comiences con N = 562 y luego con N = 23.
Algoritmo uno

BEGIN
M := 0; Read(N)
WHILE (N <> 0) DO
M:=M+1;
N :=Ndiv 10;
ENDWHILE
Write(M)
END
N M Condicion Escribir
562 0 T
56 1

9.2) En este segundo algoritmo, N es un nimero natural.
Algoritmo dos
BEGIN
Read(N)
C:=0,D:=0;
WHILE (N <> 0) DO
D := Nmod 10;
IF (Dmod 2 =0) THEN
C:=C+1,
ENDIF
N :=Ndiv 10;
ENDWHILE
Write(C)
END

N C D Condicién

Problema N°10: Declara la tarea que resuelven cada uno de los siguientes algoritmos.

10.1) Considera que N es un numero entero positivo.
BEGIN

Read (N)

X:=N;

Y:=1;

WHILE (Y <> N) DO
X:=X+N;
Y=Y+ 1,

ENDWHILE

Write (X)

END

10.2) Considera que M es un nUmero entero positivo y N es un nimero real.
BEGIN
Read (N, M)
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K:=1,

WHILE (M > 0) DO
K:=K*N;
M:=M-1,

ENDWHILE

Write(K)

END

10.3) Considera que N es un numero entero positivo.
BEGIN

Read (N)

Divisor := 2;

WHILE (Divisor <=N div 2) DO
IF (N mod Divisor =0) THEN

Write (Divisor)
ENDIF
Divisor := Divisor +1;
ENDWHILE

END

1.9 Reglas de inferencia para LPC

La funcién principal de la l6gica de proposiciones es proporcionar reglas de inferencia o
razonamientos. La expresion de nuestros pensamientos o la expresion de una idea se realiza
a través de la inferencia de una conclusion a partir de ciertas premisas. El conocimiento
cientifico se obtiene mediante conexiones logicas y conclusiones, es decir, se obtiene una
conclusion a partir de otros conocimientos. Un razonamiento es basicamente una implica-
cion légica.

El antecedente de la implicacién es una conjuncién de fbfs que expresan un conocimiento
ya obtenido; cada fbf es una premisa. El consecuente de la implicacion es la conclusion y se
obtiene a partir de la conjuncién de las premisas, como un conocimiento nuevo.

La importancia de los razonamientos en las ciencias es advertida por cualquier estudiante
de matematica, fisica o, incluso en la jurisprudencia, entre otras. Se dispone de enunciados
que al menos, transitoriamente, no se discuten: los postulados de la geometria, las leyes de
un coédigo civil o penal, etc., a partir de los cuales, considerados como premisas, obtenemos
conclusiones que proporcionan nuevos conocimientos. Por ello, es conveniente establecer
una serie de conceptos y técnicas que nos permitan discriminar entre razonamientos correc-
tos e incorrectos.

A continuacion identificaremos distintas formas de razonamientos y analizaremos sus ex-
presiones en diversos ejemplos

Definicion 1.17

El razonamiento es una implicacion cuyo antecedente es la conjuncién de un nimero fini-
to de proposiciones llamadas premisas y cuyo consecuente es la conclusion.
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Tanto las premisas como la conclusion son fbfs y consecuentemente un razonamiento es
una fbf. Simbolizamos las premisas con p;, P,, Pa, --., P, Y la conclusién con la letra c.
Entonces, en simbolos, un razonamiento es expresado utilizando la implicacién o condi-
cional, en estos términos: p; A P, A P; A ... A P, = C, 0 en forma vertical de la siguiente ma-
nera:
P
P2
Ps

Pn
~.C

Nos interesa conocer /a validez de un razonamiento, es decir, cudles son las condiciones
para que la conclusion se deduzca de una o mas proposiciones. La correccion (validacion) o
no de un razonamiento se decide a partir de la suposicién de que las premisas son verda-
deras épor qué?

La l6gica nos permite discriminar entre razonamientos correctos o validos e incorrectos o
no validos.

En esta seccién abordaremos la siguiente cuestion équé significa que un razonamiento
sea valido?

Un razonamiento es valido cuando el condicional es tautolégico, esto es, si las premisas
son verdaderas entonces la conclusion debe ser necesariamente verdadera y si las premisas
son falsas no importara lo que ocurre con la conclusion ya que el condicional seré verdadero
y por consiguiente el razonamiento sera valido.

En términos logicos, un razonamiento valido tiene esta forma:

PiAPoAPsA . APy =C

Un razonamiento vélido también se denomina regla de inferencia.

Son ejemplos de razonamientos vélidos:

a) Si un triangulo es rectangulo y un angulo agudo mide 30° entonces el otro angulo agu-
do mide 60°.

b)Si n?+3n-4 =0 yn = 1entonces n = —4.

¢) Si un nimero no negativo a, divide al producto pg de enteros no negativos y el maximo
comun divisorde ay p es 1 (ay p son primos relativos) entonces a divide a g.

d) Si una palabra inglesa de tres letras no comparte ninguna letra con LEG (“pierna”), tie-
ne una Unica letra en comun con ERG (“ergio”) pero no en el sitio correcto, tiene una Unica
letra en comun con SIR (“caballero”) y esta en el sitio correcto, tiene una letra en comun con
SIC (“textualmente”) pero no en el sitio correcto y tiene una Unica letra en comun con AlL
(“doler”) pero no en el sitio correcto, entonces es la palabra CAR (“auto”). (Ejemplo basado
en el juego 11 de “100 Games of Logic”, de Pierre Berloquin, incluido por David Perkins en
“La banera de Arquimedes y otras historias del descubrimiento cientifico”).
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Cuando una conclusién se obtiene a partir de un conjunto de premisas, usando reglas
aceptadas de razonamiento, entonces tal proceso de derivacién se conoce como deduccion
o prueba formal. En una prueba formal, cada regla de inferencia que se usa en alguna etapa
de la deduccién, se manifiesta.

A continuacion estudiaremos en detalle algunas de las reglas de inferencia que se aplican
habitualmente.

1.9.1 Modus Ponens
El razonamiento p A (p — Q) > g contiene dos premisas.
PP Y P..P—g Yyunaconclusion c:q

Tabla 1.24
P q P9 | pA(P=9) | P A(P>2a —q
0 0 1 0 1
0 1 1 0 1
1 0 0 0 1

1 1 1 1 1

La implicacion: p A (p > @) = g es una tautologia, con lo cual, este razonamiento de-
nominado Modus Ponens es valido.

Como en el razonamiento propuesto intervienen solamente dos proposiciones atémicas,
la tabla de verdad es sencilla; pero el anélisis de un razonamiento mediante tabla de verdad
se complica cuando aparecen més de tres variables proposicionales.

De cualquier forma, es interesante ver que la tabla de verdad puede abreviarse eliminado
los renglones en que intervienen premisas falsas. Esto es asf porque si una premisa es falsa,
la conjuncioén es falsa; entonces el antecedente del razonamiento resulta falso y la implica-
cion es verdadera. Por ello, interesan los renglones en que todas las premisas son simulta-
neamente verdaderas. En este ejemplo, es necesario entonces completar sélo la Ultima fila.

Veamos el siguiente ejemplo: Si dos &ngulos interiores a. y B de un triangulo T suman 90°
entonces el triangulo es rectangulo. o + B = 90°. Luego, T es rectangulo.

Este razonamiento surge de considerar:

p: dos éngulos interiores a y B de un triangulo T suman 90°

q: el tridngulo es rectangulo

Luego la proposiciéon puede expresarse como ((p—> ) Ap) = q

La validez del razonamiento proviene de las reglas Modus Ponens y conmutatividad de la
conjuncién.

1.9.2 ModusTollens
Consideremos el siguiente razonamiento:
Si Pedro es bueno, es generoso.
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Pedro no es generoso.
Luego, Pedro no es bueno.
Simbolicamente, considerando las variables proposicionales:
p: Pedro es bueno y q: Pedro es generoso
Setiene: pip—>q9g ; pP..—q ; C—p ;
Y el razonamiento es: (p > q) A—=Q) > —p.
La tabla de verdad es la siguiente:

Tabla 1.25
p q —p —q p—q (P—9) A—q (p—a) A~q > —p
0 0 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0 1
1 0 0 1 0 0 1
1 1 0 0 1 0 1

Deducimos que estamos en presencia de un razonamiento vélido, denominado Modus to-
llens, ya que la tabla de verdad nos muestra que el condicional es una tautologia o implica-
cion légica. También es posible observar, en esta situacién, que: si las premisas son verda-
deras la conclusion es verdadera.

a) Si dos angulos interiores de un triangulo T suman 90°, el triangulo es rectangulo. El
triangulo T no es rectangulo. Luego la suma de dos angulos interiores de T es distinta de
90°.

b) Si dos matrices cuadradas A y B son similares entonces det (A) = det (B). Pero
det (A) = det (B). Luego Ay B no son similares.

C) Si2>5entonces3>6; pero3 < 6, luego 2 <5.

d) Sif: A—»B es inyectiva entonces V x, y € A se cumple que si x # y = f(x) = f(y).

Ix dy e Atales que , x = y A f(x) = f(y). Luego f: A—>B no es inyectiva.

1.9.3 Silogismo hipotético

Consideremos el razonamiento:

Si aumentan los salarios entonces aumentara la demanda de las carnes rojas y si éstas
aumentan entonces subira el indice de inflacion. Por lo tanto, si aumentan los salarios au-
mentara el indice de inflacion.

Identificamos las proposiciones y las simbolizamos de la siguiente manera:

p: aumentan los salarios; g: aumentara la demanda de las carnes rojas; r: subira el indice
de inflacion

Este razonamiento quedara expresado por:

pPi: p—>Q

D gor

C.p—or
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Si construimos la tabla de verdad notaremos que (p > Q) A (Q > 1) = (p > 1) es una
tautologia. Pero construir una tabla de ocho renglones no es cdémodo ni eficiente. Aplicando
el Teorema de la Deduccion:

(P=>gdr@=>nN)->pP>n=((P>PA@>0DAPp)>T

Luego

Piip—>q

Ps P

Por Modus Ponens, obtenemos q

P4 q

P, q—r

Por Modus Ponens, obtenemos r

El razonamiento es usado en este ejemplo: Si un nimero es entero entonces es racional,
si un nUimero es racional entonces es real. Luego si un nimero es entero, es real.

1.9.4 Silogismo disyuntivo

Esta regla presenta la siguiente forma:
PiipvQ

Boim P

c.q

Si —p es una premisa verdadera entonces p es falsa. Como la disyuncién p v g es verda-
dera se concluye que g es verdadera. Luego el razonamiento es valido.

Mirando la tabla de verdad, también deducimos la validez del razonamiento ya que la im-
plicaciéon es una tautologia:

Tabla 1.26
p 9 [pva| =P | (Pvaar—=p | (PvAAr—-p—q
0 0 0 1 0 1
0 1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 1
1 1 1 0 0 1

Este razonamiento se aplica en el ejemplo:

Sin+3n-4=0 yn=1entonces n = —4. La expresion n® +3n —4 = 0 es equivalente a
la disyuncién p v g donde la proposicion p es p: n = 1; la proposicibn ges g: n = -4y la
premisa —p : n # 1. La forma del silogismo disyuntivo ((p v g) A =p) — q garantiza la
conclusion dada.

1.9.5 Dilerna constructivo
Esta regla presenta la siguiente forma:
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PiipvQ

Poip—>r

Pg—or

cr

p, €s una premisa verdadera equivalente a ~p v r.

P, €s una premisa verdadera equivalente a —q v r.

La conjuncion p, A p; es verdadera y equivalente a (—p A —q) v r. Esta fbf es equivalente
a—~(pvaq) vr. Comopvqes verdadera, entonces —(p v q) es falsa. Luego r es verdadera.

1.9.6 Regla de contradiccion

Consideremos la proposicion (—p — Fo) — p.

Si —p es verdadera, —p — F, es falsa y por lo tanto, toda la proposicién es verdadera.

Si —p es falsa, —-p — F, es verdadera. Ademés p verdadera (dado que —p es falsa) y por
tanto, toda la proposicion es verdadera.

Concluimos que (—p — F,) —p es un razonamiento valido, puesto que es una tautologia.

1.9.7 Dilema destructivo

Esta regla presenta la siguiente forma:

Piip—>q

P, r—S

Py —Qv —s

c:pv or

En esta regla, la tabla de verdad necesitaria 16 renglones. Por consiguiente es Util en este
punto describir el proceso de derivacion o prueba formal mediante el cual se demuestra que
una férmula es consecuencia véalida de un conjunto de premisas.

1.9.8 Prueba formal

Damos dos reglas que permiten manifestar qué implicaciones, reglas de inferencia o le-
yes logicas se utilizan en cada etapa de una prueba formal o deduccién. Estas reglas son
indicadas con letras P (premisa) , T (tautologia) y se enuncian asf:

Regla P: Una premisa puede introducirse en cualquier linea de la deduccién.

Regla T: Una fbf puede introducirse en una linea de una prueba formal si la fbf esta tau-
tolégicamente implicita en una o mas fbfs precedentes de la deduccion.

Una prueba formal de que un razonamiento determinado es valido, es una sucesion de
enunciados cada uno de los cuales es, o bien una premisa del razonamiento dado, o bien se
deduce de los enunciados precedentes mediante un razonamiento valido elemental, y tal
que el Ultimo enunciado de la sucesion es la conclusion del razonamiento cuya validez se
quiere demostrar.

Hay una buena cantidad de razonamientos que no pueden probarse usando las reglas de
inferencias dadas anteriormente. En algunos casos necesitaremos utilizar las equivalencias
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l6gicas que nos permitiran la sustitucion de cualquier enunciado o parte del enunciado por
otra expresion que le sea equivalente.

Asi, en el razonamiento (p — g) A p — g, podemos reemplazar el condicional por una ex-
presion l6gica equivalente, obteniendo: (—p v g) A p — Q.

Ejemplo 55

Veamos cdmo mostrar la validez del dilema destructivo:

Hp—q Regla P

2) =g v —s Regla P

3)s—> —q Regla T (la linea 3) es l6gicamente equivalente a 2))
4) -q— —p ReglaT (lalinea 4) es lbgicamente equivalente a 1))
5 r—s Regla P

B)r— —q Regla T ( Silogismo Hipotético por 5) y 3))
7r——p Regla T (Silogismo Hipotético por 6) y 4))

8) -rv —p Regla T (lalinea 7) es légicamente equivalente a 8))
Ejemplo 56

Veamos otro ejemplo que muestra la forma para presentar una prueba formal de:
pirpvq

Pip—>r

Py mS = —q

csvr

pvq Regla P

)
2) ~q—p ReglaT (las lineas 1y 2 son equivalentes)
3) =s > —q ReglaP
4) s —->p ReglaT (silogismo hipotético de 3) y 2) )
55por Regla P
6) -s —>r ReglaT (silogismo hipotético de 4) y 5) )
7)svr Regla T (por equivalencia con 6) )
Ejemplo 57

Mostraremos un método para comprobar que un razonamiento no es valido:

Sean las proposiciones p, g, 1, S, ty el razonamiento

PP

PP VvQ

Psiq—>(r—>s)

Qg:tir

c: s>t

Para mostrar que el razonamiento no es valido, necesitamos encontrar una valuacion que
haga falsa la conclusion y donde las premisas sean verdaderas. Como la conclusion es una
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implicacion, resulta falsa en el Unico caso en que el antecedente es verdadero y el conse-
cuente es falso, luego el valor de verdad de s debe ser 0y el de t debe ser 1. Analizando la
premisa p,como t tiene el valor 1, para que sea verdadera r debe tener el valor 1. Como p es
una premisa su valor de verdad debe ser 1y en consecuencia para que p, sea verdadera, g
puede tener los valores 0 o 1. Analizando la premisa p,, para que sea verdadera, como
r — s es falso, es decir tiene el valor 0, entonces g debe valer 0.

Luego con la valuacion v(p) = 1, v(q) = 0, v(r) = 1, v(s) = 0y v(t) = 1, resultan las cuatro
premisas verdaderas y la conclusion falsa.

Ejemplo 58

Dado el enunciado: “Si las leyes son buenas y su cumplimiento es estricto, disminuira el
delito. Si el cumplimiento estricto de la ley hace disminuir el delito, entonces nuestro proble-
ma es de caracter practico. Las leyes son buenas, luego nuestro problema es de caracter
practico”.

A continuacion procedemos a identificar las proposiciones, las simbolizamos y armamos
el esquema de razonamiento.

p: las leyes son buenas

q: el cumplimiento de las leyes es estricto.

r: disminuira el delito.

s: nuestro problema es de caracter préactico.

El razonamiento es:

P (pAg) —>r

P (@ —>r1) >

Bs: P

c:s

Veamos que es valido:

1) (parg —>r ReglaP

2)p = (g—1r) ReglaT (aplicando a 1) el teorema de la deduccion)

3) (g »r —s ReglaP
4hp—>s Regla T (silogismo hipotético a 2) y 3)

)
)

5 p Regla P

6) s Regla T (Modus Ponens 4) y 5) )
Ejemplo 59

Consideremos el razonamiento:

PiiP—=>rAqQ

P = Qv —ar
Ps:—q— -t
Piipvi

c. q
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El orden o la forma deductiva que se sigue para obtener la conclusién no es Unica. En es-
te caso anotamos primero todas las premisas y luego seguimos trabajando con las reglas
de deduccion

1)p—>raqg ReglaP
2)-qv—r ReglaP
3)=q—>—t ReglaP

)
)
dhpwvt Regla P
5) = (ranq) ReglaT (de 2) al aplicar ley de De Morgan y conmutativa)
6) = p Regla T (de 5) y 1) al aplicar Modus Tollens)
7t Regla T (de 6) y 4) aplicando Silogismo Disyuntivo)
8) g Regla T (de 7) y 3) al aplicar Modus Tollens y doble negacion)
Ejemplo 60

Veamos el siguiente texto donde encontramos un razonamiento realizado por Sherlock
Holmes en el libro Estudio en Escarlata (Conan Doyle, A., 2005).

*Y ahora llegamos a la gran pregunta del porqué. El robo no ha sido el objeto del asesina-
to, puesto que nada desaparecié {Fue por motivos politicos o fue una mujer? Esta es la pre-
gunta con que me enfrento. Desde el principio me he inclinado hacia esta ultima suposicion.
Los asesinatos politicos se complacen demasiado en hacer sélo su trabajo y huir. Este ase-
sinato, por el contrario, habia sido realizado muy deliberadamente, y quién lo perpetré ha
dejado huellas por toda la habitacion, mostrando que estuvo ahi todo el tiempo”.

¢Es correcta la conclusion a la que se arriba?

Definimos las proposiciones: p: Fue un robo, g: Algo desaparecio, r. Fue politico, s: Fue
una muijer, t: El asesino huyé inmediatamente y u: El asesino dejé huellas por toda la habi-
tacion.

El esquema queda planteado de la siguiente forma:

Pi:p—>q

P2 =g

Psi =P > rvs

p,sr—t

Ps U — =t

Ps: U

c:s

Una prueba o deduccion formal es (sugerimos que el lector complete las argumentacio-
nes:

p—q Regla P
—q

)
2) Regla P
3)-p ReglaT (de 1) y 2) aplicando Modus Tollens)
4) —p > rvsReglaP
5 rvs Regla T (de 4) y 3) aplicando Modus Ponens)
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6) u— -t Regla P
)
)

7)u Regla P

8) -t ReglaT ((oovivviiii )
9r—t ReglaT (coovvoiii )
10) —r ReglaT (oo, )
11) s ReglaT (oo, )

Finalmente, concluimos que el razonamiento es correcto.

Actividad 14

Problema N°1: Decide si los siguientes condicionales son razonamientos validos:
11 ((P—>a A-p)—>—q 14)(pva) A=q)—>p

1.2) (P—>q A—Q) > —p 15)((Prd) Alp—>(@—1) —>r1

1.3) (pva) A=p)—>q 1.6) (A—=>nNA—q) —>r

Problema N°2: Dados los enunciados, forma las premisas y determina si los razonamien-
tos son o no, validos:

2.1) Si aumenta el ingreso per capita del pais entonces aumenta el consumo interno. Pe-
ro, el consumo interno no aumentd, por consiguiente no aumenta el ingreso per céapita del
pais.

2.2) Si Juan recibi6 el telegrama entonces tomo el avion. Juan no tomo el avion, entonces
no recibio el telegrama.

2.3) La mayoria de los argentinos consume carne y la mayoria de los frigorificos pagan
impuestos por dicho producto, por tanto la mayoria de los argentinos paga impuesto.

2.4) Si 6 no es par, entonces 5 no es primo; pero 6 es par, por o tanto 5 es primo.

Problema N°3: ¢(Cudles de las siguientes proposiciones son verdaderas y cuales son fal-
sas? Justifica.

31)n=2sblosin®+3n-10 =0.

32)n=2sin”+3n-10=0.

3.3) n = 2 es suficiente para que n® + 3n —10 = 0.

3.4) Sin® + 3n-10 = 0 entonces n = 2.

3.5) Sin? 4+ 3n-10 = 0 entonces (n =2y n = -5).

3.6) Sin? 4+ 3n-10 = 0 entonces (n =20n = -5).

3.7)n*+3n-10=0siysolosi (n=20n = -5).

3.8)n*+3n-10=0siysolosi (n=2yn=-5).
Sugerencia: Asignap:n=2,qan=-5y rnn? +3n-10=00r: (n-2)(n + 5)= 0.
Recuerdaquer<pva.

Problema N° 4: Muestra que los siguientes razonamientos no son validos.
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AN [P A=aAalp—=>@—>N]] -
42)[(p AQ) >1IA(mgvr)—>p
43){p,p—>rp—> (v, qv-s}ls

Problema N°5: Para cada esquema determina el razonamiento valido que lo identifica.

5.1) 5.3)

P (pvr) —>—t PPV -—r
[SPHISAYA S Py
st P

5.2) 5.4)

P P PirPp—>r
Pyl = — P r—>g
ST L p—=q

Problema N°6: (¢Qué conclusion se puede obtener de cada uno de los siguientes conjun-
tos de premisas?

6.1) Si usted esta en Buenos Aires, entonces su reloj sefiala la misma hora que en La Fal-
da. Usted esta en Buenos Aires.

6.2) Si no nos despedimos ahora, entonces no cumpliremos nuestro plan. No nos despe-
dimos ahora.

6.3) Si son las cinco, entonces la oficina esta cerrada. La oficina no esta cerrada.

Problema N°7: Simboliza cada uno de los siguientes razonamientos, determina la conclu-
sién de modo que el razonamiento sea valido y justifica mediante un razonamiento valido
elemental.

7.1) Juan vive en el norte de Espana o vive en el sur de Francia. Juan no vive en el norte
de Espana.

7.2) Aumentan los ingresos familiares 0 aumenta el indice de pobreza. No aumentan los
ingresos familiares.

7.3) Si Juan termind de leer el libro, entonces el libro esta en la biblioteca. El libro no esta
en la biblioteca.

Problema N°8: Demuestra la validez de los siguientes razonamientos.

8.1) 8.3) 8.5)
P pAdg Prpv Qg P p—>(rAt)
P p— (g —r) P gt Pl S &P
LT Psip—or Pyl — =t

. rvt AT
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8.2) 8.4) 8.6)

PP =g Py —=Q—>—p PPV (s——t)
P Pei —p >t pisat
pa_r pai —t P

. p . q

Problema N°9: Demuestra que los siguientes enunciados son validos. Utiliza el método
directo.

9.1) Las computadoras tienen memoria finita y las instrucciones de los programas son fi-
nitas, las ciencias de la computacion son finitas por naturaleza. Sin embargo, si las ciencias
de la computacién son finitas, las matematicas discretas no le son de gran ayuda. Sabemos
que las matematicas discretas si son de gran ayuda. Por consiguiente no es verdad que, las
computadoras tienen memoria finita y las instrucciones de los programas son finitas.

9.2) Para los mateméticos si la légica es la que tiene la palabra final sobre lo cierto y lo
errado entonces debe estudiarse en la escuela de ensefianza media. La légica no se estudia
en las escuelas medias. La légica es la ciencia que tiene la palabra final sobre lo errado; en
consecuencia la légica tampoco tiene la palabra final sobre lo cierto.

9.3) Si el segundo nativo dijo la verdad, entonces solamente uno de los nativos es politico.
El segundo nativo dijo la verdad. Luego, solamente uno de los nativos es politico.

9.4) Si obtienes la beca te has de ir a Francia y si te vas a Francia entonces no has de
doctorarte en Rosario. Si te nombran profesor en la Universidad has de doctorarte en Rosa-
rio. Has de obtener la beca o te nombran profesor en la Universidad. Por lo tanto, te has de ir
a Francia o has de doctorarte en Rosario.

9.5) Si mi vecino es arquitecto entonces no es italiano. Mi vecino es arquitecto. Si mi her-
mano es abogado, no es francés. Mi hermano es abogado. Que el arquitecto no sea italiano
y que mi hermano no sea francés implica que tendran que pagar la deuda contraida. Que mi
hermano sea abogado y que tengan que pagar la deuda contraida implica que tendran que
aceptar el negocio propuesto. De todas estas consideraciones se desprende que tendran
que aceptar el negocio propuesto.

9.6) Si 6 es par, entonces 2 no divide a 7. 5 no es primo o0 2 divide a 7.

Pero 5 es primo, por lo tanto 6 es impar.

1.10 Lectura Complementaria

La LPC en las demostraciones matematicas

Para distinguir un razonamiento valido hemos ofrecido una prueba formal o deduccion
légica. Una importante aplicacion de los conceptos de consecuencias y equivalencias 6gi-
cas y de las reglas de inferencia se encuentra cuando en Matematica necesitamos demos-
trar teoremas. Un teorema es béasicamente una implicacion del tipo H = T, donde H se
denomina hipdtesis (premisas) y T es la tesis (conclusién). En todo teorema H = T se re-
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quiere que el condicional sea tautolégico. Mostraremos varios métodos que pueden ser
usados para justificar que H = T es una tautologia.

1.10.1 Método directo

La regla del método directo fundamenta el método de demostracion mas empleado en
Matematica y que consiste en demostrar la verdad de una conclusion o tesis, dadas unas
premisas o hipdtesis, que son verdaderas.

De hecho, se basa en que, para que una implicaciéon de antecedente verdadero sea ver-
dadera, debe probarse que el consecuente también es verdadero.

Este método consiste, entonces, en deducir la conclusiéon de sus premisas mediante una
sucesion de razonamientos elementales, de cada uno de los cuales se sabe que es valido.

Cuando queremos demostrar la implicacion H = C partimos de la suposicion de que H es
verdadero y utilizando las reglas de inferencia, leyes de la logica, axiomas, definiciones o
teoremas, concluimos que C es verdadera.

Ejemplo 61

Para trabajar con este método, definiremos un sistema axiomatico simple, para que luego,
a partir de dichos axiomas podamos probar algunos teoremas.

Sea B un subconjunto de los nimeros reales (B < R) donde se cumplen los siguientes
axiomas:

A;:3eB

A xeB=2x+1eB

Ay x,ye B=>x+yeB

Probemos ahora:

TeoremaA: 7 B=18¢e¢ B

Hipdtesis: 7 € B

Tesis: 18 € B
Demostracion:
1) 7eB por hipdtesis
2)2-7+1=15eB del)yA,
3) 15eBA3eB conjuncion de 2) y A,

4) 15+3=18¢8B de3)y A,
Luego7e B=18¢e B
Veamos ahora, cémo a partir de los tres axiomas y del Teorema A podemos deducir otras
proposiciones:
TeoremaB:2e B=23eB
Hipotesis: 2 € B
Tesis: 23 € B
Demostracion:
1) 2eB por hipétesis
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2)2-2+1=5¢B de 1)y A,

3) 3eB por A,
4)2-3+1=7eB  de3)yA,

5)18 e B por 4) y Teorema 1
6)5eBA18eB conjuncién de 2) y 5)

7) 5+18=23¢8B de6)y A,
Luego2e B=23€B

Ejemplo 62

Demostraremos que: Si m y n son enteros positivos, tales que m es un factor de n, y n es
un factor de m, entonces m = n

Estamos nuevamente en presencia de una propiedad de la forma p — g donde p es: my
n son enteros positivos, tales que m es un factor de ny n es un factorde my ges: m = n.
Recurrimos a una prueba directa:

Demostracion:

Sean m, n enteros positivos, tales que m es un factor de ny n es un factor de m.

Dado que m es un factor de n, se sigue que m<n.

Por ser n un factor de m, resulta n <m.

De donde m =n

1.10.2 Método por contraposicion

Para probar la implicaciéon H = T, probamos el contra reciproco —T = —H. Es decir, to-
mamos —T como valida y debemos deducir —H.

Cuando pensamos la notacion p; A p, A P A ... A P, — C, analogamente suponemos que
la conclusion c es falsa.

Para que la implicacion p; A p, A ps A ... A P, — C Sea verdadera, como su consecuente
es falso, deber ser también falso el antecedente. Para ello basta que con la suposicion
hecha, alguna de las premisas resulte falsa.

Este metodo consiste en:

1) Suponer que la conclusion es falsa.

2) Analizar los valores de verdad de las proposiciones que componen las premisas. En el
analisis se debe trabajar bajo la suposicidn de que las premisas son verdaderas; hasta que
resultan todas verdaderas o hasta que una de ellas (premisa) resulte forzosamente falsa.

Si resultan todas las premisas verdaderas el razonamiento no es valido mientras que si
alguna premisa es falsa, el razonamiento es valido.

Ejemplo 63
Seguiremos trabajando con el sistema axiomatico planteado en el Ejemplo 61.
TeoremaC:19¢B—=8¢B

Hipdtesis: 19 ¢ B
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Tesis: 8 ¢ B
Demostracion:
Suponemos, por Contradiccién, que la tesis no se cumple:

1) 8eB por contradiccién
2)8+8=16¢B de1yA,
3) 16eBA3eB conjuncion de 2y A,

4) 16 +3=19¢e8B de 3y A,. Esto contradice la hipétesis
Luego19¢B=8¢B
TeoremaD: (2x-4) ¢ B=x¢Bv-8¢B
Hipotesis: (2x—4) ¢ B
Tesis:xg Bv-8¢B
Demostracion:
Suponemos, por Contradiccién, que la tesis no se cumple:

1) xeBA-8¢B por contradiccion

2) 2x+1)eBAr-8€eB de1yA,

3) X+ 1+ (-8)=(2x-7)eB  de2yA,

4) 2x-7)eBA3eB de 3y A,

5) 2x-7+3=(2x-4)eB de 4y A,. Esto contradice la hipétesis

Luego (2x-4) ¢ B=>x¢Bv-8¢B

Ejemplo 64

Veamos cémo se aplica este método de contraposicion en la prueba formal de un razo-
namiento:

a) Sea el razonamiento

piig—>r

Bt =g

c.r

Suponemos que r es falso y comenzamos el analisis por p,;. Como el consecuente, r, es
falso, el antecedente, q, debe ser falso, asi p, es verdadera. A continuacién analizamos p,;
como q es falso, —q es verdadera. Por tanto el razonamiento no es valido ya que la conclu-
sién es falsa y todas las premisas son verdaderas.

b) Consideremos el siguiente razonamiento:

P —q—r

ol =l

c: q

Suponemos que la conclusion es falsa. O sea g es falsa.

En p,, —q es verdadera, entonces r es verdadera, y por tanto, p, (- r) es falsa. Lo cual
indica que este razonamiento es valido puesto que encontramos una premisa falsa.

c) Probaremos que si n? es par, entonces n es par.
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La proposicién es de la forma p — g donde p es: n? es par, y g es: n es par. Utilizando la
equivalencia anterior, probaremos que “Si n no es par entonces n® no es par”, es decir,
usaremos el condicional equivalente — g — —p

Si n no es par entonces n es impar. Es decir:

n = 2m + 1, para algin entero m

n® = (2m + 1)

n? = 4m? + 4m + 1

n =2 (2m? + 2m) + 1

De donde n? es impar, es decir no es par. Lo que completa la prueba.

1.10.3 Método por Reduccién al Absurdo

En simbolos, para probar que p — g probamos que (p A =q) — F, (La equivalencia l6gi-
ca de las proposiciones p - qy (p A =q) = F, puede demostrarse realizando la tabla de
verdad correspondiente).

Si queremos demostrar, por ejemplo, que si un triangulo T es equilatero entonces es isds-
celes, podemos considerar:

p: el triangulo T es equilétero

g: el triangulo T es isdsceles

Luego, en lugar de probar que p — g, probaremos que (p A —q) — F,. Asi, suponemos
que la conclusién q es falsa, esto es, que T no es isésceles, y por lo tanto no tiene al menos
dos lados iguales. Pero por hipdtesis, T es equilatero y por lo tanto tiene tres lados iguales, y
entonces tiene también al menos dos lados iguales; con lo cual hemos llegado a una con-
tradiccion: T no tiene al menos dos lados iguales y T tiene al menos dos lados iguales (tiene
tres). Concluimos luego que T es equilatero entonces es isdsceles.

En este ejemplo pueden percibirse los pasos caracteristicos de este método de demos-
tracion:

1) Suponer que lo que queremos demostrar es falso.

2) Utilizar las hipotesis como premisas adicionales para producir una contradiccion de la
forma (r A —r), para alguna proposicion r.

3) Concluir que lo que se queria demostrar es verdadero.

Ejemplo 65
Analizaremos la validez del siguiente razonamiento, utilizando el Método de Reduccién al
Absurdo:

PiipvQ

P —pvr

Psi —r

" q

Pa: —Q de suponer que la conclusion es falsa
Ps: P de p, y p, al aplicar Silogismo Disyuntivo
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Pe: T de p, Y ps aplicando Silogismo Disyuntivo
P, Fo de p;y ps Conjuncion
c: q

Es decir, cuando queremos demostrar la implicacién H = T utilizamos la proposicién
H A—T — F, para llegar a una contradiccion:

Ejemplo 66

Probaremos la equivalencia: Sea a un nimero entero. a® es divisible por 3 si y solo si a es
divisible por 3.
Tomando las siguientes proposiciones:
p: & es divisible por 3
g: a es divisible por 3

La propiedad se expresa en la forma p < g, que es l6gicamente equivalente a demostrar
P=qgq A g=p.

La prueba g = p que se hace por el método directo, resulta sencilla: Si a es divisible por
3, entonces existe alglin entero k tal que a = 3 k, luego a® = 9 k* = 3 (3 k?), por lo que a® es
divisible por 3.

La prueba p = g se hace por el método de reduccion al absurdo usando la equivalencia
p A= g = F, Suponemos que &’ es divisible por 3 y que a no es divisible por 3, entonces, al
dividirlo entre 3, el resto es 1 0 es 2, luego a = 3k, +1 0 a = 3k, +2, donde k;, k, enteros.
Luego: a® = (3k, + 1)2 = 9k + 6k, +1 = 3 (38k,®> + 2k,) +1 o bien,
a® = 9k2 + 12k, +4 = 3 (3k,? + 4k, + 1) +1.

En cualquiera de los casos el resto no es cero, por lo que a? no es divisible por 3. Hemos
obtenido una contradiccién F, =p A— p. Luego si a® es divisible por 3 entonces a es divisible
por 3.

Ejemplo 67

Para finalizar, presentamos una demostracion donde el uso de la verdad de la disyuncion
es muy importante en la prueba sobre la existencia de nimeros irracionales a y b tales que
a® es racional.

. , , 2 . ) .
En efecto, sea b = JE que es irracional; el nUmero (ﬁ)f puede ser racional o irracio-
nal.

Si (JE)E es racional ya esta probado tomando a = @y b=+2.

Si (\/E)E es irracional entonces a = (\/E)E yb= V2 y se verifica que
a’ = [(@}Ej@ = (@)@ﬁ = (@)(@)z = (JE)Z =2 que es racional.
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Actividad 15:
Problema N°1: Demuestra la validez de los siguientes enunciados, por distintos métodos.
1.1) 1.3) 1.5)
Pi:—=p—>—q Pi:pP—>q Pi:p—>q
P g PP Porr—8
P - q Bs:pvr
Sqgvs
1.2) 1.4) 1.6)
Pyt (rat) > g Piip—r Piip— g
P2:q—s Poi =C = =l Pzr 7P >t
Py =S Lp—>cC pPsiq
LoArv ot .t

Problema N°2: Demuestra la validez o no de los razonamientos.

2.1) O el agua esta fria 0 el dia no es caluroso. El dia es caluroso. Si el estanque se acaba
de llenar, entonces el agua esta fria. Por tanto el estanque se acaba de llenar.

2.2) Si la sustraccion no es posible siempre en el sistema de nimeros entonces el siste-
ma incluye otros nUmeros. Pero, la sustraccion es siempre posible. Por tanto, el sistema no
incluye otros nimeros.

2.3) O la légica es dificil o no les gusta a muchos estudiantes. Si la matematica es facil,
entonces la logica no es dificil. Por tanto, si a muchos estudiantes les gusta la légica, la ma-
tematica no es facil.

2.4) Si Juan tomo¢ el tren especial, entonces estuvo en el accidente, y si estuvo en el acci-
dente, entonces no asistié a la reunion. Juan asistié a la reunion. Luego, Juan no tomo el
tren.

Problema N°3: Demuestra que:

3.1) Sean a, b reales no negativos y sea a® > b® Entonces a > b. {Es cierto el teorema
reciproco?

3.2) El cuadrado de un entero impar es impar.

1.11 Problemas complementarios

Para finalizar esta unidad de aprendizaje, en la que hemos tratado de resaltar la interde-
pendencia entre la légica y las ciencias de la computacion, proponemos nuevos desafios al
quehacer matematico de nuestros lectores, dandoles la oportunidad para resolver estos
problemas complementarios.

Problema N°1: Los items 1.1) a 1.3) estan referidos a: ((rA (p = q)) A (r— —q) ) = —p)

103



Matemética Discreta

1.1) Escribe la proposicion quitando los paréntesis de acuerdo a las reglas de preceden-
cia.

1.2) Escribe la proposicion usando soélo los conectivos negacién, conjuncion y disyuncion.

1.3) Simplifica la proposicidon dada. Justifica.

1.4) Escribe la negacion de la proposicion: ((p v —a) A (Fo A —Qq))

1.5) Escribe el valor de verdad de cada una de las siguientes proposiciones, justificando
la respuesta:

a) Si3 + 10 =12 entonces 3—- 10 = 6.

b) Si3 + 10 = 12 entonces 3 + 2 = 5.

c)3+10=12siysoblosi 3—10=6.

Problema N°2: A continuacion presentamos definiciones de conceptos matematicos y sus
traducciones al lenguaje simbdlico.

a) Sea A un subconjunto de los nimeros reales, R. Un nimero real i, es cota inferior del
conjunto A sii es menor o igual que todos los elementos de A.

Por ejemplo, si A es el intervalo real, A = [-2, 1). A tiene infinitas cotas inferiores. Algunas
cotas inferiores son: 25, -13, -=7/2, 2.

La traduccion de la definicién al lenguaje simbodlico es:

Sea Ac R, i € Res cota inferior del conjunto A < Vx (X eA — (F<X)).

b) La traduccion al lenguaje simbdlico de que el nimero natural z es el minimo del con-
junto {x, y} es:

zeNz=min{x,y}siysélosi z=x Az <y)v@z=y A 2£X)

2.1) Traduce al lenguaje simbdlico:

Sea A un subconjunto de los numeros reales, R. Un nimero real s, es cota superior del
conjunto A si s es mayor o igual que todos los elementos de A.

2.2) Caracteriza simbolicamente al elemento w como maximo del conjunto {x, y}.

Problema N°3: Dibuja y simplifica la red de conmutacién esté dada por:
PArgv(zparg v(@anv (Frvp)Ava).

Problema N°4: La logica trivalente (o Logica de Lukasiewicz).

Consideremos una légica con tres valores de verdad, designados por 0 (Falso), 0.5 (Indi-
ferente), 1 (Verdadero), con las operaciones —, v, A,—, <>, definidas por las tablas de ver-
dad que se dan a continuacion.

Una tautologia, como en la légica bivalente, es una proposicion siempre verdadera. Mues-
tra que en la légica trivalente no son tautologias:

(P P pv R (P>« (pVva) T (PAQ) <« (TP V 7Q);

pero que en cambio resulta una tautologia: p v —p v = (—p)
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P | -p P | ¢ pAQ pvq p—ogq peg

0 1 0| o 0 0 1 1
05| o0 0 |05 0 05 1 05
1| o5 o | 1 0 1 1 0
05| 0 0 05 05 05
05 | 05 05 05 05 05
05 | 1 05 1 05 05

1 0 0 1 0 0
1 | 05 05 1 05 05

1 1 1 1 1 1

La negacién definida anteriormente se conoce con el nombre de la negacion “ciclica”. De-
termina qué ocurre con las afirmaciones anteriores cuando se sustituye la negacion ciclica
por la negacion “diametral” dada por la tabla:

p | -p p -p p -p
1 05 | 05 1 0

Problema N°5: Hay dos restaurantes, uno junto al otro. Uno tiene un letrero que dice: “La
buena comida no es barata” y el otro tiene un letrero que dice “La comida barata no es bue-
na”. ¢Dicen lo mismo?

Problema N°6: Determina la cantidad de veces que se ejecuta Write(X) en el siguiente
programa, si se sabe que P(X): X > 8y que Q(l, J): (I > 5) and (J < 10)
BEGIN
X = 10;
FORI:=1TO5DO
FOR J:=1TO I +2 DO
IF (P(X)or Q(l,J) ) THEN

Write(X)
ENDIF
ENDFOR
X:= X-1;
ENDFOR
END

Problema N°7: Utilizando las expresiones relacionales que se dan a continuaciéon se pide
que se exhiban segmentos de programas de computacion que resuelvan los problemas
dados.

Sean las siguientes expresiones relacionales:

PX): “X>4" Q(X):"“X<15” R(X): “Xmod 2 = 0"
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SX): “X:i= X+4" TX) :“Imprimir X" UX): “X:= X+ 1"
Dados los siguientes problemas:
7.1) Leer un ndmero. Si el nimero ingresado estd comprendido entre cuatro y quince,
ambos incluidos, sumarle 4.
7.2) Leer un nimero. Si el nimero ingresado estd comprendido entre cuatro y quince,
ambos incluidos, sumarle 4. Sino, escribirlo.
7.3) Escribir un nimero previamente ingresado que esté comprendido entre cuatro y
quince, ambos incluidos, y que sea multiplo de dos.
7.4) Escribir los 15 primeros nimeros naturales.
7.5) Generar los 16 primeros nimeros naturales y escribir los multiplos de dos.
Sugerencias:
Ejemplo 7.4)
X=1
WHILE Q(X)DO
T(X)
U(X),
ENDWHILE

Problema N°8: Disefa un algoritmo que resuelva cada tarea que se detalla en cada items.

8.1) Dados un digito y un nimero natural, debe informar si el digito aparece en el niUmero
natural.

8.2) Dados un digito y un nimero natural, debe informar cuantas veces aparece el digito
en el nUmero natural.

8.3) Dado un nimero natural, debe determinar si es capicla.

8.4) Dado un numero entero, debe determinar la cantidad de cifras impares que lo com-
ponen.

Problema N°9: Analiza el siguiente algoritmo, teniendo en cuenta que se utiliza una lista L
para ingresar los N digitos del nimero entero que deseamos tratar, y determina la tarea del

algoritmo.
Algoritmo Determina_Mi_Tarea
BEGIN
Write('Ingresa la cantidad de digitos que tiene el nimero a procesar’)
Read(N)
S:=0,C.=0;
FORI:=1TO NDO
Read(L(l))
IF (L(l) mod 2 = 0) THEN
S:i=S + L(l);
C=C+1,
ENDIF
ENDFOR
Write (‘El nimero que ingresaste es: )
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FORI:=1TO NDO
Write(L(1))
ENDFOR
Write (‘Este algoritmo te informa que obtuvo dos valores, siendo ellos: )
Write (S, C)
END

Problema N°10: Justifica la validez del razonamiento “Si llueve, llevo paraguas. Si llevo pa-
raguas, no uso sombrero. Uso sombrero. Luego no llueve.”

Problema N°11: Justifica la validez de las siguientes reglas de inferencia:
11.1) 11.2)

PiipvQg PiipvQg

Do P —> 1 PP —> 1
Psig—or Pa: 78 > 7@
cir cisvr

Problema N°12: ¢Es —p una consecuencia légicade S= {pv q;—-pv—-q}?

Problema N°13: Se dan pares de afirmaciones. Justifica si tales afirmaciones son equiva-
lentes:

13.1) Afirmacién A: “Los autos se detienen si el seméforo tiene la sefal en rojo”
Afirmacion B: “Los autos se detienen solo si el semaforo tiene la sefial en rojo”

13.2) En el lenguaje comercial se utilizan frases como:
“Si el consumidor paga con tarjeta de crédito entonces el precio aumenta en un 2%”.
“El consumidor paga con tarjeta de crédito solo si el precio aumenta en un 2%".
¢Tienen los mismos valores de verdad?

Problema N°14: (Contradices o demuestras la proposicion?
La expresion p(n) = n®—n + 41 es nimero primo para todo n entero no negativo.

Problema N°15: Critica la siguiente demostracion en Z.

TEOREMA: VaeZ a=0.
Demostracion:

Se verifica que a® = a° Luego a’ - a° = @ - a°.

Es decir: (a—a) (a + a) = a (a — a) y cancelando el factor (a — a) a ambos lados de la
igualdad, obtenemos a + a = a. Sumando a ambos lados de la igualdad, el opuesto de a,
(—a), obtenemos a = 0.

107



Matemética Discreta

1.12 Ejercicios de opcion multiple
Ejercicio 1: Laformula (X AY) v (7 X AY)) v (X A 7 Y)) es equivalente a:

a) xAy) c) (xvy)
b) = x d) Ninguna de las anteriores.

Ejercicio 2: Si la valuacion de (p — q) es 0, entonces las valuaciones de las siguientes
formulas (mpv ~g) —>q) y (mg— —p) son respectivamente:

a) 0, 1 c) 1,1

b) 0,0 d) Ninguna de las anteriores.

Ejercicio 3: Considerando las expresiones relacionales: P(x): “x es estudiante mayor de
25 anos” y Q(x): “x es egresado con mas de 30 anos”, la expresion simbdlica de la nega-
cion de: “Algunos estudiantes son mayores de 25 anos y todos los egresados tienen mas de
30 anos”, es:

a) X P(X) A VX Q(X) c) vx =P(x) vax = Q(X)

b) VX =P(X) A3 x = Q(X) d) Ninguna de las anteriores.

Ejercicio 4: Considerando que P(X): x es par; Q(x): x es mayor que 3 y siendo x un entero
positivo, la expresion verdadera es:
a) Vx (P(x) A Q(x)).
b) I (=P(x) v = QX))
c) (VX P(x) A (3x =Q(x))
d) Ninguna de las anteriores.

Ejercicio 5: Una férmula de la forma (6 — ¢), donde “0” y “¢” son férmulas arbitrarias, es
una tautologia cuando:

a) Es verdadera para alguna interpretacion.

b) El antecedente es verdadero y el consecuente es falso.

¢) Su negacion es insatisfacible.

d) Ninguna de las anteriores.

Ejercicio 6: La negacion de la expresion simbdlica de la proposicion “Existen nimeros en-
teros cuyo cubo aumentado en uno es igual al cubo del siguiente” es:

avn((neZ)-= M+ 1= (n+ 1)) ovn(iineZ) - M+ 1= (n+1)?%)

PYIn(neZ) AN+ 1= (n+ 1)) d) Ninguna de las anteriores.

Ejercicio 7: La férmula vx 3y P(x, y) es légicamente equivalente a:

a) IX Yy P(x, y) C) Vx Vy P(x, y)
b) Ix Iy P(x, y) d) Ninguna de las anteriores.
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Ejercicio 8: & implica l6gicamente a ¢ cuando:

a) existe alguna interpretacion que haciendo verdadera a 6 hace verdadera a ¢.
b) toda interpretacién que hace verdadera a 0, hace verdadera a ¢.

c) 6 es consecuencia logica de ¢.

d) Ninguna de las anteriores.

Ejercicio 9: La expresion simbdlica de la proposicion “Los nimeros naturales multiplos de
6 son multiplos de 2 es:
a)Vx(xeNAX=6m, meN))—- (x=2n, neN)).
b)3Ix xe NA((x =6m, me N)— (x=2n, neN))).
C) VX XeNA(Xx=2m, me N)— (x=6n, neN)).
d) Ninguna de las anteriores.

Ejercicio 10: La férmula ((p A Q) v ((=p A —=Q) v Q)) es equivalente a:

a) (p~—q) c)p
b) (—mpv Q) d) Ninguna de las anteriores.

Ejercicio 11: Una interpretacién es un modelo para un conjunto S de férmulas cuando:
a) satisface a alguna férmula de S.

b) satisface a la conjuncion de férmulas de S.

©)
d)

satisface a alguna férmula de S o a su negacion.
Ninguna de las anteriores.

Ejercicio 12: Una inferencia se usa para:
a) verificar que las formulas estan bien formadas.
b) expresar férmulas complejas mediante implicaciones.
c¢) demostrar que una conjunciéon de férmulas implican légicamente una conclusion.
) Ninguna de las anteriores.

o
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